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ALLE  RECHTE, 
EINSCHLIESSLICH  DES  ÜBERSETZUNGSRECUTS,  VORBEHALTEN. 


Widmung. 


Die  neuen  Theorien,  die  in  diesem  Werke  dargestellt 
sind,  habe  ich  in  den  Jahren  von  1869  bis  1884  entwickelt, 
wo  mir  die  Liberalitat  meines 

Geburtslandes  Norwegen 

gestattete,  ungestört  meine  volle  Arbeitskraft  der  Wissen- 
schaft zu  widmen,  die  durch  Abels  Werke  in  Norwegens 
wissenschaftlicher  Literatur  den  ersten  Platz  erhalten  hat. 

Bei  der  Durchführung  meiner  Ideen  im  Einzelnen  und 
l)ei  ilurer  systematischen  Darstellung  genoss  ich  seit  1884  in 
der  grössten  Ausdehnung  die  unermüdliche  ünterstützimg  des 

Professors 

tUedrich  Engel 

meines  ausgezeichneten  Kollegen,  an  der  Universität  Leipzig. 

Das    in    dieser    Weise    entstandene    Werk    widme    ich 

Frankreichs 

Ecole  Normale  Superieure, 

deren  unsterblicher  Schüler  Galois  zuerst  die  Bedeutung  des 
Begriffs  (iiscontinuirliclie  Gruppe  erkannte.  Den  hervorragenden 
Lehrern  dieses  Instituts,  besonders  den  Herreu  G.  Darboux, 
E.  Picard  und  J.  Tannery  verdanke  ich  es,  dass  die  tüch- 
tigsten jungen  Mathematiker  Frankreichs  wetteifernd  mit  einer 
Reihe  junger  deutscher  Mathematiker  meine  Untersuchungen 
über  continuirliche  Gruppen,  über  Geotmtrie  und  über  Differen- 
tidgleichungen  studiren  und  mit  glänzendem  Erfolge  ver- 
werthen. 

Soplins  Lie. 


Vorrede. 


Der  vorliegende  dritte  Abschnitt  bildet  den  Schluss  des  ganzen 
Werkes.  Er  zerfallt  in  sechs  Abtheilungen,  über  deren  Inhalt  zunächst 
kurz  berichtet  werden  möge. 

In  der  ersten  Abtheilung  werden  alle  endlichen  continuirlichen 
Gruppen  auf  der  Geraden  und  in  der  Ebene  bestimmt  und  klassificirt, 
desgleichen  alle  projectiven  Gruppen  auf  der  Geraden  und  in  der  Ebene 
und  endlich  alle  linearen  homogenen  Gruppen  in  drei  Veränderlichen. 

In  der  ziveiten  Abtheilung  werden  die  endlichen  continuirlichen 
primitiven  Gruppen  des  B^  vollständig  bestimmt.  *  Unter  den  imprimi- 
tiven werden  alle  die  aufgestellt,  bei  denen  eine  Schaar  von  oo^  Flächen 
invariant  bleibt,  die  sich  nicht  in  eine  invariante  Schaar  von  oo'  Curven 
zerlegen  lässt,  und  alle  die,  bei  denen  eine  Scharr  von  oo'  Curven 
invariant  bleibt,  die  sich  nicht  in  eine  invariante  Schaar  von  oo^ 
Flächen  zusammenfassen  lässt.  Endlich  wird  die  Bestimmung  der  übrigen 
imprimitiven  Gruppen  des  R^  skizzirt.  Ich  habe  zwar  schon  1878 
alle  Rechnungen,  die  zur  Bestimmung  dieser  Gruppen  erforderlich  sind, 
durchgeführt,  bis  jetzt  ist  es  mir  aber  noch  nicht  gelungen,  diese 
Rechnungen  so  übersichtlich  anzuordnen,  dass  mir  ihre  vollständige 
Veröffentlichung  zweckmässig  erschiene. 

Die  dritte  Abtheilung  enthält  die  Bestimmung  aller  primitiven 
projectiven  Gruppen  des  i^g,  ausserdem  wird  in  ihr  die  Bestimmung 
aller  imprimitiven  projectiven  Gruppen  des  It^  in  der  Hauptsache  zum 
Abschlüsse  gebracht,  wenn  auch  einzelne  Rechnungen  nicht  ganz  bis 
zu  Ende  durchgeführt  werden.  Von  den  speciellen  Untersuchungen, 
die  in  dieser  Abtheilung  angestellt  werden,  nenne  ich  namentlich:  die 
Bestimmung  aller  Curven  und  Flächen  des  iJg,  die  projective  Gruppen 
mit  mehr  als  zwei  Parametern  gestatten,  und  die  Aufstellung  aller 
Typen  von  Untergruppen  der  projectiven  Gruppe  eines  Kegelschnitts 
und  der  projectiven  Gruppe  einer  Fläche  zweiten  Grades. 

Durch  die  Aufstellung  aller  Untergruppen  der  beiden  zuletzt  ge- 
nannten Gruppen  ist  offenbar  das  Problem  erledigt,  alle  Untergruppen 
der  Gruppe  der  Euklidischen  und  der  Gruppe  der  Nichteuklidischen 


VI  Vorrede. 

Bewegungen  im  B^  zu  bestimmen.  Bekanntlich  hat  Herr  Camille 
Jordan  bereits  1868  (s.  Ann.  di  mat.  Ser.  2,  Bd.  2,  S.  167  flF.)  alle 
reellen  continuirlichen  und  discontinuirlichen  Untergruppen  der  Gruppe 
der  Euklidischen  Bewegungen  des  B^  bestimmt.  Er  benutzt  aber 
dabei  eine  ganz  andre  Methode  und  jedenfalls  kommen  bei  ihm  weder 
das  Symbol  Xf  noch  die  Gleichungen:  {XiXk)  =  ZciuX^f  vor.  Die 
Bestimmung  aller  continuirlichen  Gruppen  von  Euklidischen  und  Nicht- 
euklidischen  Bewegungen  des  B^  ist  erst  von  mir  ausgeführt  worden. 

Ferner  wird  durch  die  Bestimmung  aller  projectiven  Gruppen  des 
B^  auch  die  Aufgabe  erledigt,  alle  Typen  von  Untergruppen  der  con- 
formen  Gruppe  des  B^  zu  bestimmen.  Dieser  Zusammenhang  wird 
sogar  bei  der  Bestimmung  aller  projectiven  Gruppen  des  B^^  die  eine 
Gerade  invariant  lassen,  ausdrücklich  verwerthet,  es  wird  nämlich  von 
dem  Umstände  Gebrauch  gemacht,  dass  die  projective  Gruppe  einer 
Geraden  des  B^  mit  der  Gruppe  der  Euklidischen  Bewegungen  und 
der  Aehnlichkeitstransformationen  des  B^  gleichzusammengesetzt  ist. 
Derartige  Sätze  finden  sich  bei  mir  bereits  1871  (Ges.  d.  Wiss.  zu 
Christiania  u.  Math.  Ann.  Bd.  5). 

Endlich  sind  hiermit  zugleich  alle  Untergruppen  der  grossten  Be- 
rührungstransformationsgruppe  des  B^  bestimmt,  bei  der  Erümmungs- 
linien  in  Krümmungslinien  übergehen.  Ich  sehe  mich  veranlasst,  aus- 
drücklich hervorzuheben,  dass  auch  diese  wichtigen  gruppeutheoretischen 
Untersuchungen  schon  in  den  Jahren  1870 — 71  anfangen.  Von  meiner 
In  Varianten  theorie  der  Berührungstransformationen  ist  ebenfalls  bereits 
1872  eine  kurzgefasste  Darstellung  erschienen,  in  der  alle  Hauptresul- 
tate angegeben  sind  (Ges.  d.  Wiss.  zu  Christiania  1872). 

Derartige  Bestimmungen  von  Gruppen,  wie  sie  in  den  besprochenen 
ersten  drei  Abtheilungen  durchgeführt  sind,  haben  an  und  für  sich 
schon  einen  hohen  Werth;  denn  wie  oft  braucht  man  nicht  alle 
Gruppen  oder  alle  projectiven  Gruppen  eines  Raumes,  die  gewisse 
Eigenschaften  besitzen,  und  wie  bequem  ist  es  dann,  die  Gruppen,  die 
man  braucht,  ohne  Weiteres  angeben  zu  können.  Hier  dienen  diese 
Untersuchungen  aber  auch  noch  dazu,  die  allgemeinen  Theorien  des 
Abschnitts  I  anzuwenden  und  durch  zahlreiche  Beispiele  zu  erläutern. 
Allerdings  wird  bei  der  hier  gewählten  Art  der  Darstellung  häufig 
darauf  verzichtet,  die  einzelnen  Ergebnisse  mit  möglichst  elementaren 
Hülfsmitteln  abzuleiten;  es  liegt  aber  einmal  in  dem  ganzen  Plane 
dieses  Werkes,  nicht  vom  Besondem  zum  Allgemeinen  aufzusteigen, 
sondern  umgekehrt  so  viel  wie  möglich  das  Besondi^e  aus  dem  Allge- 
meinen abzuleiten. 


Vorrede.  VII 

Femer  haben  hier  wie  auch  sonst  vielfach  in  diesem  Werke  die 
rein  analytischen  Entwicklungen  im  Allgemeinen  ein  hervorragendes 
(ßonietrisdies  Interesse.  Ueberhaupt  hofife  ich,  dass  meine  Gruppen- 
tbeorie  sich  für  viele  Zweige  der  Mathematik  in  immer  wachsendem 
Masse  fruchtbar  erweisen  und  ihnen  eine  mehr  oder  weniger  veränderte 
Gestalt  geben  wird.  Ich  denke  dabei  namentlich  an  die  Geometrie, 
an  die  Theorie  der  Differentialgleichungen,  an  die  Mechanik  und  end- 
lich auch  an  die  gewöhnliche  Cayleysche  Invariantentheorie. 

Die  Principien  der  Mechanik  haben  einen  gruppentheoretischen 
Ursprung,  die  Integrationstheorien  der  Mechanik  liefern  eines  der 
schönsten  Beispiele  zu  meinen  Theorien.  Die  Kinematik  und  ihre 
Sätze  ordnen  sich  zum  Theil  als  ganz  specielle  Fälle  unter  meine  all- 
gemeinen Sätze.  Meine  Untersuchungen  über  die  geodätischen  Curven 
und  über  das  allgemeine  Aequivalenzproblem  in  der  Theorie  der 
Differentialgleichungen  zeigen,  nach  welchen  Principien  man  die 
Mechanik  erfolgreich  behandeln  kann.  Die  Mathematiker,  die  hieran 
angeknüpft  haben,  es  sind  die  Herren  Painleve,  Staude  und  Stäckel, 
werden  zweifellos  zu  den  schönsten  Resultaten  gelangen,  sobald  sie 
tiefer  in  meine  allgemeinen  Theorien  eingedrungen  sein  werden.  Selbst 
für  die  Optik  und  überhaupt  die  mathematische  Physik  erscheinen 
meine  Ideen  fruchtbar. 

Die  gewöhnliche  Cayleysche  Invariantentheorie  wird,  wie  ich 
glaube,  durch  meine  Theorien  auf  einfachere  und  allgemeinere  Prin- 
cipien zurückgeführt  und  zugleich  auf  beliebige  Gruppen  ausgedehnt. 
Ich  nenne  hier  nur  meine  oben  erwähnten  Untersuchungen  über  Curven 
und  Flächen  des  ü,,  die  infinitesimale  projective  Transformationen 
gestatten.  Diese  Untersuchungen,  die  überhaupt  zahlreiche  Anwendungeth 
gestatten,  haben  besonders  für  die  gewöhnliche  Invariantentheorie  ein 
hervorragendes  Interesse. 

Man  unterscheidet  da  zwischen  allgemeinen  und  speciellen  —  sagen 
wir  singulären  Formen.  Eine  Form  n-ten  Grades  a^  in  m  Veränder- 
lichen ist  dann  und  nur  dann  singulär,  wenn  die  Mannigfaltigkeit  des 
JJto— ii  die  durch  die  Gleichung:  aJJ  =  0  dargestellt  wird,  eine  infini- 
tesimale projective  Transformation  des  Rm—i  gestattet  oder,  was  auf 
dasselbe  hinauskommt,  wenn  die  Form  a^  selbst  eine  lineare  homogene 

infinitesimale  Transformation  gestattet.  Es  ist  nun  schwer  zu  ver- 
stehen, warum  die  Invariantentheoretiker  nicht  schon  längst  auch  nur 
alle  singulären  quaternären  Formen  bestimn^t  haben,  denn  die  luvari- 
antentheorie  dieser  Formen  ist  doch  eine  andre  als  die  der  allgemeinen 
quaternären  Formen.    Vielleicht  liegt  das  aber  daran,  dass  die  Invari- 
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antentheoretiker   als    reine  Algebraiker   eine   gewisse  Scheu  vor  dem 
Transcendenten  gehabt  haben. 

Dieser  Lücke  in  der  Formentheorie*)  entspricht  in  der  Krümmungs- 
theorie eine  ganz  ähnliche  Lücke.  In  der  Erümmungstheorie  ist  bis- 
her die  Frage  nach  den  Bedingungen  für  die  Congruenz  imaginärer 
Flachen  und  Gurven  überhaupt  noch  gar  nicht  behandelt  worden^  zum 
Beispiel  hat  man  fQr  die  Curven  von  der  Länge  Null  im  gewöhnlichen 
Baume  noch  nicht  einmal  die  Begriffe  entwickelt,  die  an  Stelle  der 
illusorisch  werdenden  Krümmungen  eingeführt  werden  müssen.  Alles  das 
zeigt  auf  das  Schlagendste,  wie  unvollständig  die  bisherige  Invarianteu- 
theorie  und  die  bisherige  KrQmmungstheorie  vom  gruppentheoretischen 
Standpunkte  aus  sind. 

Nach  dieser  Abschweifung  wende  ich  mich  wieder  zur  Fortsetzung 
der  Inhaltsangabe. 

Die  vierte  Abtheilung  behandelt  eine  Reihe  ganz  besonders  wich- 
tiger Kategorien  y^n  Gruppen.  In  dem  ersten  Kapitel  der  Abtheilung 
werden  zum  Beispiel  alle  Gruppen  in  möglichst  wenig  Veränderlichen 
aufgestellt^  die  entweder  mit  der  allgemeinen  projectiven  oder  mit  der 
allgemeinen  linearen  oder  mit  der  speciellen  linearen  Gruppe  des  R» 
gleichzusammengesetzt  sind.  In  dem  zweiten  Kapitel  werden  die 
primitiven  projectiven  Gruppen  des  22»  untersucht,  die  Verallgemeine- 
rungen der  primitiven  projectiven  Gruppen  des  R^  sind,  und  es  wird 
gezeigt,  dass  keine  dieser  Gruppen  durch  eine  nichtprojective  Punkt- 
transformation des  Rn  wieder  in  eine  projective  Gruppe  übergeführt 
werden  kann. 

Schon  im  ersten  Abschnitt  sind  alle  endlichen  continuirlichen 
Gruppen  des  Rn  bestimmt,  die  möglichst  grosse  Transitivität  im  In- 
finitesimalen besitzen,  und  es  wird  darauf  auch  eine  Bestimmung  aller 
endlichen  continuirlichen  Gruppen  des  Rn  gegründet,  die  möglichste 
Transitivität  im  Endlichen  besitzen.  Das  damals  über  diese  letzteren 
Gruppen  angegebene  Resultat  ist  richtig,  aber  es  wird  aus  dem  über 
die  ersteren  Gruppen  bewiesenen  Satze  durch  einen  Gränzübergang 
abgeleitet,  dessen  Berechtigung  keineswegs  von  vornherein  klar  ist. 
Theils  die  Wichtigkeit  dieser  Resultate,  theils  systematische  Gründe 


*)  Merkwürdigerweise  wird  diese  Lücke  vielfach  gar  nicht  empfanden.  Wenn 
übrigens  Herr  Maurer  behauptet  (Münchn.  Ber.  1888,  S.  104),  Herr  Christof  fei 
habe  streng  bewiesen,  dass  für  die  Aequivalenz  zweier  algebraischer  Formen  durch 
lineare  Substitution  die  Gleichheit  ihrer  absoluten  Invarianten  sowohl  erforderlich 
als  hinreichend  sei,  so  ist  zu  bemerken,  dass  sich  Herr  Christoffel  bei  seinem 
Beweis  ausdrücklich  auf  allgemeine  Formen  beschränkt 
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Hessen  es  daher  richtig  erscheinon,  eine  -  neue  Begründang  der  be- 
ireffenden Sätze  za  liefern,  wobei  gleichzeitig  noch  andre  wichtige  Sätze 
abgeleitet  werden  konnten.  Diesem  Zwecke  ist  das  dritte  Kapitel  der 
Abtheilung  gewidmet. 

Das  vierte  und  das  fünfte  Kapitel  der  Abtheilung  handeln  von 
den  continuirlichen  Gruppen  des  JB«  (n  >  2),  bei  denen  eine  Differential- 
gleichung zweiten  Grades  von  der  Form: 

1 ...» 

^fir{Xi  •  .  •  Xn)dXidXp  «=  0 

invariant  bleibt  und  bei  denen  ausserdem  in  einem  gewissen  Sinne 
möglichst  grosse  freie  Beweglichkeit  im  Infinitesimalen  stattfindet. 
Ein  specteüer  Fall  dieser  Aufgabe  ist  schon  von  Riemann  behandelt 
worden,  denn  Riemann  sucht  im  Grunde  alle  derartigen  Gruppen, 
bei  denen  nicht  blos  eine  solche  Gleichung  sondern  auch  die  quadra- 
tische Form:  SfirdXidx^  selbst  invariant  bleibt.  Riemann  findet  die 
Gruppe  der  Euklidischen  und  die  Gruppe  der  Nichteuklidischen  Be- 
wegungen im  22»,  ich  finde  ausserdem  die  Gruppe  der  Aehnlichkeits- 
transformationen  und  die  Gruppe  der  reciproken  Radien.  Diese  meine 
Untersuchungen,  die  zuerst  1885  veröffentlicht  sind,  gehen  also  wesent- 
lich weiter  als  die  Riemanns,  sie  liefern  aber  zugleich  eine  neue 
Begründung  der  von  Riemann  ohne  Beweis  angegebenen  Resultate, 
deren  Richtigkeit  zuerst  von  den  Herren  Christoffel  und  Lipschitz 
bestätigt  worden  ist.  Herr  Killing,  der  meine  betreffende  Ajrbeit 
von  1885  kennt,  hat  es  passend  gefunden,  meine  Behandlung  des 
Problems  ohne  wesentliche  Aenderung  wiederzugeben. 

Das  letzte  Kapitel  dieser  Abtheilung  bespricht  kurz,  wie  sich  die 
Begriffe  der  Gruppentheorie  für  reelle  analytische  Gruppen  gestalten 
und  inwieweit  sich  die  allgemeinen  Sätze  der  Theorie  auf  reelle  nicht- 
analytische  Gruppen  ausdehnen  lassen.  Die  Theorie  der  reellen  nicht- 
analytischen Gruppen  wird  durch  den  Satz  beherrscht^  dass  jede  transi- 
tive reelle  nichtanalytische  Gruppe,  bei  der  gewisse  Differentialquotienten 
existiren,  durch  eine  reelle  Transformation  in  eine  reelle  analytische 
Gruppe  überführbar  ist.  Ich  habe  diesen  Satz  bereits  1888  veröffent- 
licht (Leipz.  Ber.  1888,  S.  17)  und  habe  später  (ebd.  1890,  S.  360  ff.) 
auch  die  Hülfsmittel,  die  zum  Beweise  dieses  Satzes  genügen,  an- 
gedeutet. Erwähnen  will  ich  noch,  dass  in  dem  in  Rede  stehenden 
Kapitel  gezeigt  wird,  wie  sich  die  oben  besprochene  Theorie  der 
Gruppen,  die  eine  Differentialgleichung  zweiten  Grades  invariant  lassen, 
gestaltet,  wenn  man  sich  auf  reelle  Gruppen  beschränkt. 
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Die  fünfte  Abtlieilung'  beschäftigt  sich  mit  den  Grundlagen  der 
Geometrie, 

In  den  Untersuchungen  über  die  Grundlagen  der  Geometrie  spielen 
neben  Euklid^  der  immer  die  erste  Stelle  behaupten  wird,  besonders 
die  Namen  Lobatschewski  und  Biemann  eine  grosse  Rolle,  vor 
allen  Dingen  aber  der  Name  Riemann.  Zwischen  Lobatschewski 
und  Riemann  besteht  jedoch  ein  wesentlicher  Unterschied.  Während 
Lobatschewski  nur  das  Werk  Euklids  fortsetzen  und  gewisser- 
massen  ein  zweiter  Euklid  sein  wollte,  schlug  Riemann  einen  ganz 
andern  Weg  ein^  indem  er  den  Raum  als  Zahlen  manuigfaltigkeit  auf- 
fasste  und  auf  diese  Zahleumannigfaltigkeit  die  ganze  Analysis  an- 
wendete. 

Für  Euklid  existirt  der  allgemeine  Zahlbegriff,  also  namentlich 
die  irrationale  Zahl  nicht  von  vornherein.  Bei  ihm  hat  die  Geometrie 
mehrere  Stufen,  deren  erste  jedenfalls  vom  Parallelenaxiom  und  von 
dem  allgemeinen  Grössenbegriff  unabhängig  ist. 

Auf  dieser  ersten  Stufe  setzt  Euklid  gewisse  Begriffe  wie  Raum, 
Fläche,  Gurve,  Punkt^  Gerade,  Ebene  und  gewisse  Eigenschaften  dieser 
Begriffe  voraus.  Ferner  postulirt  er  u.  A.  den  Begriff  Bewegung  und 
die  Begriffe:  Entfernung  und  Winkel,  also  gewisse  Livariant^n  der 
Bewegungen.  Diese  Begriffe  und  ihre  Eigenschaften,  die  er  postulirt, 
reichen  zum  Aufbau  der  ersten  Stufe  seiner  Geometrie  aus.  Nunmehr 
erst  führt  er  das  Parallelenaxiom  ein  und  zieht  die  Folgerungen,  die 
sich  daraus  ergeben.  Endlich  führt  er  den  allgemeinen  Grössenbegriff 
ein  und  zwar  ist  zu  bemerken,  dass  seine  Einführung  der  Grössen- 
begriffe:  Flächenraum  und  Bogenlänge  im  Grunde  auf  gewissen  Axiomen 
beruht. 

Euklids  Nachfolger  versuchten  während  einer  langen  Reihe  von 
Jahrhunderten  das  System  Euklids  zu  verbessern,  namentlich  das 
Parallelenaxiom  zu  vermeiden.  Nicht  ohne  Interesse  sind  insbesondere 
gewisse  Untersuchungen,  die  im  vorigen  Jahrhundert  angestellt  worden 
sind  und  die  man  erst  in  neuester  Zeit  wieder  entdeckt  hat.  Mehrere 
Mathematiker,  so  der  von  Herrn  Beltrami  entdeckte  Saccheri  (1733) 
und  andrerseits  Lambert  in  einer  von  Herrn  Stäckel  entdeckten 
Arbeit*)  hatten  erkannt,  dass  von  vornherein  drei  Möglichkeiten  dunk- 
bar sind.     Errichtet  man   auf  einer  Geraden  in  den  beiden  Punkten 


*)  Leipziger  Magazin  für  reine  und  angewandte  Mathematik  Bd.  I,  1786.  Die 
Lambert  sehe  Arbeit,  die  nach  Lamberts  Tode  von  Bernoulli  herausgegeben 
worden  ist,  ist  schon  im  September  1766  aufgesetzt. 
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Ä  und  B  zwei  gleich  lange  Lothe  ÄC  und  BD  nach  derselben  Seite 
hin,  so  hat  man  zwischen  den  drei  Hypothesen: 

CD  ^  AB 

die  Wahl.  Man  versuchte  nun  aus  jeder  dieser  drei  Hypothesen  die 
Consequenzen  zu  ziehen.  Insbesondere  folgert  Lambert  aus  der 
ersten  und  der  dritten  Hypothese^  dass  der  Unterschied  zwischen  der 
Winkelsumme  eines  Dreiecks  und  zwischen  zwei  Rechten  proportional 
dem  Flächeninhalte  des  Dreiecks  sei,  und  er  hebt  ausdrücklich  hervor, 
dass  man,  sobald  die  erste  Hypothese  angenommen  werde,  für  jede 
Strecke  ein  absolutes  Mass  habe  und  dass  es  dann  keine  ähnlichen  Figuren 
mehr  gebe.  Lambert  fugt  noch  hinzu,  dass  die  dritte  Hypothese 
auf  der  Kugel  verwirklicht  sei,  und  spricht  sogar  die  Vermuthung  aus, 
dass  die  erste  Hypothese  bei  einer  imaginären  Kugelfläche  vorkomme. 

Obgleich  nun  hiemach  Lambert  im  Grunde  bereits  die  Rie- 
mannsche  Geometrie  auf  der  Ebene  besass*),  so  kommt  er  schliess- 
lich durch  Ueberlegungen,  deren  Unzulänglichkeit  schon  Hindenburg 
erkannt  hat,  zu  dem  Ergebnisse,  dass  nur  die  Hypothese:  CD  *=  AB 
zulässig  sei. 

Lobatschewski  war,  wie  es  scheint,  der  erste,  der  kühn  be- 
hauptetey  dass  die  Hypothese:  CD>  AB  zn  einer  vernünftigen,  in  sich 
abgeschlossenen  Geometrie  führe  und  zwar  nicht  blos  in  der  Ebene 
sondern  auch  im  gewöhnlichen  Räume.  Ob  jedoch  Lobatschewski 
einen  fehlerfreien  Beweis  für  diese  Behauptung  geliefert  hat,  das  wage 
ich  nicht  zu  entscheiden,  dazu  kenne  ich  die  Lobatschewskischen 
Untersuchungen  nicht  genau  genug,  zumal  diese  Untersuchungen  nur 
zum  Theil  in  deutscher  oder  französischer  Sprache  veröffentlicht  sind. 
Jedenfalls  ist  aber  seine  Nichteuklidische  Geometrie  richtig,  das  haben 
die  späteren  Untersuchungen  von  Riemann  und  von  Herrn  Beltrami 
gezeigt,  aus  denen  z.  B.  hervorgeht,  dass  die  Lobatschewskische 
Geometrie  der  Ebene  auf  gewissen  Mannigfaltigkeiten  des  Euklidischen 
Raumes  verwirklicht  ist 

Riemann  fasst  den  Raum  als  eine  Zahlenmannigfaltigkeit  auf, 
was  übrigens  Grassmann  im  Grunde  schon  1844  gethan  hatte,  er 
setzt  aber  ausserdem  noch,  die  ganze  Analysis  als  bekannt  voraus. 
Er  betrachtet,  wenn  auch  nur  implicite,  Transformationen  dieser  Mannig- 
faltigkeit und  fordert,  dass  bei  diesen  Transformationen  eine  beständig 
positive    quadratische   Form   der  Differentiale   invariant   bleibe.     Aus- 


*)  Hierdorch   erledigt  sich   die   auf  S.  394  gemachte  Bemerkung  ji^die   ge- 
schrieben ist,  bevor  wir  mit  der  Lambert  sehen  Arbeit  bekannt  waren. 
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gehend  von  derartigen,  allerdings  nicht  scharf  formulirten  Axiomen 
gelangt  er  zum  Begriff  der  geodätischen  Linie  und  wii^d  durch  eine 
äusserst  geniale  Anwendung  der  Gaussschen  Theorie  des  Kriimmungs- 
masses  auf  drei  verschiedene  Geometrien  geführt,  nämlich  auf  die 
Euklidische,  auf  die^  die  man  gewöhnlich  als  die  Lobatschewskische 
bezeichnet  und  auf  eine  dritte,  der  man  den  Namen  Biemannsche 
Geometrie  gegeben  hat. 

Biemanns  geniales  Gebände  liegt  nur  in  einer  ziemlich  knappen 
Skizze  vor  und  enthält  in  dieser  Form  nicht  blos  Lücken  sondern 
auch  andre  Mängel.  Er  hat  aber  jedenfalls  gezeigt,  dass  es  für  n  >  1 
immer  n-fach  ausgedehnte  Mannigfaltigkeiten  giebt,  die  im  Biemann- 
schen  Sinne  constantes  Krümmungsmass  besitzen  und  deren  Krümmung»- 
mass  einen  beliebigen  positiven  oder  negativen  Werth  hat.  Er  hat 
auch  bemerkt,  dass  die  Existenz  von  n-fach  ausgedehnten  Mannig- 
faltigkeiten mit  constantem  positivem  Biemannschem  Erümmungs- 
messe  durch  die  Eugel  des  (n  4~  l)-fach  ausgedehnten  Euklidischen 
Baumes  von  vornherein  sicher  gestellt  ist. 

Ein  einfaches  Bild  einer  Mannigfaltigkeit  mit  constantem  nega- 
tivem Biemannschem  Krümmungsmasse  hat  Herr  Bcltrami  gegeben, 
indem  er  zeigte,  dass  für  n  =  3  eine  solche  Mannigfaltigkeit  auf  das 
Linere  einer  reellen  nichtgeradlinigen  Fläche  zweiten  Grades  im  R^ 
abgebildet  werden  kann.  In  dieser  Verbindung  erinnere  ich  überdies 
noch  an  die  Cayleysche  projective  Massbestimmung.  Soweit  ich  es 
übersehe,  liegt  das  Verdienst  der  damit  zusammenhängenden  Unter- 
suchungen des  Herrn  F.  Klein  über  Nichteuklidische  Geometrie  wesent- 
lich darin,  dass  in  ihnen  die  Besultate  seiner  Vorgänger  popularisirt 
werden.  Klein  verwerthet  dabei  die  von  mir  herrührenden  Begriffe 
infinitesimale  Transformation  und  eingliedrige  Gruppe. 

Biemann  fasst,  wenn  auch  nur  implicite,  die  Bewegungen  des 
Baumes  als  Transformationen  auf,  die  eine  Gruppe  bilden,  und  ver- 
sucht, so  können  wir  es  ausdrücken,  diese  Gruppe  durch  einfache 
Eigenschaften  zu  charakterisiren.  Herr  v.  Helmholtz  hat  versucht, 
in  dieser  Bichtung  weiter  zu  gehen,  man  kann  aber  leider  nicht  sagen, 
dass  dieser  sein  Versuch,  der  allerdings  viel  Literesse  hat,  gelungen 
sei,  denn  seine  mathematischen  Betrachtungen  beruhen  auf  falschen 
Voraussetzungen.  Wenn  ich  nicht  irre,  ist  es  mir  gelungen,  das  von 
Biemann  implicite  gestellte  und  von  Herrn  v.  Helmholtz  behandelte, 
aber  nicht  erledigte  Problem  vollständig  zu  erledigen.  Das  Nähere 
wird  man  in  den  Kapiteln  21,  22  und  23  finden. 

In. den  Untersuchungen  über  die  Grundlagen  der  Geometrie,  die 
von    den   Herren  v.  Helmholtz,   de  Tilly,  F.   Klein,  Liudcmaun 
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und  Killing  angestellt  worden  sind,  finden  sich  eine  Reihe  von  groben 
Fehlern,  die  im  letzten  Gründe  darauf  beruhen,  dass  die  Verfasser 
dieser  Untersuchungen  entweder  gar  keine  oder  nur  sehr  mangelhafte 
gruppentheoretische  Kenntnisse  besassen.  Da  diese  Fehler  zum 
Theile  recht  lehrreich  sind,  wird  in  der  Abtheilung  über  die  Grund- 
lagen der  Geometrie  ausführlich  auf  sie  eingegangen.  Was  insbesondre 
Herrn  Lindemann  anbetrifft,  so  vergleiche  man  noch  den  Schluss 
von  §  146.  Allerdings  wird  die  Beurtheilung  aller  dieser  Arbeiten 
durch  den  Mangel  an  Präcision  des  Ausdrucks,  der  sich  in  ihnen  be- 
merklich macht,  sehr  erschwert. 

Die  sechste  und  letzte  Abtheilung  enthält  eine  Anzahl  äusserst 
wichtiger  allgemeiner  Untersuchungen  über  endliche  continuirliche 
Gruppen. 

Kapitel  25  beschäftigt  sich  mit  den  Fundamentalsätzen  der 
Gruppentheorie.  Es  handelt  sich  dabei  darum,  die  diesen  Sätzen  und 
ihren  Beweisen  zu  Grunde  liegenden  Gedanken  schärfer  hervortreten 
zu  lassen;  ausserdem  werden  noch  ähnliche  allgemeine  Sätze  auf- 
gestellt, die  geeignet  sind^  auf  die  Grundbegriffe  und  die  grundlegen- 
den Sätze  neues  Licht  zu  werfen.  Dabei  wird  auch  der  Versuch 
berührt,  der  von  andrer  Seite  gemacht  worden  ist,  eine  neue  und  ein- 
fachere Begründung  meiner  Fundamentalsätze  zu  liefern. 

Ich  kann  nicht  anerkennen,  dass  Herr  Schur  eine  wirklich  ein- 
fachere Begründung  meiner  Fundamentalsätze  geliefert  hat  Abgesehen 
davon,  dass  Herr  Schur  sich  von  vornherein  auf  einen  viel  specielleren 
Standpunkt  stellt  als  ich,  beruhen  auch  die  Vereinfachungen,  die  er 
an  einigen  Stellen  anscheinend  erreicht,  darauf,  dass  er  nur  gewisse 
Theile  meiner  betreffenden  Sätze  beweist;  auf  diese  Weise  lassen  sich 
natürlich  fast  immer  Abkürzungen  der  Beweise  erzielen.  Hiermit  be- 
absichtige ich  aber  keineswegs  zu  leugnen,  dass  auch  diese  Unter- 
suchungen des  Herrn  Schur  ihren  Werth  haben,  ganz  abgesehen  von 
den  wirklich  neuen  Resultaten,  die  Herr  Schur  sonst  gefunden  hat 
und  die  hierbei  gar  nicht  in  Frage  kommen.  In  allen  Schur  sehen 
Arbeiten  über  Gruppentheorie  findet  man  Gewissenhaftigkeit  und  Ernst, 
Eigenschaften,  die  man  leider  in  zu  vielen  Arbeiten  vermisst,  die  doch 
mit  grossen  Ansprüchen  hervortreten. 

Das  26.  Kapitel  zeigt,  wie  man  eine  r-gliedrige  Gruppe  mit  be- 
kannten endlichen  Gleichungen  auf  die  kanonische  Form  bringen  kann, 
die  durch   die  infinitesimalen  Transformationen  der  Gruppe  bestimmt 
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ist;  es  stellt  sich  heraaS;  dass  dazu  an  Integrationen  höchstens  Quadra- 
turen erforderlich  sind. 

*  In  Kapitel  27  wird  das  Problem ,  alle  r-gliedrigen  transitiven 
Gruppen  von  gegebener  Zusammensetzung  zu  bestimmen,  von  Neuem 
aufgenommen  und  die  in  Abschn.  I  gegebene  Erledigung  dieses  Pro- 
blems wird  yervoUstandigt.  Es  wird  gezeigt,  dass  die  Integrationen, 
die  nach  Abschn.  I  zur  Erledigung  des  Problems  erforderlich  waren, 
im  ungünstigsten  Falle  auf  Quadraturen  hinauskommen. 

Kapitel  28  handelt  über  die  Theorie  der  Zusammensetzung.  Diese 
äusserst  wichtige  Theorie  bildet  eigentlich  den  Ausgangspunkt  meiner 
allgemeinen  Untersuchungen  über  endliche  continuirliche  Gruppen  und 
ich  habe  auch  eine  grosse  Anzahl  wichtiger  Ergebnisse  über  die 
Theorie  der  Zusammensetzung  erhalten.  Diese  Ergebnisse,  die  nament- 
lich für  die  Anwendung  der  Gruppentheorie  von  der  grössten  Bedeu- 
tung sind,  werden  in  Kapitel  28  ziemlich  vollständig  dargestellt.  Ueber 
die  wesentlich  weitergehenden  Resultate,  die  in  neuerer  Zeit  von 
andrer  Seite  erreicht  worden  sind,  wird  im  Schlusskapitel  ziemlich 
ausführlich  berichtet. 

Meine  Untersuchungen  über  Transformationsgruppen  waren  schon 
1884  zum  Abschluss  gebracht  und  sind  später  nur  noch  in  Einzel- 
heiten vervollständigt  worden. 

Seit  1884  sind  nun  eine  Reihe  gruppentheoretischer  Untersuchungen 
auch  von  andrer  Seite  ausgeführt  worden.  Verschiedene  von  diesen 
Arbeiten  haben  einen  rein  gruppentheoretischen  Charakter  und  zwar  sind 
diese,  soweit  sie  sich  auf  endliche  continuirliche  Gruppen  beziehen, 
meistens  von  deutschen  Forschern  ausgeführt  worden.  Ich  nenne  hier: 
Engel,  Killing,  Study,  Schur,  Scheffers,  Maurer,  ferner  Page 
(Amerikaner),  Werner,  Umlauf  und  Knothe  und  von  Franzosen: 
de  Tannenberg,  Tresse  und  Cartan.  Diese  Arbeiten  werden  in 
Kapitel  29  kurz  besprochen.  Andre  Arbeiten  von  Engel  und  Zorawski 
einerseits  und  von  Picard  und  Tresse  andrerseits  beschäftigen  sich 
mit  unendlichen  continuirlichen  Gruppen,  sie  können  deshalb  in  diesem 
Werke  nicht  näher  besprochen  werden. 

Noch  andre,  zum  Theil  ausserordentlich  wichtige  Arbeiten  wenden 
die  Theorie  der  endlidien  continuirlichen  Gruppen  auf  Differentialglei- 
chungen an.  Hier  stehen  die  Herren  Picard  und  Yessiot  in  erster 
Linie,  ihnen  folgen  Appell,  Painleve  und  viele  andre  'Franzosen. 
Alle  diese  Arbeiten  ebenso  wie  die  eben  erwähnten  über  unendliche 
Gruppen  können  aber  erst  in  dem  besondern  Werke  berücksichtigt 
werden,  das  ich,  wieder  mit  Engels  Unterstützung,  über  Differential- 
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inyarianten^  unendliche  Gruppen  und  Integrationstheorie  abznfassen 
gedenke. 

Noch  weniger  kann  natürlich  auf  die  zahlreichen  aber  meistens 
tririalen  Arbeiten  eingegangen  werden^  in  denen  seit  1885  nach  Syl- 
vesters Vorgang  Differentialinvarianten  für  eine  Anzahl  specieller 
Gruppen  aufgestellt  worden  sind. 

Den  Schluss  des  Werkes  bildet  ein  Sachregister  zu  allen  drei  Ab- 
schnitten ^  das  Herr  Prof.  Engel  bearbeitet  hat. 

Bei  dem  Abschlüsse  eines  so  umfangreichen  Werkes,  wie  es  das 
vorliegende  ist,  fühle  ich  das  Bedürfniss  noch  einmal  in  grossen  Zügen 
die  Gesichtspunkte  zu  kennzeichnen,  die  bei  meinem  ganzen  wissen- 
schafblichen  Wirken  massgebend  gewesen  sind,  und  einige  Perspectiven 
für  die  Zukunft  zu  eröffnen. 

Der  Begriff  der  Transformation  ist  aus  der  Geometrie  hervor- 
gegangen. Die  Prqjection  ist  die  älteste  Transformation,  sie  tritt  schon 
bei  den  alten  Griechen  auf,  wurde  aber  systematisch  zuerst  von  dem 
grossen  Geometer  Poncelet  verwerthet;  erst  später  bemächtigte  sich 
ihrer  die  Analysis  und  schuf  die  Theorie  der  projediven  und  der  linearen 
homogenen  Transformationen.  Auch  die  Transformation  durch  reciproke 
Eadien  tritt  zuerst  bei  den  Geometem  auf,  obwohl  allerdings  ein 
Physiker,  W.  Thomson  der  erste  war,  der  ihre  grosse  Wichtigkeit 
erkannt  hat.  Die  Geometrie  hat  femer  das  Princip  der  Dualität  und 
die  Lehre  von  der  Transformation  durch  reciproke  Polaren  entwickelt; 
schon  Legendre  benutzte  diese  Transformation  in  der  Theorie  der 
Minimal  flächen,  Poncelet  und  Gergonne  zeigten  ihre  ausserordent- 
liche Tragweite,  während  Plücker  die  dieser  Transformation  zu  Grunde 
liegende  Idee  in  ihrer  wahren  Allgemeinheit  entwickelte  und  folgerichtig 
durchführte. 

Auch  mir  ist  die  Bedeutung  des  Begriffs  der  Transformation  zuerst 
in  der  Geometrie  klar  geworden.  Indem  ich  Plückers  Ideen  über 
Wechsel  des  Raumelements  weiter  verfolgte,  gelangte  ich  schon  1868 
zu  dem  allgemeinen  Begriffe  der  Berührungstransformation*).  Dieser 
Begriff  führte  mich  unter  Anderm  zu  einem  merkwürdigen  Zusammen- 
hang zwischen  projectiver  und  metrischer  Geometrie;  es  zeigte  sich, 
dass  die  Untersuchung  solcher  Beziehungen,  die  bei  prcjectiven  Trans- 
formationen   ungeändert    bleiben,    gleichbedeutend    ist   mit   der   ünter- 


*)  Amperes  and  Jacobis  schöne  Vorarbeiten  waren  mir  damals  noch  un- 
bekannt; aber  Ampöre  betrachtet  nur  eine  specielle  Klasse  von  Berührungstrans- 
formationen  und  Jacobis  allgemeine  Definition  ist  unrichtig. 
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die  Theorie  der  UDendlichen  continuirlichen  Gruppen  begründen.  Auf 
diesem  Wege  wird  sich  zu  gleicher  Zeit  eine  neue  Begründung  der 
Theorie  der  endlichen  continuirlichen  Gruppen  ergeben.  Ausserdem 
soll  dieses  Werk  aber  noch  die  Anwendung  der  Gruppentheorie  auf 
die  Integration  der  Differentialgleichungen  enthalten.  Das  zweite 
Werk;  bei  dessen  Abfassung  mich  Herr  Dr.  Seh ef fers  unterstützen 
wird;  soll  der  Geometrie  gewidmet  sein.  Ich  gedenke  darin  eine  aus- 
führliche £)arstellung  meiner  sämmtlichen  geometrischen  Untersuchungen 
zu  gebeu;  die  sich  ebenfalls  vielfach  auf  Gruppentheorie,  auf  die  Theorie 
der  Berührungstransformationen  und  auf  Differentialgleichungen  beziehen. 

Hier  will  ich  nur  kurz  die  Gesichtspunkte  angeben ;  die  bei  der 
Abfassung  des  ersten  der  beiden  geplanten  Werke  massgebend  sein 
werden. 

Zuerst   soll  in  diesem  Werke  die  Theorie  der  Differentialinvari- 
^anten   vollständig  entwickelt  werden ;    das  heisst  also  die  allgemeine 
Invariantentheorie  beliebiger  continuirlicher  Gruppen. 

Derartige  Invariantentheorien  sind  im  Laufe  der  Zeit  schon  eine 
ganze  Reihe  entwickelt  worden. 

Die  Euler-Mongesche  Erümmungstheorie  ist  nichts  andres  als 
eine  Theorie  der  Differentialinvarianten  bei  der  Gruppe  aller  Be- 
ivegtingen.  Diese  Auffassung,  die  von  mir  herrührt;  tritt  wohl  erst  in 
meinen  Arbeiten  aus  dem  Jahre  1883  hervor.  Bald  darauf;  1884 
zeigte  ich  auch;  dass  die  Gauss-Mindingsche  Deformationstheorie 
die  Invariantentheorie  einer  gewissen  unendlichen  continuirlichen  Gruppe 
ist.  Es  sind  das  wohl  die  beiden  ersten  Invarianteutheorien  continuir- 
licher Gruppen*). 

Die  dritte  Invariantentheorie  ist  die  der  linearen  Gruppe ;  die 
von  Gayley  begründet  worden  ist;  nachdem  sie  durch  Arbeiten  von 
Cauchj;  Jacobi;  Eisenstein;  Hesse  und  Boole  vorbereitet  war. 
Auch  in  ihr  spielen  Differentialinvarianten  ein  B>olle;  denn  alle  die 
Differentiationsoperationen;  durch  die  man  zum  Beispiel  aus  Invarianten 
neue  Invarianten  erhält;  sind  nichts  andres  als  Differentialinvarianten 
gegenüber  gewissen  Gruppen;  die  in  sehr  einfacher  Weise  aus  der 
linearen  homogenen  Gruppe  gebildet  werden  können. 

Die  Untersuchungen  von  Riemann  und  die  daran  anknüpfenden 
von  Christof  fei  und  Lipschitz  (1870)  sind  eine  Ausdehnung  der 
Gauss-Mindingschen  Invariantentheorie  auf  n  Dimensionen. 

Die  vierte  Invariantentheorie  ist  meine  1870 — 1874  veröffentlichte 

*)  Für  discontinuirliche  Grappen  sind  zwei  Invariantentheorien  entwickelt 
worden,  die  eine  in  der  Theorie  der  algebraischen  Gleichungen  von  Lagrange 
und  Galois,  die  andre  in  der  Zahlentheorie  von  Gauss  und  seinen  Nachfolgern. 
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InTariantentheorie  der  unendlichen  Gruppe  aller  Berübrungstransforma- 
tionen  und  gewisser  in  ihr  enthaltener  unendlicher  Untergruppen. 

Die  fönfte  ist  die  Invariantentheorie  der  unendlichen  Gruppen 
aller  Punkttransformationen ^  die  ich  in  den  Jahren  1872  —  1878 
skizzirte.  Ich  denke  dabei  hauptsächlich  an  meine  Theorie  der  Aehn- 
lichkeit  endlicher  continuirlicher  Gruppen  und  an  meine  Integrations- 
theorie eines  vollständigen  Systems  mit  bekannten  infinitesimalen 
Transformationen. 

In  den  Jahren  1879 — 83  entwickelten  Laguerre  und  Halphen"') 
eine  äusserst  wichtige  Theorie  der  gewohnlichen  linearen  Differential- 
gleichungen^  die  sich  als  die  Invariantentheorie  einer  gewissen  unend- 
lichen Gruppe  auffassen  lässt,  die  sechste  in  der  Keihe. 

Endlich  habe  ich  in  den  Jahren  1883 — 84  eine  allgemeine  In- 
variantentheorie für  alle  Gruppen  entwickelt,  die  sich  durch  Differen- 
tialgleichungen definiren  lassen.  Ich  habe  bei  dieser  Gelegenheit  auch 
gezeigt,  dass  der  BegriS Differentialparametery  den  Lame  und  Beltrami 
in  speciellen  Fällen  eingeführt  hatten,  auf  alle  continuirlichen  Gruppen 
ausgedehnt  werden  kann  und  dass  jeder  Differentialparameter  eine 
Ditferentialinvariante  einer  gewissen  erweiterten  Gruppe  ist 

Es  ist  klar,  dass  diese  meine  Invariantentheorie  aller  continuir- 
lichen Gruppen  alle  vorher  besprochenen  Invariantentheorien  umfassi 
Es  wird  sich  daher  in  dem  geplanten  Werke  darum  handeln,  diese 
Theorie  vollständig  imd  in  grosster  Allgemeinheit  zu  entwickeln.  In 
Verbindung  damit  wird  zugleich  eine  umfassende  Theorie  aller  con- 
tinuirlichen Gruppen  gegeben  werden,  die  sich  durch  Differentialglei- 
chungen definiren  lassen,  eine  Theorie,  bei  der  die  endlichen  und  die 
unendlichen  continuirlichen  Gruppen  als  wesentlich  gleichberechtigt 
erscheinen.  Daran  wird  sich  anschliessen  eine  vollständige  Erledigung 
des  Aequivalenzproblems  für  alle  diese  continuirlichen  Gruppen. 

Es  bleibt  mir  jetzt  noch  zu  zeigen,  in  welchem  Sinne  die 
Theorie  der  Differentialgleichungen  in  dem  geplanten  Werke  behandelt 
werden  soll. 


*)  Halphen  hat  den  YersDcb  gemacht,  einen  Gmppenbegriff  aufzustellen, 
der  Ton  dem  meinigen  verschieden  ist,  sein  Gruppenbegriff  ist  aber  trivial  und 
hat  auch  noch  nirgends  Anwendung  gefunden.  —  Schon  in  den  Jahren  1870—74 
lenkte  ich  wiederholt  die  Aufmerksamkeit  auf  Differentialgleichungen,  die  Gruppen 
gestatten,  und  entwickelte  unter  Anderm  eine  Reihe  von  fundamentalen  Sätzen 
fiber  die  Differentialgleichungen,  die  bei  einer  endlichen  continuirlichen  Gruppe  der 
Kbene  invariant  bleiben.  Hieran  schliessen  sich  als  Ausführungen  für  specielle 
Gmppen  die  Untersuchungen  Halphens  über  die  Differentialinvarianten  der  pro- 
jectiven  Gruppe. 

b* 
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Hauptaufgabe  der  Mathematik  ist,  unbekannte  Dinge  aus  bekannten 
Eigenschaften  zu  bestimmen.  Diese  Eigenschaften  sind  nieistefis  durch 
Gleichungen  ausdrückbar,  in  denen  entweder  nur  die  unbekannten 
Grossen  selbst  oder  auch  ihre  Differeutialquotienten  vorkommen. 

Im  ersten  Falle  hat  mau  das  Problem  der  Auflosung  der  Glei- 
chungen, unter  Anderm  der  Auflosung  einer  algebraischen  Gleichung 
mit  einer  Unbekannten.  Im  zweiten  Falle  hat  man  das  Problem  der 
Integration  von  Differentialgleichungen. 

Galois  war  der  erste,  der  vollkommen  klar  erkannte,  wie  ausser- 
ordentlich wichtig  die  Begriffe  Sulstiüäionengnqype  und  Invariante  einer 
discontinuirlichen  Gruppe  für  die  Behandlung  von  Problemen  jener 
ersten  Art  sind.  Die  Bedeutung  des  Begriffs  continuirliche  Gruppe  für 
die  Lehre  von  den  Differentialgleichungen  und  den  Zusammenhang 
dieses  Begriffs  mit  den  Begriften:  Invariante,  Differentialinvariante  und 
Differentialparameter  habe  ich  entdeckt. 

Die  Lehre  von  den  Diöerentialgleichungen  stützt  sich  in  erster 
Linie  auf  die  Functionentheorie.  Diese  liefert  die  Beweise  ftlr  die 
Existenz  der  Lösungen  und  untersucht  die  einfachsten  Abhängigkeiten, 
die  durch  Differentialgleichungen  definirt  sind,  zum  Beispiel  unter- 
sucht sie  die  Functionen,  die  durch  Integrale  über  algebraische  Func- 
tionen und  durch  die  Umkehrung  dieser  Integrale  entstehen. 

Auf  diese  Weise  gelangt  man  zu  Functionenklassen.  Will  man 
nun  etwa  eine  gewöhnliche  Differentialgleichung  n-ter  Ordnung  zwischen 
X  und  y  integriren,  so  kann  man  fragen,  ob  y  als  Function  von  x 
einer  der  so  gewonnenen  Functionenklassen  angehört.  Das  ist  die  rein 
functionentheoretische  Behandlungsweise.  Man  kann  aber  auch  fragen, 
ob  es  möglich  ist,  an  Stelle  von  x  und  y  solche  neue  Veränderliche 
X  und  y  einzuführen,  dass  die  vorgelegte  Differentialgleichung  eine 
Form  erhält,  die  man  mit  Hülfe  bekannter  Functionenklassen  inte- 
griren kann.  Diese  Frage  ist  es,  die  bei  meinen  Untersuchungen  über 
Differentialgleichungen  bestimmend  gewesen  ist. 

Zum  Beispiel  beruht  für  mich  die  Integrationstheorie  einer  partiellen 
Differentialgleichung  erster  Ordnung: 

f{z,  a;,  . . .  a:„ ,  Pi . . .  p„)  =  0 
einfach    auf  dem  Satze,   dass  jede    solche  Gleichung  durch  eine  Be- 
rühruiigstransformation  die  Gestalt:  i\  =  0  erhalten  kann. 

Ferner  bemerkte  ich,  dass  Monges  ursprüngliche  Integrations- 
theorie der  partiellen  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  nur  bei 
solchen  Gleichungen  zum  Ziele  führt,  die  sich  durch  eine  Berührungs- 
transformation entweder  auf  die  Form:  r  ==  0  oder  auf  die  Form: 
s  =  0  bringen  lassen.    Auf  diese  Bemerkung  gründete  ich  neue  schöne 
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Integrationstheorien,  indem  ich  zuerst  fragte^  ob  die  vorgelegte  Glei- 
chung etwa  die  Form:  ^  «»  0  erhalten  konnte;  war  das  möglich ,  so 
war  es  vortheilhaft,  die  betreffende  Transformation  aufzusuchen. 

So  muss  man  nun  überhaupt  zum  Beispiel  in  der  Lehre  von  den 
partiellen  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  erstens  nach  inte- 
grabein  Formen  suchen  und  zweitens  die  Kriterien  bestimmen,  an 
denen  mau  erkennen  kann,  ob  vorgelegte  Differentialgleichungen  auf 
integrable  Formen  zurückfiihrbar  sind,  und  endlich  drittens,  wenn  sie 
es  sind,  allgemeine  Methoden  für  diese  Zurückführung  entwickeln. 

Bei  der  Aufsudiung  der  besproclietien  Kriterien,  die   nebenbei  be- 
merkt duroh   die  Theorie  der  Differentialinvarianten  geliefert  werden, 
handelt  es   sich  in  erster  Linie  darum,  ob  die  betreffende  integrable 
Form  eine  continuirliche  Gruppe  gestattet  oder  nicht.     Daher  muss 
man  überhaupt  alle  Differentialgleichungen  bestimmen,  die  continuir- 
liche Gruppen  gestatten,  und  sie  auf  kanonische  Formen  bringen.   Das 
ist  ein  höchst  interessantes  Problem,  das  ich  zum  Beispiel  für  die  ge- 
wohnlichen Differentialgleichungen  zwischen  zwei  Veränderlichen  voll- 
standig   erledigt  habe.     Auch   mit  der  Erledigung  des   Problems  für 
die  partiellen  Differentialgleichungen   zweiter  Ordnung  habe  ich  mich 
nelfach  beschäftigt,  wenn  ich  auch  verhältnissmässig  wenig  darüber 
veröffentlicht  habe. 

Auch  bei  der  Zurückführung  einer  Differentialgleichung  auf  eine 
kanonische  Form  kommt  es  wesentlich  darauf  an,  ob  die  Gleichung 
eine  continuirliche  Gruppe  gestattet  oder  nicht.  Gestattet  sie  keine, 
so  ist  die  Zurückführung  gar  kein  Integrationsproblem. 

Eine  grosse  Anzahl  der  Integrationsprobleme,  zu  denen  man  auf 
dem  angegebenen  Wege  gelangt,  lässt  sich  auf  das  Problem  zurück- 
führen, ein  vollständiges  System  zu  integriren,  das  bekannte  infini- 
tesimale Transformationen  gestattet.  Das  neue  Werk  wird  daher  eine 
erschöpfende  Darstellung  der  von  mir  herrührenden  rationellen  Inte- 
grationstheorie dieses  letzteren  Problems  bringen  und  es  wird  ausser- 
dem zeigen,  dass  sich  viele  fundamentale  Probleme  gerade  auf  dieses 
Problem  zurückführen  lassen. 

Die  eben  angedeutete  Betrachtungsweise  der  Theorie  der  Differen- 
tialgleichungen fällt  ganz  unter  die  Gruppentheorie.  Neuere  Unter- 
suchungen von  Picard  und  Yessiot  haben  gezeigt,  dass  auch  die 
andre,  rein  functionentheoretische  Behandlungsweise  der  Differential- 
gleichungen mit  der  Gruppentheorie  in  Zusammenhang  gebracht  werden 
kann,  vorläufig  wenigstens  soweit  es  sich  um  die  Theorie  der  linearen 
gevirohnlichen  Differentialgleichungen  handelt.  Selbstverständlich  werden 
aach  diese  Untersuchungen  eingehende  Berücksichtigung  finden. 
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Ich  habe  schon  hervorgehoben,  welche  Bedeutung  meine  Gruppen- 
theorie für  Geometrie,  Differentialgleichungen  und  Invariantentheorie 
besitzt  Jetzt  möchte  ich  noch  kurz  andeuten,  welche  Bedeutung  sie 
f£lr  die  Elemente  der  Mathematik  hat. 

Wenn  man,  mit  Recht  oder  mit  Unrecht,  die  Geometrie  als  eine 
Erfahrungswissenschaft  auffasst,  die  Mathematik  und  überhaupt  die 
Analysis  dagegen  als  eine  rein  abstracte  Wissenschaft,  so  ist  es  natur- 
gemäss,  die  Analysis  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung  zum  Aufbau  der 
Geometrie  zu  verwerthen.  Sodann  liegt  es  nahe  mit  B>iemann  an 
die  Spitze  der  Geometrie  das  Axiom  zu  stellen:  der  Rajum  ist  eine 
Zahlenmannigfaltigkeit,  und  überhaupt  den  Weg  einzuschlagen,  der  in 
der  5.  Abtheilung  des  gegenwärtigen  Abschnitts  befolgt  wird.  Ohne 
mich  auf  eine  Wiederholung  des  früher  Gesagten  einzulassen,  mochte 
ich  nur  bemerken,  dass  die  von  Riemann  und  mir  gegebene  Be- 
gründung der  Geometrie  gewisse  Berührungspunkte  mit  den  Betrach- 
tungen besitzt,  die  Grassmann  schon  1844  angestellt  hat,  die  aber 
freilich  bei  Weitem  nicht  so  aUgemein  und  so  präcis  sind.  Ich  glaube, 
dass  der  Ausgangspunkt  in  Grassmanns,  mir  allerdings  vage  er- 
scheinenden Betrachtungen  derselbe  ist,  wie  bei  Riemann,  nämlich 
die  Zahlenmannigfaltigkeit  und  dass  diese  Betrachtungen  auch  in  ge- 
wissem Sinne  als  gruppentheoretisch  aufzufassen  sind. 

Auch  auf  die  Elemente  der  Arithmetik  wirft  meine  Gruppen- 
theorie Licht.  Der  von  Hamilton  und  seinen  Nachfolgern  her- 
rührende Begriff  eines  hegräneten  Zahlensystems  mit  associativer  Multi- 
plication  ordnet  sich,  wie  Poincare  und  Study  gezeigt  haben,  unter 
meinen  Gruppenbegriff  und  erhält  dadurch  eine  ganz  neue  Beleuchtung. 
Dass  auch  der  allgemeine  Begriff  eines  begränzten  Zahlensystems 
schon  an  sich  ein  grosses  Interesse  besitzt,  das  zeigt  in  der  merk- 
würdigsten Weise  mein  Begriff  infinitesimale  Transformation  und 
meine  Auffassung  des  Poisson sehen  Elammerausdrucks  als  einer 
Multiplication  von  infinitesimalen  Transformationen.  Endlich  lässt  sich 
auch  die  Rechnung  mit  den  Grass  man nschen  complexen  Zahlen  als 
ein  gruppentheoretischer  Kalkül  auffassen. 

Dass  die  Gruppentheorie  auch  für  die  Elemente  und  die  Prin- 
cipien  der  Mechanik  von  grosser  Bedeutung  ist,  wurde  schon  oben 
erwähnt 

Die  Gruppentheorie  wirft  somit  nach  allen  Seiten  neues  Licht. 

Zum  Schlüsse  noch  einige  personliche  Bemerkungen. 
Als  junger  Student  hörte  ich   1863  bei  meinem  ausgezeichneten 
Landsmanne   L.  Sylow   eine   kurze  Vorlesung   über   die  Galoissche 
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Theorie  der  algebraischen  Gleichungen.  Obwohl  ich  erst  viel  später 
(1868)  den  Gedanken  fasste,  in  der  Mathematik  als  Schriftsteller  auf- 
zutreten; so  kann  es  doch  keinem  Zweifel  unterliegen;  dass  diese  Vor- 
lesung Einfluss  auf  mich  geübt  hat.  Ich  gedenke  ferner  mit  Dankbar- 
keit des  Interesses,  das  von  Clebsch,  sowie  von  den  Herren: 
Cremona,  Felix  Klein,  Adolph  Mayer  und  besonders  Camille 
Jordan  schon  meinen  ersten  Untersuchungen  über  partielle  Differential- 
gleichungen und  über  Differentialgleichungen,  die  infinitesimale  Trans- 
formationen gestatten,  entgegengebracht  wurde.  Wenn  ich  mir  auch 
nicht  bewusst  bin,  von  den  Genannten  in  höherem  Masse  direct  An- 
regung erhalten  zu  haben,  als  aus  den  in  diesem  Werke  gemachten 
Angaben  ersichtlich  ist,  so  muss  ich  doch  bekennen,  dass  die  Theil- 
nahme,  die  ich  bei  ihnen  fand,  für  mich  von  dem  grössten  Werthe 
war  und  noch  ist. 

Ganz  besonders  verpflichtet  fühle  ich  mich  Herrn  G.  Darboux, 
der  immer,  namentlich  für  meine  geometrischen  Untersuchungen  das 
grosste  Interesse  gezeigt  hat.  Für  meine  wissenschaftliche  Laufbahn 
war  68  von  unschätzbarer  Bedeutung,  dass  Darboux  in  seinen  glänzen- 
den Vorlesungen  fortwährend  die  Aufmerksamkeit  seiner  Schüler  auf 
meine  Untersuchungen  lenkte. 

Herr  E.  Picard  ist  der  erste  Mathematiker,  der  die  Wichtigkeit 
meiner  gruppentheoretischen  Untersuchungen  nicht  blos  erkannt  und 
öffentlich  anerkannt,  sondern  auch  durch  eigne  Arbeiten  bewiesen  hat. 
Hier  brauche  ich  nicht  nochmals  auf  die  verschiedenartigen  neuen  und 
wigmein  werthvoUen  Anwendungen  meiner  Theorien  einzugehen,  die 
I^icard  seit  1883  gemacht  hat  Danken  möchte  ich  ihm  aber  dafür, 
^  er  bei  so  vielen  Gelegenheiten  die  Wichtigkeit  meiner  Gruppen- 
Theorie  stark  betont  hat. 

Noch  vielen  andern  bin  ich  Dank  schuldig.  Herr  Poincare,  der 
nach  Cauchys  Vorbild  auf  allen  Gebieten  der  Mathematik  arbeitet, 
"at  wiederholt  interessante  Anwendungen  meiner  Gruppentheorie  ge- 
macht Ganz  besonders  bin  ich  ihm  dafür  dankbar,  dass  er  wie  später 
AQch  Picard  sich  in  meinem  Kampfe  über  die  Grundlagen  der  Geo- 
metrie auf  meine  Seite  gestellt  hat^  während  meine  Gegner  versuchten, 
meine  Arbeiten  über  diesen  Gegenstand  unbeachtet  zu  lassen. 

Zu  danken  habe  ich  auch  dem  Königlich  Sächsischen  Gultus- 
^iiiisterium,  das  mir  an  der  altberühmten  Universität  Leipzig  einen 
grossem  Wirkungskreis  eröffnet  hat. 

Herrn  Jules  Tannery,  der  mit  hervorragendem  Geschick  und 
grossem  Erfolge  die  mathematisch -naturwissenschaftliche  Abtheilung 
der  Ecole  Normale  Superieure  zu  Paris  leitet,  verdanke  ich  einen  un- 
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schätzbaren  Zuwachs  zu  den  Schülern,  die  ich  in  Leipzig  gefunden 
habe.  Seit  einer  Reihe  von  Jahren  hat  er  die  tüchtigsten  jungen 
Mathematiker  dieser  Anstalt  veranlasst,  zu  mir  nach  Leipzig  zu  kommen, 
um  meine  Theorien  bei  mir  selbst  zu  studiren.  Meiner  Dankbarkeit 
für  die  hervorragenden  Schüler,  die  mir  auf  diese  Weise  zu  Theil  ge- 
worden sind,  habe  ich  in  der  Widmung  dieses  Werkes  Ausdruck  zu 
geben  versucht.  Wenn  ich  von  vornherein  von  den  Arbeiten  dieser 
jungen  Männer,  die  mit  grosser  Begabung  ausgezeichnete  Kenntnisse 
verbinden,  das  Beste  erwartete,  so  darf  ich  schon  jetzt  sagen,  dass 
meine  Erwartungen  vollständig  erfüllt  worden  sind. 

Eine  ganz  besondere  Stellung  nimmt  Herr  Professor  Engel  mir 
gegenüber  ein.  Auf  Veranlassung  von  F.  Klein  und  A.  Mayer  ging 
er  im  Jahre  1884  nach  Christiania,  um  mich  bei  der  Ausarbeitung 
einer  zusammenhängenden  Darstellung  meiner  Theorien  zu  unterstützen. 
Er  hat  sich  dieser  Aufgabe,  deren  Umfang  wir  damals  noch  nielit 
ahnten,  mit  einer  Ausdauer  und  einer  Tüchtigkeit  unterzogen,  die  ihres 
Gleichen  sucht  Er  hat  während  dieser  Zeit  auch  eine  B>eihe  von 
wichtigen  selbständigen  Ideen  entwickelt,  hat  aber  in  höchst  uneigen- 
nütziger Weise  darauf  verzichtet,  sie  ausführlich  und  zusammen- 
hängend darzustellen,  er  hat  sich  vielmehr  mit  kurzen  Mittheilungen 
darüber  begnügt,  die  in  den  Mathematischen  Annalen  und  namentlich 
in  den  Leipziger  Berichten  erschienen  sind,  und  hat  seine  Talente  und 
die  ganze  freie  Zeit,  die  ihm  seine  Vorlesungen  übrig  liessen,  unaus- 
gesetzt der  Aufgabe  gewidmet,  meine  Theorien  so  ausführlich  und 
vollständig,  so  systematisch,  namentlich  aber  so  exact  darzustellen,  wie 
nur  irgend  möglich.  Durch  diese  selbstlose  Wirksamkeit,  die  sich 
jetzt  bereits  über  einen  Zeitraum  von  neun  Jahren  erstreckt,  hat  er 
mich  und  ich  glaube  die  ganze  wissenschaftliche  Welt  zu  höchstem 
Danke  verpflichtet.  Ich  persönlich  habe  ihm  ausserdem  noch  für  die 
Unterstützung  zu  danken,  die  meiner  Lehrthätigkeit  an  der  Universität 
Leipzig  durch  seine  Vorlesungen  zu  Theil  geworden  ist. 

So  viele  Mühe  auch  wir  beide,  Engel  und  ich  auf  das  vorliegende 
Werk  verwandt  haben,  so  liegt  es  doch  in  der  Natur  der  Sache,  dass 
einzelne  kleinere  Versehen  vorgekommen  sein  können;  solche  etwaige 
Versehen  sind  durch  den  Umfang  des  Werkes  und  durch  die  Neuheit 
der  darin  dargestellten  Theorien  zur  Genüge  entschuldigt.  Andrerseits 
konnten  einzelne  Gegenstände  nur  gestreift  werden,  da  versteht  es  sich 
denn  von  selbst,  dass  die  betreflFenden  Auseinandersetzungen  zuweilen 
noch  der  Vervollständigung  bedürfen.  Ich  erinnere  hier  nur  an  die 
Darstellung  der  Berührungstransformationen  in  Connexcoordinaten 
(III,  530-532).     Dort  ist  die  Aufgabe  vollständig  gelost,  alle  Trans- 
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formationen  aufzustellen,  die  die  drei  Ausdrücke:  ZuvXy,  JSu^dXp, 
ZXfäUy  invariant  lassen,  es  ist  andrerseits  auch  klar,  dass  jede  solche 
Transformation  eine  Berührungstransformation  darstellt,  merkwürdiger- 
weise entziehen  sich  aber  einzelne  Berührungstransformationen  zum 
Beispiel  die  Dualität  dieser  Darstellung.  Ich  behalte  mir  vor,  alle 
diese  Beziehungen  bei  einer  andern  Gelegenheit  ausführlich  zu  ent- 
wickeln. — 

Auch  die  Wirksamkeit  des  Herrn  Dr.  Scheffers  in  Leipzig  kann 
ich  hier  nicht  unerwähnt  lassen.  Schon  als  Student  unterstützte 
Scheffers  meine  Lehrthätigkeit  an  der  Universität  Leipzig  durch  die 
sorgfaltigen  Ausarbeitungen,  die  er  von  meinen  Vorlesungen  lieferte. 
Jetzt  liegen  von  seiner  Hand  in  zwei  verschiedenen  Bänden  ausführ- 
liche Bearbeitungen  dieser  meiner  Vorlesungen  vor  und  ich  stehe  nicht 
an,  diese  seine  Bearbeitungen  als  äusserst  verdienstvolle  Leistungen 
zu  bezeichnen.  Wenn  die  jetzt  erscheinenden  Vorlesungen  zur  Ein- 
f&hmng  in  die  Gruppentheorie  etwas  zu  umfangreich  erscheinen,  so 
liegt  Jas  daran,  dass  diese  Vorlesungen  bestimmt  und  geeignet  sind, 
nicht  blos  in  jeden  einzelnen  der  drei  Abschnitte  des  vorliegenden 
Werkes  einzuführen,  sondern  auch  in  die  beiden  Werke  über  Invari- 
antentheorie  und  über  Geometrie,  die  ich  mit  der  Unterstützung  von 
Engel  und  von  Scheffers  zu  bearbeiten  gedenke. 

Ich  kann  nicht  schliessen,  ohne  der  Verlagsbuchhandlung  vcm 
B.  G.  Teubner  zu  gedenken,  die  sich  von  jeher  so  unschätzbare  Ver- 
dienste um  die  mathematischen  Wissenschaften  erworben  hat.  Es  liegt 
in  der  Natur  der  Sache,  dass  so  umfangreiche  Werke,  die  einen  so 
nenen  Gegenstand  behandeln,  dem  Verleger  keinen  sicheren  Gewinn 
IQ  Aussicht  stellen.  Um  so  hoher  muss  ich  es  schätzen,  dass  die  Ver- 
lagsbuchhandlung zu  jeder  Zeit  allen  Wünschen,  die  ich  und  meine 
Mitarbeiter  Engel  und  Scheffers  ausgesprochen  haben,  mit  der 
grossten  Bereitwilligkeit  entgegengekommen  ist. 

Im  September  1893. 

Sophns  Lie. 
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Abtheilung  L 

Die  endlichen  continnirüehen  Ornppen  der  geraden  Linie 

nnd  der  Ebene. 

Die  vorliegende  erste  Abtheiluug  enthält  die  Bestimmung  aller  end- 
lichen continuirlichen  Gruppen  von  Punkttransformationen  auf  der  ge- 
raden Linie  und  der  Ebene  (Kapitel  1;  3,  4).  Ferner  enthält  sie  die 
Bestimmung  aller  projectiven  Gruppen  auf  der  Geraden  und  der  Ebene 
(Kap.  2,  §  4  und  Kap.  5).  Im  Anschluss  an  diese  Untersuchungen  werden 
ausserdem  noch  alle  linearen  homogenen  Gruppen  in  zwei  und  drei  Ver- 
änderlichen  aufgestellt  (Kap.  2,  §  5  und  Eap.  6).  Ausserdem  ist  noch 
zu  erwähnen,  dass  durch  die  Entwickelungen  der  Eapp.  3  und  4  in  Ver- 
bindung mit  Eap.  23  des  Abschnitts  II  auch  die  Bestimmung  aller 
endlichen  continuirlichen  Gruppen  von  Berührungstransformationen 
einer  Ebene  geleistet  ist  (s.  Eap.  4,  §  19). 

Durch  das  Gesagte  sind  die  Ergebnisse  der  ersten  Abtheilung  im 
Allgemeinen  gekennzeichnet.  Insbesondere  möge  noch  hervorgehoben 
werden,  was  sich  über  die  Form  der  bestimmten  Gruppen  ergiebt: 
Es  zeigt  sich  nämlich ,  dass  die  endlichen  continuirlichen  Gruppen  der 
geraden  Linie  sämmtlich  mit  projectiven  Gruppen  ähnlich  sind.  Für 
die  Ebene  gilt  das  allerdings  nicht  mehr,  aber  auch  in  der  Ebene 
können  die  infinitesimalen  Transformationen  einer  jeden  endlichen  con- 
tinuirlichen Gruppe  auf  eine  sehr  einfache  Form  gebracht  werden: 
bei  den  transitiven  Gruppen  treten  in  dieser  Form  ausser  ganzen  ratio- 
nalen Functionen  nur  noch  Exponentialfanctionen  auf,  bei  den  intran- 
sitiven kommen  willkürliche  Functionen  vor.  Diese  wichtigen  Ergeb- 
nisse über  die  Form  der  Gruppen  auf  der  Geraden  und  der  Ebene 
hat  Lie  bereits  im  Jahre  1874  in  Nr.  22  der  Gott.  Nachr.  veröffentlicht. 


Kapitel  1. 

Bestimmung  aller  endliohen  oontinuirliohen  Transformationsgruppen 

der  einfach  ausgedehnten  Mannigfaltigkeit. 

Zunächst  entwickeln  wir  zwei  verschiedene  Methoden,  die  uns  ohne 
Schwierigkeit  alle  Transformationsgruppen    der  einfach    ausgedehnten 

Lie,  Theorie  der  TransformatioxiB^uppeu.    JII.  1 
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Mannigfaltigkeit  liefern.  Sodann  zeigen  wir,  dass  die  Bestimmung  dieser 
Gruppen  auch  schon  aus  den  Ergebnissen  des  Eap.  29  im  I.  Abschnitt 
fast  unmittelbar  folgt. 

§  1. 
Eine  r-gliedrige  Gruppe  der  einfach  ausgedehnten  Mannigfaltigkeit 
X  wird  durch  eine  Gleichung  von  der  Form: 

x'  =  f{x,  04  . .  .  Uf) 

mit  r  Parametern  a^  , .  .ttr  dargestellt.  Sie  ist  erzeugt  von  r  unab- 
hängigen infinitesimalen  Transformationen: 

die  paarweise  Relationen  von  der  Gestalt: 

1 

(1 ,  Jt  =  1  . .  ,  r) 

erfüllen. 

Die  allgemeine  infinitesimale  Transformation  unsrer  Gruppe  lautet: 

1 
wo  e^' '  •  er  willkürliche  Gonstanten  bezeichnen.     Da  nun  X^f^  •  •  Xrf 
unabhängige  infinitesimale  Transformationen  sind  und  da  in  Folge  dessen 
li  . . .  Ir  keine  lineare  Relation: 

mit  Constanten  Coefficienten  befriedigen,  so  ist  die  Function: 

S  =  «161  H Verlr 

mit  den  r  willkürUchen  Constanten  e^  ...  er  die  allgemeine  Lösung  einer 
linearen  Differentialgleichung  r*®'  Ordnung: 

— .  +  «l(^)  --^1  +  •  •  •  +  CCr^lix)  j^  +  ar(x)  .  g  =  0  , 

die  ihrerseits  die  allgemeine  infinitesimale  Ti  unsformation  unsrer 
Gruppe  und  damit  die  Gruppe  selbst  vollständig  bestimmt.  Wir  sehen 
also:  die  Definitionsgleichungen  (vgl.  Abschn.  I,  Kap.  11)  einer  r-gliedrigen 
Transformationsgruppe  der  einfach  ausgedehnten  Mannigfaltigheit  "bestehen 
aus  einer  linearen  gewöhnlichen  Differentialgleichung  r^^  Ordnung, 

Wir  denken  uns  jetzt  in  der  Umgebung  eines  Punktes  von  all- 
gemeiner Lage,  den  wir  zum  Goordinatenanfang  wählen,  die  infinitesi- 
malen Transformationen  unsrer  Gruppe  nach  Potenzen  von  x  entwickelt. 


Die  endlichen  Gruppen  der  geraden  Linie.  3 

Die  Definitionsgleichimg,  welche  nach  dem  Diflferentialquotienten  r**' 
Ordnung  von  |  aufgelost  ist,  zeigt  (a.  a.  0.  S.  188  flF.),  dass  in  unsrer 
Gruppe  keine  infinitesimale  Transformation  von  r**"*  oder  höherer  Ord- 
nung in  X  vorhanden  ist,  also  keine  infinitesimale  Transformation, 
deren  Reihenentwickelung  nach  x  mit  Gliedern  r**'  oder  höherer  Ord- 
nung beginnt.  Dagegen  können  wir  uns  stets  r  unabhängige  infini- 
tesimale Transformationen  der  Gruppe  derart  ausgewählt  denken,  dass 
je  eine  von  nullter,  erster,  . . .  (r  —  1)**'  Ordnung  in  x  ist: 

Xof    =  (1  +  o„a;  +  •  •  •)  '"' 


(1) 


dx 


XJ    =(x  +  a,^  +  ---)'^ 


Z^,/'=(x^-«+a^inf  +  ...)g 


Diese  r  unabhängigen  infinitesimalen  Transformationen  können  wir  natür- 
lich an  Stelle  der  ursprünglich  gewählten:  X^f-  •  •  Xrf  benutzen. 

Nunmehr  erinnern  wir  daran,  dass  zwei  infinitesimale  Trans- 
formationen von  bezüglich  i**'  und  i*®'  Ordnung  durch  Combination 
eine  Transformation  von  (i  +  Ä  —  1)'®'  oder  höherer  Ordnung  ergeben 
(a,  a.  0.  S.  193,  Theor.  30);  in  unserm  Falle  finden  wir: 

(2)  (i^+'-)ii>  (**+---)i0=((*-»v+*-+---)l-^ 

wo  auf  der  rechten  Seite  das  Glied  (i  -{-  k  —  1)*®'  Ordnung  augen- 
scheinlich niemals  verschwinden  kann,  wenn  i  und  k  von  einander  ver- 
schieden sind.  Vorhin  haben  wir  aber  gesehen,  dass  unsre  r-gliedrige 
Gruppe  keine  infinitesimale  Transformation  von  r^'  oder  höherer  Ord- 
nung enthält,  folglich  können  wir  schliessen,  dass  in  unsrer  Gruppe 
die  Zahlen  t,  k  und  t  +  *  —  1  stets  kleiner  als  r  sein  müssen.  Wählen 
wir  daher  für  i  den  grössten  möglichen  Werth :  i  =  r  —  1  und  für 
k  =^  i  ebenfalls  den  grössten  möglichen  Werth:  äj  «=  r  —.2,  so  erhalten 
wir  für  die  Gliederzahl  r  unsrer  Gruppe  die  Bedingung: 

r— 1-fr  —  2  —  1  <r, 
das  heisst:  r  <  4. 

In  der  einfach  ausgedehnten  Mannigfaltigkeit  gieht  es  somit  keine 
endliche  continnirliche  Gruppe  mit  mehr  als  drei  Parametern. 

Wir  behandeln  jetzt  die  drei  möglichen  Fälle:  r:=s  1,  2,  3  der 
Reihe  nach. 

Ist  r  =  1,  so  enthält  die  Gruppe  nur  eine  infinitesimale  Trans- 
formation von  der  Gestalt: 

1* 
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Wir  fQhren  nun: 


-/' 


X 

dx 


^1  —  '  ^  + 

an  Stelle  von  x  als  neue  Veränderliche  ein.  Das  dQrfen  wir,  denn  x^ 
wird  eine  gewöhnliche  Potenzreihe  von  x^  die  f&r  x  «»  0  verschwindet 
und  ebenso  wird  x  eine  gewohnliche  Potenzreihe  von  x^ ,  die  fOr  x^^^O 
verschwindet.     In  der  neuen  Veränderlichen  x^  erhält  X^f  die  Form : 

Diese  infinitesimale  Transformation  erzeugt  eine  eingliedrige  Gruppe, 

deren  endliche  Transformationen  lauten:  ^/  =  ^i  4~  ^i   ®8  ist  das  die 

Gruppe  aller  Translationen  der  einfach  ausgedehnten  Mannigfaltigkeit. 

Im  Falle  r  =  2  haben  wir  zwei  infinitesimale  Transformationen: 

die  durch  Combination  ergeben: 

es  besteht  also  eine  Relation  von  der  Form: 

(XoZ,)  ^X^f+X. XJ, 
oder,  wenn  wir  X^f -\-  kX^f  als  neues  X^f  einfahren: 
(3)  ÄX.)  =  X^f. 

Wählen  wir  jetzt  wie  im  ersten  Falle  die  Veränderliche  x^  so,  dass 

X^f  die  Form:  j-  annimmt,  so  wird:  X^f=%^j—  und  wegen  der 
Relation  (3): 

^  =  1 ,     gl  =  iT,  +  Const., 

wo  übrigens   die  Integrationsconstante  verschwindet,   weil  die  infini- 
tesimale Transformation  X^f  auch  in  der  neuen  Veränderlichen  x^  von 
der  ersten  Ordnung  sein  muss  (Abschn.  I,  S.  197,  Satz  1). 
Die  beiden  infinitesimalen  Transformationen: 

erzeugen  eine  zweigliedrige  Gruppe  mit  den  endlichen  Transformationen : 
x^  =  a^x^  •{-  cL^y  e%  ist  das  die  allgemeine  lineare  Gruppe  der  einfach 
ausgedehnten  Mannigfaltigkeit. 

Ist  endlich  r  =  3,  so  enthält  die  Gruppe  drei  infinitesimale  Trans- 
formationen von  der  Form: 
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es  bestehen  daher  Relationen  von  der  folgenden  Gestalt: 

(X,X,)  =  X^f-i-  X,XJ-\-  k,X,f, 
(X^X,)  =  2XJ -\- iiX,f , 

Setzen  wir: 

X^f  =  X^f  +  «1 XJ  +  «2X2, 
so  ergiebt  sich: 

(XoXO  =  Xof+  iX,  -  a,)XJ+  {X,  -  2a,)X,f, 

(XoX,)  =  2X,/-+(ai  +  ^)X,/-, 

oder  wenn  wir  «j  =  X^  und  2a^  =  Aj  wählen:  ^ 

(X„XO  =  ^A     (XoX,)  =  2X/+  (A.  +  *»)X,/-. 
Aus  der  Jacobischen  Identität: 

((XoXJX,)  +  ((X,X,)Xo)  +  ((X,X„)X,)  =  0 

folgt  schliesslich: 

(XoX^  +  (X,Xo)  +  (A,  +  ^)X,/-=  0 , 

also  ist:  Aj  -{-  /t »»  0  und  wir  haben: 

(4)  (-2^0X1)  =  Xo,    (X^Xg)  =  2X1 ,    (X1X2)  =  X2 . 

Die  infinitesimalen  Transformationen  X^f  und  X,/*  erzeugen  für 
sich  offenbar  eine  zweigliedrige  Gruppe,  die  unter  den  vorigen  Fall 
gehört  und  daher  durch  geeignete  Wahl  der  Veränderlichen  x  auf 
die  Form: 

gebracht  werden  kann.    Zu  gleicher  Zeit  erhält  X^f  eine  gewisse  neue 
dx 


Form:  Ss  j-^;  wo  $2  wegen  der  Relationen  (4)  die  Gleichungen: 


dx        ^^'     ^  dx        ^«        ^« 

erfGLllen   muss   und   in   Folge    dessen   einfach   gleich    x^   ist      Somit 
haben  wir: 

^^f=tx'     ^1^=^!^'     ^^f^^Tx' 

Die  endlichen  Gleichungen  der  von  diesen  infinitesimalen  Transformationen 
erzeugten  dreigliedrigen  Gruppe  lauten: 

^   '^l  +  a.x  ' 
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es  ist  das  die  allgemeine  projective  Gruppe  der  einfach  ausgedehnten 
Mannigfaltigkeit. 

Damit  haben  wir  das  wichtige  Theorem  gewonnen: 
Theorem  1*).    Jede  endliche  eontinuirliche  Gruppe  der  ein- 
fach aHsgedehnten  Mannigfaltigkeit  hat  höchstens  drei  Para- 
meter, sie  ist  ähnlich  enttceder  mit  der  eingliedrigen  Gruppe: 

aller   Translationen   oder  mit  der  zKeigliedrigen   allgemeinen 
linearen  Gruppe: 

oder    endlich   mit   der   dreigliedrigen    allgemeinen   projectiven 
Gruppe: 

•  •.'       fi_+_S' 

Wir  haben  gesehen ,  dass  jede  zweigliedrige  Gmppe  der  einfach 
ausgedehnten  Mannigfaltigkeit  auf  die  Form: 


tfx  '  (Ix 

)Sebracht  weiden  kann.  EUeraus  lässt  sich  schliessen.  dass  zwei  unab- 
hangige  infinitesimale  Transformationen: 

der  einfach  ausgedehnten  Mannigfaltigkeit  niemals  Tertaaschbar  sein 
kennen;  waren  sie  es  nämlich,  so  würden  sie  eine  zweigliedrige  Gmppe 
eneugen^  die  mit  der  Gruppe  t^o)  nicht  gleichzosammengesetzt  und 
also  aucli  nicht  ahnlich  wäre.  Uebrigens  ändet  man  a:;ch  wob  i^r 
Bedingung  der  Vertauschbarkeit: 

x.x^  =  \t  \^'  -%%T^^  i' = •> 

-     -  '^  4X         ^  'ix      i£ 

sofort«  dass  ^^   xind  S^  sich   niir  um  eioen  constanten  Factor  unter- 
scheiden, dass  also  Xj  und  X^f.  wenn  sie  Tertauscfcbar  sein  sollen« 
nicht  Ton  einander  unabhängig  sein  können.    £s  ergiebc  sich  ^T^^m  Jer 
Satz  L    Zu:^  wHobhängige  in^nitesimaie  Transf-snuatiomm  ler  iiatfiMck 

{ausgedehnten  yiammiafaltigkeü  <ind  memoLs  veruxuA'hlMr. 

Man  beachte,  dass  die  Gruppen  der  einäwh  acsgedehnrcn  Äanni^- 
riltisckeit  sammtlich  transitiT  sini    Wenn  man  will,  kiou  mün  so^rar 
.  dass  sie  primitiT  sin«!. 


•    Lie.  VxOcs.  Sachr.  Dec.  1^74  ma  Yari.  JLam  5a.  H.  la   i«r  i-rtirifu  Steil«; 
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§2. 

Im  Anfang  des  §  1  sahen  wir,  dass  zu  jeder  r-gliedrigen  Gruppe 
der  einfach  ausgedehnten  Mannigfaltigkeit  eine  lineare  gewöhnliche 
Differentialgleichung  r*®'  Ordnung: 

gehört,  durch  die  sie  Yollständig  definirt  ist:  die  Definitionsgleichung 
der  betreffenden  Gruppe.  Man  kann  nun  die  Gruppen  der  einfach  aus- 
gedehnten Mannigfaltigkeit  auch  in  der  Weise  bestimmen,  dass  man 
jede  Differentialgleichung  sucht ,  die  Definitionsgleichung  einer  Gruppe 
ist    Das  wollen  wir  jetzt  durchführen*). 

Soll  die  lineare  Diff'erentialgleichung  r^  Ordnung: 
(6)  |(0  +  a, (a?)!^-^  +  . . .  +  a,_i(^)r  +  a,(a;)5  =  0 

die  Definitionsgleichung  einer  r-gliedrigen  Gruppe  sein,  so  ist  nach 
Abschn.  I,  Theor.  28,  S.  187  Folgendes  nothwendig  und  hinreichend: 
wenn  l(x)  und  ri(x)  irgend  zwei  Lösungen  der  DiflFerentialgleichung  (6) 
sind,  80  muss  stets  auch  It^'  —  5'i?  eine  Lösung  dieser  Gleichung  sein. 
Um  nun  die  Bedingungen  zu  finden,  die  sich  hieraus  für  die 
Functionen  a^  (x) . . .  ar{x)  ergeben,  bilden  wir  die  Gleichung: 

ax  (Ix 

und  drücken  in  ihr  vermöge  (6)  und: 

(6')         ri^r)  +  a,(a;)i2^'-i)  -| h  ar^i(x)rj'  +  ar(x)ri  =•  0 

die  r^  und  (r  +  1)*®°  Ableitungen  von  |  und  ty  durch: 

(8)  g,  r...r-", »?,  v---»?''-" 

aas.    Wir  erhalten  auf  diese  Weise  zwischen  den  Grössen  (8)   eine 
Gleichung  von  der  Form: 

0. .  .r — 1 

(9)  2A.*(|(V*^-rV0  =  O, 

and  diese  Gleichung  muss  identisch  erfüllt  sein,  welche  Lösungen  der 
Dififerentialgleichung  r^'  Ordnung  (6)  auch  S  und  vi  sein  mögen.  Hieraus 
folgt  sofort,  dass  (9)  überhaupt  für  alle  Werthe  der  Grössen  (8)  identisch 

^)  Lie  hat  die  Gruppen  auf  der  geraden  Linie  in  dieser  Weise  schon  in  den 
70er  Jahren  bestimmt  oder  jedenfalls  1882.  Er  beschäftigte  sich  damals  mit  der 
Zuröckfahrung  der  Differentialgleichung  £"'  +  2«S'  +  a'£=»0  auf  die  Form 
^"'  SS  0.  Aus  seiner  allgemeinen  Integration stheorie  folgt  sofort,  dass  hierzu  eine 
Kiccatische  Gleichung  1.  0.  genügen  muss. 
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bestehen,  dass  aUo  der  Coefficient  jedes  einzelnen  AnsdrockB:  ^*ii^^ 

—  ^  V  ^  gleich  Null  sein  muss. 

Betimchten  wir  zonächst  die  beiden  Pille:  r  =»  1  and  r  =  2, 
I«t  ras  1,  s6  hat  die  Differentialgleichung  (6i  die  Form: 

Sind  iyxj   und  i^^^x)  irgend  zwei  Lösungen  dieser  Gleiehong,  so   rer- 
schwindet  der  Ausdruck  |ij'  —  S'i;   augenscheinlich  identisch   and  ist 
daher  wiederum  eine  Losung  von  (10;.    Die  Function  a(x   ist  in  Folge 
dessen  gar  keiner  Beschränkung  unterworfen. 
Im  Falle  r  =  2  hat  (6)  die  Gestalt : 

Es.  ist  nun: 

also  erhalt  (7;  die  Form: 

drückt  man  daher  5",  ri",  l"',  ij'"  durch  §,  ly,  5',  ij'  aus,  so  ergiebt  sich: 

das  ist  die  oben  besprochene  Gleichung  (9)  tür  unsem  FalL  Der 
Factor  ron  Ji^'  —  S'ij  muss  hier  verschwinden,  wir  finden  daher: 
a/ =  «2  und  erkennen,  dass  die  GleichungMl)  stets  dann  aber  auch 
nur  dann  die  Definitionsgleichung  einer  zweigliedrigen  Gruppe  ist,  wenn 
sie  die  Form  besitzt: 

Die  Function  a{x)  ihrerseits  ist  keiner  Beschränkung  unterworfen. 
Wir  kommen  zu  dem  Falle  r  ^  2. 
Es  ist,  wie  man  leicht  sieht: 

eine  Reihe,  die  mit  dem  4-^»»  +  1)*"  «x^«  °"t  «^e™  vC'»  -f  2")'"  Gliede 

schliesst,  jenachdem  die  ganze  Zahl  m  ungerade  ist  oder  gerade.  Be- 
rücksichtigen wir  daher  nur  alle  die  Glieder,  in  denen  Ableitungen 
von  mindestens  (r  —  l)**'  Ordnung  vorkommen,  so  können  wir  die 
Gleichung  (7)  schreiben  wie  folgt: 
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t,(^fl)_|(^f.),+(r- i)(ri,'-)-iwijO +'^[f/-^(lV-•>-r'^"'?'')+ 
^-  «,  { Iij''>  - 1^1,  +  (r  -  2)  (g'iJ^'-'J  -  l'^-^'ij') )  + 

Diese  Gleichung  gestalten  wir  um,  indem  wir  die  Relationen: 

|(r)  _|_  „ J(r-l)  .^ =  0, 

und  die  entsprechenden  Relationen  für  tj  benutzen,  und  finden,  dass 
die  Gleichung  (9)  die  Form  hat: 

m 

WO  die  weggelassenen  Glieder  nur  Ableitungen  Yon  niedrigerer  als  der 
(r  —  1)**°  Ordnung  enthalten.  Indem  wir  nunmehr  die  Coefficienten 
der  einzelnen  Ausdrücke  |(*)^(*)  —  ^^^^(O  gleich  Null  setzen,  bekommen 
wir:  r{r  —  3)  =  0  und:  «j  =  a/  =  0.  Es  ergiebt  sich  also,  dass  r 
nur  dann  grösser  als  2  sein  kann,  wenn  es  gleich  3  ist,  und  dass 
für  r  =  3  unsre  Differentialgleichung  (6)  die  Form  besitzen  muss: 

(12)  r  +  «,{x)i'  +  a3ix)i  =  0. 

Um  die  Functionen  a^  und  a,  näher  zu  bestimmen,  bilden  wir 
die  Gleichung: 

"dx' T  "« 'S« 1"  "»^^^    -  S  »?)  =  0 

und  finden: 

|,,u)  _  |u,^  +  2(1',,'"-  r"ij')  +  aj(|ij"-  g"»?)  +  «3(61»'-  I'^J)  =  0, 
also  mit  Berücksichtigung  der  Gleichungen  (12)  und: 

1'^^ + ccX  +  («;  + «,)!'+  «3!  =  0 

und  der  entsprechenden  Gleichungen  für  17: 

(_«;+2a,)(|,'-|',)=.0. 

Demnach   muss  a^'  =  2^3  sein,  das  ist  aber  die  einzige  Bedingung, 
der  Oj  und  o,  zu  genügen  haben. 

Setzen  wir  Ofix)  =  2a{x)j  so  erscheint  die  Definitionsgleichung 
der  allgemeinsten  dreigliedrigen  Gruppe  der  einfach  ausgedehnten  Man- 
nigfaltigkeit in  der  Form: 

r+2a{x)l'+a\x)i  =  0. 

Damit  sind  alle  Gruppen  der  einfach  ausgedehnten  Mannigfaltig- 
keit bestimmt  und  wir  haben  den 
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Siti  2.  Die  Definitiotisgleichung  einer  endlichen  eontinuirlichefi 
Gntppe  der  einfadt  ausgedehnten  Mannigfaltigkeit  hat  stets  eine  unter  den 
irei  Fanmen: 

jr    +a{x)i  =0, 

ls"'+2«(x)r+«'(x>|  =  0; 

hieriei  ist  JiV  Function  a{x)  leiner  Beschränkung  unteruvrfefL 

Im  Vorstehenden  haben  wir  Qberhanpt  alle  Groppen  der  einfach 
ausgedehnten  Mannigfaltigkeit  gefanden  und  anter  den  gefundenen 
Gnpf«en  sind  offenbar  auch  die  drei  Typen  enthalten,  auf  die  wir  im 
Tongen  Paragraphen  geführt  worden  sind;  setzen  wir  nämlich  a  =  0, 
so  erhahen  wir  die  drei  Definitionsgleichungen: 

14}  1=0,  r-0,  r=o, 

wdeiie  der  Reihe  nach  die  drei  Grappen: 

df        df         df      df         df        .  df 
dx'     dx*  ^dx''    dx'  "^./x-    ^  dx 

liefiera.  Es  bleibt  daher  noch  nachzuweisen,  dass  es  mogUch  ist,  die 
EVnnitionsgleichungen  ^^13^  durch  EinfOhning  einer  neuen  Veränder- 
lichen so  umzugestalten,  dass  sie  die  einfachen  Formen  «^14  >  erhalten. 
Um  diesen  Nachweis  zu  erbringen ,  denken  wir  uns:  x^  =  ^(^) 
an  Sielle  Ton  x  als  neue  Veränderliche  ein^effthrt.  Dabei  nimmt  die 
iaänftesimale  Transformation: 

Ar  =  i  X»  V 
ü*  Font  An: 

X-*=|.X»~;  =  $^X'-F    X' =  -      ' 


^     ^     *  ^  ---—  =  £    j 

dx        *^*     "*     *      jx,        **  '*    dx,  ' 


5»"** 


Fers«-  wini: 


^      ^^=  *        r       *       ■     * 

»  -^^     «fc  ^      ••     .^^     *  _  _^      ^ .        .        _____ 


.i 


v:    ier  A't£^rr:jii:  we^n  S-;'  tür  — ^  sseschrleben  ist. 


:x- 


r  li-^c  wir  jeot   die  nei:e  V^rSadfrliche  x,   ia  di^  Gleichungen 
li?    ÄZ-  sc  ^rralien  «iiese  die  folc^udeu  Foncec: 
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^i  +    [f^  —  rv  ^i'  +  F"  55  If"  ""  WV  ^1  ""  ®' 

sollen  aber  diese  Gleichungen  die  einfache  Gestalt  (14)  annehmen^  so 
brauchen  wir  blos  in  den  beiden  ersten  Fällen  für  F  eine  Lösung 
der  Differentialgleichung: 

einzusetzen I  im  letzten  Falle  dagegen  eine  Lösung  der  Gleichung: 

FF'"-  l  F''  =  aF^. 
Damit  ist  der  verlangte  Nachweis  geliefert. 

§  3. 
Wir  haben  bisher  die  Gruppen  der  einfach  ausgedehnten  Mannig- 
faltigkeit   direct   bestimmt^  ohne  von    den  Theorien   des   ersten  Ab- 
schm'tts  mehr  zu  benutzen  als  einige  allgemeine  Sätze  aus  den  ersten 
Kapiteln.    Es  darf  aber  nicht  unerwähnt  bleiben,  dass  die  Bestimmung 
aller  Gruppen   der  einfach   ausgedehnten  Mannigfaltigkeit   schon   aus 
den  Ergebnissen  des  Eap.  29  in  Abschnitt  I  fast  unmittelbar  folgt. 
Wie  wir  im  Anfange  von  §  1  gesehen  haben,  enthält  jede  r^gliedrige 
Gruppe  der  einfach  ausgedehnten  Mannigfaltigkeit  in  der  Umgebung 
eines  Punktes  o:  =  0  von  allgemeiner  Lage  eine  infinitesimale  Trans- 
formation von  nullter  Ordnung  in  x,  femer  je  eine  von  erster,  von 
zweiter,  • . .  (r  —  1)**',  dagegen  keine  von  r***  oder  höherer  Ordnung. 
Betrachten  wir  nun  die  Fälle  r=l,  r  =  2,  r>2  etwas  näher, 
so  erkennen  wir  sofort,  dass  sie  genau  den  drei  a.  a.  0.  auf  S.  625 
unterschiedenen   Fällen   entsprechen,    wenn   wir   nur   daselbst   n  <=  1 
setzen.    Ist  nämlich  r  =  1,  so  enthält  unsre  r-gliedrige  Gruppe  in  der 
Umgebung  von  o;  =>  0  gerade  n  =  1  infinitesimale  Transformationen 
von  nullter,  n'  —  1  =  0  von  erster  und  keine  von  höherer  Ordnung. 
Ist  zweitens  r^=^2y  so  enthält  die  Gruppe  gerade  n  Transformationen 
von  nullter,  n*  =  1  von  erster,  aber  keine  von  höherer  Ordnung.    Ist 
endlich  r>2,    so    enthält  die  Gruppe  n=l   Transformationen    von 
nullter,  n*  =  1  von  erster  und  ausserdem  noch  gewisse  von  höherer 
Ordnung.     Hieraus  folgt,   dass    wir   das  Ergebniss,   welches  in   dem 
Elap.  29  des  Abschn.  I  erhalten  wird,  sofort  auf  unsem  Fall  anwenden 
können.    Thun  wir  das,  so  bekommen  wir  unmittelbar  das  in  Theorem  1 
auf  S.  6  ausgesprochene  Besultai     Dabei  ergiebt  sich  insbesondere, 
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dass  die  specielle  lineare  Gruppe  eines  ti-fach  ausgedehnten  Baumes 
itir  M  s=s  1  in  die  Gruppe  aller  Translationen  der  einfach  ausgedehnten 
Mannigfaltigkeit  übergeht. 


Kapitel  2. 


Beetimmiing  aller  Untergruppen  der  allgemeinen  projectiTen  Grappe 
auf  der  Geraden  und  der  allgemeinen  linearen  homogenen  Gruppe 

in  der  Ebene« 

IHe  Kenntniss  aller  Untergruppen  der  beiden  in  der  Ueberschrift 
genannten  Gruppen  ist  fiir  die  spateren  allgemeinen  Untersuchungen 
über  die  Gwppen  der  Ebene  unentbehrlich  "^X  Indem  wir  diese  Unter- 
gruppen bestimmen,  erhalten  wir  natürlich  zugleich  eine  Bestimmimg 
aller  Untergruppen  jeder  Gruppe,  die  mit  einer  der  beiden  in  der  Ueber- 
schrift bezeichneten  Gruppen  gleiehzusammengesetzt  ist  's.  Abschn.  I, 
Theorem  33,  S.  210\ 

Aus  Bequemlichkeitsrücksichten  werden  wir  von  jetzt  an  bei  den 
infinitesimalen  Transformatzonen  in  einer  Veränderlichen  x  tun  schreiben : 

und  ebenso  werden  wir  bei  den  infinitesimalen  Transformationen  in 
zwei  Verinderüchen  r.  y  die  Abkünun^n  anwenden: 

.  r       ^       c  H        ■* 

Aehnliche  Bezeichnzingen  hüben  wir  ja  schon  rrüker  ben:itzt    &  z.  B. 
Abschn.  1.  S.  5w  . 

Die  il!gemeine  projective  Gmppe  der  einz^'h  lu^gedeimcen  Mannig- 
faltigkeit i:  Ln  dreigliedrig,  sie  soll  daher  i::i  den:  gegenwarti^n  Para- 
graphen kvirs  ^Jie  (.r,*  gecann:  werdec 

Unsre  G^  enthalt  die  3c^  enilivrJiec  Tran;<ror2:adoE'e»:: 


♦ir'ippt«:    ro.  jj,  r^.  j£  in  z-w^  TerLnierLcäen  r.  y  «ad  itiai  -enscytt  ILkJe   (ä;- 
«daunt  ▼•:rieii  im  y:r«r«idacxi^a  ArriiiT  Ij75.  Ty*.  .»cb.  )Utä.  Aon.  B»L  H;  ii,* 

Aach  ij?  3  -^m  TiritT'  'Vr-ffn**'^  '.ai  ^tnälbdiicittfi  i^-iacat  ^Cii%r  jac  S^epiiAa-jj 
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eneagt  ist    sie   von   den    drei    unabhängigen    infinitesimalen   Trans- 
formationen: 

(s.  Kap.  1  oder  Abschn.  I,  S.  554  f.)-     Ihre  allgemeine  infinitesimale 
Transformation  besitzt  daher  die  Gestalt: 

^0  e,,  e,,  €^  willkürliche  Constanten  bezeichnen. 

Die  G^  ist  transitiv,  ja  sogar  dreifach  transitiv  (Abschn.  I,  S.631  f.), 
das  heisst  sie  enthält  stets  eine  Transformation ,  vermöge  deren  drei 
beliebige  verschiedene  Punkte  der  Mannigfaltigkeit  x  in  drei  beliebige 
andere  übergeführt  werden  können;  der  unendlich  ferne  Punkt  macht 
dabei  gar  keinen  Unterschied. 

Die  Zusammensetzung  (Abschn.  I,  Kap.  17)  der  G^  wird  durch  die 
Gleichungen: 

(l)  iX,X,)  =  XJ,    iX,X,)  =  2X,f,    (X,X,)  =  X,f 

bestimmt,  ihre  adjungirte  Gruppe  (a.  a.  0.  Kap.  16)  lautet  demnach 
folgendermassen : 


EJ=- 

-^g- 

-2e   ^~f 

E,f  = 

E>f^ 

• 

^*>  a«.  +  *»  ae. 

Da  die  Cr,  keine  ausgezeichnete  infinitesimale  Transformation  enthält, 
so  ist  diese  adjungirte  Gruppe  dreigliedrig. 

Zunächst  wollen  wir  untersuchen,  welche  Typen  von  eingliedrigen 
Untergruppen  in  unsrer  G^  enthalten  sind,  oder,  was  auf  dasselbe 
hinauskommt,  wir  wollen  alle  in  ihr  vorhandenen  Typen  von  infinitesi- 
malen Transformationen  bestimmen.  Dazu  bedienen  wir  uns  der  im 
Abschn.  I,  S.  278—287  entwickelten  Vorstellungen  und  Methoden. 

Wir  deuten  in  der  allgemeinen  infinitesimalen  Transformation  Xf 
unsrer  G^  die  Grössen  ß^,  e^,  e^  als  homogene  Punktcoordinaten  einer 
Ebene,  dann  wird  jede  infinitesimale  Transformation  und  also  auch 
jede  eingliedrige  Untergruppe  der  G^  durch  einen  Punkt  dieser  Ebene 
dargestellt  und  umgekehrt  ist  jeder  Punkt  der  Ebene  das  Bild  einer 
infinitesimalen  Ti:ansformation  und  damit  zugleich  einer  eingliedrigen 
Untergruppe  der  G^. 

Wir  denken  uns  nunmehr  die  Punkte  der  Ebene  e^,  e^,  e^  durch 
die  adjungirte  Gruppe  E^f,  E^fj  E^f  unsrer  G^  transformirt  und  suchen 
alle   kleinsten  invarianten  Mannigfaltigkeiten,  die  in  der  Ebene  auf* 
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treten  (s.  Abschn.  I^  S.  225) ^  das  heisst  alle  invarianten  Mannig- 
faltigkeiten,  deren  Punkte  bei  der  adjungirten*  Gruppe  so  transformirt 
werden,  dass  jeder  Punkt  von  allgemeiner  Lage  auf  einer  solchen 
Mannigfaltigkeit  in  alle  andern  derartigen  Punkte  der  Mannigfaltigkeit 
übergeht.  Jede  solche  kleinste  invariante  Mannigfaltigkeit  stellt  dann 
einen  Typus  von  infinitesimalen  Transformationen  und  also  auch  einen 
Typus  von  eingliedrigen  Untergruppen  der  G^  dar.  In  der  angegebenen 
Weise  erhalten  wir  alle  derartigen  Typen;  denn  zwei  eingliedrige  Unter- 
gruppen gehören  demselben  Typus  an,  wenn  sie  innerhalb  der  G^  mit 
einander  gleichberechtigt  sind,  das  aber  tritt  dann  und  nur  dann  ein, 
wenn  der  Bildpunkt  der  einen  durch  eine  Transformation  der  adjungirten 
Gruppe  in  den  Bildpunkt  der  andern  übergeführt  werden  kann,  das 
heisst,  wenn  die  Bildpunkte  beider  auf  derselben  kleinsten  invarianten 
Mannigfaltigkeit  liegen. 

Gesucht  werden  also  jetzt  alle  Mannigfaltigkeiten  der  Ebene  6^,6^,  ^, 
die  bei  der  adjungirten  Gruppe  invariant  bleiben.  Da  nun  e^^  e^^  e^ 
homogene  Punktcoordinaten  sind,  so  werden  die  betreffenden  Mannig- 
faltigkeiten durch  homogene  Gleichungensysteme  in  ß^,  6^,  e^  dargestellt^ 
das  heisst  durch  Gleichungensysteme,  welche  die  infinitesimale  Trans- 
formation: 

gestatten.  Unsre  Aufgabe  kommt  also  darauf  hinaus,  in  e^,  6^,  e,  alle 
Gleichungensysteme  zu  bestimmen,  die  bei  der  viergliedrigen  Gruppe: 
^if}  ^%fy  ^zfy  ^f  invariant  bleiben.  Diese  Bestimmung  führen  wir 
aus  nach  Anleitung  von  Abschn.  I,  Theorem  42,  S.  237.  Wir  bilden 
also  die  Matrix: 

—  Cg  —  2c3  0  ! 

et  0  —63 

0  2ei  ejj 

€1  €2  ^3 


(2) 


Da  nicht  alle  dreireihigen  Determinanten  dieser  Matrix  identisch  ver- 
schwinden, so  setzen  wir  alle  dreireihigen  Determinanten  gleich  Null 
und  bekommen  so,  abgesehen  von  dem  geometrisch  bedeutungslosen 
Gleichungensysteme:  e^  =  Cg  =  63  =  0  die  Gleichung: 

(3)  e,»-4(?,e3  =  0, 

die  sicher  eine  Mannigfaltigkeit  von  der  verlangten  Beschaffenheit  dar- 
stellt Beachten  wir  ferner,  dass  vermöge  (3)  nicht  alle  zweireihigen 
Determinanten  der  Matrix  (2)  verschwinden  und  dass  wir  durch  Null- 
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setzen  aller  zweireihigen  DetenninanteD  nur  das  unbrauchbare  Glei- 
chungensystem:  e^  =>  e^  =»  e,  =  0  bekommen^  so  erkennen  wir,  dass  die 
adjungirte  Gruppe  ausser  dem  Kegelschnitt  (3)  keine  Punktfigur  der 
Ebene  e^,  e^,  e^  invariant  lässt. 

Damit  sind  alle  Typen  Yon  eingliedrigen  Untergruppen  der  G^ 
gefunden,  es  sind  ihrer  zwei:  die  Untergruppen  des  ersten  Typus  werden 
darch  alle  Punkte  der  Ebene  dargestellt,  die  nicht  auf  dem  Kegel- 
sehnitt  (3)  liegen,  die  Untergruppen  des  zweiten  durch  die  Punkte 
dieses  Kegelschnitts.  Zwei  eingliedrige  Untergruppen  der  G^  sind  also 
innerhalb  der  G^  dann  und  nur  dann  mit  einander  gleichberechtigt, 
wenn  ihre  Bildpunkte  entweder  beide  ausserhalb  des  Kegelschnitts  (3) 
oder  beide  auf  diesem  Kegelschnitt  liegen. 

Wollen  wir  für  jeden  der  beiden  Typen  von  eingliedrigen  Unter- 
grappen  einen  Repräsentanten  haben,  so  brauchen  wir  nur  irgend  zwei 
Ponkte  der  Ebene  auszuwählen,  von  denen  der  eine  nicht  auf  dem 
Kegelschnitte  liegt,  während  der  andere  darauf  liegt.  Zwei  solche 
Punkte  sind:  e^  =  e,  =  0  und  Cg  =  e^  =  0,  also  ist  die  eingliedrige 
Untergruppe  xp  ein  Repräsentant  des  ersten,  die  eingliedrige  Unter- 
gruppe p  einer  des  zweiten  Typus. 

Die  beiden  gefundenen  Typen  lassen  sich  in  sehr  einfacher  Weise 
charakterisiren. 

Sucht  man  nämlich  alle  Punkte  der  einfach  ausgedehnten  Mannig- 
faltigkeit X,  die  bei  der  eingliedrigen  Gruppe: 

invariant  bleiben,  so  hat  man  nur  die  Gleichung  zweiten  Grades: 
(4)  e^x!^  +  e^x  +  €i  =  0 

aufzulösen:  die  Wurzeln  dieser  Gleichung  sind  die  Abscissen  der  ge- 
suchten invarianten  Punkte.  Ist  nun:  Cg*  —  4eiC3  =f=  0,  gehört  also  Xf 
dem  ersten  Typus  an,  so  hat  die  Gleichung  (4)  zwei  verschiedene 
Wurzeln,  von  denen  allerdings  eine  unendlich  gross  sein  kann,  folglich 
lässt  Xf  in  diesem  Falle  zwei  getrennte  Punkte  invariant,  deren  einer 
auch  im  Unendlichen  liegen  kann.  Ist  andrerseits  e^^  —  46^63  «»  0, 
so  hat  die  Gleichung  (4)  zwei  zusammenfallende  Wurzeln,  die  auch 
unendlich  gross  sein  können,  mithin  lässt  Xf  in  diesem  Falle  einen 
doppelt  zählenden  Punkt  invariant,  der  im  Endlichen  oder  im  Unend- 
lichen liegen  kann.  Man  sieht  leicht,  dass  in  jedem  der  beiden  be- 
sprochenen Fälle  die  eingliedrige  Untergruppe  Xf  durch  die  Punkte, 
die  sie  invariant  lässt,  vollständig  bestimmt  ist. 

Es  seien: 
Xf=  e,X^f+  c,X,/-+  e,X,f,     Yf^  e,XJ+  e,X,f+  e,X,f 
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irgend  zwei  unabhängige   infinitesimale  Transformationen  nnsrer  G^, 
es  sollen  also  nicht  alle  zweireihigen  Determinanten  der  Matrix: 

€i  €2  ^8 

€1  €2  *S 

verschwinden.     Durch  Combination  von  Xf  mit  Yf  erhalten  wir  die 
infinitesimale  Transformation: 

(5)    (X  Y)  =  (6,82  -  e2S,)XJ+  2(e,s,  -  e,a,)X2f+{e2B,  -  e,B2)X^f. 

Unter  der  gemachten  Voraussetzung  werden  Xf  nnd  Yf  in  der 
Ebene  e,,  €2,  63  durch  zwei  verschiedene  Punkte  dargestellt,  ebenso 
(XY)  durch  einen  Punkt  mit  den  homogenen  Coordinaten: 

Dieser  Punkt  lässt  sich  in  sehr  einfacher  Weise  geometrisch  definiren; 
er  befriedigt  nämlich  ofienbar  die  beiden  Gleichungen: 

€2%  —  2e,ri^  —  2e8i2i  =  0,    £,1^2  -  2s,%  —  2£,iyi  =  0, 

er  liegt  mithin  sowohl  auf  der  Polare  von  e^,  e^,  e^  in  Bezug  auf  den 
Kegelschnitt  (3)  als  auf  der  Polare  von  e,,  €2,  £3.    Mit  andern  Worten: 

Sind  Xf  und  Yf  irgend  zwei  unabhängige  infinitesimale  Trans- 
formationen unsrer  G^,  so  findet  man  den  Büdpunkt  der  infinitesimalen 
Transformation  (XY),  indetn  man  die  Bildpunkte  von  Xf  und  Yf  durch 
eine  Gerade  verbindet  und  den  Pol  dieser  Geraden  in  Bemg  auf  den 
KegelschniU:  e^  —  A:e,e^  =  0  sucht. 

Diese  geometrische  Construction  des  Bildpunktes  von  {XY)  aus 
den  Bildpunkten  von  Xfnnd  Yf  zeigt  deutlich,  dass  zwei  unabhängige 
infinitesimale  Transformationen  unserer  G^  niemals  vertauschbar  sind 
(vgl.  S.  6).  Sind  nämlich  Xf  und  Yf  von  einander  unabhängig,  so 
sind  ihre  Bildpunkte  verschieden  und  die  Verbindungslinie  ihrer  Bild- 
punkte besitzt  stets  einen  ganz  bestimmten  Pol,  also  kann  der  Ausdruck 
(Xlf)  niemals  identisch  verschwinden. 

Nunmehr  ist  es  sehr  leicht,  alle  zweigliedrigen  Untergruppen  der 
G^  anzugeben. 

Sind  Xf  und  Yf  zwei  unabhängige  infinitesimale  Transformationen 
einer  solchen  Untergruppe,  so  lautet  die  allgemeine  infinitesimale  Trans- 
formation derselben:  iXf+^Yf,  also  wird  die  Untergruppe  in  der 
Ebene:  e,,  629  e^  durch  eine  Gerade  dargestellt.  Damit  nun  aber  Xf 
und  Yf  wirklich  eine  zweigliedrige  Untergruppe  erzeugen,  ist  noch 
nothwendig  und  hinreichend,  dass  eine  Gleichung  von  der  Form: 

(XY)  =  c,Xf+C2Yf 

besteht,  mit  andern  Worten:  eine  Gerade   der  Ebene  e^,  e^;  «s   stellt 
nur  dann  eine  zweigliedrige  Untergruppe  der  G^  dar,  wenn  sie  ihren 
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Pol    in  Bezug   auf  den  Kegelschnitt  (3)  euthält;  das  heisst  wenn   sie 

eine   Taugente  dieses  Eegelscbnitts  ist.     Also: 

Die  zweigliedrigen  Untergruppen  der  G^  werden  in  der  Ebene  e^y  e^,  e^ 

durch  die  Tangefiten  des  Kegelschnitts:  e^^  —  Ae^e^  =  0  dargestdlL 

Es  ist  klar,  dass  vermöge  der  adjuugirten  Gruppe  E^fy  E^fy  E^f 

jede  Tangente   des  Eegelscbnitts  in  jede  andere  übergeführt  werden 

kann,  demnach  sind  die  zweigliedrigen  Untergruppen  unsrer  G^  alle 
innerhalb  der  G^  mit  einander  gleichberechtigt:  es  giebt  in  der  G^ 
nur  einen  einzigen  Typus  von  zweigliedrigen  Untergruppen.  Als  Re- 
präsentanten dieses  Typus  können  wir  die  Tangente  im  Punkte  €^=e^=^0 
wählen.  Die  Gleichung  dieser  Tangente  lautet  e^  =  0,  demnach  finden 
wir  als  Repräsentanten  die  Untergruppe :  p,  xp.  Es  ist  das  die  grösste 
in  der  63  enthaltene  Untergruppe,  die  den  unendlich  fernen  Punkt 
invariant  lässt.  Da  nun  vermöge  unsrer  G^  jeder  Punkt  x,  auch  der 
unendlich  ferne  in  jeden  andern  übergeführt  werden  kann,  so  ergiebt 
sich,  dass  jede  zweigliedrige  Untergruppe  unsrer  G^  einen  Punkt  im 
Endlichen  oder  Unendlichen  stehen  lässt  und  durch  die  Angabe  dieses 
in?arianten  Punktes  vollständig  bestimmt  ist. 

Wir  fassen  jetzt  die  gewonnenen  Ergebnisse  zusammen: 
Theorem  2.    Jede   Untergruppe  der  allgemeinen  projectiven 

Gruppe:  p,  xp,  a?p  der  einfach  ausgedehnten  Mannigfaltigkeit  x 

ist  innerhalb  dieser  Gruppe  mit  einer  der  drei  Untergruppen: 


Pf  sop 


xp  p 


gleichberechtigt;  im  ersten  dieser  drei  möglichen  Fälle  lässt  sie 
einen  Funkt  invariant,  im  zweiten  lässt  sie  zwei  getrennte,  im 
dritten  lässt  sie  zwei  zusammenfallende  Punkte  invariant  und 
etcar  ist  sie  jedesmal  durch  Angabe  der  bei  ihr  invarianten 
Punkte  vollständig  bestimmt. 

Es  versteht  sich  von  selbst,  dass  die  vorstehenden  Entwickelungen, 
soweit  sie  blos  von  der  Zusammensetzung  der  Gruppe  p,  xp,  x^p  ab- 
hängen, überhaupt  auf  jede  dreigliedrige  Gruppe  X^f,  X^f,  X^f  von 
der  Zusammensetzung: 

(1)        (z,z,)  =  x,/-,  ix^x,)  =  2X,f;  ix,x,)  =  x,f 

Anwendimg  finden.  Insbesondere  ergiebt  sich  sofort,  dass  jede  Unter- 
gruppe einer  solchen  Gruppe  innerhalb  der  Gruppe  mit  einer  der  drei 
Untergruppen :  


^ifi  Xjfi        I  •^a/':         ^if 


gleichberechtigt  ist 

It  i  • ,  Theorie  der  Trantformationtgruppen.    111. 
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Wir  wollen  jetzt  noch  einen  bemerkenswerthen  Satz  ableiten,  der 
uns  später  von  Nutzen  sein  wird. 
Es  seien: 

r;/=  a,iÄV+  cci2Xj+  «,3X3/*  (?:  =  ],  2,  3) 

irgend  drei  infinitesimale  Transformationen  einer  dreigliedrigen  Gruppe 
X^f,  X^fy  X^f,  von  der  wir  annehmen,  dass  sie  die  Zusammensetzung  (1) 
hat  Deuten  wir  nun  wie  oben  die  oo^  infinitesimalen  Transformationen 
ejXi/*+  63X2/*+  ^i^if  als  Punkte  einer  Ebene,  indem  wir  e^j  e^,  e^ 
als  homogene  Punktcoordinaten  auffassen,  so  werden  Y^f,  Y^f^  YJ' 
durch  drei  Punkte  dargestellt,  ferner  wird  {Y^Y^  der  Pol  der  Geraden 
zwischen  den  Punkten  Y^f  und  Fg/*  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt: 
e^  —  461^8  =  0  und  {Y^Y^  wird  der  Pol  der  Geraden  zwischen  Y^f 
und  Y^f,  Hieraus  folgt,  dass  Y^f  der  Pol  der  Geraden  ist,  welche  die 
beiden  Punkte  {Y^Y^  und  {Y^Y^  mit  einander  verbindet,  es  mufs 
also  eine  Relation  von  der  Form: 

((r.r,),  (r,r,))  =  p.r,/- 

bestehen,  wo  q  eine  Constante  bezeichnet.  Durch  Ausrechnung  findet 
man  p  sehr  leicht  und  damit  den 

Satz  1.     Ist  X^f,  X^fy  X3/*  eine  dreigliedrige  Gruppe  von  der  Zu- 
sammensetzung: 

(1)  (X,Z,)  =  AV,    (X,X,)o=2X,/-,    {X,X,)  =  X,f, 

und  sind: 

Yif=  «aX/+  a,2X,/'+  «,3X3/-        (i  =  1,  2,  3) 

irgend  drei  infinitesimale  Transformationen  dieser  Gruppe,  so  besteht  eine 
Relation  von  der  Gestalt: 


(6)  ((Y,Y,)AY,Y,))  =  2 


«11 

«12 

«13 

«81 

«22 

«23 

«81 

«82 

«38 

Yrf. 


(7) 


§5. 
Wir  wenden  uns  zur  Betrachtung  der  allgemeinen  linearen  homo- 
genen Gruppe: 

f  x'  =  a^x  +  a^y 

.  y.  =  «3^  +  «4^ 

einer  zweifach  ausgedehnten  Mannigfaltigkeit  x^  y. 

Diese  Gruppe  ist  viergliedrig,  sie  soll  daher  in  dem  gegenwärtigen 
Paragraphen  kurz  „die  G^*'  genannt  werden;  erzeugt  ist  sie  von  den 
vier  unabhängigen  infinitesimalen  Transformationen: 

(8)  xp,  ypy  xq,  yq . 
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Aus  Abschn.  I^  Theorem  98 ,  S.  561  geht  hervor ,  dass  uDsre  G^ 
nur  zwei  invariante  Untergruppen  enthält,  nämlich  die  specielle  lineare 
homogene: 

(9)  ^9>  ^P  —  yQ7  ypy 

die  dreigliedrig  ist,  und  ausserdem  noch  eine  eingliedrige,  die  von  der 
ausgezeichneten  infinitesimalen  Transformation: 

xp  +  yq 

erzeugt  ist.  Namentlich  ist  die  dreigliedrige  Gruppe  (9)  wichtig,  denn 
sie  ist  (Abschn.  I,  Theorem  96,  S.  558)  mit  der  allgemeinen  projectiven 
Gruppe  der  einfach  ausgedehnten  Mannigfaltigkeit  holoedrisch  isomorph; 
wählt  man  als  Punktcoordinate  der  einfach  ausgedehnten  Mannigfaltig- 
keit die  Veränderliche  j:  und  ordnet  man  den  infinitesimalen  Trans- 
formationen (9)  der  Reihe  nach  die  Transformationen: 

(10)  +\>,    -2e»),    -fp 

za,  so  tritt  der  holoedrische  Isomorphismus  der  beiden  Gruppen  (9) 
und  (10)  sofort  zu  Tage. 

Da  es  sich  empfiehlt,  das  Vorhandensein  der  beiden  invarianten 
Untergruppen  unsrer  G^  sichtbar  zu  machen,  so  ersetzen  wir  von 
jetzt  ab  die  vier  unabhängigen  infinitesimalen  Transformationen  (8) 
unsrer  G^  durch  die  vier  folgenden: 

XJ=xq,     XJ=xp  —  yq,     XJ=yp, 

XJ=xp'\'yq. 

Die  Zusammensetzung  unsrer  G^  wird  dann  durch  die  Gleichungen: 

(X,Z,)  =  -2X,/-,    (X^X,)==X,/-,    (X,X,)  =  -2Z,/- 

(X,XJ  =  (X,XJ  =  (X,X,)  =  0 
dargestellt. 

Zunächst  bestimmen  wir  wieder  alle  in  der  G^  vorhandenen  Typen 

von  eingliedrigen  Untergruppen.    Zu  diesem  Zwecke  deuten  wir  in  der 

aUgemeinen  infinitesimalen  Transformation: 

^xM  +  ^%{^p  -  y«)  +  €^yp  +  e^{^p  +  yq) 

unsrer  G^  die  Grössen  e^,,.e^  als  homogene  Punktcoordinaten  eines 
dreifach  ausgedehnten  Raumes.  Sodann  denken  wir  uns  diesen  Raum 
durch   die  adjungirte  Gruppe: 


3e,  '5«i 


£,/•=- 2e,|^  +2e^^ 

EJ=0 


O* 
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unsrer  Cr^  transformirt  und  suchen  alle  kleinsten  bei  der  adjungirten 
Gruppe  invarianten  Mannigfaltigkeiten  auf,  mit  andern  Worten:  wir 
suchen  in  den  Veränderlichen  e^ . . ,  e^  alle  Gleichungensjsteme,  welche 
die  infinitesimalen  Transformationen  E^f . , .  E^f  und  ausserdem  noch 
die  Transformation: 

Ef=e   ^-^  +  e  ^  +  e,^^  +  e   ^ 
^'        ^1  de,  ^  ^2  de^  ^^de,^  ^*  de, 

gestatten.  Die  identisch  verschwindende  Transformation  EJ*  können 
wir  dabei  natürlich  von  vornherein  weglassen. 

Die   Transformationen   E^fy   E^fy   E^f^  Ef  erzeugen    eine    vier- 
gliedrige  Gruppe,  deren  Determinante 


(11) 


:      2ej 

«s 

0 

0 

i-2c, 

1 

0 

2^3 

0 

0 

«i 

—  2cj 

0 

fi 

«2 

e^ 

e. 

identisch  verschwindet,  während  ihre  dreireihigen  ünterdeterminanten 
nicht  alle  identisch  null  sind.     Die  vier  Gleichungen: 

EJ=0,    EJ=0,    E,f=0,    Ef=0 

haben  daher  eine  Losung  gemein,  die  gleich  einer  willkürlichen  Con- 
stanten gesetzt  eine  Schaar  von  oo^  invarianten  Flächen  liefert,  nämlich 
die  Schaar  der  Flächen  zweiten  Grades: 

(12)  V+A^      _     ^Q^g^^ 

unter  denen  als  Gränzfälle  ein  Kegel:  e^*  +  ^i^  =  0  und  eine  doppelt- 
zählende Ebene:  e^  «=  0  enthalten  sind. 

um  die  übrigen  invarianten  Mannigfaltigkeiten  zu  finden,  müssen 
wir  die  drei-  und  die  zweireihigen  ünterdeterminanten  von  (11)  gleich 
Null  setzen.  Durch  Nullsetzen  der  dreireihigen  Unterdeterminanten 
erhalten  wir  erstens  das  Gleichungensystem: 

(13)  e,*  +  c,63-0,    e,-=0, 

also  einen  invarianten  Kegelschnitt:  die  Schuittcurve  des  invarianten 
Kegels:  e^^  +  ^i^s  =  0  mit  der  invarianten  Ebene  e^  =  0.  Zweitens  er- 
halten wir: 

(14)  6^=6^=6^  =  0, 

also  einen  invarianten  Punkt:  die  Spitze  des  invarianten  Kegels 
Cg*  +  €,«8  =  0;  es  ist  das  der  Bildpunkt  der  ausgezeichneten  infinitesi- 
malen Transformation  unsrer  G^,  der  Transformation  xp'-\-yq.  Durch 
Nullsetzen  aller  zweireihigen  ünterdeterminanten  erhalten  wir  nur  das 
Gleichungensystem  (14),  also  nichts  neues. 
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Damit  sind  alle  bei  der  Gruppe  E^f . . ,  E^f  invariaiiteii  Mannig- 
faltigkeiten  des  Raumes  e^ . . .  a^  gefunden,  denn  der  Kegelschnitt  (13) 
enthält  augenscheinlich  keine  kleinere  invariante  Mannigfaltigkeit. 
Uebrigens  hätten  wir  das  Auftreten  der  Ebene  e^  =  0  und  des  darin 
liegenden  Kegelschnitts  (13)  voraussehen  können,  denn  die  dreigliedrige 
invariante  Untergruppe  (9)  unsrer  G^  vrird  in  dem  Räume  a^ . . .  e^ 
gerade  durch  die  Ebene  «^  =°  0  abgebildet;  andrerseits  vrerden  die 
Punkte  der  Ebene  64  =  0  bei  der  adjungirten  Gruppe  E^f, . .  JS4/*  offenbar 
genau  so  transformirt,  wie  bei  der  adjungirten  Gruppe  E^f,  iJg/;  ^^f 
der  dreigliedrigen  Gruppe  (9),  denn  E^f  lässt  alle  Punkte  des  Raumes 
und  also  auch  alle  Punkte  der  Ebene  e^  =  0  stehen.  Aus  den  Ent- 
wickelungen  des  vorigen  Paragraphen  ergiebt  sich  nunmehr  sofort, 
dass  in  der  Ebene  a^  *»  0  keine  andre  invariante  Mannigfaltigkeit 
auftritt  als  ein  gewisser  Kegelschnitt. 

Erwähnt  mag  noch  werden,  dass  die  Gruppe  E^f^  E^f,  E^f  nur 
eine  andere  Form  einer  sehr  bekannten  Gruppe  ist.  Denkt  man  sich 
nämlich  das  homogene  Coordinatensystem  im  Räume  e^  ...  64  so  ge- 
wählt, dass  die  Ebene  e^  =  0  in  die  unendlich  ferne  Ebene  übergeht 
und  der  Kegelschnitt  (13)  in  den  imaginären  Kugelkreis,  so  ist  unsre 
Gruppe  nichts  andres  als  die  Gruppe  aller  Rotationen  um  den  Punkt 
^^  SS  e,  =  «3  =»  0;  die  06^  Flächen  zweiten  Grades  (12)  werden  einfach 
die  cx>^  Kugeln  mit  dem  Mittelpunkte  €^  =  e^  =  e^=^  0. 

Nachdem  wir  alle  bei  der  Gruppe  E^f...  J?^/*  invarianten  Mannig- 
faltigkeiten gefunden  haben,  können  wir  sofort  alle  Typen  von  infini- 
tesimalen Transformatfonen  oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  alle 
Typen  von  eingliedrigen  Untergruppen  unsrer  O^  angeben.  Jeder 
solche  Typus  wird  ja  im  Räume  e^ . . .  e^  durch  eine  bei  der  adjungirten 
Gruppe  E^f...E^f  invariante  Mannigfaltigkeit  dargestellt  und  zwar 
durch  eine  sogenannte  kleinste  invariante  Mannigfaltigkeit  (s.  S.  14). 
Es  ergiebt  sich  auf  diese  Weise  Folgendes: 

1)  Jede  nicht  ausgeartete  unter  den  00^  Flächen  zweiten  Grades 
(12)  stellt  einen  Typus  dar,  nur  müssen  jedesmal  alle  Punkte  des  Kegel- 
schnitts (13)  von  der  Fläche  ausgeschlossen  werden.  Das  sind  also 
00^  verschiedene  Typen. 

2)  Der  Kegel  Cj*  +  e^^  «=  0  stellt  einen  Typus  dar,  wenn  man 
die  Spitze  und  den  Kegelschnitt  (13)  weglässt. 

Die  übrigen  Typen  sind: 

3)  Die  Ebene  64  =  0  mit  Ausschluss  des  Kegelschnitts  (13). 

4)  Der  Kegelschnitt  (13). 

5)  Die  Spitze  c,  =  e,  =  63  =  0  des  Kegels  e^^  +  ^1^3  ™  0. 
Wollen  wir  für  jeden  der  gefundenen  Typen  einen  Repräsentanten 
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habeD;  so  müssen  wir  jedesmal  auf  der  betreffenden  kleinsten  invarianten 
Mannigfaltigkeit  einen  Punkt  auswählen.  Im  ersten  Falle  z.  B.  wird 
die  invariante  Mannigfaltigkeit  durch  eine  Gleichung  von  der  Form: 

dargestellt y  wo  c  eine  endliche  von  Null  verschiedene  Gonstante  be- 
deutet und  wo  e^  .  . .  e^  alle  Werthe  annehmen  können,  welche  die 
Gleichungen  (13)  nicht  erfüllen.     Wir  können  daher  wählen: 

und  etwa:  e^  =  Cy  für  die  cx)*  Typen  von  der  ersten  Art  erhalten  wir 
dann  die  oo^  Repräsentanten: 

1)  xp  —  yq  +  c{xp  +  yq)        {c  4=  0). 

Zu  bemerken  ist  hier,  dass  zwei  entgegengesetzt  gleiche  Werthe  von  c 
stets  zwei  infinitesimale  Transformationen  liefern,  die  auf  derselben 
Fläche  zweiten  Grades  liegen,  die  also  innerhalb  der  G^  mit  einander 
gleichberechtigt  sind.  Es  liegt  das  daran,  dass  die  Gleichung  e^=»(f 
sowohl  durch  c^  =  c  als  durch  e^  «=  —  c  befriedigt  wird. 

In  ähnlicher  Weise  können  wir  zu  Repräsentanten  der  übrigen 
Typen  die  nachstehenden  eingliedrigen  Gruppen  wählen: 

2)  xq'\'Xp  +  yq,        ^)  ^P  —  Vq^        4)  a;g,         b)xp  +  yq. 

Jetzt  bleiben  noch  alle  zwei-  und  alle  dreigliedrigen  Untergruppen 
unsrer  G^  zu  bestimmen. 
Es  seien: 

Yif=  aixq  -f  ßi{xp  —  yq)  +  yiyp  +'di(xp  +  yq) 

(I  =  1,  2) 

zwei  unabhängige  infinitesimale  Transformationen  unsrer  G^.  Lassen 
wir  aus  ihnen  die  Glieder  mit  xp  -j-  yq  weg,  so  erhalten  wir  die  beiden 
verkürzten  infinitesimalen  Transformationen: 

Yif^  Uixq  +  ßi(xp  -  yq)  +  yiyp 

(i  =  1,  2). 

Diese  verkürzten  Transformationen  brauchen  allerdings  nicht  mehr  un- 
abhängig von  einander  zu  sein,  jedenfalls  ist  aber: 

(15)  (r,r,)  =  (r,r,), 

da  ja  xp  -{-  yq  mit  allen  infinitesimalen  Transformationen  der  G^  ver- 
tauschbar ist. 

Die  Gleichung  (15)  führt  uns  zu  einer  sehr  einfachen  Construction 
des  Bildpunktes  von  {YiT^)  aus  den  Bildpunkten  von   Y^f  und   Y^f. 

Offenbar  gehören  nämlich  die  verkürzten  infinitesimalen  Trans- 
formationen Yif  und  jr^f  der  specielleu  linearen  homogenen  Gruppe: 
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xg,  xp  —  yg,  yp  an  und  werden  daher  durch  Punkte  in  der  Ebene 
«4  =  0  dargestellt.  Die  Bildpunkte  von  Y^f  und  Y^f  erhält  man,  wenn 
man  die  Bildpunkte  von  Y^f  und  Y^f  mit  dem  Punkte  xp  +  y?,  also 
mit  der  Spitze  des  Kegels  ßg^  +  ^i^j  =^0  durch  gerade  Linien  verbindet 
und  die  Schnittpunkte  dieser  Geraden  mit  der  Ebene  e^  «=  0  aufsucht, 
oder  kürzer:  indem  man  die  Punkte  Yj/^und  Y^f  rom  Punkte  xp  +  yq 
ans  auf  die  Ebene  e^  =  0  projicirt.  Den  Punkt  (Yj  Fj)  =  (^i  ^2)  ßi^det 
man  daher,  wenn  man  in  der  Ebene  e^  =  0  zu  der  Verbindungslinie 
der  beiden  Punkte  Y^ff  Y^f  den  Pol  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt 
(13)  sucht. 

Die  angegebene  Construction  für  den  Punkt  (Fj  Y^  liefert  im 
Allgemeinen  stets  einen  ganz  bestimmten  Punkt  der  Ebene:  Cj^  =  0, 
keinen  bestimmten  Punkt  liefert'sie  nur  dami,  wenn  die  Verbindungs- 
linie der  Punkte  Y^f  und  Fgf  durch  den  Punkt  xp  +  y9  geht,  dami 
fallen  nämlich  entweder  die  beiden  Punkte  Y^f  und  Y^f  zusammen 
und  es  wird  (Y^Y^)  =  (Y^Y^)  =  0,  oder  einer  der  Punkte  Yj^f  und 
Yg/"  fallt  mit  dem  Punkte  xp  +  VQ  zusammen  und  es  wird  (Fj  Y^)  =  0. 
Hieraus  folgt,  dass  zwei  unabhängige  infinitesimale  Transformationen  unsrer 
G4  dann  und  nur  dann  vertauschbar  sind,  wenn  die  Verbindungslinie 
Uirer  Bildpunkte  durch  den  PunJct  xp  -^  yq  getit 

Damit  sind  alle  zweigliedrigen  Untergruppen  unsrer  Gj^  gefunden, 
deren  infinitesimale  Transformationen  vertauschbar  sind;  jede  solche 
Untergruppe  wird  durch  eine  Gerade  dargestellt,  die  den  Punkt  xp  +  yq 
enthalt.  Nun  kann  aber  bei  der  adjungirten  Gruppe  unsrer  G^  augen- 
scheinlich jede  Gerade  durch  den  Punkt  xp  -(-  yq,  die  keine  Erzeugende 
des  Kegels  Cg*  +  ^1^3  =  0  ist,  in  jede  andere  Gerade  von  derselben 
Beschaffenheit  übergehen  und  ebenso  kami  jede  Erzeugende  dieses  Kegeis 
in  jede  andre  übergehen.     Mit  andern  Worten: 

In  unsrer  G^  giebt  es  zwei  Typen  von  zweigliedrigen  Untergruppen 
mit  vertauschbaren  infinitesimalen  Transformationen.  Die  Untergruppen 
vom  ersten  Typus  werden  durch  die  Geraden  des  Raumes  e^  . . .  e^  dar- 
gestellt, welche  den  Punkt  xp  -f-  yq  enthalten,  aber  keine  Erzeugenden 
des  Kegels  e^* -f- ^jgg  ==  0  sind,  die  vom  zweiten  Typus  sind  die  Er- 
zeugenden dieses  Kegels.  Zu  Repräsentanten  der  beiden  Typen  können 
wir  die  zweigliedrigen  Untergruppen: 

^P  —  yij  ^P  +  y^     und     xq,  xp  -f  yq 
wählen. 

Jede  noch  übrige  zweigliedrige  Untergruppe  der  G^  wird  durch 

eine  Gerade  dargestellt,  die  den  Punkt  xp  -{-  yq  nicht  trifft.     Diese 

Gerade  liegt  entweder  ganz  in  der  Ebene   ^4  =  0  oder  sie   hat   mit 

dieser  Ebene   blos  einen  Punkt  gemein.     Im  ersten  Falle  haben  wir 
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es  offenbar  mit  einer  Untergruppe  der  speciellen  linearen  homogenen 
Gruppe:  xq,  xp  —  yqj  yp  zu  thun,  die  betreffende  Untergruppe  wird 
daher  noth wendig  durch  eine  Tangente  des  Kegelschnitts  (13)  dargestellt. 
Im  zweiten  Falle  seien  Y^f  und  Y^f  zwei  unabhängige  infinitesimale 
Transformationen  der  Untergruppe,  dann  muss  der  Punkt  (Yj  Fg),  der 
ein  ganz  bestimmter  Punkt  der  Ebene  f ^  =  0  ist,  auf  der  Geraden 
zwischen  Y^f  und  Y^f  liegen,  es  muss  also  {Yy^Y^  eben  der  Punkt 
sein,  den  die  Verbindungslinie  von  Y,/*  und  Y^f  mit  der  Ebene  6^  =  0 
gemein  hat.  Man  erkennt  hieraus  leicht,  dass  der  Punkt  (Y^Y^  auf 
dem  Kegelschnitt  (13)  liegen  und  dass  die  Gerade  zwischen  Y^f  und 
Y^f  in  einer  Tangentialebene  des  Kegels  e^  +  ^i  <?s  =  0  enthalten  sein 
muss.  Umgekehrt  stellt  auch  wirklich  jede  Gerade,  die  den  Kegel- 
schnitt (13)  trifft  und  in  einer  Tangentialebene  des  Kegels  e^  +  e^e^  ==  0 
liegt,  eine  zweigliedrige  Untergruppe  dar. 

Damit  sind  alle  zweigliedrigen  Untergruppen  der  G^  gefunden, 
deren  infinitesimale  Transformationen  nicht  vertauschbar  sind.  Es  sind 
das  erstens  alle  Tangenten  des  Kegelschnitts  (13)  in  der  Ebene  ^^  =  0 
und  zweitens  alle  Tangenten  des  Kegels  e^  +  ^1^3  =  0,  die  den  Kegel- 
schnitt (13)  treffen,  aber  weder  durch  den  Punkt  xp  +  yq  gehen,  noch 
in  der  Ebene  c^  =  0  liegen. 

Die  Untergruppen  der  ersten  Kategorie  sind  innerhalb  der  G^  alle 
mit  einander  gleichberechtigt  und  bilden  einen  Typus  für  sich,  zu 
dessen  Repräsentanten  wir  die  Gruppe: 

xq^  xp  —  yq 
wählen  köunen. 

Was  die  Untergruppen  der  zweiten  Kategorie  anbetrifft,  so  bedenke 
man,  dass  die  nicht  ausgearteten  unter  den  Flächen  zweiten  Grades  (12) 
sämmtlich  den  Kegel  e^  '\'  e^e^  =  Q  längs  des  Kegelschnitts  (13)  be- 
rühren, dass  also  die  Erzeugenden  dieser  Flächen  zweiten  Grades  alle 
auf  den  Tangentialebenen  des  Kegels  e^^  +  ^1^3  =  0  liegen.  Die  Unter- 
gruppen der  zweiten  Kategorie  werden  also  im  Räume  e^ . . .  e^  durch 
die  Erzeugenden  der  nicht  ausgearteten  unter  den  Flächen  zweiten 
Grades  (12)  dargestellt.  Nun  geht  bei  der  adjungirten  Gruppe  jeder 
Punkt  einer  solchen  Fläche  zweiten  Grades,  der  nicht  auf  dem  Kegel 
(13)  liegt,  in  jeden  andern  über,  also  kann  auch  jede  Erzeugende  der 
Fläche  in  jede  andere  Erzeugende  derselben  Schaar  auf  der  Fläche 
übergeführt  werden,  dagegen  kann  eine  solche  Erzeugende  bei  der  ad- 
jungirten Gruppe  niemals  in  eine  Erzeugende  einer  andern  Fläche 
zweiten  Grades  und  auch  nie  in  eine  Erzeugende  der  andern  Schaar 
auf  derselben  Fläche  übergehen;  das  letztere  folgt  daraus,  dass  die  ad- 
jungirte  Gruppe  continuirlich  ist.    Demnach  zerfallen  die  zweigliedrigen 
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Untergruppen  der  zweiten  Kategorie  in  unendlich  viele  Typen.     Jede 

nicht  ausgeartete  unter  den  Flächen  zweiten  Grades  (12)  liefert  zwei 

solche  Typen,  der  eine  wird  von  der  ersten  Schaar  von  Erzeugenden 

der  Fläche  dargestellt^  der  andere   von  der  zweiten  Schaar.     um  für 

jeden  solchen  Typus  einen  Repräsentanten  zu  haben,  brauchen  wir  nur 

ia  irgend  einer  Tangentialebene  des  Kegels  e^^  -j-  e^^j  >=  0  alle  Tangenton 

dieses  Kegels    anzugeben,    die    den    Kegelschnitt  (13)   treffen  ^    aber 

weder  in  der  Ebene  e?^  =  0  liegen ,  noch  durch  den  Punkt  xp  +  yq 

gehen,  denn  jede  Tangentialebene  des  Kegels  geht  ja  bei  der  adjungirten 

Gruppe  in  jede  andere  über.     Wählen  wir  z.  B.  die  Tangentialebene 

des  Kegels,  welche  den  Punkt  xq  enthält,  so  bekommen  wir  für  unsre 

unendlich  vielen  Typen  die  Repräsentanten: 

xq,  xp  —  j/ä  +  c(xp  +  yq), 

wo  c  eine  endliche  von  0  verschiedene  Constante  bezeichnet.  Hier 
liefern  entgegengesetzt  gleiche  Werthe  von  c  stets  Untergruppen,  die 
durch  zwei  Erzeugende  derselben  Fläche  zweiten  Grades  dargestellt 
werden,  aber  diese  Erzeugenden  gehören  verschiedenen  Schaaren  an, 
also  sind  die  betreffenden  beiden  Untergruppen  innerhalb  der  G^  nicht 
mit  einander  gleichberechtigt. 

Endlich  sind  noch  die  dreigliedrigen  Untergruppen  unsrer  G^  zu 
bestimmen. 

Eine  dreigliedrige  Untergruppe  r/g  der  G^  wird  im  Räume  e^  . . .  e^ 
durch  eine  Ebene  dargestellt.  Fällt  diese  Ebene  mit  der  Ebene  e^  ==  0 
zusammen,  so  ist  die  g^  nichts  anderes  als  die  dreigliedrige  invariante 
Untergruppe: 

(9)  xq,  xp  —  yq,  yp 

der  G^ .  In  jedem  andern  Falle  schneidet  die  Bildebene  von  g^  die 
Ebene  6^  =  0  in  einer  Geraden,  die  nothwendig  eine  zweigliedrige 
Untergruppe  der  G^  und  zugleich  eine  Untergruppe  der  Gruppe  (9) 
darstellt.  Hieraus  folgt,  dass  die  betreffende  Gerade  eine  Tangente 
des  Kegelschnitts  (13)  ist  und  dass  die  Bildebene  der  Untergruppe  g^ 
diesen  Kegelschnitt  berührt.  Sind  nun  J^/*  und  F^/*  irgend  zwei  un- 
abhängige infinitesimale  Transformationen  von  g^  und  hat  F^/*  seinen 
Bildpunkt  auf  der  erwähnten  Kegelschnittstangente,  während  der  Bild- 
punkt von  Y^f  nicht  auf  dieser  Tangente  liegt,  so  muss  die  infinitesi- 
male Transformation  {Y^  Y^)  entweder  identisch  verschwinden  oder  ihren 
Bildpnnkt  auf  jener  Tangente  haben;  das  erste  tritt  nur  ein,  wenn  die 
drei  Punkte  Y^f,  Y^f  und  xp  -f-  yq  in  einer  Geraden  liegen,  das  zweite 
nur  dann,  wenn  die  Ebene,  welche  durch  YJ'  und   die  Tangente  be- 
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stimmt  ist,  auch  den  Punkt  xp  -}-  yq  enthält.  Folglich  muss  die  Bild- 
ebene von  g^f  wenn  sie  nicht  mit  der  Ebene  e^^^O  zusammenfallt, 
durch  den  Punkt  xp  -f-  yq  gehen,  sie  muss  eine  Tangentialebene  des 
Kegels  ^2*  +  ^1^  '^^  0  sein.  Wirklich  stellt  auch,  wie  man  sich  leicht 
überzeugt,  jede  Tangentialebene  dieses  Kegels  eine  dreigliedrige  Unter- 
gruppe der  G^  dar.  Alle  diese  Untergruppen  sind  innerhalb  der  (r^ 
mit  einander  gleichberechtigt,  denn  bei  der  adjungirten  Gruppe  der  G^ 
geht  jede  Tangentialebene  des  Kegels  in  jede  andre  über. 

Es   giebt  demnach  zwei  Typen   von  dreigliedrigen  Untergruppen 
unsrer  G^.     Der  erste  Typus  wird  von  der  invarianten  Untergruppe: 

xq,  xp  —  yq,  yp 

allein  gebildet,  die  Gruppen  des  zweiten  Typus  werden  im  Räume 
6?i . . .  e^  durch  die  Tangentialebenen  des  Kegels:  e^  +  ^1^3  =  0  abgebildet; 
ein  Repräsentant  dieses  Typus  ist  die  Gruppe: 

xq,  xp  —  yq,    xp  +  yq. 

Fassen  wir  jetzt  die  gewonnenen  Ergebnisse  zusammen: 
Theorem  3.    Ist  eine  Untergruppe  der  allgemeinen  linearen 
homogenen  Gruppe  G^: 

xq,  xp  —  yq,  yp,  xp  +  yq 

der  Ebene  x,  y  dreigliedrig,  so  ist  sie  entweder  die  invariante 
Untergruppe: 

1  \   xq,  xp  —  yq,  yp 

oder  sie  ist  innerhalb  der  allgemeinen  linearen  homogenen 
Gruppe  mit  der  Untergruppe: 


xq,  xp  —  yq,  xp  +  yq 


gleichberechtigt;  jede    zweigliedrige    Untergruppe  der   G^    ist 
innerhalb  der  G^  mit  einer  der  Untergruppen: 


3     ;  xq,  xp  —  yq  +  c(xp  +  yq)       <^  +  0 


xp  —  yq,  xp  -f  yq 


xq, 

xp 

1 

xq. 

xp 

+  yg. 

gleichberechtigt     Endlich    ist  jede  eingliedrige    Untergruppe 
der  G^  entweder  mit  einer  der  Untergruppen: 


•^P  —  y 2  +  <^ipP  +  yQ)        <^  +  0    j  8         xp  —  yq 


xq  -^  xp  -}•  yq  10 


xq 


n 
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gleichberechtigt  oder  sie  ist  von  der  ausgezeichneten  infinitesi- 
malen Transformation: 

11  xp  +  yq 

der  G^  erzeugt  Die  in  zwei  ^llen  auftretende  willkürliche 
Constante  c  ist  ein  wesentlicher  Parameter,  das  heisst  ver- 
schiedenen Werthen  von  c  entsprechen  Untergruppen,  die  inner- 
halb der  G^  im  Allgemeinen  nicht  gleichberechtigt  sind. 

Es  versteht  sich  von  selbst,  dass  wir  auf  Grund  der  vorstehenden 
Entwickelungen  bei  jeder  viergliedrigen  Gruppe,  die  mit  der  all- 
gemeinen linearen  homogenen  Gruppe  der  Ebene  x,  y  gleichzusammen- 
gesetzt ist,  alle  Typen  von  Untergruppen  und  auch  alle  Untergruppen 
überhaupt  sofort  angeben  können. 

Während  wir  uns  bisher  blos  mit  der  Zusammensetzung  der  G^i 

xq,  xp  —  yg,  yp,  xp  +  yq 

beschäftigt  haben,  wollen  wir  zum  Schluss  noch  über  die  G^  in  ihrer 
Eigenschaft  als  Gruppe  der  Ebene  x,  y  einige  Bemerkungen  machen. 
Die  G^  lässt  den  Punkt  a;  =  y  =  0  invariant  und  vertauscht  die 
oo^  durch  diesen  Punkt  gehenden  Geraden  unter  einander.  Unter 
den  infinitesimalen  Transformationen  der  G^  giebt  es  eine  aber  auch 
nur  eine,  die  jede  Gerade  durch  den  Punkt  o;  =  y  =  0  stehen  lässt, 
es  ist  das  die  ausgezeichnete  infinitesimale  Transformation  xp  -f-  yq 
der  Gruppe.  Folglich  werden  die  cx>^  Geraden  durch  den  Punkt  a?=y=0 
bei  unsrer  G^  durch  eine  dreigliedrige  Gruppe  transformirt,  die  pro- 
jectiv  und  mit  der  G^  meroedrisch  isomorph  ist.  Diese  dreigliedrige 
Gruppe  ist  offenbar  nichts  andres  als  die  allgemeine  projective  Gruppe 
der  einfach  ausgedehnten  Mannigfaltigkeit;  man  kann  sich  davon  leicht 
direkt  überzeugen.  Die  Veränderlichen  x,  y  lassen  sich  nämlich  als 
homogene  Coordinaten  der  oo^  Geraden  durch  den  Punkt  x  =  y  =  0 
auffassen;  ersetzt  man  nun  diese  zwei  homogenen  Coordinaten  durch 
eine  nichthomogene: 

X 

dJi  =  — 

^      y 

und  bestimmt  man,  wie  x^  bei  den  infinitesimalen  Transformationen 
der  G^  transformirt  wird,  so  findet  man,  dass  es  gerade  durch  die  all- 
gemeine projective  Gruppe  p^,  x^p^,  ^iPi  ^^^  einfach  ausgedehnten 
Mannigfaltigkeit  transformirt  wird.  Die  Ausführung  dieser  Rechnung 
s.  Abschn.  I,  S.  579,  vgl.  auch  ebenda  S.  558,  Theorem  96. 

Ans  dem  Gesagten  geht  hervor,  dass  jede  r-gliedrige  Untergruppe 
unsrer    G^   die  oo*  Geraden    durch   den   Punkt   a;  =  y  =  0   entweder 
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r-gliedrig  oder  (r  —  l)-gliedrig  transformirt  uod  zwar  tritt  der  erste 
Fall  ein^  wenu  die  infinitesimale  Transformation  xp  -f-  yq  in  der  Unter- 
gruppe fehlt,  der  zweite,  wenn  xp  +  yq  in  der  Untergruppe  enthalten 
ist.  Die  einzige  Untergruppe  der  G^,  die  jene  Geraden  ebenso  wie  die 
G^  dreigliedrig  transformirt,  ist  die  ^Variante  Untergruppe  xq,  xp — yg, 
yp.  Verbinden  wir  hiermit  die  Ergebnisse  des  vorigen  Paragraphen, 
nach  denen  jede  Untergruppe  der  allgemeinen  projectiven  Gruppe  der 
einfach  ausgedehnten  Mannigfaltigkeit  entweder  einen  Punkt  oder  zwei 
getrennte  Punkte  oder  zwei  zusammenfallende  Punkte  invariant  lässt, 
so  erhalten  wir  den 

Satz  2.     Die  allgemeine  lineare  homogene  Gruppe  G^: 

^j;  ^p  —  viy  yp,  ^P  +  Vi 

der  Ebene  x,  y  enthält  nur  eine  Untergruppe,  die  ebenso  wie  die  G^ 
keine  Gerade  durch  den  invarianten  Funkt  a;  =  y  =  0  stehen  lässt,  es 
ist  das  die  dreigliedrige  invariante  Untergruppe: 

xq,  xp  —  yq,  yp 

der  G4.  Jede  andre  Untergruppe  der  G^  lässt  mindestens  eine  Gerade 
durch  den  Tunkt  a:  =  y  «=  0  in  Ruhe, 

Lässt  eine  Untergruppe  der  (r^  blos  eine  Gerade  durch  den  Punkt 
X  '=  y  ^=0  invariant,  so  ist  sie  entweder  dreigliedrig  und  gehört  dem 
Typus  2  des  Theorems  an,  oder  sie  ist  zweigliedrig  und  gehört  einem 
der  Typen  3  und  4  an.  Lässt  sie  zwei  getrennte  Gerade  durch  den 
Punkt  stehen,  so  ist  sie  entweder  zweigliedrig  und  vom  Typus  5 
oder  eingliedrig  und  von  einem  der  Typen  7  und  8;  lässt  sie  zwei 
zusammenfallende  Gerade  stehen,  so  ist  sie  zweigliedrig  vom  Typus  6 
oder  eingliedrig  imd  von  einem  der  Typen  9  und  10.  Uebrig  bleibt 
nur  die  eingliedrige  Untergruppe  xp  +  yq,  bei  der  jede  Gerade  durch 
den  Punkt  x  =  y  =  0  ihre  Lage  behält. 


Kapitel   3. 

Bestimmung  aller  endlichen  oontinuirliohen  Gruppen  von  Ftinkt- 

transformationen  der  Ebene. 

Wenn  es  in  der  Ueberschrift  heisst,  dass  alle*)  endlichen  conti- 
uuirlichen   Gruppen   von  Punkttransformationen   der  Ebene    bestimmt 

*)  Die  Bestimmung  aller  Grappen  der  Ebene  bat  Lie  scbon  1874  in  den  Göt- 
tinger Nacbricbten  skizzirt.  Eine  ausfübrlicbe  Begründung  gab  er  1878  im  Nor- 
wegischen Arcbiv  und  später  in  den  Matb.  Ann.  Bd.  16.     Das  im  Text  benutzte 
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werden  sollen,  ist  das  nicht  so  zu  verstehen;  als  ob  wir  diese  Gruppen 
alle  wirklich  hinschreiben  wollten.    Dies  zu  thun  ist  keineswegs  unsre 
Absicht;  wir  verfahren  vielmehr  wie  in  Abschn.  I,  Kap.  22,  S.  434  f. 
bei  der  Bestimmung  aller  r-gliedrigen  transitiven  Gruppen  von  gegebe- 
ner Zusammensetzung.  Wir  theilen  die  endlichen  continuirlichen  Gruppen 
Yon  Ponkttransformationen  der  Ebene  in  Typen,  indem  wir  zwei  dieser 
Gruppen  stets  dann  aber  auch  nur  dann  zu  demselben  Typus  rechnen, 
wenn  die   eine   mit   der   andern  durch  eine   Punkttransformation   der 
Ebene  ähnlich  ist.    Auf  diese  Weise  gehört  jede  der  gesuchten  Gruppen 
einem  und  nur  einem  Typus  an;  umgekehrt  sind  alle  einem  bestimmten 
Typus  angehorigen  Gruppen  ohne  Weiteres  angebbar ,  werm  man  eine 
unter  ihnen  kennt,  und  diese  eine  Gruppe  kann  als  Repräsentant  des 
ganzen  Typus   angesehen   werden.     Demnach  dürfen   wir  die   in  der 
Ueberschrift  bezeichnete  Aufgabe  durch  die  folgende  ersetzen: 

Es  soll  für  jeden  Typus  von  endlichen  continuirlichen  Gruppen  von 
Punkttransformationen  der  Ebene  ein  aber  auch  nur  ein  Repräsentant 
angegd>€n  werden. 

Ist  diese  Aufgabe  gelost,  so  kennen  wir  im  Grunde  alle  endlichen 
continuirlichen  Gruppen  von  Punkttransformationen  der  Ebene,  denn 
jede  dieser  Gruppen  ist  mit  einem  einzigen  der  gefundenen  Repräsen- 
tanten durch  eine  Punkttransformation  der  Ebene  ähnlich. 

Nach  Abschn.  I,  S.  220  f.  zerfallen  die  Gruppen  der  Ebene  in 
zwei  getrennte  Kategorien,  von  denen  die  erste  alle  primitiven,  die 
zweite  alle  imprimitiven  Gruppen  umfasst;  überdies  ist  klar,  dass  zwei 
demselben  Typus  angebörige  Gruppen  der  Ebene  stets  entweder  beide 
primitiv  oder  beide  impriraitiv  sind.  In  Folge  dessen  können  wir  die 
Aufgabe,  auf  deren  Erledigung  wir  das  in  der  Kapitelüberschrift  ge- 
stellte Problem  zurückgeführt  haben,  der  Reihe  nach  erst  für  die  pri- 
mitiven und  sodann  für  die  imprimitiven  Gruppen  losen.  Bevor  wir 
jedoch  dazu  übergehen,  müssen  wir  uns  erst  noch  vergegenwärtigen, 
woran  es  sich  erkennen  lässt,  ob  eine  vorgelegte  endliche  continuirliche 
Gruppe  von  Punkttransformationen  der  Ebene  primitiv  ist  oder  im- 
primitiv.  Wir  schicken  deshalb  einen  Paragraphen  voraus,  in  dem 
wir  die  allgemeinen  Entwickelungen  des  Abschnitts  I  über  Primitivität 
und  Imprimitivität  auf  die  Gruppen  der  Ebene  übertragen  und,  soweit 
es  für  diesen  besonderen  Fall  nothig  ist,  vervollständigen. 


einfache  Verfahren  zur  Bestimmung  aller  imprimitiven  Gruppen  der  Ebene  hat 
Lie  zuerst  1886  in  seinem  Archiv  angegeben  und  seit  1886  in  seinen  Vorlesungen 
an  der  Universität  Leipzig. 
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§6. 

Nach  Abschnitt  I^  S.  220 f.  ist  eine  r-gliedrige  Gruppe: 

Xkf=^(x,  y)p  +  rik(x,  y)q         (*  =  i...r) 

der  Ebene  x,  y  dann  und  nur  dann  imprimitiv,  wenn  sie  eine  Schaar 
von  oo*  Curven  (p{Xy  y)  =  const.  invariant  lässt.  Ist  daher  die  Gruppe 
XJ...Xrf  intransitiv,  so  ist  sie  zugleich  imprimitiv,  denn  eine  in- 
transitive Gruppe  der  Ebene  zerlegt  die  Ebene  in  oo^  Curven:  ^(a:,  y) 
=s  const.,  die  sämmtlich  invariant  bleiben,  sie  lässt  also  zugleich  die 
ganze  Curvenschaar:  if(x,  y)  =  const.  invariant. 

Die  angegebene  nothwendige  und  hinreichende  Bedingung  für  die 
Imprimitivität  der  Gruppe  X^f. . .  Xrf  kann  nun  verschiedene  Formen 
erhalten.  Zunächst  kommt  sie  darauf  hinaus,  dass  bei  der  betreffenden 
Gruppe  eine  gewisse  lineare  partielle  Differentialgleichung: 

invariant  bleibt  (a.  a.  0.  S.  221).  Bedenken  wir  aber,  dass  mit  der 
linearen  partiellen  Differentialgleichung  Äf  =  0  die  gewöhnliche  Diffe- 
rentialgleichung : 

(1)  a{x,  y).dy  —  ß{x,  y)  .dx  =  0 

invariant  verknüpft  ist,  so  erkennen  wir  sofort,  dass  wir  auch  sagen 
dürfen: 

Die  r-gliedrige  Gruppe  X^f...  Xrf  der  Ebene  x,  y  ist  dann  und 
nur  dann  imprimitiVy  wenn  sie  eine  gewöhnliche  Differentuügleiclmng 
erster  Ordnung  von  der  Farm  (1)  invariant  lässt 

Wir  erinnern  jetzt  daran,  dass  durch  dxidy  in  jedem  Punkte 
der  Ebene  x,  y  eine  gewisse  Fortschreitungsrichtung  bestimmt  wird 
und  dass  in  Folge  dessen  x,  y,  dx :  dy  als  Goordinaten  der  oo'  Linien- 
elemente der  Ebene  aufgefasst  werden  können.  Wollen  wir  daher 
wissen,  ob  unsre  Gruppe  X^f.^.Xrf  eine  gewöhnliche  Differential- 
gleichung von  der  Form  (1)  invariant  lässt,  so  müssen  wir  zunächst 
untersuchen,  in  welcher  Weise  sie  die  Linienelemente  der  Ebene  Xj  y 
transformirt  und  insbesondere  feststellen,  ob  sie  eine  Schaar  von  oo' 
Linienelementen  invariant  lässt,  die  durch  eine  Gleichung  von  der  be- 
sonderen Form  (1)  dargestellt  wird« 

Zu  diesem  Zwecke  betrachten  wir  wie  in  Abschn.  I,  S.  524  ff.  die 

Veränderlichen  x,  y  als  Functionen  einer  Hülfs veränderlichen  t   und 

erweitern    die   infinitesimalen  Transformationen  Xkf  durch  Mitnahme 

der  Differentialquotienten: 

dx  ,      dy , 

dt  ""  ^  '     di~y  ' 
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Wir  erhalten  so  in  den  Veränderlichen  x,  y,  x\  y'  die  erweiterte 
Gruppe: 

^kf  =  %kP  +  nki  +  l*'jp'+  nka       (*• = i . .  •  r) , 

wo  von  den  Abkürzungen: 

Gebrauch  gemacht  worden  ist.  Da  nun  x,  y,  x':  y'  oflFenbar  ebensogut 
^ie  Xy  y,  diß :  dy  als  Coordinaten  der  oo'  Linienelemente  der  Ebene 
a;,y  benutzt  werden  können,  so  giebt  die  erweiterte  Gruppe  X^'f.-.Xrf 
an,  wie  die  Linienelemente  bei  der  Gruppe  X^f...Xrf  transformirt 
werden;  es  handelt  sich  also  jetzt  noch  darum,  zu  ermitteln,  ob  die 
Gruppe  X^'f. . .  Xrf  eine  Gleichung  von  der  Form: 

Ol  ct{x,  y).y—  ß{x,  y).x=0 

invariant  lässt  oder  nicht. 

In  der  Gruppe  X^fyXrf  giebt  es  eine  gewisse  Anzahl,  etwa 
gerade  r  —  m  unabhängige  infinitesimale  Transformationen,  die  einen 
beliebig  gewählten  Pui^t  Xq^  y^  von  allgemeiner  Lage  stehen  lassen; 
die  Zahl  w  hat  hier  den  Werth  2  oder  den  Werth  1,  jenachdem  die 
Gruppe  X^f . .  .  Xrf  transitiv  ist  oder  intransitiv.  Diese  r  —  m  infini- 
tesimalen Transformationen  erzeugen  natürlich  eine  (r  —  ♦n)-gliedrige 
Untergruppe  der  Gruppe  XJ. . .  Xrf  (s.  Abschn.  I,  S.  205,  Satz  2), 
ihre  Reihenentwickelungen  nach  Potenzen  von  x  —  Xq,  y  —  y^  sind  von 
Gliedern  nuUter  Ordnung  frei  und  haben  daher  die  Form: 

{k=s  1 .  .  .r  —  m)  j 

gleich  ist  unter  den  gemachten  Voraussetzungen 

e,YJ+'''  +  er^mYr^mf 

die  allgemeinste  infinitesimale  Transformation  der  Gruppe  X^f. . .  Xrf, 
"6  keine  Glieder  von  der  nullten  Ordnung  in  x  —  Xq,  y  —  yQ  enthält. 
•E^eitem  wir  die  Ykf  ebenso  wie  vorhin  die  Xkf,  so  erhalten  wir  in 
den  Veränderlichen  x,  y,  x,  y  r  —  m  unabhängige  infinitesimale  Trans- 
fonaationen  von  der  Gestalt: 

(t  =  1  . . .  r  —  m)  , 

™  ihrerseits  eine  (r  —  tn)-gliedrige  Untergruppe  der  Gruppe  X//* . . .  Xr'f 
erzeugen,  nämlich  die  grösste  in  dieser  Gruppe  enthaltene  Untergruppe, 
die  das  Gleichnngensystem:  x  =  Xq,  y  =^yo  invariant  lässt. 
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Bleibt  nun  bei  der  Gruppe  X^f . .  ,Xrf  eine  Gleichung  von  der 
Form  (1')  invariant,  so  bleibt  bei  der  Gruppe  F//". . .  Yr-^f  offenbar 
das  Gleichungensystem: 

x  =  Xq,  y  =  t/o,  a{x,  y)y'—  ß{x,  y)x^  0 

invariant  oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt^  das  Gleichungensystem: 

wo  die  Coefficienten  von  x'  und  y'  jedenfalls  nicht  beide  verschwinden, 
da  ja  Xq,  y^  ein  Punkt  von  allgemeiner  Lage  ist.  Erinnern  wir  uns 
daher,  dass  ein  Gleichungensystem  von  der  Form  (2)  ein  durch  den 
Punkt  Xq^  y^  gehendes  Linienelement  darstellt,  so  können  wir  sagen: 
Ist  die  Gruppe  X^f. . .  Xr/* imprimitiv,  so  lässt  die  Gruppe  Y(f ,..  Y'r..^f 
ausser  dem  Punkte  x^y  y^  auch  noch  ein  hindurchgehendes  Linien- 
element invariant. 

Aber  auch  das  Umgekehrte  gilt:  wenn  die  Gruppe  Y^f*  •  •  17— m/~ 
mit  dem  Punkte  Xq,  y^  von  allgemeiner  Lage  zugleich  auch  ein  hin- 
durchgehendes Linienelement  Xq,  y^^  ^qV'  —  ß^x'  =  0  invariant   lasst^ 
so  ist  die  Gruppe  X^f , . .  Xrf  imprimitiv.    In  der  That,  es  sei  zunächst 
die  Gruppe  X^f , . .  Xrf  transitiv,  die  Zahl  m  habe  also  den  Werth  2. 
Dann  gestattet  das  betreffende  Linienelement  durch  den  Punkt  rr^,  y^ 
gerade  r — 2  unabhängige  infinitesimale  Transformationen  der  r-gliedrigen 
Gruppe  X^f . . .  Xrf,  es  nimmt  also  bei  dieser  Gruppe  gerade  00*  ver- 
schiedene Lagen  an ,  deren  Inbegriff  bei  dieser  Gruppe  invariant  bleibt 
(s.  Abschn.  I,  S.  483,  Theorem  85).    Bedenken  wir  überdies,  dass  auch 
der  Punkt  Xq,  y^  bei  der  Gruppe  X//*. .  .  Xrf  gerade  cx>*  verschiedene 
Lagen  annimmt,  so  erkennen  wir,  dass  die  bei  der  Gruppe  X^f^-X/f 
invariante  Schaar  von  00^  Linienelementen  durch  eine  Gleichung  von 
der  Form  (1')  dargestellt  wird,  dass  also  die  Gruppe  X^f. . .  Xrf  unter 
der  gemachten  Voraussetzung  wirklich  imprimitiv  ist.     Uebrig  bleibt 
der  Fall,  dass  die  Gruppe  X^f , . .  Xrf  intransitiv  ist;  in  diesem  Falle 
ist  aber  ihre  Imprimitivität  von  vornherein  gewiss,  die  oben  aufgestellte 
Behauptung  ist  demnach  vollständig  bewiesen. 

Wäl  man  also  feststellen ,  ob  eine  vorgelegte  r-gliedrige  continuirliche 
Gruppe  X^f...  Xrf  der  Ebene  x,  y  imprimitiv  oder  primitiv  ist,  so  hat 
man  folgendermassen  eu  verfahren:  man  stelle  die  grösste  in  der  Gruppe 
X^f,..  Xrf  enthaltene  Untergruppe  auf,  die  einen  beliebig  gewählten  Punkt 
^09  Vo  ^^^^  allgemeiner  Lage  invariant  lässt,  und  untersuche,  wie  diese 
Untergruppe  die  cx>^  durch  den  Punkt  Xq,  y^  gellenden  Linienelemente  der 
Ebene  x,  y  transformirt;  lässt  die  Untergruppe  eines  der  betreffenden  00* 
Linienelemente  stehen ,  so  ist  die  Gruppe  X,/'. . .  Xrf  imprimitiv,  lässt  sie 
keines  stehen,  so  ist  die  Gruppe  X^f...  Xrf  primitiv. 
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Es  bleibt  uds  jetzt  noch  übrig,  das  eben  gefundene  Kriterium  iil 
eine  bequeme  analytische  Form  zu  kleiden. 

Alles  kommt  darauf  an,  ob  die  auf  S.  31  definirte  Gruppe 
\\'f...  Y^mf  ein  Linienelement  durch  den  invarianten  Punkt  Xq,  y^ 
stellen  lässt  oder  nicht.  Um  darüber  ins  Klare  zu  kommen ,  brauchen 
wir  aber  gar  nicht  die  ganze  Gruppe  Y^f , . .  Yr—mf,  sondern  wir 
brauchen  nur  zu  ermitteln,  wie  diese  Gruppe  die  oo^  Linienelemente 
durch  den  Punkt  Xq,  yQ  transformirt  und  das  können  wir  nach  Äbschn.  I, 
S.  232 — 234  sehr  leicht:  wir  lassen  nämlich  aus  den  Ykf  die  Glieder 
mitp  und  q  weg  und  setzen  in  den  übrigen  Gliedern  x^^Xq,  y  =  yof 
dann  erhalten  wir  in  den  Veränderlichen  x\  y'  eine  lineare  homogene 
Gruppe: 

%f=  (^*^'+  i»'ky)p+  {ykX+  QkV'W 

(t  =  1  . .  .  r  —  m) , 

die  mit  der  Gruppe  Y^f, . .  Y^mf  isomorph  ist  und  die  Linienelemente 
durch  den  Punkt  a?o,  y^  gerade  so  transformirt  wie  diese. 

Nunmehr  bleibt  noch  zu  untersuchen,  ob  die  lineare  homogene 
Gruppe  Dl/*. . .  ^r^mf  ein  Linienelement:  «oy'  —  ßo^'=  0  stehen  lässt, 
^der,  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  ob  sie  aufgefasst  als  Gruppe 
einer  Ebene  x,  y'  eine  Gerade  durch  den  Punkt  x'=y'  =  0  stehen 
'Saat.  Diese  Frage  aber  können  wir  nach  S.  28  beantworten.  Wir 
^^balteh  daher  das 

Theorem  4.     Ob  eine  vorgelegte  r-gliedrige  Gruppe: 
Xkf  =  ^(x,  y)p  +  qk{x,  y)q        (*  =  i . . .  r) 

^^^  Ebene  x,  y  primitiv  ist  oder  nicht,  lässt  sich  folgender- 
^^^sen  entscheiden:  Man  bestimme  zunächst  die  Zahl  r  —  m  der 
*^^>*  einander  unabhängigen  infinitesimalen  Transformationen 
^i^C/+  •  •  •  +  CrXrfj  die  einen  beliebig  gewählten  Punkt  Xq,  y^ 
^^^9%  allgemeiner  Lage  invariant  lassen,  sodann  wähle  man  unter 
^^>*  infinitesimalen  Transformationen  von  dieser  Beschaffen- 
f^^xi  irgend  r  —  m  unabhängige  aus,  etwa  Y^f .  .  .  Yr—mf  und 
^^^t reibe  ihre  Beihenentwickelungen  nach  Potenzen  von  x  —  x^,, 
y  — ^0  Ätn,  jedoch  mit    Weglassung  aller  Glieder  von  zweiter 

^'nd  höherer  Ordnung.    Lauten  diese  Reihenentwickelungen  fol- 

g^'^dermassen: 

^^f^{lk(a^—XQ)  +  iik(y--yo)  +  '-'}p+{vk(x-XQ)-\'Q,(y  —  y;)  +  ''']q 

(*=3 1  . . .  r  —  m), 

50  iilde  man  schliesslich  in  den  Veränderlichen  x\  y'  die  infini- 
^^^mdien  Transformationen: 

^^•t  Theorie  der  Tränt formatioDignippen.    IIT.  3 
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(Jt  =  1  . . .  r  —  »i) , 

die  eine  lineare  homogene  Gruppe  erzeugen.  Wenn  dann  die 
Gruppe  Dl/*. . .  ^r—mf  eine  der  leiden  Formen: 

xq\  ccY—yY,  y'p,  xp  +  yq\ 

\  xq,  xp  —yq,  yp 

hat,  so  ist  die  vorgelegte  Gruppe  X^f ..,  Xrf  primitiv,  in  jedem 
andern  Falle  ist  sie  imprimitiv. 

Aus  diesem  Theoreme  folgt,  dass  man,  um  über  die  Primitivität 
oder  Imprimitivität  der  Gruppe  Xj/*. ..  Xr/*  entscheiden  zu  können, 
gar  nicht  die  infinitesimalen  Transformationen  X^f . . .  Xrf  selbst  zu 
kennen  braucht,  dass  vielmehr  dazu  schon  die  Definitionsgleichungen 
(Abschn.  I,  Kap.  11)  der  Gruppe  X^f. . .  Xrf  ausreichend  sind.  Denn 
kennt  man  diese  Definitionsgleichungen,  so  kann  man  in  den  Reihen- 
entwickelungen der  Ykf  die  Glieder  von  erster  Ordnung  in  x  —  x^^ 
und  y  —  j/q  bestimmen  und  kann  daher  auch  die  lineare  homogene 
Gruppe  Dl/*. . .  ^r-^f  aufstellen. 

Andrerseits  folgt,  dass  eine  r-gliedrige  Gruppe  X^f..,Xrf  dei 
Ebene  Xj  y  stets  imprimitiv  ist,  wenn  ihre  Gliederzahl  r  kleiner  isi 
als  fQnf.  Ist  nämlich  die  betreffende  Gruppe  transitiv  —  offenbai 
brauchen  wir  unsre  Behauptung  nur  für  diesen  Fall  zu  beweisen  — 
so  ist  m  =  2  imd  also  r  —  m  <  3,  also  hat  die  zugehörige  lineare 
homogene  Gruppe  Di/^  •  •  •  ^r—mf  sicher  keine  der  beiden  Formen  (3) 

Nunmehr  können  wir  die  auf  S.  29  ausgesprochene  Aufgabe  in 
Angriff  nehmen.  Wir  erledigen  sie,  wie  schon  angekündigt,  zuerst  für 
die  primitiven  und  sodann  für  die  imprimitiveu  Gruppen. 

I.   Die  primitiven  Gruppen  der  Ebene. 

§  7. 

Soll  eine  r-gliedrige  Gruppe  X^f . , .  Xrf  oder  kurz  Gr  der  Ebene 
X,  y  primitiv  sein,  so  muss  sie  vor  allen  Dingen  transitiv  sein,  ferner 
muss  die  zu  ihr  gehörige  lineare  homogene  Gruppe  ?)i/^- •  •  ?)r— ro/*, 
die  wir  im  vorigen  Paragraphen  definirt  haben,  eine  der  beiden  Formen 
(3)  besitzen.  Umgekehrt  ist  nach  den  Entwicklungen  des  vorigen 
Paragraphen  jede  Gruppe  Gr.  bei  der  diese  beiden  Bedingungen  erfüllt 
sind,  sicher  primitiv. 

Denken  wir  uns  die  infinitesimalen  Transformationen  der  Gr  in 
der  Umgebung  eines  Punktes  Xq,  y^  von  allgemeiner  Lage  nach  Potenzen 
von  X  —  Xqj  y  —  y^  entwickelt,  so  ergiebt  sich  Folgendes: 
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Eine  r-gliedrige  Gruppe  Gr  der  Ebene  x,  y  ist  dann  und  nur 
dann  primitiv,  wenn  sie  in  der  Umgebung  eines  Punktes  x^,  y^  von 
allgemeiner  Lage  die  nachstehenden  infinitesimalen  Transformationen 
enthält: 

Erstens  zwei  infinitesimale  Transformationen  von  nullter  Ord- 
nung in  X  —  ar^i  y  —  Vq)  *^^  denen  sich  keine  Transformation  von 
erster  oder  höherer  Ordnung  linear  ableiten  lässt,  also  mit  andern 
Worten  zwei  infinitesimale  Transformationen  von  der  Form: 

(4)  p-\ ,         g-l , 

wo  die  weggelassenen  Glieder  in  a;  —  oc^,  y  —  y^  von  erster  oder  höherer 
Ordnung  sind.  Diese  Forderung  ist  gleichbedeutend  mit  der,  dass  die 
Gr  transitiv  sein  soll. 

Zfceitens  entweder  vier  oder  drei  infinitesimale  Transformationen 
Fon  erster  Ordnung,  aus  denen  sich  keine  Transformation  von  zweiter 
oder  höherer  Ordnung  in  x  —  ^oy  y  —  Vq  linear  ableiten  lässt,  und 
zwar  müssen  diese  infinitesimalen  Transformationen  erster  Ordnung  ent- 
weder  die  Form: 

{x  —  XQ)q  H ,  (a:  —  a;o)p  -  (y  —  yo)j  H ,  iv  —  yo)P  ^ 

{x  —  x^)p  +  {y  —  yo)q'\ 

besitzen  oder  die  Form: 

{x  —  x^q'\ ,  {x'-'X^p-  (y-'yo)q-{ ,  (y-yo)pH > 

wo  beide  Male  die  weggelasseneu  Glieder  von  zweiter  oder  höherer 
Ordnung  in  x  —  Xq,  y  —  y^  sein  müssen.  Diese  Form  der  infinitesi- 
malen Transformationen  erster  Ordnung  folgt  sofort  aus  dem  Umstand, 
dass  die  früher  besprochene  lineare  homogene  Gruppe  ^i/*. . .  ^r— w/* 
eine  der  beiden  Formen  (3)  besitzen  muss. 

Nun  aber  haben  wir  alle  endlichen  continuirlichen  Gruppen,  deren 
infinitesimale  Transformationen  nullter  und  erster  Ordnung  die  eben 
angegebene  Form  besitzen,  schon  in  Abschnitt  I  bestimmt,  nämlich 
im  29.  Kapitel:  wir  brauchen  nur  dort  der  Zahl  n  den  Werth  2  zu 
ertheilen.     Demnach  können  wir  sagen: 

Theorem  5.  Ist  eine  endliche  continuirliche  Gruppe  von 
Punkttransformationen  der  Ebene  x,  y  primitiv,  lässt  sie  also 
keine  Curvenschaar:  (p{x,  y)  =  const  invariant,  so  hat  sie  ent- 
weder fünfj  oder  sechs  oder  acht  Parameter  und  ist  dement- 
sprechend ähnlich  entweder  mit  der  speciellen  linearen  Gruppe: 

p,  g,  xq,  xp  —  jfq,  yp, 
oder  mit  der  allgemeinen  linearen  Gruppe: 

3* 
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Ih  Qj  ^Qy  ^P  —  !/(?.  yPy  ^P  +  VQ 

oder  endlich  mit  der  allgemeinen  projectiven  Gruppe: 

p,  g,  xq,  xp  —  yq,  yp,  xp  +  yq,  x^p  +  xyq,  xyp  +  y^q. 

Damit  haben  wir  alle  Typen  von  primitiven  Gruppen  der  Ebene 
gefunden  und  zugleich  für  jeden  dieser  Typen  einen  Repräsentanten. 
Es  giebt,  wie  man  sieht,  in  der  Ebene  nur  drei  Typen  von  primitiven 
Gruppen.  Man  beachte  übrigens ,  dass  die  Entwicklungen  des  Kap.  29 
in  Abschn.  I  auf  die  zweifach  ausgedehnte  Mannigfaltigkeit  angewendet 
noch  alle  Typen  von  primitiven  Gruppen  dieser  Mannigfaltigkeit  liefern, 
während  sie  andrerseits  überhaupt  alle  Gruppentypen  der  einfach  aus- 
gedehnten Mannigfaltigkeit  liefern  (s.  Kap.  1,  S.  11). 

II.    Die  imprimitiven  Gruppen  der  Ebene. 

§  8. 
Ist  X^f, . .  Xrf  eine   r-gliedrige  imprimitive  Gruppe    der  Ebene 
und   ist:  q>{x,  y)  =  const.   irgend   eine   bei  dieser  Gruppe   invariante 
Curvenschaar,  so  bestehen  (vgl.  Abschnitt  I,  S.  139,  Satz  1)  Relationen 
von  der  Form: 

Xk(p  =  (Ok (9?)         (*  =  1 . . .  r)  . 

Führen  wir  daher  q)  als  neues  x  ein,  so  erhält  unsre  Gruppe  die  Gestalt: 

Xkf=^k(x)p  +  7it(Xy  y)q        (*  =  i...r), 

wo  wir  wieder  die  üblichen  Buchstaben  |  und  ij  angewendet  haben. 
Wie  man  sieht,  wird  jetzt  bei  der  Gruppe:  X^f ...  Xrf  die  Veränder- 
liche X  für  sich  transformirt  uud  zwar  (Abschn.  I,  S.  222)  ebenfalls 
durch  eine  Gruppe,  die  von  den  verkürzten  infinitesimalen  Trans- 
formationen: _ 

Xkf=^{x)p  (*  =  l...r) 

erzeugt  ist.  Diese  neue  Gruppe  ist  mit  der  Gruppe:  X^f , . .  Xrf  iso- 
morph, denn  aus  den  Relationen: 


(1 ,  *  =  1  .  .  .  r) 


(i,  k=l..,r) 


1 

folgt  augenscheinlich: 

r 
1 

(vgl.  auch  Abschn.  I,  S.  307,  Satz  4),  aber  im  Allgemeinen  wird  der 
Isomorphismus  meroedrisch  sein,  denn  aus  der  Unabhängigkeit  der 
infinitesimalen  Transformationen:  X^f..,Xrf  folgt  die  der  Trans- 
formationen: X^f , .  ,  Xrf  keineswegs. 
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Nach  Theorem  1,  S.  6  kann  die  Gruppe:  X^f , . .  Xrf  eils  Gruppe 
der  einfach  ausgedehnten  Mannigfaltigkeit  nicht  mehr  als  drei  Para- 
meter haben  ^  sie  ist  daher  entweder  drei-,  oder  zwei-,  oder  eingliedrig, 
oder  endlich  nullgliedrig,  das  heisst,  sie  reducirt  sich  auf  die  identische 
Transformation;  dieser  letzte  Fall  tritt  ein,  wenn  alle  Xkf  identisch 
verschwinden.  Dementsprechend  transformirt  die  Gruppe:  X^f. . .  Xrf 
die  Curven:  x  =  consi  entweder  drei-,  oder  zwei-,  oder  eingliedrig,  oder 
endlich  nullgliedrig,  das  heisst  gar  nicht.  Wir  haben  also  vier  Fälle 
za  unterscheiden,  die  wir  jetzt  mit  dem  letzten  anfangend  der  Reihe 
nach  durchgehen  wollen. 

Erstens.  Die  Curven :  x  =^  const.  werden  nullgliedrig  transformirt, 
es  verschwinden  also  alle  Xkf>  In  diesem  Falle  enthält  die  Gruppe: 
X^f...Xrf  r  unabhängige  infinitesimale  Transformationen  von  der 
Gestalt: 

Ziceitens.  Die  Curven:  x  =  const.  werden  eingliedrig  transformirt. 
Da  die  Gruppe:  X^f,  . .  Xrf  in  diesem  Falle  eingliedrig  ist,  so  kann 
man  nach  dem  oben  angeführten  Theorem  die  Veränderliche  o;  so  wählen, 
dass  jedes  Xkf  die  Form:  dkP  und  demnach  jedes  Xkf  die  Form: 
OkP  +  ^k{pC)  y)i  erhält,  wo  die  r  Constanten  a^  . . .  ür  natürlich  nicht 
alle  verschwinden  dürfen.  Hieraus  ergtebt  sich,  dass  die  Gruppe: 
Xj\..Xrf  bei  der  betreffenden  Wahl  von  x  r  unabhängige  infini- 
tesimale Transformationen  von  der  Form: 

^i{^7  y)a,     •  • .     ^r-i(x,  y)q,    p  +  rj{x,  y)q 
enthält. 

Drittens.  Die  Curven  x  =  const.  werden  zweigliedrig  transformirt. 
In  diesem  Falle  kann  man  nach  dem  bewussten  Theoreme  die  Ver- 
änderliche X  so  wählen,  dass  jedes  Xkf  die  Form:  (a*  -f-  hkx)p  erhält 
und  zwar  können  hier  nicht  alle  Ausdrücke:  Okhj  —  a^hk  verschwinden, 
weil  ja  die  Gruppe:  Xyf,.,  Xrf  zweigliedrig  ist  und  also  zwei  unab- 
hängige infinitesimale  Transformationen  enthalten  muss.  Man  sieht 
nunmehr  sofort,  dass  die  Gruppe:  X^f .  . ,  Xrf  bei  der  betreffenden 
Wahl  von  x  r  unabhängige  infinitesimale  Transformationen  von  der 
Form: 

^li^f  y)iy  •  •  •  ^r-2{x,  y)q,  p  +  Vo(^,  y)q,  xp  +  rii{x,  y)q 
enthält. 

Viertens.  Die  Curven  x  =  const.  werden  dreigliedrig  transformirt. 
lu  diesem  Falle  kann  man  die  Veränderliche  x  stets  so  wählen,  dass 
es  in  der  Gruppe:  X^f...Xrf  r  unabhängige  infinitesimale  Trans- 
formationen von  der  Form: 
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x^p  +  ri^{x,  y)q 
giebt. 

Damit  sind  vier  Kategorien  von  imprimitiven  Gruppen  der  Ebene 
gefunden.  Jede  imprimitive  Gruppe  der  Ebene  gehört  bei  geeigneter 
Wahl  der  Veränderlichen  x,  y  einer  dieser  Kategorien  an.  Um  daher 
alle  imprimitiven  Gruppen  zu  finden^  brauchen  wir  blos  für  jede  ein- 
zelne unter  den  vier  Kategorien  alle  in  ihr  enthaltenen  Gruppen  zu 
bestimmen. 

Die  Lösung  der  Aufgabe,  auf  die  wir  so  geführt  worden  sind^ 
wird  wesentlich  erleichtert,  wenn  wir  Folgendes  beachten:  erstens, 
dass  bei  jeder  Transformation  von  der  Form: 

(5)         '  Xy  =  const.  rc,    y^  =  Ä  {x,  y) 

jede  Gruppe,   die  einer  unsrer  vier  Kategorien  angehört,   in  eine  der-       ^ 
selben  Kategorie  angehörige  Gruppe  übergeht  und  zweitens,  dass  jede 
r-gliedrige  Gruppe  aus  einer  der  drei  letzten  Kategorien  eine  (r — 1)- 
gliedrige  Untergruppe  enthält,  die  der  vorhergehenden  Kategorie  an- 
gehört.    Wir  können  daher  folgendermassen  verfahren: 
Zunächst  bestimmen  wir  alle  Gruppen  von  der  Form: 

und  führen  sie  durch  Transformationen  von  der  Gestalt  (5)  auf  eine 
Reihe  von  Normalformen  zurück.  Sodann  fügen  wir  zu  jeder  unter 
den  gewonnenen  Normalformen  in  allgemeinster  Weise  eine  solche 
infinitesimale  Transformation:  p  +  ^ix^  y)q  hinzu,  dass  sich  wieder 
eine  Gruppe  ergiebt;  so  finden  wir  alle  Gruppen  der  zweiten  Kategorie 
und  bringen  sie  durch  Transformationen  von  der  Gestalt  (5)  auf  ein- 
fache Normalformen,  Zu  jeder  dieser  Normalformen  fügen  wir  wieder 
in  allgemeinster  Weise  eine  Transformation  von  der  Form:  ^l>+i?i(a:,y)g 
und  bekommen  so  die  Gruppen  der  dritten  Kategorie  und  endlich  aus 
diesen  durch  Hiuzufügung  einer  Transformation:  x^p  +  rj^(x,  y)q  die 
Gruppen  der  vierten. 

Das  hiermit  aufgestellte  allgemeine  Programm  wollen  wir  jetzt 
im  Einzelnen  durchführen. 

§9. 
Die  Curven:  jp  =  const.  werden  nullgliedrig  transformirt. 
Es  handelt  sich  hier  um  die  Bestimmung  aller  r-gliedrigen  Gruppen 
von  der  Form: 

(G)  ^kf=  <^kix,  y)q         it=-i...r). 


Die  endlichen  Gruppen  der  Ebene.  39 

Wie  man  sieht,  transformirt  die  Gruppe:  X^f...Xrf  blos  die 
Veränderliche  y,  während  sie  x  gar  nicht  transformirt.  Ertheiien  wir 
daher  dem  z  irgend  einen  constanteu  Werth  a,  so  bekommen  wir  an 
Stelle  der  Xkf  gewisse  infinitesimale  Transformationen: 

(60  ?^kf=Ok{a,y)q        (*  =  i...r), 

die  eine  mit  der  Gruppe  (6)  isomorphe  Gruppe  in  der  Veränderlichen  y 
allein  erzeugen.  Solange  nun  die  Gonstante  a  nicht  specielle  Werthe 
annimmt,  kann  ofienbar  keine  der  infinitesimalen  Transformationen 
Xkf  identisch  verschwinden,  die  Gruppe  (6')  reducirt  sich  also  sicher 
nicht  auf  die  identische  Transformation.  Andrerseits  kann  diese  Gruppe 
nach  Theorem  1,  S.  6  nicht  mehr  als  drei  Parameter  enthalten;  dem- 
nach zerfallen  alle  Gruppen  (6)  in  drei  Klassen  und  zwar  gehört  eine 
Gruppe  von  der  Form  (6)  der  ersten,  zweiten  oder  dritten  Klasse  an, 
jeuachdem  die  Gruppe  (6')  für  einen  allgemeinen  Werth  von  a  ein-, 
zwei-  oder  dreigliedrig  ist. 

Wir  bestimmen  jetzt  der  Reihe  nach  die  Gruppen  einer  jeden  dieser 
drei  Klassen. 

Ist  die  Gruppe  (6')  eingliedrig,  so  kann  sie  nach  Theorem  1, 
S.  6  durch  geeignete  Wahl  von  y  die  Form  q  erhalten,  mit  andern 
Worten,  wenn  man  in  den  Xkf  eine  geeignete  Funktion  Sl(a,y)  von 
y  und  der  Gonstanten  a  als  neues  y  einführt,  so  bekommen  alle  Xkf 
die  Gestalt: 

Xkf  =  Fk(a)  ,q         (t  =  1 . . .  r) . 

Führt  man  daher  die  Function:  Sl(x,  y)  als  neues  y  in  die  Gruppe 
(6)  ein  —  es  ist  das  eine  Transformation  von  der  Gestalt  (5)  —  so 
Qjrbält  diese  Gruppe  die  Form: 

Xkf  =  Fkix)  .q         (A-  - 1 . . .  r) . 

Andrerseits  ist  klar,  dass  r  infinitesimale  Transformationen   von  der 

Gestalt:  

[1]       i    F,ix)q,F,ix)q,'...Frix)q"' 


stets  eine  r-gliedrige  Gruppe  erzeugen,  welche  Functionen  von  x  auch 
die  F  sein  mögen,  vorausgesetzt  nur,  dass  keine  Relation: 

mit  Constanten  Coefficienten  besteht.  Wir  haben  also  hiermit  alle 
Gruppen,  die  unsrer  ersten  Klasse  angehören,  durch  Transformationen 
von  der  Gestalt  (5)  auf  geeignete  Normalformen  gebracht. 

Es   sei  zweitens  die  Gruppe  (6')   zweigliedrig  und   also  r  jeden- 
falls >  1.     Dann  kann  sie  nach  dem  mehrfach  angeführten  Theorem 
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durch  geeignete  Wahl  von  y  die  Form:  q,  yq  erhalteu-  Auf  (6)  Ober- 
tragen heisst  das:  die  Gruppe  (6)  erhält;  wenn  eine  zweckmässig  ge- 
wählte Function  A(jr,  f/)  als  neues  y  eingeführt  wird,  die  Gestalt: 

Xkf=  [Fi(x)-{'  Gt(x)  .y]q        (c=i...r). 

Nun  aber  finden  wir  durch  Combination: 

i^XiXi)  =  (FiGk  —  FkGi)q  =  Slik(x)  .q, 

wo  Si,k  jedenfalls  nicht  immer  verschwindet,  denn  wären  X./  und  X.tf 
f&r  alle  Werthe  Ton  i  und  Ä*  durch  eine  Relation  von  der  Form: 
i£,t(x^Xif''\-  ßtk(j:)Xkf=0  verknüpft,  so  wäre  die  Gruppe  (ö')  gegen 
unsre  Voraussetzung  blos  eingliedrig.   Nunmehr  kommt  bei  beliebigem  j: 

i^Slitq,  Xjf)  =  G.Sluq 
und  wemi  wir  in  dieser  Gleichung  links  GjSti^q  an  die  Stelle  von 
Slitq  einsetzen:  G/Sl.tq  u.  s.  w.,  kurz  überhaupt:  G^  .flaq,  wo  die 
ganze  Zahl  m  beliebig  gross  gemacht  werden  kann.  Hieraus  folgt, 
dass  die  Gj  alle  von  x  frei  sein  müssen,  denn  andem£EÜls  müssten  die 
unendlich  vielen  infinitesimalen  Transformationen: 

Ä.i2,  GjUaqy  Gj'Slnq  ..., 

die  alle  von  einander  unabhängig  sind,  sämmtlich  der  Gruppe:  X^f ,  .  . 
Xrf  angehören,  und  das  ist  unmöglich,  weil  diese  Gruppe  endlich  ist. 
Also  sind  die  G,  constant  und  die  infinitesimalen  Transformationen 
unsrer  Gruppe  haben  die  Gestalt: 

wo  die  Ck  natürlich  nicht  alle  verschwinden.  Ist  daher  etwa  Cr  nicht 
gleich  Null,  so  tuhren  wir:  c-y  -f"  -f'-'.-r)  *ls  neues  y  ein,  dann  wird: 
Xrf  =  i'r  V'j  und  unsre  Gruppe  enthält  r  unabhängige  infinitesimale 
Transformationen  von  der  Form: 


.-  >  l 


Es  sei  endlich  drittens  die  Gruppe  «6'^  dreigliedrig,  so  dass  sie 
nach  Theorem  1.  S.  6  durch  geeignete  Wahl  von  y  die  Form:  q.  yq.  ^q 
tThalten  kann.  EHuin  ist  es  stets  mozlich,  eine  solche  Function:  ft  x^  tf) 
als  neues  y  einrurührer. .  oass  die  Gruppe  »^6-  iu  der  Form: 

erscheint.  Bedenke  man  nun.  dass  die  Veränderliche  x  bei  der  Com- 
bination zweier  infinitesimaler  Tninsformationec:  Xf  und  X^f  blos 
die  Rolle  einer  Constaiit-.n  spitl:  und  cjl<<  .-.  v-^-.  ^v  in  Jen  Be- 
ziehi::^-!!: 
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iSLy  y<d  =  a>    (?;  fo)  =  2yg,  {yq,  y^q)  =  y^q 
stehen^  so  erkennt  man,  dass  der  Satz  1,  S.  18  auf  je  drei  der  infini- 
tesimalen Transformationen   Xkf  anwendbar   ist^   dass    also  zwischen 
Xif\  Xkf  und  Xjf  die  Identität: 

9i 

9j 

besteht.  Setzt  man  in  dieser  Identität  ^njXif  an  die  Stelle  von  X,/, 
so  bekommt  man  ^fkjXif,  in  entsprechender  Weise  erhält  man 
^hjXif  u.  s.  w.,  alles  infinitesimale  Transformationen,  die  der  Gruppe: 


((Z,X.),  (X,X,))  =  2 


%i 

i>i 

%k 

i'k 

Tu 

tj 

X^f=2^ikjXif 


Xyf  ,  .  .  Xrf  angehören.      Folglich 
^ii,j  =  dkj  und  aus  der  Identität: 


müssen    die    ^ikj    constant    sein: 


■i.A 

<pi 

%i 

tl>i 

X,f 

9»* 

Xk 

i>k 

Xjf 

<Pj 

Xj 

tj 

x.f 

9> 

h 

ts 

=  0 


ergiebt  sich  überdies,  dass  zwischen  je  vier  der  infinitesimalen  Trans- 
formationen X,/". . .  Xrf  eine  Relation  von  der  Form: 

Ckj$  Xif —  CijsXkf  +  ^'*3  ^jf —  CikjXtf  =  0 
besteht.  Nun  können  die  ^aj  unmöglich  alle  verschwinden,  weil 
sonst  die  Gruppe  (6')  nicht  dreigliedrig  wäre,  wir  dürfen  daher  anneh- 
men, dass  etwa  ^^29  =  ^'128  ^^^^^  ^^^^  ist.  Bei  dieser  Annahme  zeigt 
aber  die  letzte  Gleichung  sofort,  dass  sich  X4/*. . .  Xrf  linear  mit  con- 
stauten  Coefficienten  aus  X^/*,  X2/,  X^f  ableiten  lassen,  dass  also  die 
Gruppe  Xj/*. ..  Xr/"  ebenso  wie  die  zugehörige  Gruppe  (ö')  nur  drei 
unabhängige  infinitesimale  Transformationen  enthält.  Die  Möglichkeit 
r  >  3  ist  somit  ausgeschlossen  und  es  bleibt  nur  die :  r  =  3  übrig. 
Wir  haben  also  jetzt  die  dreigliedrige  Gruppe: 

^kf  =  iq>k(x)  +  y  Xk{x)  +  y^^kix))  q         (A:=i,2,3) 

durch  eine  Transformation  von  der  Form  (5)  auf  eine  möglichst  ein- 
fache Normalform  zu  bringen.  Zu  diesem  Zwecke  erinnern  wir  daran, 
dass  unsre  Gruppe  nach  Abschn.  I,  S.  591,  Satz  5  sicher  zweigliedrige 
Untergruppen  enthält;  der  Einfachheit  wegen  wollen  wir  annehmen, 
dass  Xj/*,  Xj/"  eine  solche  Untergruppe  erzeugen. 

Weil  nun,  wie  wir  oben  gesehen  haben,  die  Determinante 
£:iz  9^1X2^9  nicht  verschwindet,  so  werden  offenbar  auch  die  beiden 
infinitesimalen  Transformationen^ 

^kf  =  [  <Pkia)  +yxk (a)  +  y*  ^^  (a) }  q         (*=i,2) 
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von  einander  unabhängig  sein  und  eine  zweigliedrige  Gruppe  erzeugen. 
Aber  diese  Gruppe  Xj/*,  X^f  ist  projectiv  und  daher  innerhalb  der 
allgemeinen  projectiven  Gruppe  der  einfach  ausgedehnten  Mannigfaltig- 
keit y  mit  der  Gruppe  q^  yq  gleichberechtigt  (s.  Theorem  2,  S.  17). 
Hieraus  folgt,  dass  die  Gruppe  X^f^  X^f,  wenn  man  eine  geeignete 
Function  von  der  Form: 

cc^x)y  +  ß{x) 
Y(x)~y  +  S{x)' 

als  neues  y  einführt,  die  Gestalt: 

XJ=  {F,ix)  +  yG,(x)]  q,     XJ=  {F,ix)  +  yG,(x)]  q 

annimmt.  Hier  erkennt  man,  wie  oben  (S.  40),  dass  G^  und  (tj  con- 
staut  sind  und  dass  die  Gruppe  durch  geeignete  Wahl  von  y  die  Form 

Fi{x)q,  yq  erhalten  kann;  indem  man   schliesslich  noch  -,.,  ,-^y   als 

neues  y  einführt,  erreicht  man,  dass  Fi{x)  gleich  1  wird.  In  den 
neuen  Veränderlichen  x,  y  hat  nunmehr  die  Gruppe  X^f,  X^f,  X^f 
die  Form: 

q,yi,^zf=^  [^{^)  +  yxi}^)  +  y^'4>{x))q, 

denn  alle  von  uns  angewendeten  Transformationen  besitzen  die  Gestalt: 

^1  —  ^;        Vi  ""«'Wy  +  ^Ca;)' 
sie    ändern   also  in   dem    ursprünglichen  Ausdruck   fQr    X^f  nur    die 
Form  der  Functionen  9)3,  ^3,  %^,    Es  wird  demnach: 

also  müssen  ^(o;)  und  %{£)  constant  sein.     Aus  der  Gleichung: 

(y«,  ^%f)  ^  —  9'(^)(Z  +  f'^{^)q 
folgt  endlich  noch,  dass  auch  ^(rr)  eine  Gonstante  ist. 

Damit  ist  bewiesen,  dass  jede  Gruppe,  die  unsrer  dritten  Klasse 
angehört,  durch  eine  Transformation  (5)  auf  die  Form: 


[3]  \_q^yq,  y^q 

gebracht  werden  kann. 

§  10. 
Die  Curven:  a;  =  const.  werden  eingliedrig  transformirt. 

Nach  dem  auf  S.  38  aufgestellten  Programm  haben  wir  nur  zu 
jeder  im  vorigen  Paragraphen  gefundenen  Gruppe  die  Transformation 
p  -\-  ri{Xjy)q  hinzuzufügen  und  iy  -in  allgemeinster  Weise  so  zu 
bestimmen,  dass  eine  Gruppe  entsteht. 
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Wir  suchen  zunächst  alle  r-gliedrigen  Gruppen  von  der  Gestalt: 

auf  einfache  Normalformen  zu  bringen. 

Ist  r  =  1,  so  führen  wir   eine  LösuDg  (jo{x^%j)  der   Differential- 
gleichung: 

als  neues  y  ein  un^  erhalten  die  Gruppe: 

[4]    \p]. 
Ist  r  >  1,  so  muss  eine  Gleichung  von  der  Form: 

r— 1 

bestehen,  denn  die  linke  Seite  ist  von  p  frei.     Folglich  haben  wir: 

r--l 

SO  dass  17  in  y  linear  ist: 
Setzen  wir  aber: 

^1  =  ^;  yi  =  y« W  +  /'W; 

80  ergiebt  sich: 

p  +  m=Pi  +  (y«  W  +  ßX^)  +  « •  v)Qi'^ 

wenn  wir  daher  a  und  ß  derart  wählen,  dass: 

a'+ag?  =  0,         ß' -{-  ^X  ^^^ 

wird,  was  immer  möglich  ist,  so  kommt  einfach:  p  -}-  VQ  '^^ Pi*  ^^ 
ausserdem  die  übrigen  infinitesimalen  Transformationen  der  Gruppe 
bei  der  gemachten  Yariabelnänderung  im  Wesentlichen  ihre  Form 
behalten,  so  erscheint  die  Gruppe  jetzt  in  der  Gestalt: 

Fl  (x)  3,  . . .  Fr-i  (x)  q,  p. 

Endlich  zeigt  die  Gleichung:  (p,  Fiq)  =  jP/ j  nunmehr,  dass  die  Fi 
einem  System  gewöhnlicher  Differentialgleichungen  von  der  Form: 

dF,        '^ 

-5^  =  ^*  Cai*'*  (.=i...r-,) 

1 

genügen  müssen.  Dabei  sind  die  Gonstanten  Cik  vollkommen  willkür- 
lich, denn  die  Jacobische  Identität  liefert  auf  die  infinitesimalen  Trans- 
formationen unsrer  Gruppe  angewandt,  keinerlei  Relationen  zwischen 
den  Cih. 
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Nach  bekannten  Sätzen  befriedigen  F^. . .  Fr^i  sämmtlich  eine 
gewisse  lineare  homogene  Differentialgleichung  (r  —  1)**'  Ordnung  mit 
Constanten  Coefficienten: 

S^ + '''- S^^- + ■  ■  ■ + c. = + «'.j'- »i 

wir  können  daher  jF^  . . .  Fr—t  durch  particulare  Integrale  dieser  Diffe- 
rentialgleichung ersetzen.  Diese  particulären  Integrale  ordnen  sich  im 
Allgemeinen  in  mehrere,  etwa  in  J>0  Systeme  von  der  Form: 


wo  a^  .  ,  ,  tti  Constanten  bezeichnen;  die  alle  von  einander  verschieden 
sind;  und  wo  m^  * ;  -tni  ganze  Zahlen  >  0  sind;  deren  Summe  den 
Werth  r  —  1  —  l  besitzt.     Unsre  Gruppe  hat  somit  die  Gestalt: 


[5J 


c  '^  q,    x€  '^  (jy    X  e  '^  Qy , . .  X  "e  *"  q,  p 

(*=1,2...I;  l>  0) 


Wir  wenden  uns  zu  den  Gruppen: 

F,  {x)q, . . .  Fr{x)qy  yq,  p  +v{^yy)qy 

wobei  wir  nach  S.  40  die  Zahl  r  >  0  annehmen  müssen. 
Es  besteht  eine  Gleichung  von  der  Form: 

r 

und  ebenso  wird: 

r 

(P  +  M,  F^q)  =  [f:{x)  -  I\  Ij)  2  =  Cya  +  2  CuF,q. 

Die  letzte  Gleichung  zeigt,  dass  ri  die  Form:  a{x)  +  yßix)  +  y*y(p^) 
besitzt;  wird  aber  dieser  Ausdruck  in  die  erste  Gleichung  eingesetzt; 
so  kommt  augenblicklich: 

r 

y{x)  =  0,    c  =  0,     a{x)  =  ^^CtF,{x). 

1 

Infolgedessen  ersetzen  wir  die  infinitesimale  Transformation:  2^  ~\'  V9 
durch: 

r 
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sodann  fQhren  wir  ein  ueues  y  ein:  y^  =  y  -ti^)  und  bekommen: 

P  +  yßi-P+^'^^^^Q., 

also  wenn  wir:  ^'+  /J^  =  0  machen,  einfach:  p.  Da  sich  die  übrigen 
infinitesimalen  Transformationen  bei  der  gemachten  Yariabelnänderung 
nicht  wesentlich  verändern,  hat  unsre  Gruppe  jetzt  die  Form: 

F,(x)qy...Fr{x)q,  p,  yq. 

Die  r  +  1  ersten  infinitesimalen  Transformationen  erzeugen  hier  offen- 
bar eine  Untergruppe,  die  nach  dem  Vorhergehenden  die  Form  [5] 
besitzt;  demnach  erhalten  wir  die  Gruppe: 


[6] 


(*=l,2...f;  />  0) 


Jetzt  zu  den  Gruppen: 

Qf  Mf  y^Qy  P  +  v(^7y)Q' 
Es   ergiebt  sich: 

(^fP  +  nq)  =  ^2  =  {<^  +  2&y  +  3cy*)  q 
(ifa,  p  +  nQ)  =  {y^l—v)Q=-{^  +  ßy  +  yy^)  ^, 

wo  a,  b,  Cf  a,  /),  y  Constanten  sind.     Setzen  wir  in  die  zweite  Glei- 
chung den  aus  der  ersten  folgenden  Werth: 

V  =  9(^)  +  «y  +  h^  +  cy^ 

ein,   so   kommt:  c  =  0,  tp  (x)  =  const.,  mithin  ist  unsre  Gruppe  von 
den  vier  unabhängigen  infinitesimalen  Transformationen: 

[7]         QyM^y^Q^P_ 
erzeugt. 

§  11. 
Die  Curven:  a;  =  const.  werden  zweigliedrig  transformirt. 

Wir    haben   hier   zu  jeder  Gruppe   des    §  10    eine   infinitesimale 
Transformation  von  der  Form:  xp -{-  ri{Xjy)q  hinzuzufügen. 
Zuerst  betrachten  wir  die  Gruppe: 

Pyxp  +  ri{^yy)i 
und  finden: 

{j?,xp  +  riQ)=P  +  ji^y 
also    5-^  =  0  oder:    i?  =  9?(y).     Zwei  Fälle  sind   demnach    zu    unter- 
scheiden; entweder  ist  y  =  0,  das  giebt  die  Gruppe: 
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[8]  p,  xp     ' 

oder  es  ist  tp  =^0.     Im  letzteren  Falle  führen  wir  y^  =  ^(y)  an  Stelle 
von  y  ein  und  bekommen: 

^P  +  9>(y)Q  =  ^P  +  9>*  *'.?i; 
wählen   wir   daher   V'    so,  dass    tpil/=  1    wird,    so    erhalten   wir    die 
Gruppe : 


[9]     l^i),  xp+  q    \  ' 

Weiter  sind  die  Gruppen: 

c"*'g,  xe'^'q,  .  .  .  x'^W^'q,  p,  xp  +  ri{x,y)q 

(*  =  1,2...) 

oder,  wie  wir  sie  zur  Abkürzung  schreiben  wollen,  die  Gruppen: 

F^{x)q, . . .  Fr(x)q,  p,  xp  +  rjq    (r  >  0) 

zu  bestimmen. 

Die  Relationen: 

r 

(p,  xp  +  fiq)=p  +  ^^lq  =  p  +  ^^  auFuq 

1 

r 

(xp  +  ni,  ^.S)  =  {=oF:{x)  -  F,  ||)  q  =  ^*  baF.q 
ergeben : 

also  if{x)  =  0  und: 

r 

Setzen  wir  aber  in  die  Transformation:  {xFi  —  cF^q  Klx  Fi  den 
Ausdruck:  x^^e^*  ein,  so  bekommen  wir  die  Transformation: 

die  nur  dann  in  unsrer  Gruppe  enthalten  sein  kann,  wenn  a^  ver- 
schwindet. Die  r  infinitesimalen  Transformationen  Fk  q  haben  in  Folge 
dessen  die  einfache  Gestalt: 

und  es  ist: 

r— 1 

V  =  <^y  +  2  k4^\  ^"^'  +  ^^"^*^' 

0  ' 

oder,  weil  wir  vermöge  der  Ftq  alle  übrigen  Glieder  wegschaffen 
können,  einfach: 
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rj  =^  cy  -{-  haf. 
Setzen  wir  nun: 

^1  =  ^;  yi  =  y  +  ^^ } 

so  bleibt  der  Inbegriff  aller  aus:  q,  xq^ . . .  x^~^q,  p  linear  ableitbaren 
infiuitesimalen  Transformationen  ganz  ungeändert,  aber  es  wird: 

xp  +  riq  =  xpi  +  {cy  +  {ar  +  A)af }  q^ 

=  ^iPi+  {cyi+{h  +  ar—ac)af^}q^. 
Ist   daher   c=^r,   so   können    wir    durch    geeignete  Wahl   von   a  die 
Gleichung:  h  -{-  a  (r  —  c)  «=  0  befriedigen  und  bekommen  die  Gruppe: 

[10]  I  ff'  ^«»  •  •  •  ^'""^«7  Py  ^p  +  ^y« 

(r  >  0) 

Ist  dagegen  c  =  r,  so  dürfen  wir  jedenfalls  voraussetzen,  dass  h  nicht 
verschwindet;  weil  wir  sonst  auf  die  eben  gefundene  Gruppe  zurück- 
kämen; wir  fähren  daher:  xYh  als  neues  x  ein  und  finden  die 
Gruppe : 


[11] 


q,  xq,...ixf-^q,p,  xp  +  (ry  +  a;0(Z 

(r>0) 


Nunmehr  die  Gruppen: 

e^^'q,  xe'^'q, . . .  x'^^e^^'q,  yq,  p,  xp  +  ri  (x,y)q 

(*=1,2...) 

oder  kürzer  geschrieben: 

F^(x)q, .  . .  Fr(x)q,  yq,  p,  xp  +  rjq     (r  >  0). 
Man  bekommt: 

r 

(yq,  xp  +  tiq)  =  (y  |?  -  J?)  ff  =  ayg  +  2  "*^** 

r 

(  J:  q,  xp  +  1,2)  -  (l)  ^J  -  a;j;'(a;))  «  =  6^3  +  ^  ^u-fiS 
und  daraus  ohne  Schwierigkeit: 


a  =  0,       rj  =  y  a{x)  —  2j  «*  ^U^)- 

1 

Ersetzt    man,   was   offenbar   erlaubt   ist,   xp  4~  ^i<7   durch   die   Trans- 
formation: ^P'\-y^{x)qy  so  findet  man: 

(i),  xp  +  yag)  =1)  +  y^xq 

r 

=  p  -f  cyg  -f  ^  CkFk{x)q, 

1 
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mithin   verschwinden   alle  Ck  und  es  wird:   a  =  ex  -{'  const.,  wo  die 

Integrationsconstante  ohne  Weiteres   weggelassen   werden   kann.  An 

Stelle  von  y  und  x  führe  man  jetzt:  yi=ye~^'  und  x^=^x  ein, 
dann  erhält  man: 

P  =Pi  —  cyer^'qi  =  p^  -  cy^gj, 
q  =  e-'^q,  =  e-^'^q^,  yq  =  y,q,, 

also    behalten    die    Transformationen    -F,g,  yq   im    Wesentlichen    ihre 

Form,  während: 

xp  '{'  riq  =  xp  •{-  cxyq 

in  x^p^  übergeht.  Wie  im  vorigen  Falle  sieht  man  nun  noch  ein, 
dass  F^qj:,,Frq  die  Form:  q,  xq, , . .  af'^^  q  haben  müssen,  man 
kommt  somit  auf  die  Gruppe: 


[12] 


q.xqj  ,.,af-^q,yq,p,xp 

(r>0) 


Schliesslich  bleiben  noch  die  Gruppen: 

Qf  ya,  y^QfPy  ^p  +  v{^^y)Q' 

Von  den  Gleichungen: 

(q,  xp  +  fiq)  =  Ij  q  =  {a  +  2by  +  Scy^)q 

{Vi,  ^jp  +  ^3)  =  (y  g|  -  1?)  2  =  («  +  /Jy  +  yy^  a 

ergiebt  die  erste: 

n  =  9^(^)  +  «y  +  6y^  +  ^y^ 

und  die  zweite:  0  =  0,  tp  =  const.,  folglich  kann  vi  gleich  Null  gesetzt 
werden  und  unsre  Gruppe  hat  die  Form: 


[13] 


5>  y^y  y  Q?  Py  ^P 


§  12. 
Die  Curven:   o;  =  const.  werden   dreigliedrig  transformirt. 

Wir  haben  jetzt  zu  den  in  §  11  gefundenen  Gruppen  eine  Trans- 
formation von  der  Form:  x^p  -{-  ri{Xyy)q  hinzuzufdgen. 

Bei  den  Gruppen: 

p,xp,  x^p  +  ri{x,y)q 

ergeben  sich  die  Gleichungen: 

{p,  x*p  +  VQ)  =  ^''P  +  ^  Q  =  2x1), 
(xp,  x*p  +  1??)  =  a;*j)  +  a:  ^  3  =  x^p  +  r]q, 
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folglich  Terschwindet  sowohl  ^  als  17  selbst,  es  bleibt  also  nur  die 
Gruppe: 

[14] 


j),  xp,  x^p 


FQr:  p,  xp  •{•  q  können  wir  schreiben:  p,  xp-^yq,  indem   wir 
e'   als  neues  y  einführen;  es  sind  daher  die  Gruppen  von  der  Form: 

p,  ^p  +  ygt,  ^p  +  v(^yy)i 

zu  bestimmen.     Wir  finden: 

{p,  x^p  +  riq)  =  2xp  +  g^  ff 

{xp  +  yq,  a?p  +  riq)  =  x'p+  (^  ^  +  y  ^  -  >?)'?, 

also  ist: 

^  =  2«/      x^4-v^  =  2v 
dx        "^y^     ^dx^y  dy        "^^^ 

ilas  heisst:  17  muss  die  Form:  2xy  -{•  tp{y)  besitzen  und  zugleich  in 
X  und  y  homogen  vom  zweiten  Grade  sein :  vi  =  2xy  +  cy*.  Wenn 
nun  c  verschwindet;  fuhren  wir  Yy  als  neues  y  ein  und  finden  die 
Gruppe:  

[15J     j    p,  2xp  +  yq,     x*p  +  xyq 

Verschwindet  dagegen  <;  nicht,  so  führen  wir  by  als  neues  j^  ein;  dabei 
behält  yq  seine  Form  und  y^q  geht  in  -^  J/^ff  über,  also  brauchen 
wir  blos  b  ^=  c  zu  wählen  und  bekommen: 


[16]     \j>,  xp  +  yq,    x^p  +  (2xy  +  y*)q  .  . 

Um  alle  Gruppen  von  der  Form: 

q,  xq,...  af-^qy  p,  xp  +  cyq,  x^p  +  ri{^,y)i     {r  >  0) 
zu   finden,  bilden  wir  die  Gleichungen: 

r— 1 

r-l 

Cp,  «*1>  +  ^ff)  =  2a;j)  +  ^^  g  =  2xp  +  (2cy  +  ^  ^a^)  ^y 

0 

ans  denen  sich  ergiebt: 

r— 1 

1^  «=  9>(a:)  +  y  ^  ai,^ 

u 

r— 1 


*(y)  +  2ca;y  +  ^*  -^-^-  a^+i. 


Ijie,  Theorie  der  Transformationsgruppen.    IIT. 
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Durch  VergleichuDg  dieser  beiden  Ausdrucke  kommt: 

r 
0 

oder,  da  g^^  <7i  •  •  •  gr—\  ohne  Weiteres  gleich  Null  gesetzt  werden 
können: 

^  =  «oy  +  2ca:y  +  gyf. 
Nunmehr  wird: 

mithin : 

«0  =  0,   (7(r-c-l)  =  0. 

Andrerseits  aber  ist: 

{pf-^qy  a?p'\-  riq)=  {(1  —  r)af  +  2caf }  g 

r— 1 

0 

folglich:  r  —  1  =  2c,  das  heisst,  sobald  r  >  1  ist,  kann  r  —  c  —  1 
nicht  verschwinden  und  es  wird  g  =  0,  Indem  wir  nun  die  beiden 
Fälle:  r>l  und:  r  =  1,  g  =  0  zusammenfassen,  erhalten  wir  die 
Gruppe: 

M71     i   ^f  xq,...af-^q,  p,  2xp+{r—\)yq,  x^p  +  {r—i)xyq      ^ 

'  (r  >  Ü) 


Im  Falle:  r=l,g^O  dagegen  erhalten  wir  die  Gruppe: 

q,  p,  xp,  a?p  +  gxq 

y 

oder,  wenn  wir  e^  als  neues  y  einführen,  die  Gruppe: 

|18J     j    yq,  p,  xp,  x^p  +  xyq      . 


Zur  Bestimmung   aller  Gruppen: 
q,  xq,...xr''^q,  p,  xp  +  {ry'\-xr)q,  x^p  +  ri{x,y)q     (r>0) 
stellen  wir  die  Gleichungen  auf: 

0 

r—l 


{q,  x^p  +  Tiq)  =  II  q  =  ^  hx^q. 

''  0 


0 

r  — 1 


*(y)  +  2  (ra;y  +  ^^)  +  2  jfcfr  ^+* 
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Aus  diesen  ergiebt  sich: 

r— 1 

;+. 

^  0 

oder  durch  Yergleichung  beider  Ausdrücke: 

wo  wir  der  Kürze  wegen  die  überflüssigen  Glieder  mit  o:^,  x^, . .  ,  x^"^ 
weggeschafft  denken.     Ferner  bilden  wir  die  Gleichung: 

deren   rechte    Seite   augenscheinlich    die   Form:   x^j)  -{~  ^?   annehmen 
inuss,  also  kommt: 

Das  aber  ist  unmöglich,  weil  r  >  0  sein  muss,  es  giebt  demnach  über- 
haupt keine  Gruppen  Ton  der  hier  verlangten  Art. 

Jetzt  zu  den  Gruppen: 

g,  rrg, . . .  (xf^q,  yq^  p,  xp,  x^p  +  1?  (x,  y)q    (r  >  0). 

Die  Gleichungen: 

r— 1 

0 

r— 1 


0 

r— 1 


(y^,  ^*i^  +  ^ff)  =  (y  a^  —  ^)  ff  =  2  ^*^*  +  ^'S'* 

^  0 

zeigen,  dass  17  nach  Wegschaffung  der  überflüssigen  Glieder  von  der 
Form:    I^gkUt^-^-hy   die  Gestalt:   rj  =  axy   annimmt.     Weiter  findet 

man: 

(af  "^g,  x*p  +  ccxyq)  ==  (1  —  r)  rc^g  +  ax'^q 

und  dieser  Ausdruck  muss  verschwinden,  weil  die  Gruppe  keine  Trans- 
formation xTq  enthält,  also  ist  a  =  r  —  1.  Wir  haben  somit  die 
Gruppe: 


[19] 


q,  xq,...  af-^q,  yq,  p,  xp,  x^p  +  (r  —  1)  xyq 

(r>0) 

4* 
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Kndlich  sind  nocli  die  Gruppen  von  der  Form: 

y.u  iindcn.     Wir  bekommen: 

(y^.  -^V  +  »i^/^»  —  (y  ^J  —  »?)  (z  =  (a  +  /»y  +  yy*)<z- 

Von  diesen  (ileichnngen  leigt  die  erste,  dass  ij  die  Form:  ^{po)  +  a; 
+  fty*  +  c^  besitzt,  die  »weite,  dass  c  verschwindet  und  9>(x)  eine  Cor 
9tAnt4>  ist     Es  ergiebt  sich  also  die  Gruppe: 


120]       q.yq.  y-q,  p^  xp^  j^p     . 

l^aniit  sind  alle  endlichen  iniprimitiTen  Transformaiionsgmppe 
d<!^r  Kbone  auf  gewisse  Normalformen  zurQckgef&hrt. 

§  13. 

Wir  haben  nunmehr  auch  die  Bestimmung  aller  imprimitiYc 
Urui^lH'n  der  Ebene  soweit  gefördert,  dass  wir  sagen  können:  jec 
im(^riiuitire  Orup{v^  der  Ebene  ist  mit  einer  der  in  §  9 — 12  gefbi 
«ienen  l«rup{>eu  durv^h  eine  I\inkttran$formation  der  Ebene  ihnlich  Di 
Ziel  aber,  das  wir  uns  auf  S.  29  gesteckt  haben,  ist  damit  f&r  d 
im^^rimitit^n  Grup)vu  noch  nicht  erreicht.  Es  kommt  uns  jm  dajrai 
an.  tl^r  Jfe^ien  Ty^^us  von  imprimitiren  Gruppen  der  Ebene  dnen  alx 
a«;ch  nur  einen  Ke^xriL^^c tauten  lu  besitzen,  und  es  ist  leicht  an  sehe 
^;as$  in  cen  §§  9— -12  eine  ganie  Anxahl  Oruppentrpen  durch  mel 
a;:ji  eistest  KepnUientan^»:  xeitieien  sind. 

So  i^fiit  a.  R  «se  Gruppe  ^14^  d;irrh  «üe  Truisferviaticn:  x^«» 
f- •-  t  »  i>!*  Or:iw  ,S*  *>?t:  beiie  Gnppen  reprasecxir«!  also  dei 
>':fV>e«  Tyr,:^.    Kcvaso  T^rw^iace'i  sich  Ae  Gr^jpe  ^4"  c*ei  der  genanj 
t>rr.   TrjiTkS\''rsrA:J."cr,  i:5   e:r.<  lier  iimppesi  ^l\  i>e  Gr;pw  *>^   in  ein 
^vt  vir4:t^>«;    2'  ursi  5o  weiter. 

F^crwr  ^Jtss3  «<i  fsfii?«:^  ijfcs*  i'ie  willtlrlxiea  £>3M£te.  die  i 
^.jjwcTt  v^r-crctect  ax-Ärew^.  s^ä  Tiec*  «^f^ye^iaS  wertes  kcana 
J(*5^  a^"  i^  ija.I  oi^c  rsfC'ci'WNiwwc:  \ir-i;7«*riTr^5t  kjeiaes-  isaL  als  < 

^rscrjjj^  w,  wwi  rl:r  '»vrsciT.^i^Sfi&r   v.n.r^-xty  7«fa:   ^anrLwr  eaiilmlt« 
Ja     /Sr>*f*xr    5irjv*f    itis^^stftt     %,:    tvc    jL-irr.    rMtc^a:    siaLsttüd 
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Punkttransformationen :    x^  *^  a  (x,  y),    tfi'^  ß  (x,  y)    bestimmen,    bei 
denen  der  Inbegriff  aller  Gruppen  [1]  invariant  bleibt,  bei  denen  also 
jede   r-gliedrige  Gruppe  von  der  Form: 

(A)  F,{x)q,...Fr{x)q 

in    eine  von  der  Form: 

öbergeht.     Nun  verwandelt  sich  die  Gruppe  (Ä)   bei  Einführung  der 
neuen  Veränderlichen  x^^y^   in  die  folgende: 

(A.'J)  F,{x)^^^p,+  F,ix)^^q,     (*=i..r), 

^^o      man  sich  die  Coefficienten  von  p^  und  q^  durch  x^  und  y^  aus- 

S^<ixilckt  zu  denken  hat.     Die  Gruppe  (A')  aber  besitzt  dann  und  nur 

^^*^ii  die  Form  (B),  wenn  erstens  Uy  identisch  verschwindet  und  wenn 

^'^^^itens   ßy    eine   Function    von  x    allein   ist.     Demnach   lautet   die 

^^^S^roeinste  Punkttransformation,  die  den  Inbegriff  aller  Gruppen  [IJ 

sriant  lässt,  folgendermassen: 

x^  =  ^{x),    yi=yx(x)-{-ti;{x) 

zwar  erhält  die  Gruppe  (Ä)  bei  dieser  Transformation  die  Gestalt: 

noch  X  vermöge  der  Gleichung:  Xi^=g)(x)  durch  x^  auszudrücken 

'fc-»     Man  sieht  hieraus,  dass  die  Function  ^  (x)  in  der  Transformation 

auf  die  Gestalt  der  transformirten  Gruppe  (A")   gar  keinen  Ein- 

98  hat.    Wir  brauchen  daher  nicht  alle  Transformationen  (C)   zu 

rücksichtigen,  sondern  nur  die,  in  denen  if(x)  gleich  Null  ist. 

Jetzt  denken  wir  uns  zwei  beliebige  r-gliedrige  Gruppen  von  der 
^^  [1]  vorgelegt,  etwa  (A)  und  (B).     Sollen  diese  beiden  Gruppen 
^^niaelben  Typus  angehören,  so  ist  nothwendig  und  hinreichend,  dass 
^*®  eine  mit  der  andern  durch  eine  Transformation  von  der  Form: 

^1  x^  =  ^>{x),    y^^^yxix) 

^"Ulieh  ist,   dass  also  die  Gruppe  (A"),   in   der    man  sich  natürlich 

^^ch  X  durch  x^  ausgedrückt  zu  denken  hat,  durch  geeignete  Wahl 

^^^     9(^)  ^^^  xi^)   ^it   ^^^  Gruppe   (B)   zusammenfallt.     Das   tritt 

*^^^  und  nur  dann  ein,  wenn  vermöge    (C)  r  Relationen  von  der 


^^«•Ui: 


r 

%k{x,)q^  =^JCkjFj{x)x(x)q,      (*=:i...r) 


idetxtisch  bestehen,  wo  die  Ckj  Constanten  bezeichnen,  deren  Determinante 
'^'^bt  verschwindet     Die  Frage,  ob  die  beiden  Gruppen  (A)  und  (B) 
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demselben  Typus  ungehören,  kommt  demnach  darauf  hinaus,  zu  ent- 
scheiden, ob  sich  die  r  Gleichungen: 

r 

dadurch  identisch  befriedigen  lassen ,  dass  man  für  x^  und  %  gewisse 
Functionen  von  x  einsetzt  und  die  Constanten  Ckj  so  wählt,  dass  ihre 
Determinante  nicht  verschwindet;  dabei  muss  natürlich  Xi  eine  wirk- 
liche Function  von  x  werden,  während  x  sich  auch  auf  eine  von  Null 
verschiedene  Constante  reduciren  kann. 

Die  Erledigung  der  Frage,  ob  sich  die  Gleichungen  (D)  in  der 
angegebenen  Weise  befriedigen  lassen,  bietet  zwar  theoretisch  keine 
Schwierigkeiten,  praktisch  aber  im  Allgemeinen  recht  grosse,  nament- 
lich wegen  des' Auftretens  der  r^  unbekannten  Constanten  Ctj,  Es  ist 
daher  nicht  überflüssig,  noch  eine  andere  Methode  zu  entwickeln,  die 
ebenfalls  zu  entscheiden  gestattet,  ob  die  beiden  Gruppen  (A)  und 
(B)  demselben  Typus  angehören,  die  aber  ohne  Einführung  der  Con- 
stanten Ckj  zum  Ziele  kommt. 

Wir  bemerken  zunächst,  dass  die  allgemeine  infinitesimale  Trans- 
formation: 


'fe,Fk{x)q  =  F(x)a 
1 

der  Gruppe  (A)  sich  durch  eine  gewöhnliche  Differentialgleichung  r**' 
Ordnung  defioiren  lässt,  denn  F(x)  ist  augenscheinlich  die  allgemeinste 
Lösung  einer  linearen  homogenen  Differentialgleichung  von  der  Form: 

(E)  ^-^  a,(x)^- -{-... +  ar-^{x)^-\-arix)F=0. 

Ebenso  ist  in  der  allgemeinen  infinitesimalen  Transformation: 


1 

der  Gruppe  (B)  die  Function  5(a:j)  die  allgemeinste  Lösung  einer 
Differentialgleichung  von  der  Form: 

(G)     ^^  +  a,(x,)  f" jj  +  •  •  •  +  o._i  (x.)  2  +  n.(T,)  g  =  0. 

Nun  erhält  die  allgemeine  infinitesimale  Transformation  F{x)q  bei 
Ausführung  der  Transformation  (C)  die  Gestalt:  F{x)x{x)q^  und  es 
kommt  alles  darauf  an,  ob  das  die  allgemeine  infinitesimale  Trans- 
formation der  Gruppe  (B)  ist,  das  beisst,  ob:  F(x)x(x),  ausgedrückt 
als  Function  von  x^,  die  allgemeine  Lösung  der  Differentialgleichung 


Die  endlichen  Gruppen  der  Ebene.  55 

(G)  ist.  Demnach  werden  die  beiden  Gruppen  (A)  und  (B)  stets  dann 
aber  auch  nur  dann  demselben  Typus  augehören;  wenn  es  eine  Trans- 
formation von  der  Gestalt: 

(H)  !i!,^q>{x),    %==^F.x(.x) 

giebt,  vermöge  deren  die  Differentialgleichung  (E)  in  (G)  übergeht*). 
Ob  es  eine  solche  Trautformation  giebt,  ist  theoretisch  nicht  schwer 
zu  entscheiden,  sobald  die  Gruppen  (E)  imd  (6)  vorgelegt  sind.  Denn 
führt  mau  die  Transformation  (H)  auf  die  Differentialgleichung  (E) 
aus  und  verlangt  man,  dass  die  entstehende  Gleichung  die  Form  (G) 
besitzen  soll,  so  erhält  man  fQr  g>{x)  und  x{^)  ^^^^  Reihe  von  ge- 
wohnlichen Differentialgleichungen,  von  denen  man  stets  feststellen 
kann,  ob  sie  mit  einander  verträglich  sind  oder  nicht  und  ob  sie 
befriedigt  werden  können,  ohne  dass  sich  q>  auf  eine  Gonstante  reducirt. 

In  Folge  des  Gesagten  ist  nun  auch  die  Frage  nach  allen  ver- 
schiedenen Typen  von  r-gliedrigen  Gruppen  von  der  Form  [1]  auf 
ein  andres  Problem  zurQckgefQhrfc,  nämlich  auf  das  Problem  zu  unter- 
suchen, was  für  invariante  Eigenschaften  die  lineare  Differentialgleichung 
r**'  Ordnung  (E)  gegenüber  allen  Transformationen  von  der  Gestalt  (H) 
besitzt.  Wir  wollen  dieses  Problem  nicht  in  Angriff  nehmen,  da  uns 
das  zu  weit  führen  würde,  und  nur  bemerken,  dass  bei  seiner  Erledi- 
gung die  Frage  eine  grosse  Rolle  spielt,  ob  die  Differentialgleichung 
(E)  eine  infinitesimale  Transformation  von  der  Form:  dx  >=»  i(x)dt, 
öF^^  F ,  Sl{x)dt  gestattet,  in  der  g  von  Null  verschieden  ist. 

Dagegen  wollen  wir  eine  andere  Bemerkung  nicht  unterdrücken. 
Die  allgemeinste  r-gliedrige  Gruppe  von  der  Form  [1]  enthält  r  will- 
kQrliche  Functionen,  dagegen  haben  wir,  um  die  Gestalt  dieser  Gruppe 
zu  vereinfachen,  in  der  Transformation  (C)  im  Ganzen  nur  zwei  will- 
kürliche Functionen  zur  Verfügung.  Es  ist  daher  von  vornherein  klar, 
dass  wir  von  den  r  willkürlichen  Functionen  der  Gruppe: 

(A)  F,(x)q,,..Fr(x)q 

zwei,  aber  auch  nur  zwei  fortschaffen  können.    In  der  That,  weim  wir 

-         y  als  neues  y  einführen,  so  geht  die  Gruppe  (A)  über  in: 

*)  Der  erste,  der  sich  mit  der  Frage  beschäftigt  hat,  unter  welchen  Bedin- 
gungen die  Differentialgleichung  (E)  durch  eine  Transformation  von  der  Form  (H) 
in  (G)  übergeführt  werden  kann,  ist  Laguerre.  Nach  ihm  haben  mehrere  Mathe- 
matiker, besonders  Halphen,  die  Invariantentheorie  der  linearen  Differential- 
gleichung (E)  gegenüber  allen  Transformationen  (B)  behandelt.  Diese  Theorie 
hat  viele  Berührungspunkte  mit  der  allgemeinen  Theorie  der  endlichen  uud  unend- 
lichen Transformationsgruppen. 
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ist  ferner  r  >  1 ,   so  können  wir      *,  . ,  das   sicher  keine  blose  Con- 

siante  ist,  als  neues  x  einfahren  und  erbalten  eine  Gruppe  Yon  der 
Form: 

Wir  können  daher  die  Gruppen  [1]  durch  die  folgenden  ersetzen: 


[!']       q  q,  xq,  ^^{x\q.,..0r-i{jcjq,     (r;^v 


Hier  sind  die  r  —  2  willkürlichen  Functionen  0  in  gewissem  Sinne 
wesentb'ch,  das  heisst,  es  lässt  sich  keine  von  ihnen  durch  Einf&hrnng 
neuer  Veränderlicher  fortschafiPen. 

Die  für  die  Gruppen  [1]  gewonnenen  Ergebnisse  lassen  sich  ohne 
Weiteres  auf  die  Gruppen  [2],  S.  40  übertragen,  denn  der  Inbegriff 
dieser  Gruppen  bleibt  ebenfalls  bei  allen  Transformationen  von  der 
Form  (C)  invariant  Wir  brauchen  uns  deshalb  bei  der  Frage  nach 
den  verschiedenen  Typen,  die  unter  den  Gruppen  [2]  vertreten  sind, 
nicht  aufzuhalten.  Bemerkt  sei  nur  noch,  dass  wir  die  Gruppen  [2] 
durch  die  nachstehenden: 


[-]        ^?  M  <?•  -r^-  ^i(j^  :? ^ — t*^^q,  y^.     i''>«) 


ersetzen  können,  wo  die  r  —  2  willkürlichen   Functionen    0  in  dem 
oben  angegebenen  Sinne  wesentlich  sind. 

Auch  die  Form  der  Gruppen  [6^,  S,  45  ist  noch  einer  Verein- 
fachung fähig.  Es  lisst  sich  nämlich  stets  erreichen,  dass  eine  Con- 
stanie  a^  verschwindet.  In  der  Thal,  es  seien  alle  cri=f=0,  dann 
fuhn?n  wir  yf~*»'  als  neues  y  ein,  dabei  gehen: 


e  ^  q,  xe  '  q x  -e  ^  q.  x  i  '  q 

über  in: 

q,  X'2 X  ^q.  X  f^   ^     ^   q. 

wlhrend  ft i   unverändert  bleib:  und   r-  die  Form:  p  —  «iJf?  annimmt. 
EWmrach  dürfen  wir  d:e  Grupj^en  [o    durvb  diese: 

rt ^  j.  xq X  .-.  f  *   q.  jr  *  -^^  . .  .  jr^«r  *  5,  wq.  p 

ers^:3en. 
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Schliesslich  sei  noch  bemerkt,  dass  man  in  den  Gruppen  [5], 
S.  44  and  und  ebenso  in  den  Gruppen  [6^]  stets  einen  der  nicht  ver- 
schwindenden Coefficienten  a«  gleich  1  machen  kann,  denn  ist  zum 
Beispiel  a^  =f=  0,  so  braucht  man  nur  a^x  als  neues  x  einzuführen. 

§  14. 

Im  nächsten  Kapitel  werden  wir  systematisch  untersuchen,  welche 
unter  den  Gruppen  der  §§  9  — 13  verschiedenen  Typen  angehören  und 
werden  dann  im  Stande  sein,  eine  Tabelle  aufzustellen,  in  der  für 
jeden  Gruppentypus  ein  und  nur  ein  Repräsentant  enthalten  ist.  Für 
jetzt  wollen  wir  uns  damit  begnügen,  unter  Berücksichtigung  der  in 
§  13  gemachten  Bemerkungen  die  verschiedenen  Typen  von  ein-,  zwei-, 
drei-  und  viergliedrigen  Gruppen  zusammenzustellen.     Hier  sind  sie: 

I.  Eingliedrige  Crrtippen. 

II.  Zweigliedrige  Gruppen. 


a.  transitive: 


Pf  ([\      \P>  ^P  +  y(i 


b.  intransitive: 


q,  xq 


Qy  VQ 


IJL  Dreigliedrige  Crruppen, 
a.  transitive: 


Cq,  ^'q,  p 

(«#=1,0) 


e'q,  xe'q,  p 


i  Qy  ^Qy  P 


q,  xq,  p 


2i  P,  ^P  +  cyQ 


QyPf  ^P  +  (^  +  »)(Z 


p,  2xp  +  yq,  x^p  +  xyq 


b.  intransitive: 


Py  ^P  +  VQ  y  ^^P  +  (2^2/  +  V^H 


g,  xq,  F{x)q 


Qy  x^y  VQ 


üf  y^y  y  Q 


IV.    Viergliedrige  Gruppen, 
a.  transitive: 


e'q,€f"q,e^'q,p 


e'q,  x(fq,  ef"q,  p 

(«  +  0,  1) 


q,  6*2,  ef^'q,  p 

(a  4  0,  1) 


r. 


2 


e'q,  xc'q,  x^e'q,  p 


q,e'q,xe'q,p       ,q,xq,^q,p\      q,xq,x^q,p 
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2;  ^aiva^p 


(If  ^iy  yQy  P 


Q^PÜfV^^lfP 


q,  xq,  p,  xp  +  cyq  :  q,  xq,  p,  xp  +  (2y  +  ^q 


3, !/(?,  p^  ^p        i  y^Z;  p,  ^Pj  ^^p  +  ^ygt 


b.  intransitive: 


\  q,  xq,  F,(x)q,  F^{x)q  ,  \  q,  xq,  F(x)q,  yq  ,  • 

Die  in  dieser  Tabelle  stehen  gebliebeneu  willkürlichen  Constanteu 
und  willkürlichen  Functionen  können  nicht  weggeschafft  werden;  man 
kann  sich  davon  in  jedem  einzelnen  Falle  leicht  überzeugen.  Es  ist 
demnach  jeder  Typus  von  ein-,  zwei-,  drei-  und  viergliedrigen  Gruppen 
der  Ebene  in  unsrer  Tabelle  im  Wesentlichen  nur  durch  einen  Re- 
präsentanten vertreten. 


Kapitel  4. 

Klassifloation  der  endlichen  oontinuirliohen  Gruppen  von 
Funkttransformationen  der  Ebene. 

Im  vorigen  Kapitel  trennten  wir  zunächst  die  primitiven  Gruppen 
der  Ebene  von  den  imprimitiven.  Wir  wiesen  nach,  dass  es  blos  drei 
verschiedene  Typen  von  primitiven  Gruppen  giebt  und  stellten  für 
jeden  dieser  Typen  einen  Repräsentanten  auf;  dagegen  ist  uns  noch 
nicht  gelungen  zu  entscheiden,  wie  viele  Typen  von  imprimitiveu 
Gruppen  es  giebt,  wir  wissen  nur,  dass  wir  für  jeden  Typus  von  im- 
primitiven Gruppen  mindestens  einen  Repräsentanten  besitzen.  Es 
liegt  das  daran,  dass  wir  im  vorigen  Kapitel  nicht  eine  wirkliche 
Klassification  der  imprimitiven  Gruppen  benutzt  haben,  sondern  nur 
eine  Eintheilung  dieser  Gruppen  in  Kategorien,  die  so  gewählt  sind, 
dass  eine  imprimitive  Gruppe  sehr  gut  zweien  unsrer  Kategorien  gleich- 
zeitig angehören  kann. 

In  der  That,  wir  gingen  davon  aus,  dass  jede  imprimitive  Gruppe 
der  Ebene  jedenfalls  eine  Schaar  von  <x>^  Curven  invariant  lässt.  Unter 
den  bei  der  Gruppe  invarianten  Schaareu  von  oo*  Curven  wählten  wir 
nun  irgendeine  aus  und  rechneten  die  Gruppe  zur  ersten,  zweiten,  dritten 
oder  vierten  Kategorie,  jenachdem  sie  die  Curven  der  betreffenden 
Schaar  null-,  ein-,  zwei-  oder  dreigliedrig  transformirte.  Wenn  nun 
aber  eine  imprimitive  Gruppe  zwei  verschiedene  Schaareu  von  je  cx>^ 
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Curven  inyariant  lässt,  so  kann  es  sehr  gut  vorkommen,  dass  sie 
zum  Beispiel  die  Curven  der  einen  Scbaar  eingliedrig,  die  der  andern 
zweigliedrig  transformirt ,  dass  sie  also  nicht  blos  der  zweiten  sondern 
auch  der  dritten  Kategorie  angehört. 

Wir  müssen  uns  daher  nach  einem  Eintheilungsgrunde  umsehen, 
der  uns  gestattet,  die  imprimitiveu  Gruppen  der  Ebene  in  Klassen  ein- 
zutbeilen  derart,  dass  jede  imprimitive  Gruppe  einer  aber  auch  nur 
einer  dieser  Klassen  angehört.  Ein  solcher  Eintheilungsgrund  bietet 
sich  dar  in  der  Zahl  der  zur  Gruppe  gehörigen  invarianten  Schaaren 
von  je  cx>*  Curven.  Untersuchen  wir  daher  zunächst,  wieviele  Schaaren 
von  je  oo^  Curven  bei  einer  imprimitiven  Gruppe  der  Ebene  invariant 
bleiben  können. 

§  15. 
Es  sei: 

Xkf  =  lk{x,  y)p  +  rikix,  y)q        (*  =  i . . .  r) 

eine  r-gliedrige  imprimitive  Gruppe  und  rr^,  y^  sei  ein  Punkt  von  all- 
gemeiner Lage.  Wir  bilden  die  auf  S.  33  definirte  lineare  homogene 
Ciruppe: 

(Jt  =  1  .  .  .  r  —  m)  ^ 

die  angiebty  in  welcher  Weise  die  oo^  Linienelemente  x' :  y'  durch  den 
Punkt  Xqj  y^  transformirt  werden,  sobald  man  nur  solche  Transformatio- 
nen der  Gruppe:  X^f . . .  Xrf  mitnimmt,  die  diesen  Punkt  stehen  lassen. 

Da  wir  die  Gruppe:  X{f . .  .  Xrf  als  imprimitiv  vorausgesetzt  haben, 
so  lässt  die  lineare  homogene  Gruppe:  ^i/*.  .  .  9)r— m/^  mindestens  ein 
Linienelcment  x':  y  durch  den  Punkt  a:^,  y^  in  Ruhe  (vgl.  S.  32 f.).  Nach 
den  Entwickelungen  der  SS.  27  f.  sind  aber  noch  verschiedene  Fälle 
denkbar.  Es  kann  nämlich  die  Gruppe:  ^{f  . . .  ^r—mf  entweder  nur 
ein  einziges  Linienelement  stehen  lassen ,  oder  sie  kann  deren  zwei 
getrennte  oder  sie  kann  endlich  jedes  der  cx>^  Linienelemente  durch 
den  Punkt  x^y  y^  stehen  lassen;  giebt  es  nur  ein  einziges  invariantes 
Linienelement,  so  kann  insbesondere  noch  der  Fall  eintreten,  dass  dieses 
Linienelement  doppelt  zählend  ist,  dass  es  also  aus  zwei  zusammen- 
fallenden Linienelementen  besteht. 

Indem  wir  diese  verschiedenen  bei  der  Gruppe:  '^if  -  * .  ^r—mf 
denkbaren  Möglichkeiten  auf  die  Gruppe:  X^f . . .  Xrf  übertragen,  er- 
halten wir  Folgendes: 

Lässt  die  Gruppe:  Di/*. . .  2)r— m/*  blos  ein  Linienelement  durch 
den  Punkt  x^,  y^  stehen,  so  lässt  die  Gruppe:  X^f , . .  Xrf  blos  eine 
gewöhnliche  Differentialgleichung  erster  Ordnung: 

«(^1  y)dy  —  ß{x,  y)dx  =  0 
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iiivariant  und  demnach  auch  blos  eine  einsige  Schaar  von  oo^  Curven: 
9(x,  y)  »B  consi  Ist  insbesondre  jenes  invariante  Linienelement  doppelt 
suhlend,  so  muss  auch  die  invariante  Differentialgleichung  und  die 
invariante  Curveuschaar  als  doppelt  zählend  gerechnet  werden;  die 
Gruppe:  X^/'. . .  X«./*  lässt  dann  zwei  zusammenfallende  oder,  wenn 
man  will,  zwei  unendlich  benachbarte  Schaaren  von  je  cx>^  Curven  in  Ruhe. 

Wenn  die  Gruppe:  f)it -- - 'f)r^mf  »wei  und  nur  zwei  getrennte 
Liuienelemente  durch  den  Punkt:  x^^,  y^  festhält,  so  lässt  die  Gruppe: 
X^f\..Xrf  gerade  zwei  verschiedene  gewohnliche  Differentialgleichungen 
erster  Ordnung  invariant  und  also  auch  gerade  zwei  Terschiedene 
Schaaren  von  je  cx>*  Curven. 

Lässt  endlich  die  Gruppe:  ^^f  . . .  ^r-mf  jedes  einzelne  Linien- 
element stehen,  das  durch  den  Punkt  jr^,  y^  geht,   so  sind  zwei  Fälle 

zu  unterscheiden  jenachdem  die  Gruppe:  X|/* Xrf  transitiv  ist  oder 

nicht.  Im  ersten  Falle  nimmt  jedes  der  cc^  invarianten  Linienelemente 
bei  der  erweiterten  Gruppe:  X, '/'...  X//"  (s.  S.  31)  gerade  cx)*  Lagen 
an,  deren  Inbegriff  augenscheinlich  eine  bei  der  Gruppe:  X|/*. . .  Xrf 
invariante  Differentialsrieichung  erster  Ordnmig:  a  x,  y^dy  —  ß(Xy  y)dx 
—  0  bestimmt,  es  giebt  daher  bei  der  Gruppe:  X,/  . . .  Xrf  im  Ganzen 
o?*  invariante  Differentialsrleichunsren  erster  Ordnung: 

und  in  Fols;e  dessen  auch  gerade  cc*  verschiedene  invariante  Schaaren 
von  je  xr- Curven.  Im  zweiten  Falle  dagegen  nimmt  jedes  der  cx5*  in- 
varianten Linieuelemente  bei  der  Gnippe:  Xif,..Xrf  blos  3o*  ver- 
schiedene Lagen  au.  die  cc'  Liuienelemente  der  Ebene  ordnen  sich 
daher  in  xr^  invariante  Schaaren.  die  durch  zwei  Gleichungen  von 
der  Form: 

»  Ix.  ¥.  " . )  =  consL,       vlx.  V,  - . )  =  const. 

dargestellt  werden:  dabei  sind  J:e  Functionen  i  und  r  sieher  nicht  beide 

vv^ii   *-^  firei,  weil  sonst  die  Gr::pj»e:  X^r". .  .  X-/' jeden  Punkt  der  Ebene 

stehen  lassen  müsste.  1'^  diesem  Falle  giebt  es  >^*  verschiedene  bei 
der  GrupfH?:  Xr_^' . . .  X-f  invariante  DiffereuiialgUiohungen  erster  Ord- 
uiLiiir  und  also  auoli  x*  ver^*c:t:dene  invariante  Schaaren  von  je  :c^  Cur- 
ven: die   betreffenden  invarianten  Differentialgleichungen  werden ,  wie 

-y*-A^  leicht  sieht,  duurch  eine  Gleichung  von  der  Form: 
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dargestellt,    wo  die  Function  ^  vollkommen  willkürlich  und  nur  so 
zu  wählen  ist,  dass  sie  von  -z^  nicht  frei  wird. 

Cv  SC 

Hiermit  sind  alle  möglichen  Fälle  erschöpft.  Es  giebt  demnach 
vier  Terschiedene  Klassen  von  imprimitiven  Gruppen  der  Ebene  und 
von  diesen  vier  zerfallt  die  erste  noch  in  zwei  Unterklassen.  Es  sind 
die  nachstehenden: 

I)  Eine  einzige  invariante  Schaar  von  cx)*  Curven. 

a.  Diese  Curvenschaar  ist  einfach  zählend. 

b.  Diese  Curvenschaar  ist  doppelt  zählend. 

II)  Zwei  verschiedene  invariante  Schaaren  von  je  cx)^  Curven. 

III)  <x>^  verschiedene  invariante  Schaaren  von  je  oo^  Curven- 

IV)  cx)*   verschiedene  invariante  Schaaren  von  je  oo^  Curven. 

Wir  wollen  jetzt  noch  nicht  gleich  dazu  übergehen,  die  gewonnene 
Klassification  der  imprimitiven  Gruppen  der  Ebene  auf  die  im  vorigen 
Kapitel  gefundenen  Gruppen  anzuwenden.  Wir  wollen  vielmehr  die 
Frage  nach  den  Schaaren  von  je  <x>^  Curven,  die  bei  einer  Gruppe  der 
Ebene  invariant  bleiben  köimen,  noch  einmal  und  zwar  rein  analytisch 
erledigen.  Wir  thun  dies,  weil  die  im  Vorstehenden  gegebene  Er- 
ledigung dieser  Frage  auf  begrifflichen  Ueberlegungen  beruhte,  die 
vielleicht  manchem  Leser  zu  kurz  gefasst  sind,  dann  aber  auch,  weil 
^ü*  auf  dem  neuen  Wege  die  Differentialgleichungen  erster  Ordnung, 
denen  diese  Curvenschaarcn  genügen,  wirklich  hinschreiben  können 
und  das  ist  an  und  für  sich  wünschenswerth. 

§  16. 

Wir  denken  uns  eine  r-gliedrige  Gruppe: 

Xjtf  =  5*(x,  y)p  +  i^k(Xj  y)q        (*  =  i . . .  r) 

der  Ebene  vorgelegt  und  fragen  nach  allen  bei  dieser  Gruppe  invarianten 
Schaaren  von  je  oo*  Curven  oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt  (s.  S.  30) 
nach  allen  Gleichungen  von  der  Form:  a(Xy  y)y' —  /5(a:,  %j)x  =  0,  die 
bei  der  erweiterten  Gruppe: 

'Xkf  =  S*JP  +  ^A g  +  %kV  +  n^fl  (*  =  1 .  . r) 

invariant  bleiben. 

Jede  der  gesuchten  Gleichungen  gestattet  ausser   den   infinitesi- 
malen Transformationen  "X^f  offenbar  auch  noch  diese: 

TJf  =  a?  p'  +  yci. 

Nun   verschwinden,   wie   man   sich   leicht   überzeugt,    die  Ausdrücke: 
(XkTJ)  alle  identisch,  andrerseits  lässt  sich  C//*  sicher  nicht  aus  X^f , . . 
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Xrf  linear  ableiten,  denn  sonst  musste  es  aus  einer  infinitesimalen 
Punkttransformation:  ^{x,  y)p  +  i]{Xy  y)q  durch  Erweiterung  entstanden 
sein,  was  augenscheinlich  nicht  der  Fall  ist  Demnach  sind  die  r-|-  1 
infinitesimalen  Transformationen: 

U)  XJ...Xr%  Uf 

von  einander  unabhängig  und  erzeugen  eine  (r  -f-  l)>gliedrige  Gruppe 
in  den  Veränderlichen  x,  y,  x',  y\  Unsre  Aufgabe  aber,  alle  Glei- 
chungen von  der  Form:  a(Xy  y)y'—  ßix,  y)x'  =  0  zu  bestimmen,  die 
bei  der  Clruppe:  X//*.-.  Xrf  invariant  bleiben,  kann  nunmehr  auch 
so  ausgesprochen  werden:  es  sollen  in  den  Veränderlichen  x,  y,  x\  y' 
alle  nicht  von  jr'  und  y  freien  Gleichungen  bestimmt  werden,  welche 
die  Gruppe  \\)  gestatten.  In  dieser  neuen  Form  kann  unsre  Aufgabe 
auf  Grund  der  £utwickelungen  des  Kap.  14  in  Abschn.  I  ohne  Schwierig- 
keit erledigt  werden. 

Wir  beginnen  mit  der  Betrachtui^  des  Falles,  dass  die  (r  4~  1)- 
gliedrige  Gruppe  ^O  in  den  VeriUiderlichen  x,  y,  x',  y  transitiv  ist. 
Nach  den  Regeln  de$  angeführten  Kapitels  haben  wir  da  zu  unter- 
suchen«  ob  alle  Tierivihigeu  Determinanten  der  Matrix: 


to  ' 


w      »*      w       »• 
>i      'ii      >i       hl 


o^  .... 

5*"        1|r       ^-  ','• 

0         «^        x'         M 


Termo^  einer  Tv>n  x'  und  ¥  nichi  freien  Oleiehunä:  zwischen  x,  ¥.  x',  ir' 
vers^'hwaxdeu  kouiier«  Nun  siud  die  beirefieuden  Tierr^ihigen  Deter- 
uiioaiiteu  s^Lmmüich  c^iue  uomvHreue  Functionen  rweiten  Grades  Ton 
X  uud  « \  e$  koniQii  ddkher  bk>$  darauf  au,  fesu urteilen,  ob  diese  gmnzen 
koms>^iii^£L  Fuucdoneti  einen  vor.  x  und  «'  nicht  freien  cexceinsamen 
Faktor  be^iueu.  Ut  ein  5v  Icher  g^nie:nÄi2ier  Fiiior  nicht  Torhanden, 
so  lis;?:  c:*  Gnipjv:  X. '''...  X-.*'  cir  keic-e  ScfcaAr  tob  >:•  Curren 
ittvjiraknt.  <i^  l:>t  prindtiT.  Gieb:  es  OApr^a  eines:  >oI<hea  gemein* 
sdiar^cL  Fiktcr.  5o  $i::d  Tvn?chiecei:e  Fille  iu  •mier^'h-eisiefl.  Erstens 
näoiucb  k-juts:  e:>  Tcrk^^niniTfn»  ci>i*  ^lii:*:?er  i^fnteisLSizi;*  Faktor  in  x' 
unc  «  blo*  lirsfiir  :;?:.  iirr  1^^?^*  i:^  ».trvive:  X. -*.  .  I-r  nar  eine 
eiiLs:-^.  <f:!:f*ci:  iictence  >k>ijr  v,«  >:*-  Ou:v-^:  inTArjkz:.  Zveitens 
dkb^r   Vizti  crfr   ji^fcn-^iz.^JiX'f  Fiiror   ^?ni   5 weiter:  Oni^e   :n  r*  und  y' 

^coL  r  U2:c  »  :a«f:I>Jtr.  sc  *i55*:  i-?  Gr*vt>*:  A. "'.  .  X-'  bleu  eine« 
ji>fr  ecie    icftvi-   iäüeac*?   S:c.iJLr  '»,*■*:    x^    Cxirv^iii   :.ivjmittC:   ist   er 
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<Iagegen  nicht  durch  eiu  solches  Quadrat  theilbar,  so  lässt  die  Gruppe: 
^i/*.  ..Xr/*  zwei  verschiedene  Schaaren  von  je  oo^  Curven  invariant. 

Um  diese  Entwickelungen  durch  ein  Beispiel  zu  erläutern^  wollen 
wir  sie  auf  die  Gruppe  [15],  S.  49: 

(3)  p,  2xp  +  yq,  x^p  +  xyq 

anvrenden.    Die  Matrix  (2)  geht  für  diese  Gruppe  in  die  Determinante: 

!    1       0         0  0  . 

2^     y      2x  y  \ 

,       ,    ■  =  —  y  X  ^ 
x^     xy    2xx'    a;y'+  x'y 

0      0       x'  y 

4 

öber^  also  ist:  x'  =0  die  einzige  invariante  Gleichung  von  der  ver- 
langten Beschaffenheit  und  x  <=  const.  die  einzige  bei  der  Gruppe  (3) 
invariante  Schaar  von  cx)^  Curven,  aber  diese  Gurvenschaar  ist  offenbar 
doppelt  zählend. 

Wir  kommen  zu  dem  Falle,  dass  die  Gruppe  (1)  in  den  Ver- 
änderlichen Xj  y,  x\  y'  intransitiv  ist,  dass  also  die  r  +  1  Gleichungen: 

(4)  x//-=o, ...  x,y=o,  Uf=0 

wenigstens  eine  gemeinsame  Losung  besitzen. 

Es  sei  erstens  wenigstens  die  Gruppe:  X^f,..Xrf  in  den  Ver- 
^clerlichen  rc,  y  transitiv;  dann  lassen  sich  die  Gleichungen:  X^f=Oy 
••-  ,  Xrf=0  nach  p  wa^  q  auflosen,  die  Gleichungen  (4)  sind  mithin 
nact  dreien  der  Differential quotienten:  p,  q,  p\  q  auflösbar  und  be- 
si^^en  nur   eine    gemeinsame  Lösung,    welche   nothwendig  die  Form: 

ly^jy,  -/)  hat  und  von  A  nicht  frei  sein  kann.    Die  cx)^  Differential- 

gl^ichungen  erster  Ordnung: 

bleiben  demnach  sämmtlich  bei  der  Gruppe:  X^f . . .  Xr/*  invariant,  sie 
sind  aber  zugleich  die  einzigen,  die  invariant  bleiben. 

Zweitens  sei  zwar  die  Gruppe:  X^f .  , .  Xrf  in  den  Veränderlichen 

^>  y  intransitiv,  aber  die  Zahl  r  sei  grösser  als  1.     Dann  bestehen 

^«lationen  von  der  Form: 

^kf=Qk{x,  y)  .  XJ  (i-2,3.    .r), 

also  ergiebt  sich: 

X*7=  QkX;f+  [x'  -^  +y  ^)  i^iP'  +  Vi  <ll 

(A  =  2,  S.  .  .r)  . 

Da  nun  keiner  der  Ausdrucke: 
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ex        ^     oy 
identisch    verschwinden   kann  —   sonst   wären  ja   die   infinitesimalen 
Transformationen:  X^f . . .  Xrf  gar  nicht  von  einander  unabhängig  — 
so  können  die  r  -{-  l  Gleichungen  (4)  durch  die  drei  von  einander  an- 
abhängigen Gleichungen: 

XxT-O,    S.i>'+iJx</'=0,    x'p'+y'q'^O 

ersetzt  werden;  diese  ihrerseits  sind,  weil  der  Ausdruck:  ^^y' —  i^^^x' 
nicht  identisch  null  ist,  mit  den  Gleichungen: 

äquivalent.  Mit  andern  Worten:  die  Gleichungen  (4)  haben  unter  den 
gemachten  Voraussetzungen  blos  eine,  aber  eine  von  z'  und  y'  freie 
Losung:  ip{x,  y)  gemein,  die  nichts  andres  ist  als  die  Invariante  der 
intransitiven  Gruppe:  X^f...Xrf  in  x,  y.  Hieraus  folgt,  dass  jede 
von  x'  und  y'  nicht  freie  Gleichung,  welche  die  Gruppe:  Xif...XrYf 
Uf  gestattet,  durch  Nullsetzen  aller  dreireihigen  Determinanten  der 
Matrix  (2)  erhalten  werden  muss.  Bedenkt  man  femer,  dass  anter 
den  gemachten  Voraussetzungen  Relationen  von  der  Form: 

(i  =  2  .  .  .  r) 

bestehen,  so  erkennt  man,  dass  sich  durch  Nullsetzen  der  dreireihigen 
Determinanten  der  Matrix  (2)  die  folgenden  Gleichungen  ergeben: 

(Siy'  -  Vi^')  (^'  ^5  +  y'  ä?)  =  ^      (*»«,  8...r) ; 

dabei  sind  solche  nicht  verschwindende  Faktoren,  die  nur  von  x  und  y 
abhängen,  bereits  weggelassen.  Eine  bei  der  Gruppe:  Xif...Xrf 
invariante  Di£ferentialgleichung  erster  Ordnung  ist  demnach: 

die  cx>^  Integialcarven  dieser  Differentialgleichung  werden  offenbar  durch 
die  Gleichung:  (p{x,  y)  ==  consi  dargestellt  und  bleiben  sämmtlich  in- 
variant. Ob  es  nun  noch  eine  zweite  invariante  Differentialgleichung 
giebt,  das  hängt  von  dem  Verhalten  der  Matrix: 

\  ex  dx 

(^)  '  '  p.  ;) 
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ab.  VerschwiDden  uicht  alle  zweireihigen  Determinanten  dieser  Matrix 
identisch y  so  ist:  ^^dy  —  ly^dfa;  =  0  die  einzige  bei  der  Gruppe:  X^f , , . 
Xrf  invariante  Di£ferentialgleichung  und  zwar  ist  diese  Differential- 
gleicbung  einfach  zu  zählen.  Verschwinden  dagegen  die  bewussten 
zweireihigen  Determinanten  sämmtlich,  so  können  zwei  Fälle  eintreten. 
Entweder  nämlich  giebt  es  ausser:  i^dy  —  i/irfrc  =  0  noch  eine  zweite, 
davon  verschiedene  invariante  Differentialgleichung  erster  Ordnung, 
nämlich  diese: 

cx  cy     ^  ' 

oder  die  invariante  Differentialgleichung:  ^^dy  —  ri^dx^=^0  ist  doppelt 
zu  zahlen. 

Endlich  ist  noch  der  Fall  r  =  1  zu  erledigen.  Da  haben  die 
Gleichungen  (4)  augenscheinlich  zwei  unabhängige  Lösungen  gemein, 
als  deren  eine  wir  die  Invariante  q>{Xj  y)  der  eingliedrigen  Gruppe: 
X^f  selbst  wählen  dürfen,  wahrend  die  andere  nicht  von  x'  und  y' 

frei  sein  kann  und  daher  die  Form:  x\^f  V^  ^)  besitzt.     Alle  bei  der 

eiugliedrigen  Gruppe:  X^f  invarianten  Differentialgleichungen  erster 
Ordnung  werden  daher  durch  eine  Gleichung  von  der  Form: 

dargestellt,  wo  Sl  eine  willkürliche  Function  bezeichnet. 

Hiermit  sind  alle  Ergebnisse,  die  wir  im  vorigen  Paragraphen 
durch  begriffliche  Ueberlegungen  gewonnen  haben,  analytisch  abgeleitet 
und  zugleich  nicht  unwesentlich  vervollständigt. 

§  17. 

Wir  gehen  nunmehr  dazu  über,  für  jede  der  im  vorigen  Kapitel 
gefundenen  imprimitiven  Gruppen  die  bei  ihr  invariant  bleibenden 
Schaaren  von  je  oo^  Curven  zu  bestimmen.  Dabei  könnten  wir  uns  der 
soeben  entwickelten  allgemeinen  Methode  bedienen,  denn  die  liefert 
alle  bei  einer  vorgelegten  Gruppe  invarianten  Differentialgleichungen 
erster  Ordnung  und  demnach  durch  Integration  auch  alle  invarianten 
Schaaren  von  je  oo^  Curven.  Da  aber  alle  Gruppen,  die  wir  zu  betrachten 
haben,  in  einfachen  Normalformen  vorliegen,  so  ziehen  wir  es  vor, 
einen  andern  etwas  kurzem  Weg  einzuschlagen. 

Gestattet  die  Gurvenschaar:  9(2;,  y)  =  const.  eine  infinitesimale 
Transformation  X/*,  so  kann  das  in  zwei  wesentlich  verschiedenen 
Weisen  geschehen.  Entweder  bleibt  jede  einzelne  Curve  der  Schaar 
invariant,   der  Ausdruck:    Xtp   verschwindet  also  identisch,    oder  die 

Li«,  Tbeori«  der  TraniformaiioiiBgnippeii.    III.  5 
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m 

Curven  der  Schaar  werden  unter  einander  vertauscht,  es  ist  also: 
X(p  =  Sl(<p)i  wo  die  Function  m  nicht  identisch  null  ist.  Im  zweiten 
Falle  kann  man,  indem  man: 

dq) 

ä(9) 

als  neues  (p  einführt,  erreichen,  dass  Xtp  den  Werth   1  erhält.    . 

Hieraus  folgt,  dass  jede  Curvenschaar:  q){x,  y)  =  const.,  die  bei 
der  infinitesimalen  Transformation:  g  invariant  bleibt,  entweder  der 
Gleichung:  9>'(y)  =  0  oder  der  Gleichung:  ^'(y)  =  1  genügt;  ausser 
der  Schaar:  x  ^=  const.  gestattet  also  auch  jede  Schaar  von  der  Form: 
y  -{-  G>(x)  =  const.  die  infinitesimale  Transformation  j,  unter  m{x)  eine 
willkürliche  Function  von  x  verständen.  Damit  sind  aber  alle  bei  q 
invarianten  Schaaren  von  je  cx)^  Curven  gefunden. 

Soll  eine  von  der  Schaar:  x  =  const.  verschiedene  Curvenschaar 
ausser  q  auch  eine  Transformation  von  der  Form:  F{x)q  zulassen,  so 
muss  sie  die  Form:  y  -f~  ^(^)  =  const.  haben  und  überdies  muss  der 
Ausdruck: 

eine  Function  von:  y  +  fqix)  allein  sein.  Da  das  nicht  angeht,  so 
ist:  X  =  const.  die  einzige  Schaar  von  oo^  Curven,  die  gleichzeitig  die 
beiden  infinitesimalen  Transformationen:  q^  F{x)q  zulasst  und  überhaupt 
die  einzige,  die  zwei  unabhängige  infinitesimale  Transformationen  von 
der  Form:  F^{x)qy  F,^{x)q  gestattet. 

Die  infinitesimalen  Transformationen:  q  und  yq  lassen  beide  die 
Curvenschaar:  x  =  const.  invariant.  Jede  andere  bei  beiden  invariante 
Schaar  muss  die  Form:  y  +  ©(a;)  ==  const.  besitzen  und  ausserdem  muss: 

eine  Function  von  y  +  ®(^)  allein  sein.  Demnach  ist  cö(rc)  eine  Con- 
stante  und  es  sind:  a:  =  const,  y  =  const.  die  einzigen  gleichzeitig  be|  q 
und  yq  invarianten  Schaaren  von  je  oo^  Curven.  Ebenso  bleibt  bei  den 
beiden  Transformationen:  F(x)q,  yq  ausser:  x  =  const.  nur  noch  die 

Sehaar:  ^-r  =  const.  invariant. 

Soll  die  Schaar:  y  +  ®(^)  =  const.  die  infinitesimale  Transfor- 
mation jp  gestatten,  so  muss  (o\x)  eine  Function  von  y  -f-  a)(rz;)  allein 
und  also  eine  Constante  sein.     Die  Gleichung: 

arc  +  ^y  =  const. 
mit  dem  willkürlichen  Parameter:  a :  h  stellt  demnach  alle  bei  p  und 
q  invarianten  Schaaren  von  je  <x^  Curven  dar. 
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Schliesslich  ist  noch  ein  Punkt  zu  erledigen.  Alle  imprimitiven 
Gruppen  des  vorigen  Kapitels  lassen  die  Curvenschaar:  x  =»  consi  in- 
variant. Giebt  es  nun  bei  einer  vorgelegten  Gruppe:  X^f...Xrf 
ausser  der  Schaar:  x »»  const.  keine  andre  invariante  Curvenschaar, 
80  bleibt  immer  noch  die  Frage  offen^  ob  die  Schaar:  x  =  const.  einfach 
oder  doppelt  zählend  ist.     Wie  entscheidet  man  darüber? 

Es  sei  also:  x  =»  const.  die  einzige  Schaar  von  cx>^  Curven,  die 
bei  der  vorgelegten  r-gliedrigen  Gruppe:  X^/*.  . .  Xrf  invariant  bleibt; 
dann  werden  alle  Transformationen  dieser  Gruppe,  die  einen  Punkt 
Xf^j  y^  von  allgemeiner  Lage  invariant  lassen ,  die  cx>^  Linienelemente 
durch  diesen  Punkt  derart  transformiren,  dass  nur  das  Linienelement: 
X  ^=0  aber  kein  anderes  invariant  bleibt.  Soll  nun  insbesondre  die 
Currenschaar:  a;  =  const.  doppelt  zählend  invariant  bleiben,  so  ist 
nothwendig  und  hinreichend,  dass  das  Linienelement:  x'  =^  0  doppelt 
zahlend  invariant  bleibt,  das  aber  tritt  (vgl.  Kap.  2,  S.  28)  dann  und 
nur  dann  ein,  wenn  die  auf  S.  33  definirte  lineare  homogene  Gruppe: 

{lkX'+  f**y')jP'+  (VkX+  QkVW  (t  =  l...r-m), 

die  zur  Gruppe:  X^f . . .  Xrf  gehört,  eine  der  beiden  Formen  hat: 

xq  +a{xp  +yqy,         ^^j  xj)  +yq, 

wo  ff  eine  beliebige  endliche  Constante  bezeichnet.  Demnach  wird  die 
Gruppe:  X^f . . .  Xrf  die  Schaar:  x  =  const.  stets  dann  aber  auch  nur 
dann  doppelt  zählend  invariant  lassen,  wenn  alle  ihre  infinitesimalen 
Transformationen,  deren  Reihen entwickelungen  nach  Potenzen  von  x — Xq 
ußd  y  —  y^  mit  Gliedern  erster  Ordnung  beginnen,  entweder  aus  einer 
von  der  Form: 

{x  —  x^q  +  a  {(a;  —  x^p  +  (»  —  V^i]  H 

oder  aus  zwei  von  der  Form: 

{x  -  XQ)q  H — ,  {x  —  x^p  +  (y  —  yo)a-\ — 

linear  abgeleitet  werden  können;  dabei  wird  von  der  Form  der  Glieder 
zweiter  und  höherer  Ordnung,  die  in  diesen  infinitesimalen  Transfor- 
mationen auftreten,  ganz  abgesehen. 

Nach  diesen  Vorbemerkungen  wollen  wir  die  im  vorigen  Kapitel 
gefundenen  imprimitiven  Gruppen  einzeln  durchgehen  und  die  bei  ihnen 
invarianten  Schaaren  von  oo^  Curven  bestimmen.  Wir  machen  dabei 
auch  von  den  in  §  13  eingeführten  Vereinfachungen  Gebrauch. 

Was  zunächst  die  Gruppen  [1'],  S.  56  anbetrifiFt,  so  lässt  die 
eingliedrige: 

oo*^  verschiedene  Curvenschaaren  invariant,  nämlich  ausser  der  Schaar: 

6* 
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X  =  coDst.  noch  jede  von  der  Form:  y  +  ©(rc)  -=  const.,  dagegen  lassen 

die  Gruppen: 

q,  xq,  Fi(x)q,  ...  Fr(x)q      (r>o) 

nur  die  eine  Schaar:  x  =  const.  invariant;  diese  aber,  wie  man  leicht 
siebt,  doppeltzählend. 

Unter  den  Gruppen  [2'],  S.  56  lässt  die  zweigliedrige: 

«,  yq 

zwei  Schaaren  invariant,  nämlich:  o:  =  const.  und:  j^=>  const.;  die 
übrigen  Gruppen  aber: 

g,  xq,  F^(x)qj  . . .  Fr(x)q,  yq       (r>  o) 

lassen  nur  die  Schaar:  x  =  const.  invariant  und  zwar  einfach  zählend. 
Bei  der  Gruppe  [3],  S.  42: 

.  Qj  Vif  y*2 

treten  nur  die  beiden  invarianten  Gurvenschaaren: 

X  =  const.    und    y  =  const. 
auf. 

Die  eingliedrige  Gruppe  p  S.  43   ist  mit  der  Gruppe  q  ähnlich 

und  braucht  daher  nicht  besonders  berücksichtigt  zu  werden. 

Wir  kommen  zu  den  Gruppen  [5],  S.  44,  welche  die  Form  haben: 

e     q,  xe     q,  . . .  x    e     q,  p 

(*  =  1,  2.../). 

Hat  eine  solche  Gruppe  mehr  als  zwei  Parameter,  so  lässt  sie  nur 
die  Schaar:  n;  =  const.  invariant,  diese  aber  doppeltzählend.  Hat  sie 
dagegen  blos  zwei  Parameter,  so  verhält  sich  die  Sache  anders.  Die 
Gruppe  hat  dann  nämlich  die  Form:  (fq,  jp,  wo  a  entweder  ver- 
schwindet oder  gleich  1  gesetzt  werden  kann  (vgl.  S.  57).  Im  ersten 
Falle  haben  wir  die  Gruppe: 

mit  den  <x>^  invarianten  Gurvenschaaren:  aa:  +  &y  =  const.  Im  zweiten 
Falle  haben  wir  die  Gruppe:  e'q,  j);  diese  bringen  wir  zunächst,  indem 
wir  ye""*  als  neues  y  einführen,  auf  die  Form:  q,  p  —  yq,  endlieh 
führen  wir  e~*  als  neues  x  ein  und  bekommen  die  Gruppe: 

Q,  ^P  +  y9[' 
Bei  dieser   neuen  Gruppe  tritt  zunächst  die  invariante  Gurvenschaar: 
X  «=  const.  auf;  jede  andere  invariante  Schaar  muss  die  Form:  j/+cö(x) 
=  const.  haben  und  zwar  muss: 

a^  ^^  (y  +  »)  +  y  -^,  (y  +  o)  =  y  +  xc3'{x) 

eine  Function  von:  y  +  c^(x)  allein  sein,  demnach  hat  g>(x)  die  Form: 
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«o(a?)  =  ax  +  c  und  es  bleibt   also   auch  hier  jede  der  oo^  Curven- 
schaaren:  ax  -{-by  =  consL  inyariant. 
Hat  die  Gruppe  [6'],  S.  56: 

q,  xq,  . , .  X  q;  e     q,  xe     q,  .  . ,  x    e     g,  yq,  p 

(*  =  1,  2...*;  i"^  0) 

mehr  als  drei  Parameter,  so  giebt  es  nur  die  eine  invariante  Schaar: 
X  =  const.,  die  überdies  blos  einfach  zählt;  hat  sie  dagegen  nur  drei 
Parameter y  so  besitzt  sie  die  Form: 

q,  yq>  p 

und  lässt  die  beiden  Schaaren:  x  «»  const.,  y  =  const.  invariant. 
Die  Gruppe  [7],  S.  45: 

(?;  yq>  y^q>  p 

lässt  nur  die  beiden  Schaaren:  a;  =  const.   und:  j^«=  const.  invariant. 

Die  Gruppen:  ß;  xp  und:  p,  xp  -{'  q  ([8]  und  [9]  auf  S.  46)  können 
unberücksichtigt  bleiben,  denn  die  erste  ist  mit  der  Gruppe:  q,  yq,  die 
zweite  mit  der  Gruppe:  j,  xp  +  yq  ähnlich. 

Wenn  r  >  0  ist,  giebt  es  ausser:  x  =  consi  keine  Curvenschaar, 
die  bei  der  Gruppe  [10],  S.  47: 

g,  xq,  .,.  afq,  p,  xp  +  cyq 

invariant  bleibt  und  zwar  ist  die  Schaar:  x  =  const.  einfach  zu  zählen, 
wenn  ^  =f=  1  ist,  dagegen  doppelt  zu  zählen  im  Falle:  c  ==»  1.    Ist  r  =0 
so  haben  wir  die  Gruppe: 

q,Py  xp  +  cyq, 

bei  der  wegen  des  Vorhandenseins  von  p  und  q  nur  invariante  Schaaren 
von  der  Form:  ao?  +  6y  =  const.  auftreten  köunen.  Welche  von  diesen 
Schaaren  wirklich  invariant  bleiben,  das  ergiebt  sich  aus  der  Be- 
dingung, dass: 

X  g-^  {ax  +  by)  +  cy  ^  (ax  +  by)  =  ax  +  cby 

eine  Function  von  ax  -{-  by  allein  werden  muss.    Man  erkennt  sofort, 
dass  im  Falle:  c  =  l  jede  der  oo^  Schaaren:   öj?  +  6y  =  const.   in- 
variant bleibt,  während  es  im  Falle:  c  =f=  1  nur  die  beiden  invarianten 
Schaaren:  x  =  const,  und:  y  «»  const.  giebt. 
Bei  der  Gruppe  [11],  S.  47: 

q,  xq,  ...  of^q,  p,  xp  +  (ry  +  af)q        (r>o) 

bleibt  nur  die  Schaar:  x  =»  const.  invariant  und  zwar  doppeltzählend, 
wenn  r  =  1,  sonst  blos  einfach  zählend. 
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Die  Gruppe  [12],  S.  48: 

g,  xq,  ..,  afq,  yq,  p,  xp 

lässt,  wenn  r  >  0  ist,  nur  die  Scbaar  x  «=»  con8t.  invariant,  wenn  aber 
r  =  0  ist,  so  haben  wir  die  Gruppe: 

2,  ya,  P,  ^P> 

bei  der  ausserdem  noch  die  Schaar:  y  =  const.  invariant  bleibt. 
Die  Gruppe  [13],  S.  48: 

Qj  y^y  y^Qiy  Py  ^P 
ergiebt  nur  die  beiden  Schaaren:  x  =  const.  und  y  =»  const. 

Die  Gruppe  [14]:  p^  xp,  x^p  ist  mit  der  Gruppe:  g,  yq,  y^q  ahn- 
lich und  kommt  daher  in  Wegfall. 

Von  der  Gruppe  [15],  S.  49: 

p,  2xp  +  yq,  x^p  +  xyq 

sahen  wir  schon  auf  S.  63,  dass  sie  blos  die  Schaar:  x  <«>  const.  in- 
variant lässt,  diese  aber  doppeltzählend. 
Bei  der  Gruppe  [16],  S.  49: 

p,  ^p  +  yQj  ^^P  +  (2ajy  +  y^)q 

können  nur  Gurvenschaaren  von  der  Form:  ax  -{-  by  ^=  const.  invariant 
bleiben,  denn  die  Untergruppe:  p,  xp  +  yq  lässt  alle  diese  Gurven- 
schaaren, aber  nur  sie  invariant  (vgl.  S.  68).  Es  muss  ferner  der 
Ausdruck: 

eine  Function  von  ax  +  by  allein  werden,  was  nur  eintritt,  wenn  ent- 
weder 6  CS  0  ist  oder  a  =  b.  Die  beiden  einzigen  bei  unsrer  Gruppe 
invarianten  Gurvenschaaren  sind  demnach:  x  =  const.  und:  x  -^  y 
<=s  const.  Indem  wir  noch  x  -^  y  als  neues  y  einführen,  erhalten  wir 
aus  unsrer  Gruppe  diese: 

p  +  q,  xp  +  yq,  a^p  +  y^q, 

mit  den  beiden  invarianten  Gurvenschaaren:  x  *»  const.  und:  y  =>  const. 
Die  Gruppe  [17],  S.  50: 

g,  xq,  ...  afq,  p,  2xp  +  ryq,  x^p  +  rxyq 

ergiebt,  wenn  r  >  0,  nur  die  Schaar:  x  =  const.  und  zwar  im  Falle 
r  s==  2  doppelt  zählend,  sonst  einfach  zählend.  Ist  dagegen  r  «=  0,  so 
ist  die  Gruppe  mit  der  Gruppe:  g,  yq,  y^q,  p  ähnlich  und  kommt 
daher  in  Wegfall. 

Zu  der  Gruppe  [18],  S.  50: 

yq,  p,  xp,  x^p  +  xyq 
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gehört  nar  die  eine  inyariante  Schaar:  x  «=  const.,  denn  wegen  des 
Vorhandenseins  von  p  und  xp  konnte  nur  noch  die  Schaar:  y  =  consi 
in  Frage  kommen,  die  aber  gestattet  die  infinitesimale  Transformation: 
x'p  -^  xyq  nicht.  Die  einzige  invariante  Schaar:  x  ==»  const  ist  einfach 
zahlend. 

Die  Gruppe  [19],  S.  51: 

q,  xq,  ...  (xrq,  yq,  p,  xp,  a?p  +  rxyq 

ergiebt,  wenn  r>0,  nur  die  eine  invariante  Schaar:  a;  «=  const.,  die 
einfach  zählt.  Ist  r  =  0,  so  haben  wir  die  Gruppe:  j,  yq, p,  xp,  x^p, 
die  mit  der  Gruppe:  g,  yq,  y^q,  jp,  xp  ähnlich  und  also  nicht  zu  berück- 
sichtigen ist. 

Zu  der  Gruppe  [20],  S.  52: 

Q,  yq,  fi,  P,  ^Pf  ^^P 
gehören    endlich   die    beiden    invarianten   Schaaren:    o;  =  const.    und: 
y  =  const. 

§  18. 
Nunmehr  können  wir  endlich  dazu  übergehen,  die  Tabelle  für  die 
einzelnen  Gruppen  der  Ebene  aufzustellen.  Auf  die  imprimitiven  Gruppen 
wenden  wir  dabei  natürlich  die  in  §  15  aufgestellte  Klassification  an. 
So  erhalten  wir  das 

Theorem  6.  Jede  endliche  continuirliche  Gruppe  von  PunJct- 
transformationen  der  Ebene  x,  y  ist  durch  eine  Funkttrans- 
formation  mit  einer  und  im  Allgemeinen  nur  mit  einer  der 
nachstehend  aufgeführten  Gruppen  ähnlich: 

A)  Primitive  Gruppen: 


Py  ff,  xüy  ^p  —  2/3,  ypj  ^p  +  yui  ^'p  +  xyQ,  ^yp  +  y^q 


p,  g,  xq,  xp  —  yq,  yp,  xp  +  yq 


p,  q,  xq,  xp  —  yq,  yp 


B)  Imprimitive  Gruppen: 

I)    Gruppen  mit  einer  einzigen  invarianten  Schaar 

von  o6^  Curven. 

a)  Die  invariante  Schaar  zählt  blos  einfach. 


q,  xq,  p,  2xp  +  yq,  x*p  +  xyq 
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g,  xq,  .  .  .  x^'q,  p,  2xp  +  ryq,  a?p  -^-rxyq 

(r>«) 


q,  xq,  .  .  .  x^q,  yq,  p,  xp,  a?p  +  rxyq 

{r>0) 


yq,  Py  3cp,  x^p  +  xyq 


\ 


q,  xq,  -  .  .  X  q,  yq,  p,  xp 


g,  arg,  .  .  .  sfq,  p,  xp  +  cyq 

(r>0;  c+l) 


g,  icg,  .  .  .  ä''    ^g,  p,  a;p  +  (ry  +  af)q 

(r>  1) 


7/1  aye  ajje  wi.   arx 

g,  xq^  ,  ,  .  X   q^  e      qy  xc      qj  .  .  .  X     e      q,  yq,  p 

(t  =  1,  2  . . .  /;  l^0\  /  +  ;n  4-  "»I  H h  "»/  >  0;  «1  =  1) 


I 


3»  a;g,  Fi{x)q,  .  .  .  F^(a:)g,  yq 


b)  Die  invariante  Schaar  zählt  doppelt. 

1    q,  xq,  x^q,  p,  xp  +  yq,  X'p  +  2xyg    | 


p,  2xp  +  yq,  x^p  +  xyq 


q,  xq,  .  .  .x'^q,  p,  ;t7>  +  yq 
(/•  >  0) 


g,  l^  J^7'  +  U-  +  y)7 
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e      q^  xe      9»  •  •  • 


X     e      q,  p 


(<'i(ffi  — 1)=0,  *  =  1,2.../;  />0;  l  +  m^-l \-n^i>  1) 


<7,  xq,  F^{x)q,  .  .  .  F^{x)q     \  ^ 


II)  Gruppen  mit  zwei  invarianten  Schaaren  von  je  oo^  Curven. 


q,  !fq*  y*(?t  Pi  ^p»  ^*p 


p  +  q,  xp  +  yq,  X'p  +  y^'q 


3.  y^i  y  ff.  Pf  ^p 


tf,  VQy   V  Qf  P 


2»  yff»  2/*2 


d.  yg,  Pi  icp 


g,  |),  a:p  +  cyj       (<?+o,i) 


3,  y«,  P 


(Z»  VQ 


III)  Gruppen  mit  oo*  invarianten  Schaaren  von  je  oo^  Curven. 


P»  ff,  a?p  +  yq 


ff»  ^P  +  yff 


P,  ff 


IV)  Gruppen  mit  cx>®  invarianten  Schaaren  von  je  c»*  Curven. 


In  dieser  Tabelle  sind  die  Gruppen  ^  die  nur  eine  Curvenschaar 
invariant  lassen,  so  geordnet,  dass  zuerst  alle  Gruppen  stehen,  welche 
die  invariante  Curvenschaar  dreigliedrig  transformiren,  dann  folgen 
die,  welche  diese  Schaar  zweigliedrig  transformiren  und  so  weiter. 
Aebnlich  ist  die  Anordnung  der  Gruppen,  die  zwei  Curvenscfaaaren 
invariant  lassen. 

Von  den  willkürlichen  Parametern,  die  in  unsrer  Tabelle  vor- 
kommen, lässt  sich  keiner  fortschaffen,  denn  man  überzeugt  sich 
leicht,  dass  in  jedem  einzelnen  Falle  schon  die  Zusammensetzung  der 
betreffenden  Gruppe  diese  Parameter  enthält  und  dass  nie  aus  der 
Znsammensetzung  nicht  entfernt  werden  können.  Ebenso  lässt  sich 
Ton  den  auftretenden  willkürlichen  Functionen  keine  beseitigen.  Dem- 
nach ist  in  unsrer  Tabelle  jeder  Typus  von  Gruppen  der  Ebene  im 
Wesentlichen  nur  durch  einen  Repräsentanten  vertreten. 
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§   19. 

Jede  endliche  continuirliclie  Gruppe  von  Ponkttransformationeii 
der  Ebene  x,  y  lässt  sich  auch  als  eine  Gruppe  von  Berührongstrans- 
formationen  dieser  Ebene  auffassen  und  z\^ar  ist  sie  eine  reducible 
Gruppe  von  Berührungstransformationen.  Umgekehrt  kann  jede  redu- 
cible Gruppe  von  Berührungstransformationen  der  Ebene  x^  y  stets 
durch  eine  Berührungstransformation  in  eine  Gruppe  von  Punkttrans- 
formationen  dieser  Ebene  übergeführt  werden  (vgl.  Abschn.  II,  S.  390). 
Durch  unsre  Aufstellung  aller  endlichen  continuirlichen  Gruppen  von 
Punkttransformationen  der  Ebene  x,  y  ist  demnach  zugleich  die  Be- 
stimmung aller  endlichen  continuirlichen  reducibeln  Gruppen  von  Be- 
rührungstransformationen dieser  Ebene  geleistet.  Erinnern  wir  uns 
schliesslich,  dass  wir  die  irreducibeln  Gruppen  von  BerQhrungstrans- 
formationen  der  Ebene  bereits  im  Abschnitt  II  aufgestellt  haben 
(s.  dort  das  Theor.  69 ^  S.  433),  so  bemerken  wir,  dass  uns  nunmehr 
überhaupt  alle  endlichen  continuirlichen  Gruppen  von  Berührungstrans- 
formationen der  Ebene  bekannt  sind.  Immerhin  bleibt  noch  einiges 
zu  thun. 

ünsre  Tabelle  der  Gruppen  von  Punkttransformationen  der  Ebene 
enthält  zwar  für  jeden  Typus  von  reducibeln  Berührungstransforma- 
tionsgruppen  dieser  Ebene  sicher  einen  Repräsentanten,  aber  es  ist 
denkbar,  dass  ein  und  derselbe  Typus,  von  ßerührungstransformations- 
gruppeu  in  unsrer  Tabelle  durch  zwei  oder  noch  mehr  Repräsentanten 
vertreten  ist,  mit  andern  Worten:  es  können  sehr  gut  noch  gewisse 
unter  den  Gruppen,  die  unsre  Tabelle  aufzählt,  durch  Berührungstrans- 
formationen mit  einander  ähnlich  sein,  während  sie  docli  durch  Punkt- 
transformationen sicher  nicht  mit  einander  ähnlich  sind. 

Wann  können  nun  überhaupt  zwei  Gruppen  von  Punkttransfor- 
mationen einer  Ebene,  die  durch  Punkttransformation  nicht  mit  ein- 
ander ähnlich  sind,  doch  durch  eine  Berührungstransformation  ähnlich 
sein?  Offenbar  nur  dann,  wenn  jede  von  ihnen  mindestens  eine 
Schaar  von  <x?  Curven  der  Ebene  invariant  lässt.  Bei  jeder  wirk- 
lichen Berührungstransformation  der  Ebene  geht  nämlich  die  Schaar 
der  oo^  Punkte  dieser  Ebene  in  eine  Schaar  von  oo*  Curven  über  und 
umgekehrt  kann  man  jede  Schaar  von  cx>^  Curven  der  Ebene  stets 
durch  eine  Berührungstransformation  in  die  Schaar  der  oo*  Punkte 
überführen  (s.  Abschn.  11,  S.  33  f.). 

Demnach  müssen  wir  zunächst  unter  den  auf  S.  71  ff.  zusammen- 
gestellten Gruppen  alle  die  aufsuchen,  bei  denen  eine  Schaar  von  oo* 
Curven  invariant  bleibt;  diese  Gruppen  sind  die  einzigen^  unter  denen 
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sich  möglicherweise  solche  befinden^  die  durch  Berührungstransforma- 
tionen  mit  einander  ähnlich  sind. 

Wir  bemerken  zuvorderst,  dass  eine  Gruppe  von  Punkttransfor- 
mationen, die  drei  unabhängige  infinitesimale   Transformationen   von 

der  Form: 

Fi{x)q,     F^{x)q,    F^(x)q 

enthält;  niemals  eine  Schaar  von  oo^  Gurven  invariant  lässt;  bei  der 
dreigliedrigen  Untergruppe,  die  von  diesen  drei  infinitesimalen  Trans- 
formationen erzeugt  wird,  erhält  nämlich  jede  beliebige  Curve:  y  =  f{x) 
die  <x?  verschiedenen  Lagen: 

y  +  a^F^{x)  +  a^F^{x)  +  a,,F^{x)  =  f{x) . 

Eutsprechendes  gilt  von  allen  Gruppen,  die  drei  infinitesimale  Trans- 
formationen von  der  Form:  q,  yq,  y^q  enthalten,  denn  bei  der  drei- 
gliedrigen Gruppe:  q,  yq,  y-q  wird  jede  Curve:  y  =  f(x)  in  die  oo' 
Terschiedenen  Lagen: 

übergeführt.  Endlich  machen  wir  darauf  aufmerksam,  dass  alle 
Gruppen,  die  Untergruppen  der  allgemeinen  projectiven  (iruppe: 

i>;  2,  ^Vy  yp,  ^üf  VQ,  x^p  +  ^yq,  ^yp  +  y^a 

sind,  die  Schaar  der  oo*  Geraden  invariant  lassen. 

Auf  Grund  der  eben  gemachten  Bemerkungen  kann  man  fast  bei 
*"^n  Gruppen  der  SS.  71 — 73  entscheiden,  ob  sie  eine  Schaar  von 
^'  Curven  invariant  lassen  oder  nicht.  Zweifelhaft  bleibt  das  nur 
^61  den  sechs  Gruppen: 

q,  xq,  p,  xp  +  (2y  +  x')q         (B,  I,  a,  7  für  r  =  2) 

q,  e'q,  yq,  p  (B,  I,  a,  8  für  Z=l-,  w=%  =  0) 

(6)  I  2,  «'3,  !>;  ^2,  ^«-3,  D  (B,I,b,5fari  =  l,2) 

Cq,  e«*g,  2>      (« +  0, 1)  \    '    '    ' 

p  +  a,  ^p  +  y«,  a;*i>  +  »'(/, 

weil  die  nicht  in  projectiver  Form  vorliegen. 

Unter  diesen  Gruppen  lässt  die  erste  keine  Schaar  von  c»^  Curven 
invariant.  Jede  bei  der  dreigliedrigen  Untergruppe:  q,  xq,  p  invariante 
Schaar  von  cx)^  Curven  hat  nämlich  die  Form: 

y  =  a  +  6a;  +  Cx^^ 

wo  a  und  6  die  beiden  Parameter  der  Schaar  sind,  während  der  Werlh 
des  Parameters  C  die  einzelne  invariante  Schaar  bestimmt;  von  diesen 
oo^  Schaaren  bleibt  aber,  wie  man  sich  leicht  überzeugt  (vgl.  Abschn.  I, 
S.  467),  keine  einzige  bei  der  infinitesimalen  Transformation: 


inyariant. 

Dagegen  lässt  jede  von  den  f&nf  übrigen  Gruppen  (6)  mindestens 
eine  Schaar  von  oo^  Curven  inyariant,  denn  alle  diese  Gruppen  können 
in  projective  Gruppen  übergeföhrt  werden. 

In  der  That,  die  Gruppe:  q,  c*g,  yq,  p  verwandelt  sich,  wenn 
man  e*  als  neues  x  einführt,  in  die  projective  Gruppe:  g,  xq^  yq^  xp, 
bei  derselben  Transformation  geht  zugleich  die  Gruppe:  qy  ^q,  p  in 
die  projective  Gruppe:  q,  xq,  xp  über.  Femer  erhält  die  Gruppe: 
€*q,  xe'qj  p  bei  der  Transformation:  x^=^  —  a?,  yi  =  y  .  c~'  die  pro- 
jective Form:  j^,  ^iq^  Pi  +  ^i^i;  ebenso  die  Gruppe:  c*g,  e"*g,  p 
(«4=07!)   bei  der  Transformation: 

x^  =  c(«-^)',     y^  =  e-'.y 
die  projective  Form: 

Qu  ^i2n     (a  -  l)^il>i  -  yift     («  +  0;  1)  • 

Endlich  ist  die  Gruppe:  jp  +  3;  xp  -{•  yq,  7?p  +  y^q  durch  die  Trans- 
formation : 

X  '\-  y  xy 

mit  der  projectiven  Gruppe: 

A  +  ^iSi;    x^p^+2y,q„     (x,^  —  yi)Pt  +  x.y.q^ 
ähnlich. 

Wir  sprechen  zunächst  den  folgenden  bemerkenswerthen  Satz  aus, 
der  aus  den  bisherigen  Entwickelungen  folgt: 

Satz  1.  Jede  endliche  coniinuirliche  Gruppe  van  PHnkttransforma- 
tionen  der  Ebene  x,y,  die  eine  Sdiaar  vati  00*  Curven  dieser  Ebene 
invariant  lässt,  iann  durch  geeignete  Wahl  der  Veränderlichen  Xj  y  in 
eine  projective  Gruppe  übergeführt  werden. 

Sodann  stellen  wir  alle  Gruppen  der  Ebene  zusammen,  die  eine 
Schaar  von  00'  Curven  invariant  lassen.  Nach  der  Gliederzahl  geord- 
net sind  es  die  folgenden: 

(«0      p,  q,  xq,  xp  —  yq,  yp,  xp  +  yg,  x^p  +  xyq,  xyp  +  y^q 

xp  +  yq 
+  3>yi 


1  4,  «2,  »2,  P,  xp,  x^P  -f 


(S) 


p,  2,  «2»  3>p  —  y«L,  yp 

q,  xq,  p,  2xp  +  yq,  x*p  +  xyq 
2,  xq,  yq,  p,  xp 
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) 


((g) 


q,  xq,  p,  xp  -f  cyq 

3»  6*2,  y2,  J>  =  3,  «3,  yg,  xp 

3,  y3,  i»,  «i> 
(  p,  2xp  +  yg,  x*p  +  ajyg 

j>  +  3,  »p  +  ys,  «*j>  +  y*3  = 

=  p+xq,   xp  +  2yq,     (x*  —  y)  p  +  xyq 
3»  P,  «P  +  («  +  y)3 

s>  !>>  «p  +  cya      f'+o. » 
3,  j»,  y3 
3»  p,  «i>  +  ys 

3,  «3,  J» 

3»  «'S,  J>  =  3,  «3,  ajp 

Cg,  «Cg,  j)  =  3,  aig,  p  +  yq 

6*2,6**3,  p^q,  xq,  (a  —  l)xp  —  yq        («fo.i) 
3,  «3.  y3 


(  g,  «1)  +  yj; 


3.  y3 


Bei  den  nicht  projectiven  Gruppen  sind  hier  jedesmal  projective 
'^ppen  hinzugefügt,  mit  denen  sie  ähnlich  sind. 

Nunmehr  können  wir  endlich  die  Aufgabe  erledigen,  von  der  wir 
^^S^angen  sind.  Nach  dem  auf  8.  74  Gesagten  ist  nämlich  klar, 
**a  irgend  zwei  der  in  Theorem  6  aufgezählten  Gruppen  nur  dann 
^^ch  eine  BerOhrungstransformation  mit  einander  ähnlich  sein  können, 
^Un  sie  zu  den  Gruppen  ($1)  bis  (&)  gehören.  Es  bleibt  daher  nur 
*-*di  zu  untersuchen,  ob  zwei  unter  diesen  Gruppen  durch  Berührungs- 
**^H8formation  mit  einander  ähnlich  sein  können. 

Wir  wollen  diese  Untersuchung  nicht  im  Einzelnen  durchführen, 
^  das  bei  Benutzung  des  Theorems  52  auf  S.  311  von  Abschnitt  II 
^^Oe  Schwierigkeit  hat.     Wir  thoilen  nur  ihr  Ergebniss  mit. 

Die  beiden  Gruppen  ÜB,  1  und  93,  2  sind  durch  eine  BerQhrungs- 
-_r*^k38formation  mit  einander  ähnlich  und  zwar  durch  eine  dualistische 
^^   •'^.nsformation,   ebenso   ist   die   Gruppe   6,  1    mit  der  Gruppe  (5,  2 
*~cli  eine   dualistische   Transformation   ähnlich,    ferner   die   Gruppe 
>     4  mit  der  Gruppe  2),  5,  die  Gruppen  IS,  4  mit  den  Gruppen  @,  10, 
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sowie  ®,  5  mit  @,  8  und  (S;  6  mit  (&,  11,  ausserdem  die  Gruppen  (S,  3 
mit  ®,  9  und  endlich  %,l  mit  5,2  und  5,3  mit  5>  4-  Hierzu 
kommt  noch,  dass  die  Gruppe  (£,  1  mit  der  Gruppe  (S,  2  durcli  eine 
nicht  dualistische  Berührungstransformation  ähnlich  ist  (s.  Abschn.  II, 
S.  312). 

ünsre  Tabelle  auf  S.  71  flf.  liefert  demnach  für  jeden  Typus  von 
reducibeln  Berühnmgstransformationsgruppen  der  Ebene  x^  y  einen 
und  im  Allgemeinen  auch  nur  einen  Repräsentanten,  wenn  man  die 
Gruppen  93,2;  ß,  2;  S),45  6,2,3,8,10,11;  5,2,4  weglässt 

Damit  ist  auch  die  Bestimmung  aller  endlichen  continuirliehen 
Berührungstransformationsgruppen  einer  Ebene  zum  Abschluss  gebracht 


Kapitel   5. 

BestininiTing  und  Klassifloirung  aller  projeotiven  Gruppen  der  Ebene. 

Die  projectiven  Gruppen  der  Ebene  x^  y  sind  die  Untergruppen 
der  allgemeinen  projectiven  Gruppe: 

(1)  p,  q,  xp,  yp,  xq,  yq,  c(?p  +  xyq,  xyp  +  ^q 

dieser  Ebene.  Wie  überhaupt  alle  endlichen  continuirliehen  Gruppen 
der  Ebene,  so  theilen  wir  auch  die  projectiven  Gruppen  in  Typen  ein, 
aber  wir  rechnen  zwei  projective  Gruppen  nur  dann  zu  demselben 
Typus,  wenn  sie  durch  eine  projective  Transformation  mit  einander 
ähnlich,  wenn  sie  also  innerhalb  der  allgemeinen  projectiven  Gruppe 
mit  einander  gleichberechtigt  sind.  Da  nun  jeder  Typus  von  projec- 
tiven Gruppen  durch  eine  einzige  ihm  angehörige  Gruppe  vollständig* 
bestimmt  ist  und  durch  diese  Gruppe  repräsentirt  wird,  so  können 
wir  die  in  der  Ueberschrift  bezeichnete  Aufgabe  schärfer  so  aus- 
sprechen: 

Es  soll  für  jeden  Typus  von  projectiven  Gruppen  der  Ebene  ein  aber 
auch  nur  ein  liepräscntant  angegeben  werden. 

Bei  der  Lösung  dieser  Aufgabe  ist  es  nothig  und  zugleich  in 
mancher  Beziehung  vortheilhaft,  auch  auf  die  dualistischen  Transfor- 
mationen der  Ebene  Rücksicht  zu  nehmen.  Die  allgemeine  projective 
Gruppe  der  Ebene  geht  nämlich  bei  jeder  dualistischen  Transformation 
der  Ebene  in  sich  über,  sie  ist,  wie  man  es  auszudrücken  pflegt,  mit 
sich  dualistisch.  Hieraus  folgt  zunächst,  dass  jede  r-gliedrige  pro- 
jective Gruppe  der  Ebene  bei  Ausführung  einer  dualistischen  Trans- 
formation sich  stets  wieder  in  eine  r-gliedrige  projective  Gruppe  ver- 
wandelt.    Bedenkt  man  femer,  dass  die  allgemeinste  dualistische  Trans- 
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formatiou  der  Ebene  erhalten  wird,  wenn  man  zuerst  die  allgemeinste 
projective  Transformation  ausführt  und  sodann  irgend  eine  dualistische 
Transformation^  so  erkennt  man,  dass  die  Typen  von  projectiven 
Gruppen  der  Ebene  in  zwei  verschiedene  Arten  zerfallen.  Jeder  Typus 
der  ersten  Art  bleibt  bei  allen  dualistischen  Transformationen  der 
Ebene  invariant,  während  die  ihm  angehorigen  Gruppen  unter  einander 
vertauscht  werden.  Dagegen  ordnen  sich  die  Typen  der  zweiten  Art 
in  Paare  von  je  zweien  derart,  dass  die  beiden  Typen,  die  ein  Paar  bilden, 
bei  jeder  dualistischen  Transformation  unter  einander  vertauscht  werden. 
Gehort  eine  projective  Gruppe  einem  Typus  der  ersten  Art  an,  so 
lägst  sich  augenscheinlich  immer  eine  dualistische  Transformation  an- 
geben, bei  der  die  Gruppe  in  sich 'übergeht,  die  Gruppe  ist  also  mit 
sich  dualistisch.  Die  Gruppen,  die  Typen  der  zweiten  Art  angehören, 
sind  natürlich  nicht  mit  sich  selbst  dualistisch,  aber  ihre  Bestimmung 
vereinfacht  sich  nicht  unwesentlich;  man  braucht  nämlich  bei  jedem 
Paare  zusammengehöriger  Typen  der  zweiten  Art  nur  für  einen  der 
beiden  Typen  einen  Repräsentanten  aufzusuchen,  einen  Repräsentanten 
des  andern  Typus  erhält  man  dann  durch  eine  beliebige  dualistische 
Transformation, 

Für  das  Folgende  ist  es  nützlich,  eine  dualistische  Transformation 
20  kennen  und  zu  wissen,  wie  bei  ihr  die  infinitesimalen  projectiven 
Transformationen  sich  ändern.  Wir  wollen  deshalb  die  betreflfenden 
Formeln  für  die  dualistische  Transformation  aufstellen,  welche  durch 
"^®  Gleichung: 

^^1  +  yyi  +  1  =  0 

^cfinirt  ist,   welche  also  jeden  Punkt  in  seine  Polare  in  Bezug  auf 
.  '^    Kegelschnitt:   a;*  +  y*  +  1  =  0  verwandelt   und  jede  Gerade   in 
''^:ii  Pol  in  Bezug  auf  diesen  Kegelschnitt. 

Die  in  Rede  steheiide  dualistische  Transformation  ist  eine  Berüh- 
J'^Xgstransformation    der  Ebene;    denken    wir   sie    uns    als    homogene 
^^ührungstransformation    geschrieben,    so    werden    ihre    Gleichungen 
^^h  Abschn.  U,  Theor.  15,  S.  150  aus: 

p  —  A  -TT—  =  0,     q  ~  X  -T—  =  0 

^  ex  ^      ^  cy 

^Urch  Fortschaffung  von  A  und  Auflösung  nach  x^,  y^,  2\7  Qi  erhalten 
^ie  Transformation  lautet  daher: 
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p q 

^1  ~         xp  +  yq'       y^~         xp  +  yq 

j)i  =  x(jcp  +  yq),      q,  ='yixp  +  yq) . 

Um  nun  die  neue  Form  zu  finden^  welche  die  infinitesimalen  projec^ 
tiven  Transformationen  (1)  bei  unsrer  BerQhrungstransformation 
erhalten  y  müssen  wir  bedenken,  dass  die  Ausdrücke  (1)  anch  als  die 
charakteristischen  Functionen  gewisser  homogener  infinitesimaler  Be- 
rührungstransformationen aufgefasst  werden  können  (a.  a.  0.  S.  265).  Dem- 
nach brauchen  wir  blos  in  die  Ausdrücke  (1)  vermSge  (2)  die  neuen 
Veränderlichen  x^,  y^,  p^,  q^  an  Stelle  von  a?,  y,  p,  q  einzuführen 
(a.  a.  0.  S.  267,  Satz  2).     Auf  diese  Weise  ergiebt  sich  die  Tabelle: 

(3)     \xp=-'X,p,,   yp  —  —  x^q^,   a^2  =  — yiPi;   ya^  —  Viii 
\  x^P  +  xyq=p^,    xyp  +  y^q'^q^ 

mit  Hülfe  deren  man  zu  jeder  projectiveu  Gruppe  der  Ebene  sofort 
die  dualistische  Gruppe  hinschreiben  kann,  in  die  sie  bei  unsrer  dua- 
listischen Transformation  übergeht. 

Zu  bemerken  ist  noch,  dass  die  allgemeine  projective  Gruppe  (1) 
durch  unsre  dualistische  Transformation  isomorph  auf  sich  selbst 
bezogen  wird  und  zwar  genau  in  der  Weise,  die  uns  schon  in  Abschn.  I 
auf  S.  555  begegnet  ist. 

Die  Wichtigkeit,  der  Aufgabe,  deren  Erledigung  das  gegenwärtige 
Kapitel  gewidmet  ist,  lässt  es  wünschenswerth  erscheinen,  die  Behand- 
lung  dieser    Aufgabe    von   dem    Früheren    möglichst   unabhängig   zu 
halten.     Deshalb   werden  wir  hier  von   der  in  Kap.  3  und   4   durch- 
geführten   Bestimmung    aller   endlichen   conti nuirlichen  Gruppen    von 
Punkttransformationen  der  Ebene  keinen  Gebrauch  machen. 

Dass  es  möglich  ist,  davon  Gebrauch  zu  machen,  zeigt  die  folgende 
Ueberlegung:  Die  projeetiven  Gruppen  der  Ebene  lassen  sich  auch  definiren 
als  die  contiuuirlicben  Gruppen  der  Ebene,  bei  denen  die  Schaar  aller  oo' 
Geraden,  oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  die  gewöhnliche  Differential- 
gleichung zweiter  Ordnung:  y"  =  0  invariant  bleibt.  Kennt  man  daher 
alle  Typen  von  endlichen  continuirlichen  Gruppen  der  Ebene,  so  wird  man 
unter  diesen  zunächst  alle  die  auswählen,  deren  Kepräsontanten  wenigstens 
eine  gewöhnliche  Difierentialgleichung  zweiter  Ordnung  invariant  lassen, 
denn  nur  solche  Gruppen  können  möglicherweise  in  projective  Gruppen 
übergeführt  werden.  Ist  G  der  Repräsentant  eines  der  ausgewählten  Typen, 
so  bestimme  man  alle  bei  G  invarianten  Differentialgleichungen  zweiter 
Ordnung  und  bestimme  für  jede  dieser  Differentialgleichungen  eine  Punkt- 
transformation der  Ebene,  bei  der  sie  in  die  Gleichung  y=  0  übergeht,  vor- 
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ausgesetzt  nattlrlicE,  dass  es  eine  solche  Transformation   giebt.     Dadurch 

erliäl.t  man  eine  Beihe  von  Punkttransformationen,  vermöge   deren   G    in. 

projective   Gruppen  übergeht   nnd,   wenn   man   diese   projectiven   Gruppen 

anfsi^^llt,   bekommt    man   Repräsentanten   für  alle    Typen   von   projectiven 

Gmppen,  die  mit  G  durch  Pnnkttransformation  ähnlich  sind.     Indem  man 

^e     angedeutete  Rechnung  für  alle  jene  ausgewählten  Typen  von  Gruppen 

der   Dbene  durchführt,  gelangt  man  zu  allen  Typen  von  projectiven  Gruppen 

der    Ebene. 

Lie  hat  durch  Anwendung  der  beschriebenen  Methode  alle  Typen  von 
projectiven  Gruppen  mit  mehr  als  zwei  Parametern  wirklich  aufgestellt  (in 
seinem  Archiv  Bd.  X,  S.  90 — 101,  Kristiania  1885).  Bei  den  zwei-  und 
eingliedrigen  projectiven  Gruppen  ist  die  Methode  nicht  gut  anwendbar. 
Die    in  §  20  ff.  benutzte  Methode  steht  im  Wesentlichen  a.  a.  0.  S.  102  ff. 

« 

§  20. 

Es  ist  zweckmässig;  zuerst  die  verschiedenen  Typen  von  ein- 
gliedrigen projectiven  Gruppen  aufzustellen;  oder,  was  auf  dasselbe 
hinauskommt^  die  verschiedenen  Typen  von  infinitesimalen  projectiven 
Trsjisformationen. 

Nach  Abschn.  I,  S.  585;  Satz  2  lässt  jede  infinitesimale  projective 
Tra.ii8fonnation  der  Ebene  mindestens  einen  Punkt  und  eine  hindurch- 
ge-hende  Gerade  invariant.  Denken  wir  uns  nun  die  invariante  Gerade 
durch  eine  projective  Transformation  ins  Unendliche  verlegt;  so  wird 
^^  betreffende  infinitesimale  projective  Transformation  linear;  sie  erhält 
also  die  Form: 

(ax  +  ßy  +  y)p  +  (ax  +  ß^y  +  y)q. 

^^tiken  wir  uns  femer  durch  eine  lineare  Transformation  den  invarian- 
^^^  Punkt  auf  der  unendlich  fernen  Geraden  in  den  unendlich  fernen 

^uxikt  der  y-Axe  verlegt,  so  erhalten  wir  eine  infinitesimale  projective 
'"^iiöformation,  welche  die  Schaar  der  Geraden:  x  =  const.  invariant 

^^8t  und  welche  daher  die  Gestalt: 

^^y  (ax  +  y)p  +  {ax  +  ß'y  +  y)q 

^  sitzt     Wir  brauchen  daher  nur  die  infinitesimalen  projectiven  Trans- 

^^ationen  von  der  Form  (4)  zu  untersuchen  und  festzustellen,  was 

^    verschiedene  Typen   von   derartigen  Transformationen   es   in   der 

^^emeinen  projectiven  Gruppe  (1)  giebt. 

Zimächst  seien  a  und  y  beide  gleich  Null.     Verschwinden  dann 

^  noch  a   und  ß\  so  haben  wir  einfach  die  iufinitesimale  Trans- 

^^^Jaation:  q,  sonst  f&hren  wir  durch  eine  lineare  Transformation  von 

^^^   Form: 

x  =  Xi  +  a,    y^^Vi  +  hx^  +  c 

^^ö  Yeranderliche  ein  und  erhalten  so  die  Transformation: 

^ie,  Theorie  der  TmnkfonnationfgmppeiL  ni.  G 


i 
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{(«'  +  bß')x,  +  ß'y,  +  (a«'  +  cß'  +  f))  g, , 

die  durch  geeignete  Wahl  von  a,  b  und  c  stets  auf  eine  der  beiden 
Formen:  x^q^,  y^q^  gebracht  werden  kann.  Nun  aber  geht  x^q^  durch 
die  projective  Transformation: 

=  -  =Vj 

in  ^2  über;  also  kommen  in  dem  gegenwärtigen  Falle  nur  die  beiden 
infinitesimalen  Transformationen: 

i  VQ  : 


in  Betracht.  Die  repräsentiren  auch  wirklich  zwei  verschiedene  Typen; 
denn  q  ist  eine  infinitesimale  Translation  und  lässt  alle  Punkte  der 
unendlich  fernen  Geraden,  sowie  alle  Geraden  durch  den  unendlich 
fernen  Punkt  der  y-Axe  in  Ruhe,  dagegen  ist  yq  eine  infinitesimale 
perspective  Transformation ^  bei  der  alle  Punkte  der  Geraden:  y  e»  0 
und  alle  Geraden  durch  den  unendlich  fernen  Punkt  der  y-Axe  in  Ruhe 
bleiben;  da  nun  der  unendlich  ferne  Punkt  der  y-kxe  nicht  auf  der 
Geraden:  y  =  0  liegt,  so  leuchtet  ein,  dass  die  beiden  infinitesimalen 
Transformationen  q  und  yq  innerhalb  der  allgemeinen  projectiven 
Gruppe  nicht  mit  einander  gleichberechtigt  sind. 

Zweitens  sei  in  der  infinitesimalen  Transformation  (4)  zwar  «^=»0^ 
nicht  aber  y,  so  dass  wir  also  y  '=  1  wählen  können.  Wir  f&hrei^ 
jetzt  durch  die  lineare  Transformation: 

Xi  =  lx,    yi=y  +  lix  +  v 

neue  Veränderliche  ein,  dann  erhält  unsre  Transformation: 

p+(ax-{-  ß'y  +  y')q 
die  Form: 

^ih  +  {"-^  «1  +  ß'yi  +  r'-\-i^-vß']q,. 

Verschwindet  ß'  nicht,  so  wählen  wir: 

a  — ft/3'=0,     y' +  ft  —  vß'=0,     A  = /J' 

und  finden  die  Transformation:  i>i  +  J/i(Zi-  ^^^  dagegen  /3'=«0,  sB 
können  wir  durch  geeignete  Wahl  von  A  und  ^  stets  eine  der  beide'S 
Formen:  Pi-^-Xj^q^^  p^  erreichen.  Von  den  gefundenen  Transfoim^J* 
tionen  ist  die  letzte:  ^^  mit  q  gleichberechtigt  und  daher  nicht  zu  b^^ 
rücksichtigen,  dafür  repräsentiren  aber  die  beiden  Transformatione 


zwei  neue  von  den  oben  erhaltenen  verschiedene  Typen.    Die  Trans« 
formation:   p  -\-  yq  lässt  nämlich  von  Punkten  nur  die  beiden  iinend- 
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lieh  fernen  Punkte  auf  den  Coordinatenaxen  inyariant  und  vbn  Geraden 
ausser  der  unendlich  fernen  nur  noch  die  Gerade:  j/  =  0.  Dagegen 
lässt:  p  -{-  xq  keine  andre  Gerade  stehen  als  die  unendlich  ^erne 
und  keinen  andern  Punkt  als  den  unendlich  fernen  Punkt  der  y-Axe. 
Es  sei  endlich  drittens  in  der  infinitesimalen  Transformation  (4) 
das  a  von  Null  verschieden  oder,  wie  wir  ohne  Beschränkung  der 
Allgemeinheit  annehmen  dürfen ^  es  sei:  a  =  1.  Durch  Einführung 
eines  neuen  x  können  wir  dann  zunächst  y  gleich  Null  machen.  In 
die  Transformation:  xp  -{-  {ax  -}-  ß'y  -{-  y)q  führen  wir  sodann  die 
neuen  Veränderlichen: 

Xi=x,    yi=  (ix  +  vy  +  Q 
ein  und  bekommen: 

^iPi  +  {(f*  +  ^«  —  f*/^)  ^1  +  ß'Vi  +  ^/  —  9ß^]  9i' 
Ist  ß'  weder  gleich  Null  noch  gleich  1,  so  wählen  wir: 

^(1  — /5')  +  v«  =0,     1//— p/5'  =  0,« 

was  die  Transformation:  x^^p^^  +  ß'ViQi  liefert.  Ist  ß'  =  1,  so  machen 
wir:  vy  —  p  =  0  und  ausserdem ,  falls  a  nicht  verschwindet,  auch 
Doch:  va  =  1,  also  finden  wir  die  zwei  Transformationen:  x^p^-^- 

■^  (^1  +  yi)  3i  >  ^iPi  +  J/iä'i  •  J^8*  ß'  =  0,  so  machen  wir:  ft  +  va  =  0 
und,  sobald  y  nicht  verschwindet,  noch  vy  =  1 ,  wodurch  wir  auf  die 
beiden  Transformationen:  x^p^^  +  j^,  x^^p^  geführt  werden. 

Von  den  so  gefundenen  fünf  Transformationen  sind  nun  die  beiden 
letzten  bezüglich  mit:  p  -{-  yq  und  yq  gleichberechtigt  und  liefern 
"*ier  keine  neuen  Typen.    Das  Gleiche  ist  mit  der  zweiten  und  dritten 

^eser  fünf  Transformationen  der  Fall,  denn  bei  Ausführung  der  pro- 

jecti^en  Transformation: 

__  1  _        ^L 

®'^H.lt  man: 

^iPl  +  iPl  +  yj«!   =  —  iPiP^  +  ^2),        ^iPi  +  VlÜl  =  —  ^2l>2- 

^^^mach  sind  die  Transformationen  von  der  Gestalt: 
^J  xp-\-cyq    (c  +  o,  1) 


^^  einzigen^  die  möglicherweise  neue,  von  den  bisher  erhaltenen  ver- 
^^liiedene  Typen  repräsentiren. 

Jede  Transformation  von  der  Form  (5)  lässt  drei  Punkte  stehen, 

^amlich  den  Coordinatenanfang  und  die  beiden  unendlich  fernen  Punkte 

der  Coordinatenaxen,   zu  gleicher  Zeit  lässt  sie  natürlich  die   Seiten 

des  durch  diese  Punkte  bestimmten  Dreiecks  in  Ruhe.    Hieraus  folgt 

zunächst,  dass   die  Transformationen  (5)   ganz  neue,  von  den  bisher 

6* 
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gefundenen  verschiedene  Typen  repräsentiren.  Es  mnss  aber  jetzt  nod 
untersucht  werden ,  ob  nicht  etwa  der  Parameter  e  fortgeschafit  wei 
deb  kann. 

Sollen  zwei  infinitesimale  Transformationen  von  der  Form  (5 
innerhalb  der  allgemeinen  projectiven  Gruppe  gleichberechtigt  sein,  8< 
kann  das  augenscheinlich  nur  vermöge  einer  projectiven  Transforma 
tion  geschehen,  die  das  vorhin  beschriebene  Dreieck  invariant  lässi 
Die  projectiven  Transformationen  von  dieser  Beschaffenheit  sind  abe 
leicht  angebbar ;  sie  bilden  nämlich  eine  Gruppe,  die  aus  mehrere] 
getrennten  Schaaren.  von  Transformationen  besteht  (vgl.  Absduu  1 
S.  310  ff.).  Eine  dieser  Schaaren  wird  von  allen  Transformatione] 
gebildet,  die  jede  einzelne  Seite  des  Dreiecks  stehen  lassen^  sie  ha 
offenbar  die  Form: 

(6)  X,  =  Are,    y,  =  (ly, 

wo  A  und  (i  willkürliche  Parameter  sind.  Die  Transformationen  de 
übrigen  Schaaren  vertauschen  die  Dreiecksseiten  unter  einander;  si 
werden,  wie  man  sich  leicht  überzeugt,  erhalten,  indem  man  zuers 
die  allgemeine  Transformation  der  Schaar  (6)  und  sodann  die  beide] 
Transformationen : 

(7)  ^i  =  »,  Vi  =  00]  x,  =  ~,  yi  =  |- 

ein  oder  mehrmals  in  geeigneter  Reihenfolge  ausfahrt  Nun  bleibt  be 
den  Transformationen  (6)  jede  einzelne  der  Transformationen  (5)  in 
vaiiant,  während  bei  den  Transformationen  (7)  die  infinitesimale  Trans 

formation  xp  +  cyq  bezüglich  in:  xp  '\'    -  yq  und:  a;|?  +  (1  —  e\y 

übergeht.     Demnach  werden  zwei  infinitesimale  Transformationen  to 
der   Form    (5),   die   bezüglich    die   Parameter  c  und    c^   haben ,    mz 
dann  innerhalb  der    allgemeinen   projectiven  Gruppe   gleichberecbtig 
sein,  wenn  (^  einen  der  sechs  Werthe: 

besitzt,  oder^  wie  aus  der  Theoiie  des  Doppelverhältnisses  von  v5 
Punkten  bekannt  ist,  weim  die  Gleichung  besteht: 

c,'(c,  -1)*  c«(c-l)« 

Hiermit  ist  bewiesen,  dass  zwei  infinitesimale  Transformatioo^ 
von  der  Form  (5)  nur  ausnahmsweise  mit  einander  gleiehberechtig 
sind,  dass  also  der  Parameter  c  nicht  beseitigt  werden  kann,  dass  es 
wesentlich  ist.  Die  Transformationen  (5)  repräsentiren  in  Folge  dessec 
unendlich  viele  verschiedene  Typen. 
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Im  Ganzen  giebt  es  also  innerhalb  der  aUgemeinen  projectiven 
Gruppe  der  Ebene  die  folgenden  verschiedenen  Typen  von  infinitesi- 
malen  Transformationen: 


xp  +  cyq       (c+0,1) 

(8) 


p+y2  p  +  ^a 


ya 


Die  Punkte  und  Geraden,  die  bei  diesen  infinitesimalen  Transforma- 
tionen in  Buhe  bleiben^  bilden  der  Reihe  nach  die  folgenden  Figuren: 


A 


Hier  ist  die  unendlich  ferne  Gerade  immer  ins  Endliche  verlegt, 
überdies  ist  zu  beachten,  dass  jedesmal,  wenn  drei  verschiedene  Punkte 
auf  einer  Geraden  oder  drei  verschiedene  Gerade  durch  einen  Punkt 
invariant  bleiben,  stets  überhaupt  alle  Punkte  der  betreffenden  Geraden 
QHd  alle  Geraden  durch  den  betreffenden  Punkt  ihre  Lage  behalten. 

Wie  man  sieht,  gehört  zu  jedem  Typus  von  infinitesimalen  pro- 
jectiven Transformationen  der  Ebene  eine  ganz  bestimmte  Figiur,  die 
von  den  invarianten  Punkten  und  Geraden  gebildet  wird.  Ist  daher 
eine  beliebige  infinitesimale  projective  Transformation  Xf  vorgelegt 
^d  kennt  man  alle  bei  Xf  invarianten  Punkte  und  Geraden,  so  kann 
man  sofort  angeben,  welchem  Typus  Xf  angehört;  nur  wenn  Xf  ein 
mcht  ausgeartetes  Dreieck  invariant  lässt,  kann  der  Typus  nicht  mit 
sicher  Bestimmtheit  angegeben  werden,  denn  man  weiss  dann  nur, 
uass  Xf  mit  einer  infinitesimalen  projectiven  Transformation  von  der 

xp '■\- cyq     (c  +  0,1) 

^'^ichberechtigt  ist,  es  muss  daher  noch  besonders  untersucht  werden, 
^^Ichen  Werth  der  Parameter  c  für  die  vorgelegte  Transformation 
^^  besitzt. 

Denkt  man  sich  zu  den  oben  gezeichneten  Figuren  die  dualistisch 
^^'tsprechenden,  so  erhält  man  in  jedem  einzelnen  Falle  Figuren  mit 
8^Xiau  derselben  Vertheilung  der  Punkte  und  Geraden.  Hieraus  folgt 
^^fort,  dass  die  vier  Typen,  deren  Repräsentanten: 

p  +  ya^  P  +  ^U,  Vi,  2 

^ind,  bei  jeder  dualistischen  Transformation  in  sich  übergehen;  dem- 
iiach  ist  jede  infinitesimale  projective  Transformation,  die  einem  dieser 
Typen  angehört^  mit  sich  selbst  dualistisch  (vgl.  S.  79).    Andrerseits 
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geht  die  infinitesimale  Transformation:  xp  -{-  cyq^  bei  der  dualistiflclie 
Transformation  (2)  über  in:  —  (^ii>i  +  <^y\9.\)}  sie  ist  also  ebenfall 
mit  sich  selbst  dualistisch.     Wir  haben  daher  den 

Satz  1.  Jede  infinitesimale  prajective  Transformation  der  Ebene  i 
mit  sich  seihst  dualistisch^  das  Jieisstj  es  giebt  stets  dualistische  Tran 
formationen,  hei  denen  die  hetreffeiide  infinitesimale  Transformation  i 
sich  übergeht, 

§  21. 

Wir  wollen  die  gewonnenen  Ergebnisse  benutzen,  um  alle  Curve 
der  Ebene  zu  bestimmen,  die  eine  oder  mehrere  infinitesimale  projei 
tive  Transformationen  zulassen*).  Die  Eenntniss  dieser  Curven  wii 
uns  nachher  von  grossem  Nutzen  sein. 

Gestattet  eine  Curve  der  Ebene  eine  infinitesimale  projectii 
Transformation,  so  muss  sie  durch  eine  projective  Transformation  : 
eine  Curve  übergeführt  werden  können,  die  bei  einer  der  infimitee 
malen  Transformationen  (8)  invariant  bleibt.  Demnach  genügt  e 
wenn  wir  alle  Curven  von  dieser  letzteren  BeschafiPenheit  angeben. 

Bei  den  infinitesimalen  Transformationen  (8)  bleiben  zunäch 
invariant  die  jedesmaligen  Bahncurven,  die  der  Reihe  nach  durch  d 
folgenden  Gleichungen  dargestellt  werden: 

in  denen  a  eine  willkürliche  Constante  bezeichnet.     Allerdings  mu 

hinzugefügt   werden,   dass   zu  den  Bahncurven   im  ersten  Falle  au< 

noch  die  Gerade:  x  =  0  und  in  den  vier  ersten  Fällen  auch  noch  d 

unendlich  ferne  Gerade  gehört.    Jede  Curve,  die  bei  einer  der  infii 

tesimalen  Transformationen  (8)  invariant  bleibt  und  die  keine  Bah 

curve  ist,  muss  nach  Abschn.  I,  Theor.  15,  S.  117   in   der  Weise  : 

variant  bleiben,   dass  jeder  ihrer  Punkte   seine  La^e  behält.     Dies 

Fall  tritt  aber  nur  bei  den  infinitesimalen  Transformationen  yq  m 

q  ein,  von  denen  die  erste  alle  Punkte  der  Geraden  j/  =  0,  die  zwe 

alle  Punkte  der  unendlich  fernen  Geraden  stehen  lässt. 

Nun   kann  man  die  Curve:   y  —  ^a;^  =  a  stets   durch   eine  p 

jective  Transformation  in  die  Curve:  y  =  ^x^  überführen,  die  zu  c 

Curven  von  der  Form:   y  =  axP   gehört.    Ferner   kann   man  in   c 

Gleichungen: 

y  =  axP\    y  =  ae* 

*)  Die  Frage  nach  allen  Cnryan  von  dieser  Beschaffenheit  ist  zorn  er0 
Male  erledigt  in  einer  Abhandlung  von  Klein  und  Lie  in  den  Mathematisol 
Annalen,  Bd.  4,  S.  50  ff.,  vgl.  auch  die  Comptes  Rendus  von  1870,  [Bd.  70,  S.  12S' 
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die  Constante  a,  wenn  sie  von  Null  verschieden  ist^  stets  durch  eine 
projectiye  Transformation  gleich  1  machen,  also  können  wir  sagen: 

Gestattet  eine  ebene  Curve  eine  infinitesimale  prqjective  Transfor- 
mcüon,  so  ist  sie  enttveder  eine  gerade  Linie  oder  sie  kann  durch  pro- 
jeäive  Transformation  auf  eine  der  beiden  Formen: 

^adU  werden,  wo  der  Parameter  c  einen  von  0  und  1  verschiedenen 
Werik  besitgt. 

Es  fragt  sich  jetzt^  ob  es  Curven  giebt,  die  mehr  als  eine  infini- 
tesimale projectiye  Transformation  gestatten. 

Zunächst  ist  klar,  dass  jede  Gerade  genau  sechs  unabhängige 
infinitesimale  projectiye  Transformationen  zulässt,  denn  wir  können 
jede  Gerade  durch  projectiye  Transformation  ins  Unendliche  yerlegen, 
die  unendlich  ferne  Gerade  aber  gestattet  die  sechs  infinitesimalen 
Transformationen:  # 

p,  «,  xq,  xp  —  yq,  yp,  xq  +  yq, 

Welche  die   allgemeine  lineare   Gruppe  erzeugen,  dagegen  keine  yon 
^esen  sechs  unabhängige  infinitesimale  projectiye  Transformation. 

Soll  femer  die  Curye :  y  =  xf^  die  infinitesimale  projectiye  Trans- 
formation : 

^/"^  ^J>  +  «22  +  ^xp  +  e^yp  +  e^xq  +  e^yq  +  e^  (a^p  +  xyq)  + 

^«statten,  so  ist  nach  Abschn.  I,  S.  109  nothwendig  und  hinreichend, 
^ass  der  Ausdruck  X  (y  —  of)  bei  der  Substitution:  y  »^  xf^  identisch 

erschwindet,  es  müssen  also  die  Constanten  e^  , . .  e^  so   beschaffen 

ein,  dass  die  Gleichung: 

e^  +  e^x  —■  ce^xf^^  +  (e^  —  ce^af  +  (1  ^-  c)e^af^^  -— 
—  ce^x^^^  +  (1  —  c)  e^a?'  -=  0 

'jQr  alle  Werthe  yon  x  identisch  besteht.     Da  die  Werthe  c  =  0  und 
<  «>  1    ausgeschlossen   sind,    so   kommen   in   dieser  Gleichung  sieben 
Potenzen  yon  x  yor,  deren  Exponenten  folgendermassen  lauten: 

(9')  0,  1,  c-  1,  c,  c+  1,  2c— 1,  2c. 

Im  Allgemeinen  sind  diese  Exponenten  alle  yon  einander  yerschieden, 
im  Allgemeinen  kann  also  die  Gleichung  (9)  nur  dann  bestehen, 
wenn  Cj,  C5,  Cj,  e^,  e^,  Cg  yerschwinden  und  eQ  =  ce^  ist,  das  heisst, 
wenn  die  infinitesimale  Transformation  Xf  die  bekannte  Form: 
xp  +  ^yi  ^^^'  Es  giebt  aber  auch  Werthe  yon  c,  für  welche  die 
sieben  Exponenten  (9')  nicht  mehr  yon  einander  yerschieden  sind;  die 


^9) 
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einzigeii  Ton  0  und  1  verscliiedenen  Werthe  toh  e,  für  die  dieser  Fall 
eintritt,  sind: 

c  =  2,   c  =  ^,  c=  — 1 

und  zwar  giebt  es  für  diese  Werthe  toh  c  jedesmal  unter  den  Ex- 
ponenten (9')  nnr  fOnf  Ton  einander  verscliiedene,  so  dass  die  Glei- 
chung (9)  nnr  fünf  unabhängige  Relationen  zwischen  e^  ...  6^  liefert 
Hiermit  ist  bewiesen,  dass  es  unter  den  Cnrven  von  der  Form: 

y  =  af      (c+o.i) 

nnr  drei  giebt,  die  mehr  als  eine  infinitesimale  projectire  Transfor- 
mation zulassen,  es  sind  dies  die  drei  Kegelschnitte: 

Ton  denen  jeder  gerade  drei  unabhängige  infinitesimale  projecÜTe Transfor- 
mationen zulässt.  Da  übrigens  die  beiden  letzten  dieser  Kegelschnitte 
durch  die  projectiyen  Transformationen  (7)  auf  S.  84  in  den  eisten 
übei^ehen,  so  ist  hiermit,  wenn  man  das  früher  Gresagte  berücksich- 
tigt, zi^leich  der  bekannte  Satz  bewiesen,  dass  jeder  nicht  ausgeartete 
Kegelschnitt  durch  projective  Transformation  in  jeden  andern  über- 
gehen kann. 

In  ganz  ähnlicher  Weise  erkennt  man,  dass  die  Curve:  y  «» e* 
keine  andre  infinitesimale  projective  Transformation  zulässt  als  die 
schon  bekannte:  p  -}-  yd]  die  Rechnung  braucht  wohl  nicht  erst 
durchgeführt  zu  werden. 

Demnach  gilt  der 

Satz  2.  Gestattet  eine  Curve  der  Ebene  mehr  als  eine  infinitesinude 
projective  Transformation  dieser  Ebene,  so  gestattet  sie  entweder  sechs 
oder  drei  -unabhängige  infinitesimale  Transformationen  dieser  Art;  im 
ersten  Falle  ist  sie  eine  Gerade,  im  eiceiten  ein  nicht  ausgearteter  Kegelr 
schnitt.  Gestattet  eine  Curve  blos  eine  infinitesimale  projective  Transfor- 
mation, so  kann  ihre  Gleichung  durch  projective  TransformcUion  ef^weder 
die  Form:  y  =  af  oder  die  Form:  y  =  e*  annehmen  und  sswar  hat  im 
ersten  Fdtte  die  Constante  c  einen  von  0,  \,  1,  2  und  —  1  verschiede- 
nen Werfh, 

Die  drei  unabhängigen  infinitesimalen  projectiven  Transformationen, 
die  einen  nicht  ausgearteten  Kegelschnitt  inyariant  lassen,  erzeugen 
selbstverständlich  eine  dreigliedrige  projective  Gruppe,  die  wir  auch 
wohl  kurz  als  die  Gruppe  des  betrefienden  Kegelschnitts  bezeichnen. 
Da  nun  jeder  nicht  ausgeartete  Kegelschnitt  durch  projective  Trans- 
formation in  jeden  andern  übergeführt  werden  kann,  so  gehören  die 
Gruppen  aller  nicht  ausgearteten   Kegelschnitte  einem  und  demselben 
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Typus  an«    Als  Bepräsentanten  dieses  Typus  wählen  wir  die  Gruppe 
des  Kegelschnitts:  y  —  ^  a;*  •=  0,  die  folgendermassen  lautet  (vgl.  S.  76): 


(10)  p  +  xq,  xp  +  2yqy  {x^  —  y)p  +  xyq 


Da  jeder  nicht  ausgeartete  Kegelschnitt  mit  sich   dualistisch  ist^  ist 
es  auch  diese  Gruppe. 

§  22. 

Unter  allen  infinitesimalen  projectiyen  Transformationen  sind  am 
einfachsten  und  zugleich  für  das  Folgende  am  wichtigsten  die,  welche 
mit  der  infinitesimalen  Translation:  q  gleichberechtigt  sind. 

Die  infinitesimale  Translation:  q  lässt  alle  Punkte  der  unendlich 
fernen  Geraden  sowie   alle   Geraden:   x  =»  const,   also   alle  Geraden 
dorch  den  unendlich  fernen  Punkt  der  y-Axe  in  Buhe,  sie  ist*  überdies, 
wie  man  sich  leicht   überzeugt,   die   einzige   infinitesimale   projective 
Transformation,  die   das  thut,  sie  ist  mithin  durch  die  bei  ihr  inva- 
rianten Punkte  und  Geraden  vollständig  definirt.     Für  die  mit  q  gleich- 
Wechtigten  infinitesimalen  projectiyen  Transformationen  muss  natür- 
lich entsprechendes  gelten:  jede  solche  Transformation  lässt  alle  Punkte 
einer  bestimmten  Geraden  und  alle  Geraden  durch  einen  bestimmten 
Punkt  dieser  Geraden  in  Ruhe,  und   sie   ist  durch  diese  invarianten 
Punkte  und   Geraden   vollständig   definirt.     Erinnern    wir  uns   daher 
des  in  Abschn.  11  auf  S.  4  eingeführten  Begriffs  „Linienelement"  —  als 
^loienelement  bezeichneten   wir  ja  den   Inbegriff  eines  Punktes   und 
^^er  hindurchgehenden  Geraden  —  so  können  wir  sagen: 

2jU  jeder  infinitesimalen  prqjectiven  Transformation  y  die  mit  einer 

^^^ßnitesimalen  Translation  gleidiberechtigt  ist,  gehört  ein  ganz  bestimmtes 

^^^ienelement  der  Ebene  und  umgekehrt  gelmt  zu  jedem  Linienelement 

^   Ebene  eine  ganz  bestimmte  infinitesimale  projective  Transformation, 

^    mit  einer  infinitesitnalen  Translation  gleiclAereclUigt  ist 

Es  giebt  demnach  im  Ganzen  oo^  infinitesimale  projective  Trans- 
formationen, die  mit  einer  infinitesimalen  Translation  gleichberech- 
tigt sind. 

Um  zu  einer  analytischen  Darstellung  dieses/x)^  Transformationen 
^^  gelangen,  betrachten  wir  irgend  ein  Linienelement;  sein  Punkt 
•^^e  durch  die  Gleichnngen: 

(■"l  1)  ca;  —  o  =  0,    cy  —  6  =  0 

^^rgestellt  sein,  seine  Gerade  durch  die  Gleichung: 
U2)  Aa;  +  (ty  +  v  =  0. 


(14)    { 
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Zwischen  den  homogenen  Parametern  a,  h,  c,  k,  in,  v  muss  hier  die 
Relation: 

(13)  >la  +  /ii6  +  i/c  =  0 

bestehen,  weil  ja  die  Gerade  des  Linienelements  durch  seinen  Punkt 
geht.     Soll  nun  eine  infinitesimale  projective  Transformation: 

alle  Punkte  der  Geraden  (12)  stehen  lassen,  so  müssen  die  Coefficien- 
ten  von  p  und  q  durch:  Aa;  +  /ny  +  v  theilbar  sein,  die  Transforma- 
tion muss  also  die  Form  haben: 

{Xx  +  /ity  +  v)  {{ax  +  ß)p  +  {ay  +  y) 9), 
sollen  femer  alle  Geraden  durch  den  Punkt  (11)  ihre  Lage  behalten, 
so  müssen  sich  a  :  ß:y  verhalten  wie  c:  —  a:  —  6,  demnach  lautet 
die  allgemeinste  infinitesimale  projective  Transformation,  die  mit  einer 
Translation  gleichberechtigt  ist,  folgendermassen: 

(15)     (Aa:  +  fty  +  v)  { (ex  —  a)p  +  (cy  —  h)q} ,    Aa  +  f^&  +  vc  =  0, 

sie  hängt  also  von  sechs  homogenen  Parametern  ab,  die  durch  di& 
Relation  zweiten  Grades  (13)  verknüpft  sind. 

Vergleicht   man    den   Ausdruck  (15)  mit   der   allgemeinen  Form 

(14)  einer  infinitesimalen  projectiven  Transformation,  so  erhält  man 
die  Parameter  ^i  . . .  ßg,  die  zu  der  allgemeinsten  infinitesimalen  Trans- 
formation (15)  gehören,  als  bilineare  Functionen  der  sechs  homogenen 
Parameter  a,  b,  c,  A,  fi,  v  dargestellt: 

Cj  =  —  va,  €2  =  —  vb 

€2=^  VC  —  Aa,  C4  =  —  fta,  C5  =»  —  A6,  ög  =  i/c  —  fib 

Aa+/t6  +  ^^  =  0. 

Schafft  man  endlich  aus  diesen  Gleichungen  die  Parameter  A,  fi,  v, 
a,  by  c  fort,  so  erhält  man  ein  System  von  vier  unabhängigen,  homo* 
genen,  algebraischen  Gleichungen: 

(17)  ^'•(J.---J)  =  ^      "=*•••*' 

zwischen  e^  . , .  e^  allein,  das  seinerseits  ebenfalls  den  Inbegriff  aller 
der  infinitesimalen  projectiven  Transformationen  definirt,  die  mit  in- 
finitesimalen Translationen  gleichberechtigt  sind. 

Genau  genommen  ist  es  nicht  möglich  das  Gleichungensystem  (16) 
durch  ein  System  von  blos  vier  Gleichungen  zwischen  e^  , ,  .e^  allein  zu 
ersetzen,  ebensowenig  wie  es  zum  Beispiel  möglich  ist  eine  Curve  dritter 
Ordnung  des  gewöhnlichen  Raumes  durch  blos   zwei  Gleichungen   zweiten 


(16) 
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Grades  zwischen  vier  homogenen  Coordinaten  darzustellen.    Denkt  man  sich 
^e  Gleichungen  (16)  nach  den  nenn  Grössen: 

Aa,  A&,  XCj  fia,  (aI),  fic,    va,  vb^  vc 

aa%elöst  und  schafft  man  dann  A,  fi,  i/,  a,  &,  c  fort,  so  erhält  man  die 
folgenden  neun  Gleichungen  zweiten  Grades: 

'3^^5  —  262^8  +  e^€Q  =  0,  Se^e^  —  2ei€Q  +  e^e^  =  0 

Oe^ey  —  2e8*  —  ej^e  +  e^^  =»  0,     OCaCg  +  «3*  —  «3^6  —  ^^e^  =  0 
(18^{  3^^^  —  6364  —  c^^Cq  =  0,  3(?2e7  —  e^e^  —  CgCg  =  0 

3e^e^  —  2^368  +  e^geg  =  0,  Se^e^  +  C3C7  —  2eQ&i  =  0 

Se^e^  +  2^3«  -  be^e^  +  26^^  =  0, 

tinter  denen  sich  allerdings  nur  vier  von  einander  unabhSngige  befinden. 
Ob  die  Gleichungen  (18)  in  ihrer  Gesammtheit  das  System  der  Gleichungen 
(16)  Tollständig  ersetzen,  soll  hier  unerörtert  bleiben. 

Von  grosser  Wichtigkeit  ist  es^  dass  sich  aus  den  Gleichungen 
il6]  keine  lineare  homogene  Relation  zwischen  e^  , , .  e^  allein  ableiten 
lasst  Man  überzeugt  sich  davon  sehr  leicht.  Uebrigens  kann  man 
das  auch  daraus  erkennen ,  dass  es  möglich  ist,  acht  infinitesimale 
•I^sformationen  von  der  Form  (15)  anzugeben,  die  von  einander 
^abhängig  sind.  Solche  infinitesimale  Transformationen  sind  zum 
Beispiel: 

p,  Q,  ^Q>  ypy  ^p  +  ^y^u  ^yp  +  y^üy 

(^  +  Ifp  +  (x+  l)yq,  x{y+  l)p  +  (y  +  1)'^. 


§  23. 

Nach  Abschn.  I,  S.  211,  Satz  6  lasst  sich  jede  (8  —  m)-gliedrige 
^^^jective  Gruppe  der  Ebene  durch  m  unabhängige  lineare  homogene 
^l^^tionen: 

8 
^^^j  ^Cikek^=^0        (i=l,2...in) 


^chen  Ci . . .  ßg  definiren;  diese  Relationen  bestimmen  die  allgemeinste 
^^  der  Gruppe  enthaltene  infinitesimale  projective  Transformation  (14). 
jl^tlDscht  man  nun  zu  wissen,  ob  es  in  der  Gruppe  infinitesimale 
^  ^ansformationen  von  der  Form  (15)  giebt,  so  braucht  man  nur  zu 
^^^tersuchen,  ob  das  bei  Vereinigung  von  (19)  und  (17)  entstehende 
^leichungensystem  befriedigt  werden  kann,  ohne  dass  e^  . . .  e^  sämmt- 
*^>^ch  verschwinden«    Demnach  ergiebt  sich  ohne  Weiteres  der 

Satz  3.     Hat  eine  projective  Gruppe  der  Ebene  fünf  oder  mehr  Para- 
'^eter,  so  enthält  sie  mindestens  eine  infinitesimale  Transformation,  die  in 


92  AbtheiluDg  I.    Kapitel  6.    §  23. 

der  allgemeinen  projectiven  Gruppe  der  Ebene  mit  einer  infinitesimalen 
Translation  gleichbereclUigt  ist 

Bei  einer  projectiven  Gruppe  mit  weniger  als  fOnf  Parametern 
kann  es  dagegen  sehr  gut  vorkommen,  dass  sie  keine  infinitesimale 
Transformation  von  der  Form  (15)  enthält,  zum  Beispiel  tritt  diesei 
Fall  bei  der  dreigliedrigen  projectiven  Gruppe  (s.  S.  89): 

P  +  ^üj  ^V  +  2y2,  (a?  —  y)p  +  xy<i 

des  Kegelschnitts:  y  —  J^a;*  s«=  0  ein. 

Giebt  es  in  einer  projectiven  Gruppe  g  eine  Anzahl  infinitesimalei 
Transformationen  von  der  Form  (15),  so  muss  der  Inbegriff  diesei 
infinitesimalen  Transformationen  bei  allen  Transformationen  der  Gruppe 
invariant  bleiben,  denn  eine  infinitesimale  Transformation  Ton  dei 
Form  (15)  muss  bei  jeder  Transformation  der  Gruppe  wieder  in  ein( 
von  der  Form  (15)  übergehen.  Denken  wir  uns  daher  zu  jeder  in  i 
enthaltenen  infinitesimalen  Transformation  von  der  Form  (15)  dai 
Linienelement  gezeichnet,  das  nach  S.  89  zu  ihr  gehört,  so  erhaltei 
wir  eine  Figur  von  Linienelementen,  die  ebenfalls  bei  g  invarian 
bleibt.     Hieraus  ergiebt  sich  Folgendes: 

Enthält  die  Gruppe  g  blos  eine  Anzahl  von  isolirten  infiniteai 
malen  Transformationen  (lö),  so  lässt  sie  jedenfalls  ein  Linienelemen 
in  Buhe. 

Enthält  g  oo^  verschiedene  Transformationen  (15),  so  sind  zwe 
Fälle  zu  unterscheiden,  denn  entweder  bilden  die  zugehörigen  oo 
Linienelemente  eine  Elementmannigfaltigkeit  (s.  Abschn.  II,  S.  14)  ode] 
sie  thun  das  nicht.  Im  ersten  Falle  umhüllen  die  oo^  Linienelementc 
entweder  eine  bei  g  invariante  Curve  oder  einen  invarianten  Punkt 
Im  zweiten  Falle  bilden  die  Punkte  der  oo^  Linienelemente  eine  in- 
variante Curve  und  ihre  Geraden  umhüllen  eine  invariante  Curve  odei 
einen  invarianten  Punkt. 

Kommen  in  g  (x?  infinitesimale  Transformationen  (15)  vor,  sc 
bestimmen  die  zugehörigen  oo^  Linienelemente  eine  invariante  *Schaa' 
von  cx)^  Elementmannigfaltigkeiten  (s.  Abschn.  II,  S.  31),  also  entwede: 
eine  invariante  Schaar  von  cx)^  Curven  oder  eine  invariante  Schaar  yoi 
oo^  Punkten,  das  heisst  eine  invariante  Curve. 

Enthält  endlich  die  Gruppe  g  alle  oo^  infinitesimalen  Transfer 
mationen  (15),  so  ist  sie  die  allgemeine  projective  Gruppe  selbst,  denn 
wie  wir  auf  S.  91  gesehen  haben,  lassen  sich  acht  unabhängige  infini 
tesimale  projective  Transformationen  angeben,  welche  die  Form  (15 
besitzen.  Dasselbe  ergiebt  sich  übrigens  auch  aus  dem  Umstände 
dass  die  infinitesimalen  Transformationen: 
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Pf  Qy  ^^P  +  ^VQy  ooyp  +  i/q, 

die  der   Schaar    (15)    angehören^    durch   paarweise   Combination   die 
TraDsformationen: 

(l),  a?p  +  xyq)  =  2xp  +  yq,     (q,  x^p  +  xyq)  =  xq 

(p»  ^yp  +  y*p)  =  ypy  ö,  ^yjp  +  y^o)  =  ^i>  +  2y(? 

liefern. 

Die  entwickelten  Betrachtungen  erlauben  uns,  zunächst  die  gross- 
ten  Untergruppen  der  allgemeinen  projectiyen  Gruppe  zu  bestimmen 
und  sodann  einen  allgemeinen  Satz  aufzustellen,  der  die  Bestimmung 
aller  projectiTen  Gruppen  der  Ebene  wesentlich  erleichtert 

Eine  siebengliedrige  projective  Gruppe  g^  müsste  nothwendig  oo^ 
infinitesimale  Transformationen  (15)  enthalten;  die  zu  diesen  Trans- 
fomationen  gehörigen  oo^  Linienelemente  würden  also  entweder  eine 
bei  g^  invariante  Schaar  von  oo'  Curven  oder  eine  einzelne  invariante 
Cone  bestimmen.  Der  zweite  Fall  ist  ausgeschlossen,  da  nach  Satz  2, 
S.  88  keine  Curve  der  Ebene  mehr  als  sechs  infinitesimale  projective 
Transformationen  zulässt.  Im  ersten  Falle  müsste  jede  Curve  der 
Schaar  eine  sechsgliedrige  projective  Gruppe  gestatten,  die  Schaar 
bestände  mithin  aus  lauter  Geraden,  die  eine  bei  g^  invariante  Curve 
oder  einen  invarianten  Punkt  umhüllten.  Auch  das  ist  unmöglich, 
^^nmach  enduUt  die  allgemeine  projective  Gruppe  der  Ebene  überhaupt 
fewic  sid)engliedrige  Untergruppe. 

Eine  sechsgliedrige  projective  Gruppe  enthält  entweder  cx>^  oder 

^\  mindestens   aber   oo^   infinitesimale   Transformationen   (15).     Im 

^^ten  Falle  bestimmen  die  zugehörigen  oo^  Linienelemente  entweder 

^^e  invariante  Curve  —  natürlich  eine  Gerade  —  oder  eine  invariante 

^OTvenschaar,  die   nothwendig   aus  Geraden  bestehen  und  einen   in- 

^^^anten  Punkt  umhüllen  muss.    Im  zweiten  Falle  ergiebt  sich  ebenso, 

"*%8  entweder  eine  invariante  Gerade  oder  ein  invarianter  Punkt  vor- 

*^^^den  sein  muss.    Folglich  besteht  jede  sechsgliedrige  projective  Gruppe 

^^  Ebene  entweder  aus  den  oo*  projectiven  Transformationen,  die  eine 

^^nimfe  GeradCj  oder  aus  den  oo^,  die  einen  bestimmten  Punkt  invariant 

^^^^sen. 

Hat  eine  projective  Gruppe  der  Ebene  fünf  Parameter,  so  enthält 
^^Q  entweder  nur  eine  endliche  Anzahl  von  isolirten  Transformationen 
Cl5)  und  lässt  dann  jedenfalls  ein  Linienelement  in  Buhe,  oder  sie  ent- 
iialt  oo^  oder  oo*  Transformationen  (15).  Genau  wie  vorhin  sieht 
man  dann  ein,  dass  die  Giiippe  entweder  einen  Punkt  oder  eine  Gerade 
invariant  läset. 
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Eine  projective  Gruppe  mit  vier  oder  drei  Parametern  ist  immer 
imprimitiv  (s.  S.  34)  und  lässt  daher  eine  Schaar  von  oo^  Curven  in- 
variant; die  einzelnen  Curven  dieser  Schaar  gestatten  jede  mindestens 
zwei  unabhängige  infinitesimale  Transformationen  und  sind  daher  ent- 
weder gerade  Linien  oder  Kegelschnitte.  Das  invariante  Umhüllungs- 
gebilde der  Schaar  ist  demzufolge  entweder  ein  Punkt  oder  eine 
Gerade  oder  ein  Kegelschnitt;  ein  Kegelschnitt  kann  es  jedoch  nur 
dann  sein^  wenn  die  Gruppe  blos  dreigliedrig  isi 

Endlich  lässt  jede  zwei-  oder  eingliedrige   projective  Gruppe  der 
Ebene  mindestens  einen  Punkt  und  eine  hindurchgehende  Gerade  in- 
variant; bei  den  eingliedrigen  folgt  das  aus  Abschn.  I,  S.  585^  Satz  2;  ^ 
bei   den  zweigliedrigen   aus   dem  Satze  4^  S.  589   ebenda,   denn  jede« 
zweigliedrige  projective  Gruppe  enthält  zwei  unabhängige  infinitesimales 
Transformationen:  X^f  und  X^f,  die  in  der  Beziehung: 

stehen  y  sie  hat  also  die  besondere  Zusammensetzung,  von  der  in  dema 
zuletzt  angeführten  Satze  gesprochen  wird. 

Fassen  wir  jetzt  alles  Gesagte  zusammen,  so  erhalten  wir  das 
Theorem  7.    Jede   Untergruppe  der  allgemeinen  projectiven^ 
Gruppe  der  Ebene  lässt  entweder  einen  Punkt  oder  eine  Gerade 
invariant,  oder  sie  ist  die  dreigliedrige  projective  Gruppe  eines 
nicht  ausgearteten  Kegelschnitts.  ^ 

§  24. 

Durch  die  Untersuchungen  des  vorigen  Paragraphen  ist  die  Be- 
stimmung aller  projectiven  Gruppen  der  Ebene  wesentlich  Tereinfacht^ 
denn  es  handelt  sich  jetzt  nur  noch  darum,  alle  projectiven  Gbrappen 
der  Ebene  zu  finden,  die  jedenfalls  entweder  eine  Gerade  oder  einen 
Punkt  invariant  lassen;  ausser  diesen  giebt  es  ja  nur  noch  zwei  Arten 
von  projectiven  Gruppen,  nämlich  erstens  die  allgemeine  projective 
Gruppe  selbst  und  zweitens  den  Typus,  dessen  Repräsentant  die  drei- 
gliedrige  projective  Gruppe  irgend  eines  nicht  ausgearteten  Kegel- 
schnitts ist. 

Wir  suchen  zunächst  alle  projectiven  Gruppen  der  Ebene,  die  eine 
Gerade,  aber  keinen  darauf  gelegenen  Punkt  invariant  lassen«  Ans 
diesen  Gruppen  finden  wir  dann  durch  dualistische  Transformation  alle 
die,  welche  einen  Punkt,  aber  keine  hindurchgehende  Gerade  invariant 
lassen.  Ist  beides  ausgeführt,  so  brauchen  wir  nur  noch  alle  projec- 
tiven Gruppen  zu  bestimmen,  bei  denen  ein  Punkt  und  eine  hindurch- 
gehende Gerade,  mit  andern  Worten  ein  Linienelement  invariant  bleibt . 
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Laset  eine  projective  Gruppe  eine  Gerade  invariant^  so  denken 
wir  uns  diese  Gerade  ins  Unendliche  verlegt  und  erhalten  eine  Unter- 
gruppe der  allgemeinen  linearen  Gruppe: 


[1] 


Pj  (z,  ^p,  yp,  m,  yq. 


Nach  dem  vorhin  aufgestellten  Programm  haben  wir  daher  jetzt 
alle  linearen  Gruppen  aufzusuchen^  bei  denen  kein  Punkt  der  unendlich 
fernen  Geraden  in  Ruhe  bleibt,  oder  was  auf  dasselbe  hinauskommt, 
alle  linearen  Gruppen,  bei  denen  die  Punkte  der  unendlich  fernen 
Geraden  dreigliedrig  transformirt  werden,  denn  würden  die  Punkte 
dieser  Geraden  zwei-  oder  wenigergliedrig  transformirt,  so  bliebe 
nach  S.  17  mindestens  einer  von  ihnen  invariant.  Alle  Gruppen  von 
der  verlangten  BeschaflFenheit  können  wir  aber  auf  Grund  von  Abschn.  I, 
S. 572— 574  sofort  hinschreiben;  es  giebt  ihrer  blos  vier  Arten  und 
zwar  sind  das  erstens  die  allgemeine  lineare  Gruppe  [1]  selbst,  zwei- 
tens ihre  fünfgliedrige  invariante  Untergruppe: 


[2J 


p,  q,  xq,  xp  —  yq,  yp 


und  ausserdem    alle    Untergruppen   von   [1],   die   innerhalb    [IJ    mit 

•  

^"ler  der  beiden  Gruppen: 


[3]        xp,  yp,  xq,  yq  [4] 


xq,  xp  -  yq,  yp 


gleichberechtigt  sind. 

Da  von  den  Gruppen  [1]  ...  [4]   offenbar  keine  zwei  innerhalb 
«er  allgemeinen  projectiven   Gruppe  gleichberechtigt  sind,    so  werden 
"^^^h  sie    auch   vier    verschiedene    Typen    von    projectiven   Gruppen 
'^Pi'Ssentirt.     Jede  projective  Gruppe,   die    eine  Gerade,   aber  keinen 
^^"^uf  gelegenen  Punkt  invariant  lässt,  ist  innerhalb  der  allgemeinen 
Projectiven  Gruppe  mit  einer  der  Gruppen  [1]  . . .  [4]  gleichberechtigt. 
Wir  sind  übrigens  nunmehr  auch  im  Stande  anzugeben,  was  für 
yi>en    von   primitiven   projectiven   Gruppen'  es   in  der  Ebene  giebt. 
^^ch  Theorem  7,  S.  94   lässt    nämlich  jede   projective   Gruppe   der 
^^ene,  wenn  sie  nicht  mit  der  allgemeinen  projectiven  Gruppe  zusam- 
menfällt, entweder  eine  Gerade  oder  einen  Punkt  invariant,   oder  sie 
^^t   die  dreigliedrige  projective  Gruppe  eines  Kegelschnitts.     Nun  ist 
l^de  dreigliedrige  Gruppe  der  Ebene  sicher  imprimitiv,  ebenso  ist  jede 
Projective  Gruppe,  die  einen  Punkt  invariant  lässt,  imprimitiv,  primitiv 
*^oimen  daher  ausser  der  allgemeinen  projectiven  nur  solche  projective 
(rrnppen  sein,  die  eine  Gerade,  aber  keinen  Punkt  invariant  lassen. 
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Die  beiden  einzigen  Gruppen  von  dieser  Beschaffenheit  sind  [ 
[2]  und  die  sind  nach  Theorem  5,  8.  35  auch  wirklich  primitiv 
Theorem  8.    Ist  eine  Untergruppe  der  allgemeinen  j 
tiven  Gruppe  der  Ebene  primitiv,  so  ist  sie  innerhalb 
Gruppe  entweder  mit  der  allgemeinen  linearen: 

p,  q,  xq,  xp  —  yq,  yp,  xp  +  yq 

oder  mit  der  speciellen  linearen: 

p,  q,  xq,  xp  —  yq,  yp 
gleiehbereehtigt 

Jetzt  müssen  wir  zu  [1]  ...  [4]  die   dualistischen  Gruppi 

stellen,  dabei  brauchen  wir  aber  nur  die  Gruppen  [1]  und  [2] 

rücksichtigen,  denn  [3]  und  [4]  liefern  bei  Ausführung  einer  c 

sehen   Transformation   keine   Repräsentanten    neuer  Typen,    s 

nämlich  beide  mit  sich  selbst  dualistisch;  es  folgt  das  daraui 

diese  beiden  Gruppen  ausser  der  unendlich  fernen  Geraden  auc 

den  im  Endlichen  gelegeneQ  Punkt:  x  =  y  =  0  invariant  lasse 

erkennt  es  aber  auch  sofort  durch  Anwendung  der  dualistischen 

formation  (2),  S.  80.     Die  Gruppen  nun,  die  mit  [1]  und  [2] 

tisch    sind,    lassen  jede  einen  Punkt   invariant.     Wählen  wir 

Varianten  Punkt  den  unendlich  fernen  Punkt  der  y-Axe  und 

sichtigen  wir,   dass  mit  diesem  Punkte   zugleich   die  Geraden 

X  =  const.  invariant   bleibt,    so    erhalten  wir  die   zu  [1]   dual 

Gruppe  in  der  Form: 


[5]  P.  a,  ^q,  (Xip,  yq,  a?p  +  xyq 


die   zu    [2J  dualistische  wird  die  fünfgliedrige  invariante  Unte] 
von  [5],  nämlich: 


[6]  p,  q,  xq,  2xp  +  yq,  x^p  +  xyq 


Damit  sind  alle  projectiven  Gruppen  gefunden,  die  einen 
aber  keine  hindurchgehende  Gerade  invariant  lassen;  jede  solche 
ist  innerhalb  der  allgemeinen  projectiven  Gruppe  mit  einer  dei 
pen:  [5],  [6],  [3],  [4]  gleichberechtigt. 

Nunmehr  sind  blos  noch  die  projectiven  Gruppen  zu  best 
die  ein  Linienelement  invariant  lassen.  Wir  denken  uns  natürl 
Gerade  dieses  Linienelements  ins  Unendliche  und  seinen  Punkt 
unendlich  fernen  Punkt  der  y-Axe  verlegt,  so  dass  unsre  A 
darauf  hinauskommt,  alle  Untergruppen  der  fünfgliedrigen  Gm 


[7]       [  P,  g;  ^(l,  xih  yg 
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aufzusachen.  Diese  Gruppe  iat  angeiiBcheiiilich  mit  sicli  dualistisch, 
denn  sie  ist  ja  die  allgemeiuste  projective  Gruppe ,  die  ein  bestimm- 
tes Linienelement  invariant  lässt.  Wir  wollen  sie  kurz  die  G^  nennen. 
Die  Untergruppen  der  G^  bestimmen  wir  in  der  Weise,  dass  wir 
jede  solche  Untergruppe  durch  eine  geeignete  endliche  Transformation: 

(20)  Xi  =  kx  +  (i,    yi  =  vx  +  iiy  +  Q 

der  (75  auf  eine  einfache  Normalform  bringen  und  dabei  für  alle 
Untergruppen,  die  innerhalb  der  G^  mit  einander  gleichberechtigt  sind, 
stets  nur  eine  Normalform  aufstellen.  Ist  das  geschehen,  so  müssen 
wir  noch  feststellen,  ob  es  unter  den  gefundenen  Gruppen  solche  giebt, 
die,  obwohl  sie  innerhalb  der  G^  nicht  gleichberechtigt  sind,  es  doch 
innerhalb  der  allgemeinen  projectiven  Gruppe  sind.  Von  zwei  oder 
mehreren  innerhalb  der  allgemeinen  projectiven  Gruppe  mit  einander 
gleichberechtigten  Gruppen  ist  natürlich  jedesmal  nur  eine  beizube- 
halten. Haben  wir  so  alle  überflüssigen  Gruppen  beseitigt,  so  sind 
wir  sicher,  für  jeden  Typus  solcher  projectiver  Gruppen,  die  ein  Linien- 
element invariant  lassen,  einen  aber  auch  nur  einen  Repräsentanten 
zu  haben. 

Was  nun  die  Untergruppen  der  G^  anlangt,  so  müssen  wir  drei 
Fälle  unterscheiden;  eine  solche  Untergruppe   kann  nämlich  die  Ge- 
raden: X  =  const.  entweder  nullgliedrig   oder    eingliedrig  oder  zwei- 
gliedrig transformiren.     In  §  25  behandeln  wir  diese  Fälle  der  Reihe 
flach. 

§  25. 

V  Die  Geraden:  a;  =  const.  werden  nullgliedrig  transformirt. 

Die  allgemeinste  Untergruppe  von  dieser  Beschaffenheit  ist  die  in 
^^^    Ge  invariante  G,: 


6    *"»»**"«"»^    ^3 


f8]      ;    q,  xq,  yq 


jed^  andre  hierher  gehörige  Gruppe  ist  in  dieser  G^  enthalten. 

Wenn  eine  zweigliedrige  Untergruppe  der  G^  die  Transformation  q 
^^tiliält,  hat  sie  die  Form: 

q,  {yx  +  dy)q. 

'  ^Tschwindet  hier  d  nicht,  so  führen   wir  yx  +  ^y  als  neues  y  ein; 
^^^  erhalten  somit  die  beiden  Normalformen: 


[9]         q,  xq  I         [10] 


Jede  zweigliedrige  Untergruppe  der  (xg,  in  der  q  nicht  vorkommt, 
^^t  die  Gestalt: 

-^ie,  Theorie  der  Transformationsgmppen.    HL.  7 
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oder  bei  geeigneter  Wahl  von  x  und  y: 

[HJ         xq,  yq    . 

Eine  eingliedrige  Untergruppe:  (y.r  +  ö//  +  ^)q  der  (r,  lässt  sich 
stets  auf  eine  der  drei  Formen: 

[121  q  Xq  yq 

bringen,  wie  wir  schon  auf  S.  81  f.  gesehen  haben. 

II)  Die  Geraden:   x  =»  consi  werden  eingliedrig  transformirt. 

Jede  hierher  gehörige  r-gliedrige  Untergruppe  der  Gr,  enthält, 
wenn  r>  1  ist,  eine  (r —  l)-gliedrige  Untergruppe,  welche  die  Ge- 
raden: X  =  const.  nullgliedrig  transformirt  und  welche  daher  auf  eine 
der  unter  I)  gefundenen  Formen  gebracht  werden  kann.     Wir  haben 

demnach    zu  jeder   von    den    Gruppen    [8] [12]    in   allgemeinster 

Weise  eine  infinitesimale  Transformation: 

{ax  +  /3)  />  +  {^yx  +  öy  +  e)  q 

hinzuzufügen,    in   der   a   und  ß    nidit    beide    verschicindeHf    haben    die 
Constanten  a,  ß^  ;*,  d,  £  in  jedem  einzelnen  Falle  so  zu  bestimmen, 
dass  eine  Gruppe  entsteht  und  sodann  die  gefundenen  Gruppen  durch 
geeignete  Transformationen  (^20)  auf  Normalformen  zu  bringen. 
Wir  tindeu  zunächst  vienjliedrige  Gruppen  Ton  der  Form: 

q,  xq,  yq.  .ax  +  ß\p. 

Ist  hier  a  nicht  gleich  Null,  so  führen  wir  ax  -{-  ß  als  neues  x  ein, 
mithin  ergeben  sich  im  Ganzen  zwei  Grup^^enformen: 


|i:>|  7,  xq.  yq.   p  ;i4i        7.  xq,  yq.  Xf     . 

Jot/t  zu  den  dreigliedrigen  Gruppen: 

q.  xq,    t\x  -r-  if^  p  -r  *^V7- 

Verschwindet    a,    nicht    aber   iV    so  führen   wir   -,    als  neues  x  ein: 

P 

wir  bekommen  daher«  wenn  a  gleich  Null  ist.  die  beiden  Gruppen: 


ITv  •/.    xq,    p  lol  'i.   X7.    i'  +  y/     . 

Ist  daire^ren  r.  =*=  0,  so  können  wir  J  irleich  Null  machen:   das  liefert 
die  Grupj>e: 


4 1 


■f  -i  £.  -J«'  -r  '-'yq 
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Der  darin  Torkommende  willkürliche  Parameter  c  lässt  sich  durch  die 
endlichen  Transformationen  (20)  der  G^  nicht  fortschaffen. 
Bei  den  dreigliedrigen  Gruppen  von  der  Form: 

zeigt  die  Relation: 

{yq,  {ax  -{-  ß)p  +  yxq)  =  —  yxq, 

dass  y   verschwindet^   also   finden    wir   in    der  bekannten  Weise   die 
beiden  Normalformen: 


[18]         q,  yq,  p  [19]     I    q,  yq,  xp      . 

i 

Endlich  kommen  wir  zu  den  Gruppen: 

^?;  y?,  (a^  +  /*)i>  +  «3- 
Bier  ergiebt  sich  aus  den  Relationen: 

{{ax  +  ß)p  +  eq,  yq)  =  eq,  {{ax  +  ß)p  +  eq,  xq)  =  {ax  +  ß)  q, 

dass  B  =  ß  =  0  sein  muss,  es  bleibt  daher  nur  die  Gruppe: 


[20] 


^(h  J/(Z,  ^P 


Wir  wenden  uns  zu  den  zweigliedrigen  Untergruppen  unsrer  G^, 
l>ei  denen  die  Geraden  x  <»  const  eingliedrig  transformirt  werden. 
In  den  Gruppen: 

g,  {ax  +  ß)p  +  {yx  +  8y)q 

^^nxien  wir  ß  stets  gleich  Null  machen  ^  wenn  a  nicht  verschwindet, 
^^^  haben  daher  zwei  Hauptformen  zu  unterscheiden: 

^^^)  (Z,  i>  +  {y^  +  *y)  r,   a,  ^p  +  (y^  +  *j/)  a- 

*^i^d:  Xx  4"  fiy   als  neues  y  eingeführt,   so  erhalten   wir  im   ersten 
^^le: 

a^  p+  {0*y  — -^*)^  +  *y  +  ^}^. 

^^     hier  d  =^  0,  so  machen  wir  fiy  —  Ad  =  0  und  führen  ausserdem 
^^^^  dx  als  neues  x  ein,  das  giebt  die  Gruppe: 

[21]      [_/?.  i)  +  yq 

rsch windet  d,  aber  y  nicht ^  so  machen  wir  iiyt=\'^   es  kommen 
wonach  noch  die  beiden  Gruppen  hinzu: 


1 


[22]         q,  p  +  xq  [23] 


(Z,  P 


zweiten  der  beiden  Fälle  (21)  ergiebt  sich  bei  der  vorhin  äuge- 
bindeten  Variabelnanderung: 

9.7  ^P+  {(/*y  —  >l*^-^)^'  +  *yk• 
7* 
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Hat  daher  d  einen  von  1  yerschiedenen  Werth,  so  machen  wir: 
Ä  s8  —  l-  =  fiy.  Ist  J  ==  1  und  y  4=  0?  ^^  machen  wir  f*y  =  1;  end- 
lich kann  auch  noch  der  Fall:  4=1,  y  =  0  eintreten.  .  Also  bekom- 
men wir  zwei  Gruppenformen: 


r 


[24]         q,  xp  +  cyq  [25]        q,  xp  +  {x+y)q 


wo  nunmehr  der  Parameter  c  auch  den  Werth  1  annehmen  kann. 
Dieser  Parameter  kann  übrigens  durch  Transformationen  von  der  Form 
\20\  nicht  beseitigt  werden. 

Bei  den  zweigliedrigen  Gruppen  von  der  Form: 

erhalten  wir  durch  Combination:  {6  —  €c)xq  —  ßq,  also  verschwindet 
ß  und  a  darf  gleich  1  gesetzt  werden.  Ist  d  =^0,  so  führen  wir 
dy  -{-  €  als  neues  y  ein,  ist  dagegen  6  =  0^  so  machen  wir  £  =  1, 
wenn  es  nicht  verschwindet.  Es  ergeben  sich  also  die  zwei  Gruppen- 
formen : 


12G]        xq,  xp  +  cyq  [27]        xq,  xp  +  q    . 

Endlich  bleiben  noch  die  zweigliedrigen  Gruppen: 

VQy  (ax  +  ß)p  +  (yx  +  £)q 

zu  behandeln.  Durch  Combination  ergiebt  sich  hier:  (yx  -f-  <)  Qf  also 
verschwinden  y  und  s  beide  und  wir  finden  in  bekannter  Weise  die 
Gruppen : 

128]        yq.  p  [2111     i  yq,  xp  •. 


Die  eingliedrigen  Gruppen: 

(ax  +  ß^P  +  »/'-r  +  dy  +  f  »</, 

welche  die  Geraden:  x  =  const.  eingliedrig  transformiren,  können  nach 
&  82  f.  stets  eine  der  sechs  Formen: 


■  :>»] 

J^P  +  7  xp  +  ^J"  +  y^  7  xp  +^cyq^ 

erhalten,  von  deueu  keiue  zwei  innerhalb  der  G^,  'gleichberechtigt  sind. 

lll-    Die  Geraden:   j  =«  const    werden   zweigliedrig 

trausformirt 

Jede  hierher  gehörige  r-glietirige  Untergruppe  g  der  G^  enthalt  zwei 
unabhängige  infinitesimale  Transformationen  von  der  Form: 
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p  +  {yx  +  öy  +  s)q,     xp  +  (yx  +  d'y  +  e)  q. 
Es  liegt  daher  auf  der  Hand,  dass  die  Transformation: 
(22)  ^,^^yx  +  dy-{-B)q 

zusammen  mit  den  in  g  enthaltenen  infinitesimalen  Transformationen 
Yon  der  Form:  {y'x  +  S"y  +  «")(?  ^^^^  (^ —  l)-gliedrige  invariante 
Untergruppe  von  g  erzeugt,  bei  der  x  eingliedrig  transformirt  wird. 
Wir  brauchen  daher  von  den  unter  II)  bestimmten  Gruppen  nur  die 
auszuwählen,  die  eine  Transformation  von  der  Form  (22)  enthalten 
und  müssen  dann  zu  jeder  solchen  Gruppe  in  allgemeinster  Weise  eine 
Transformation: 

^i^  +  (/^  +  *'y  +  0<z 

so  hinzuzufügen^  dass  wieder  eine  Gruppe  entsteht. 

Ausser  der  G^^  selbst  erhalten  wir  so  zunächst  aus  der  Gruppe 
[15]  die  viergliedrige: 


[31]      ;   q,  xq,  1),  xp  +  cyq 

AUij  der  der  Parameter  c  nicht  fortgeschafft  werden  kann. 
£ine  viergliedrige  Gruppe  von  der  Form: 

Q,  ^2,  P  +  Vi,  ^P  +  *y2 
Siebt  es  nicht,   denn  die  müsste  auch  noch  die  infinitesimale  Trans- 
formation: 

{P  +  VQy  ^JP  +  *y2)— i^ 
enthalten,  was  nicht  angeht  Auf  diesen  Widerspruch  würden  wir  im 
Folgenden  überall  stossen,  wenn  die  Transformation:  jp  +  yg  auftritt, 
ohne  dass  p  und  yq  einzeln  vorhanden  sind.  Demnach  brauchen  wir 
die  Gruppe  [21]  und  die  zweite  der  Gruppen  [30]  gar  nicht  zu  be- 
rücksichtigen. 

Die  Gruppe  [18]  liefert  uns  viergliedrige  Gruppen  von  der  Form: 

2,  yüj  Py  ^P  +  y'^(h 
^eil  sich  aber  durch  Combination  ergiebt: 

(t/f?,  xp  +  yxq)  =  —  yxq, 

8^  ^ejrschwindet  y  und  es  bleibt  nur  die  Gruppe: 


[32] 


Qy  yU^   Py  ^P 


2u  dreigliedrigen  Gruppen  führen  die  Gruppen  [22],  [23]  und  [28]. 
^   Ersten  Falle  erhalten  wir  Gruppen  von  der  Form: 

2,  1>  +  ^^;  ^P  +  (y^  +  ^y)if 
^^^t  Combination  der  beiden  letzten  Transformationen  ergiebt  sich 
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i>  +  y2  +  (*  — l)^3i 

also  muss  d  den  Werth  2  haben.    Ffihren  wir  noch  y  +  yx  als  neaei 
y  ein,  so  bekommen  wir: 

[33]      !    q,   P  +  xq,   xp+2yq     . 

Im  zweiten  Falle  haben  wir  es  mit  Gmppen  zu  thon  von  der  Form 

9,  Pf  ^P  +  (Y^  +  Sy)ii 
indem  wir  hier  ilx  -f-  fAy  als  neues  y  einf&hren,  erkennen  wir  wie  au 
S.  99  f.,  dass  sich  diese  Gruppen  auf  die  beiden  Formen: 


[34J     '   q,  p,  Jrp  +  cyq  [35]        q,  ;>,  xp+{x  +  y)q   | 

zurückfahren  lassen.    Im  dritten  Falle,  bei  den  Gruppen  Yon  der  Form 

Vif  Pf  3cp  +  {yx  +  €)q 

ergiebt  sich  durch  Combination  der  ersten  Transformation  mit  dei 
letzten:  (yx  -f-  f)^»  ^^^^  müssen  y  und  c  beide  yerschwinden  und  et 
bleibt  nur  die  Gruppe: 

[36]        y<i,  Py  xp    . 


Noch  sind  alle  mcfigUedrigen  Untei^pruppen  der  G^  zu  bestimmen 
die  X  zweigliedrig  transformiren. 

Hier  kommen  nur  die  beiden  Möglichkeiten: 

Py  ^p  +  Ky^  +  *y  +  Os;  p  +  ^q?.  ^p  +  ir^  +  *y  +  O2 

in  Betracht  Im  ersten  Falle  ergiebt  sich  durch  Combination,  dasi 
}'  yerschwinden  muss;  ist  d  yon  Null  yerschieden,  so  kann  €  gleid 
Null  gemacht  werden;  ist  endlich  d  i«  0,  aber  ^  ^  0,  so  kann  , 
gleich  1  gemacht  werden.  Im  zweiten  Falle  ergiebt  sich  durch  Com 
bination: 

P+  ((.«-  l^*  +  y)9, 

also  muss  d  «=  2  sein  und  y  yerschwinden;  €  wird  gleich  Null,  wem 
^''^'^  j^  H"  i^  <^8  neues  y  einführt  Wir  erhalten  demnach  nur  dre 
zweigliedrige  Gruppen: 

[37]        iK  ^p  +  cyq  [38]       p,  xp  +  q 


[39]        p  +  xq.  xp  +  2yq     . 

Hiermit  sind  alle  Untergruppen  der  G^  gefunden,  das  heiast  jed« 
Untergruppe  der  G^  ist  innerhalb  der  G^  mit  einer  der  Gruppei 
[S]  . . .  [39]  gleichberechtigt  Dagegen  giebt  es  unter  diesen  Gruppet 
keine   solchen,   die   mit   einander^  innerhalb    der   G^  gleichbereehtigl 
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wären.  Denn  dass  von  den  Gruppen  unter  I)  keine  mit  einer  der 
Gruppen  unter  II)  oder  III)  gleichberechtigt  sein  kann,  ist  an  und  für 
sich  klar,  dass  andrerseits  in  keiner  der  Abtheilungen  I),  II),  III) 
zwei  mit  einander  innerhalb  der  G^  gleichberechtigte  vorhanden  sind, 
sieht  man  in  jedem  einzelnen  Falle  sehr  leicht  ein. 

Es  bleibt  uns  jetzt  noch  zweierlei  zu  thun.  Erstens  müssen  wir 
untersuchen,  welche  von  den  Gruppen  [8]  .  .  .  [39]  innerhalb  der  all- 
gemeinen projectiven  Gruppe  gleichberechtigt  sind  und  zweitens  müssen 
wir  feststellen,  welche  unter  diesen  Gruppen  mit  einander  dualistisch 
sind.  Der  Erledigung  dieser  beiden  Aufgaben  ist  der  nächst-e  Para- 
graph gewidmet  Dabei  brauchen  wir  natürlich  die  eingliedrigen  Grup- 
pen nicht  noch  einmal  zu  behandeln. 


Die  G^: 


§  26. 


1>,  q,  xq,  xp,  yq 

ist  die  grösst«  projective  Gruppe,  bei  der  ein  gewisses  LinieneLement 

uivariant  bleibt,  nämlich  das  Linienelement  X,  das  aus  der  unendlich 

^^tma.  Geraden  und  dem  unendlich  fernen  Punkte  der  y-kxe  besteht. 

Sollen  daher  zwei  Untergruppen  g^  und  y^  der  (tj,  die  innerhalb- der 

^5  nicht  gleichberechtigt  sind,  es  doch  innerhalb  der  allgemeinen  pro- 

j^ctiyen  Gruppe  sein,   so   müssen  sie  durch  eine  projective  Transfor- 

-Ration  mit  einander  ähnlich  sein,  bei  der  das  Linienelement  L  nicht 

^^yariant  bleibt;  dieser  Fall  kann  aber  nur  dann  eintreten,  wenn  jede 

^er  beiden  Gruppen  g^  und  g^  ausser  dem  Linienelemente  L  mindestens 

^och  ein  andres  Linienelement  invariant  lässt.     Hieraus  ergiebt  sich, 

"wie  man  zu  verfahren  hat,  um  festzustellen,  welche  unter  den  Gruppen 

[8]  . . .  [39]  innerhalb  der  allgemeinen  projectiven  Gruppe  mit  einander 

gleichberechtigt  sind. 

Ist  g  irgend  eine  der  Gruppen  [8]  . . .  [39],  so  bestimme  man  alle 
Punkte  und  alle  Geraden,  die  bei  g  invariant  bleiben,  dann  kann  mau 
sofort  auch  alle  bei  g  invarianten  Linienelemente:  Z^,  L^ » . .  angeben. 
Man  bestimme  ferner  für  jedes  dieser  Linienelemente  eine  solche  pro- 
jective  Transformation,  bei  der  es  in  das  oben  besprochene  Linien- 
element L  übergeht,  und  führe  die  erhaltenen  projectiven  Transfor- 
mationen auf  die  Gruppe  g  aus.  Auf  diese  Weise  erhält  man  eine 
Anzahl  Untergruppen:  g^^  g^y-  der  Gg,  die  alle  innerhalb  der  all- 
gemeinen projectiven  Gruppe  mit  g  gleichberechtigt  sind.  Sucht  man 
nun  endlich  diejenigen  unter  den  Gruppen  [8]  ...  [39]  auf,  die  inner- 
halb der  G^  mit  einer  der  Gruppen  g^  g^  -  --  gleichberechtigt  sind, 
so  erhält   man   zugleich   alle   in   der   Reihe   [8]  ...  [39]    enthaltenen 
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Gruppen  y  die  innerhalb  der  allgemeinen  projectiven  Gruppe  mit  g 
gleichberechtigt  sind. 

Unter  den  Gruppen  [8]  ...  [39]  giebt  es  eine  Anzahl,  die  kein 
andres  Linienelement  als  das  oben  besprochene  L  invariant  lassen. 
Es  sind  das  von  einer  eingliedrigen  abgesehen  die  folgenden: 

[13],  [15],  [16],  [22],  [31],  [33],  [35],  [39]. 

Von  diesen  Gruppen  ist  augenscheinlich  keine  innerhalb  der  allgemei- 
nen projectiven  Gruppe  mit  einer  der  übrigen  Gruppen  [8]  . . .  [39] 
gleichberechtigt. 

Nunmehr  müssten  wir  eigentlich  die  andern  Gruppen  alle  der 
Reihe  nach  durchgehen  und  für  jede  einzelne  die  oben  angedeutete 
Untersuchung  ausführen-,  da  aber  das  zu  viel  Raum  beanspruchen 
würde,  wollen  wir  für  die  noch  übrigen  Gruppen  nur  die  Ergebnisse 
der  betreffenden  Untersuchungen  zusammenstellen. 

Von  den  Gruppen:  [8],  [9],  [14],  [23],  [29],  [32]  ist  keine  inner- 
halb der  allgenüeinen  projectiven  Gruppe  mit  einer  andern  der  Gruppen: 
[8]  . . .  [39]  gleichberechtigt. 

Jede  der  Gruppen:  [10],  [11],  [24],  [26],  [28],  [37]  ist  mit  einer 
voh.  den  od^  Gruppen: 

[40]        q,  axp  +  cyq 

gleichberechtigt,  dagegen  giebt  es  unter  den  Gruppen  [40]  keine  zwei, 
die  innerhalb  der  allgemeinen  projectiven  Gruppe  mit  einander  gleich- 
berechtigt sind. 

Nimmt  man  zu  den  Gruppen  [17]  noch  die  Gruppe  [8]  hinzu,  so 
erhält  man  die  folgende  Schaar  von  oo^  Gruppen: 


[41]         q,  xq,  axp  +  cyq 


Diese  Gruppen  sind  aber  paarweise  mit  einander  gleichberechtigt,  denn 
durch  Ausführung  der  projectiven  Transformation: 

erhält  man  aus  (41)  die  Gruppe: 

9i7  ^iQu  a^Pi  +  («  —  c)yi2i. 
Aehnliches  gilt  von  der  Schaar  der  cx)^  Gruppen: 

[42]        q,  p,  axp  +  cyg    , 

die   man   durch  Hinzunahme   der  Gruppe  [18]   zu   den  Gruppen  [34] 
erhält:  auch  die  Gruppen  [42]   ordnen  sich  in  oo^  Paare  von  gleich- 
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berechtigten  Gruppen;   man   sieht  das^   wenn   man    in  [42]  die  Ver- 
änderlichen X  und  y  mit  einander  vertauscht 

Die  Gruppe  [19]  ist  innerhalb  der  allgemeinen  projectiven  Gruppe 
mit  den  beiden  Gruppen  [20|  und  [36]  gleichberechtigt,  ebenso  die 
Gruppe  [21]  mit  [38],  und  [25]  mit  [27]. 

Jetzt  wissen  wir  ganz  genau,  welche  unter  den  Gruppen  [8]  .  . .  [39j 
dieselben  Typen  von  projectiven  Gruppen  repräsentiren,  wir  sind  daher 
im  Stande,  für  jeden  Typus  von  solchen  projectiven  Gruppen,  die  ein 
Linienelement  invariant  lassen,  einen  aber  auch  nur  einen  Repräsen- 
tanten anzugeben,  üebrig  bleibt  nur  noch  eins:  wir  müssen  noch 
feststellen,  welche  unter  den  gefundenen  Gruppen  durch  dualistische 
Transformation  in  einander  übergeführt  werden  können. 

Zu  diesem  Zwecke  ist  es  wünschenswerth  eine  dualistische  Trans- 
formation zu  besitzen,  bei  der  die  Gruppe  [7]  in  sich  übergeht  oder, 
^As  auf  dasselbe  hinauskommt,  eine  dualistische  Transformation,  bei 
der  das  auf  S.  103  definirte  Linienelement  L  invariant  bleibt  Eine 
solelie  dualistische  Transformation  ist  aber  durch  die  Gleichung: 

definirt,  denn  bei  dieser  Transformation  geht  jeder  Punkt  in  seine 
f^olare  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt:  y  —  ^x^  =  0  über  und  jede 
G"erade  in  ihren  Pol  in  Bezug  auf  diesen  Kegelschnitt;  das  Linien- 
element  L  bleibt  daher  wirklich  invariant.  Die  Gleichungen  der  be- 
*^r«ff enden  Transformation  lauten  (vgl.  S.  .79): 

C23)         x^^  —  E.^    y^=_^-_y^    Pi  =  xq,    qi=  —  q^ 

Bei  der  dualistischen  Transformation  (23)  gehen  nun  die  infini- 
treaimalen  Transformationen  q,  p,  xq,  xp,  yq  über  in: 

^  ^  —  ^1,  p  =  x^q^y  xq^p,,  xp  =  —  x,|)i,  yq  =  ^iiPi^  yAx> 

Daan  l^ann  demnach  sofort  jede  der  gefundenen  Gruppen  in  eine  mit 
5  ^dualistische' überfähren  und  insbesondere  feststellen,  ob  die  Gruppe 
^^    Bich  selbst  dualistisch  ist. 

iMe  Ausfbhrung  dieser  Betrachtungen  im  Einzelnen  unterdrücken  wir. 

§  27. 

Endlich  sind  wir  soweit,  dass  wir  eine  Tabelle  aufstellen  können, 

P      ^er  für  jeden  Typus   von   projectiven   Gruppen   ein   und   nur   ein 

P^iLsentant  enthalten  ist.     Wir  schliessen  in  dieser  Tabelle  jede  pro- 

^^ive  Gruppe,  die  mit  sich  dualistisch  ist,  in  einen  starken  Rahmen 
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ein;  zwei  Gruppen^  die  mit  einander  dualistisch  sind^  stellen  wir  neben 
einander,  indem  wir  sie  durch  das  Zeichen  '^  verbinden. 
Die  Tabelle  lautet  folgendermassen: 


Tabelle  aller  projeetiven  Gruppen  der  Ebene. 
I)    Achtgliedrige  Gruppen. 


p^  7,  ^Py  yp,  -^7»  y(i,  ^^p  +  ^vü,  ^yp  +  y(/ 


Py  a,  xp,  ypy  ^Qy  yu 


II)   Sechsgliedrige  Gruppen. 

j),  (/,  xq,  xp,  yq,  x^p  +  xyq 


rxj 


III)   Pünfgliedrige  Gruppen. 


p,   q,  xq,  xp  —  yq,  yp 


rs^ 


p,  q,  xq,  2xp'i'yq,  x^p  +  xyq 


p,  (/,   xq,   xp,   yq 


IV)    Viergliedrige  Gruppen. 


7,    V<h    Py    ^i>' 


«-SJ 


q,  xq,  xp,  yq 


7,  p,  xq,  axp  +  cyq 


r>j 


7,  xq,  p,  {c  —  a)xp  +  cyq 


^Py  yp,  ^Qy  y<i 


V)   Dreigliedrige  Gruppen. 


p  +  ^'7,  ^p  +  2//7,  {^^  —  v)v  +  ^ya 


xq,  xp  —  yq,  yp 


q,  p,  axp  +  cyq 


rs^ 


q,  xq,  (c  —  a)xp  +  cyq 


i-_ 


7,  yq,  xp 


7,  xq,  p 


(h  P  +  ^7>  "^P  +  2yg 


7»  ^'7?  P  +  2/7 


''NJ 


'!>  p,  *i'  +  (a;  +  y)8  ,. 
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VI)   Zweigliedrige  GruppeD. 

A)   Mit  nicht  vertauscbbareD  infinitesimalen 

Transformationen. 


g,  axp  +  cyq 

(c  +  O) 


f^tj 


q,   (c  —  a)xj)  +  cyq 


(/;  p  +  yü     ~     U7  xp  +  {x  +  y)(j 


p  +  xq,  xp+  2yq 


B)  Mit   yertauschbaren  infinitesimalen  Transformationen. 


(?,  P 


ro 


q,  xq 


q,  p  +  xq 


xp,  yq 


VII)   Eingliedrige  Gruppen. 

j      xp -{- cyq      (c+0,1) 


0. 


In  dieser  Tabelle  sind  die  Gruppen  von  der  Form: 

q,  p,  xq,  axp  +  cyq 

und  die  von  der  Form: 

2,  axp  +  cyq 

z^reimal  aufgefdhrt,  weil  die  Gruppen  dieser  beiden  Schaaren  sich 
Paarweise  als  dualistisch  zusammenordnen.  Femer  ist  zu  bemerken^ 
^*S8  in  den  Fällen,  wo  ein  willkürlicher  Parameter:  a:c  auftritt,  zwei 
Jerschiedenen  Werthen  dieses  Parameters  doch  zwei  mit  einander  gleich- 
^^'echtigte  Gruppen    entsprechen   können.     Wann  dies  der  Fall  ist, 


fcan 


XI  aus  der  nachstehenden  Ergänzungstabelle  entnommen  werden: 


q,  p,  axp  +  cyq    I  =      p,  q,  cxp  +  ayq 


q,  xq,  (c  —  a)xp  +  cyq      ^,  \  q,  xq,  {a  —  c)xp  +  ayq 


xp  +  cyq 


cxp  +  yq 


^P  +  {^  —o)yq 


(l  —  c)xp  +  yq 


cxp  +  (C'-l)yq    ^    (c  —  l)xp  +  cyq 


Sier  bedeutet  das  Zeichen  ^,  dass  die  beiden  Gruppen,  zwischen  denen 
es  steht,  innerhalb  der  allgemeinen  projectiyen  Gruppe  mit  einander 
gleichberechtigt  sind. 
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§  28. 

Nicht  selten  kommt  man  in  die  Lage,  dass  eine  projective  Grupp« 
g  der  Ebene  vorgelegt  ist  und  dass  man  die  grösste  projective  Grupp 
braucht,  in  der  g  als  invariante  Untergruppe  enthalten  ist.  Handel 
es  sich  dabei  blos  um  die  grosste  continuirlicfui  projective  Gruppe,  i 
der  g  invariant  ist,  so  gelangt  man  mit  Hülfe  des  folgenden  Satze 
leicht  zum  Ziel: 

Satz  4.  Lässt  eine  endliche  contimiirliche  Gruppe  eine  isolirte  Punk 
fgur  invariant,  so  behält  diese  Figur  ihre  Lage  überhaupt  bei  jeder  eui 
lidien  continuirlichen  Gruppe,  in  der  die  betreffende  Gruppe  als  invarian 
Untergruppe  enthalten  ist. 

Der  Beweis  dieses  Satzes  folgt  unmittelbar  aus  dem  Satze  3  a 
S.  586  von  Abschn.  I;  wenn  nämlich  die  dort  betrachtete,  bei  d 
Gruppe  Gr—m  invariante  Punktfigur  M  isolirt  ist,  wenn  sie  also  kein 
continuirlichen  Schaar  von  solchen  Punktfiguren  angehört,  die  sämn 
lieh  bei  der  Gr—m  invariant  bleiben,  so  kann  sie  bei  den  Transfc 
mationen  der  Gr  keine  neuen  Lagen  annehmen,  sondern  sie  muss  au« 
bei  der  Gr  invariant  bleiben. 

Um  unsem  Satz  auf  den  vorliegenden  Fall  anzuwenden,  denk< 
wir  uns  alle  bei  der  Gruppe  g  invarianten  Punkte  und  Geraden  bestimn 
die  isolirt  liegen.  Diese  Punkte  und  Geraden  bilden  eine  bei  g  i 
Variante  isolirte  Punktfigur  F.  Wir  haben  also  nur  noch  die  gross 
continuirliche  projective  Gruppe  G  aufzusuchen,  bei  der  F  seine  La| 
behält,  und  dann  die  grösste  continuirliche  Untergruppe  @  von  G  \ 
bestimmen,  in  der  g  als  invariante  Untergruppe  enthalten  ist  &  i 
dann  die  grösste  continuirliche  projective  Gruppe,  in  der  g  invariant  if 

Ein  Beispiel  wird  die  Brauchbarkeit  dieser  Methode  darthun. 

Bei  der  eingliedrigen  Gruppe:  ^)  +  ^d  bleibt  nur  eine  Gera 
und  nur  ein  Punkt  invariant,  nämlich  die  unendlich  ferne  Gerade  ui 
der  unendlich  ferne  Punkt  der  y-Axe.  Das  auf  S.  103  beschriebe 
Linienelement  L  ist  demnach  die  einzige  bei  der  Gruppe:  i^-jr^i  ^ 
Variante  Punktfigur,  die  aus  isolirten  Punkten  und  Geraden  beste' 
Die  grösste  continuirliche  projective  Gruppe,  bei  der  L  invariant  blei 
ist  die  bekannte  G^i 

Ih  (1j  ^a,  ^P7  VQ, 
wir  haben  daher  noch  die  grösste  Untergruppe  der  G^  aufzusuch 
in  der   p  -}-  xq   als  invariante  Untergruppe  enthalten  ist. 

Zu  diesem  Zwecke  suchen  wir  die  allgemeinste  infinitesim 
Transformation: 
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die  80  beschaffen  ist^  dass  der  Ausdruck: 

(p  +  xq,  Xf)  =  (<?3  —  ß,)7  +  ^aP  +  fe  —  €^)^a 
die  Form:  il  (i>  +  ocq)  erhalt.    Wir  finden,  dass  c.^  =  e^  und  e^  =  Cr,  —  c^ 
sein  musSy  demnach  ist: 

j)  +  ^«;  <1j  xp  +  ^ya 

die  grosste  continuirliche  projective  Gruppe,  in  der  p  +  xq  als  in- 
variante Untergruppe  enthalten  ist,  es  ist  das  die  Gruppe,  die  uuter 
V  an  siebenter  Stelle  steht. 

Tn  dieser  Weise  kaun  man  leicht  für  jede  der  im  vorigen  Para- 
graphen aufgezählten  Gruppen  die  grösste  continuirliche  projective 
Gruppe  aufstellen,  in  der  sie  invariant  ist.  Beispielsweise  ergiebt  sich, 
dass  die  nachstehenden  Gruppen: 

1,1;  11,1  und  11,2;  111,3;  IV,  1,2,5;  V,  1,5,  7;  VI,A5  und  B5 

die    einzigen  sind,   die  nicht  in  grosseren   continuirlichen   projectiven 
Gruppen  als  invariante  Untergruppen  enthalten  sind. 

Hat  man  einmal  die  grösste  continuirliche  projective  Gruppe  G, 
in  der  eine  vorgelegte  projective  Gruppe  g  als  invariante  Untergruppe 
enthalten  ist,  so  kann  man  ohne  Schwierigkeit  auch  die  grösste  nicht- 
continuirliche  projective  Gruppe  angeben,  in  der  g  invariant  ist  — 
wenn  es  überhaupt  eine  nicht-continuirliche  Gruppe  von  dieser  Be- 
schaffenheit giebt.  Wir  wollen  jedoch  auf  die  hierzu  nöthigen  Ueber- 
'egungen  nicht  eingehen. 


Kapitel  6. 

Bestmunnng  aller  linearen  homogenen  Grupi)en  in  drei 

Verönderliohen« 

Die  allgemeine  lineare  homogene  Gruppe  in  den  drei  Veränder- 
^^^■fcen  X,  y,  z  ist  neungliedrig  und  soll  deshalb  im  Folgenden  kurz 
"^^  ^  Gg*'  genannt  werden.    Sie  hat  die  Form: 

1  ^'=«31^  +  «32!/  +  «88« 

^^^d  ist  von  den  neun  unabhängigen  infinitesimalen  Transformationen: 
^^1  a;jp,  ypy  ep,  xq,  yq,  eq,  xr,  yr,  er 

^ugt,   wo,   unsrer  sonstigen  Schreibweise   entsprechend,   r  ^    ~ 

c  z 

^schrieben  isi 

Wir   wollen   alle  Untergruppen   der  6?^   bestimmen.     Zu    diesem 
wecke  theilen  wir,  wie  gewöhnlich,  die  Untergruppen  der  G^  in  Typen 
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ein,  indem  wir  zwei  Untergruppen  stets  dann  aber  anch  nur  dann  zi 
demselben  Typus  rechnen,  wenn  sie  innerhalb  der  G^  gleichberechtigl 
sind.  Dann  kommt  unsre  Aufgabe  darauf  hinaus,  dass  fiELr  jeden  Typui 
Ton  Untergruppen  der  G^  eine  einzige  ihm  angehorige  Gruppe,  alsc 
ein  Repräsentant  aufgestellt  werden  soll. 

Die  Erledigung  dieser  Aufgabe  ist  nach  Abschn.  I,  Kap.  28  yoi 
grosser  Wichtigkeit  für  die  Elassification  und  die  Bestimmung  allei 
Gruppen  von  Punkttransfomiationen  des  dreifach  ausgedehnten  Raumes 

§  29. 

Unsre  G^  enthält  nach  Abschn.  I,  Theor.  98,  S.  561  blos  zwei 
invariante  Untergruppen,  nämlich  erstens  die  achtgliedrige  speciellc 
lineare  homogene: 

(3)  ep,  zq,  xq,  xp  —  yq^  yp,  xp  —  zr,  xr,  zr 

und  zweitens  eine  eingliedrige,  die  von  der  ausgezeichneten  infinitesi- 
malen Transformation: 

J^P  +  y9,  +  ^r=  ^ 
der  G^  erzeugt  ist. 

Die  erste  dieser  beiden  inyarianten  Untergruppen  ist  mit  der 
allgemeinen  projectiyen  Gruppe  der  Ebene  holoedrisch  isomorph  (a.  & 
0.  S.  558,  Theor.  96),  ja  sie  ist  geradezu  die  allgemeine  projective 
Gruppe  der  Ebene,  nur  geschrieben  in  drei  homogenen  Veianderlichen 
jr,  y,  j?.  Deutet  man  nämlich  x,  y,  z  als  rechtwinklige  Coordinaten 
im  dreifach  ausgedehnten  Räume,  so  kann  man  sie  zugleich  als  homo- 
gene Coordinaten  der  ocr  Geraden  durch  den  Punkt:  x  =  ys=sjer  =  0 
auffassen;  diese  oo*  Geraden  werden  offenbar  von  der  Gruppe  (3J 
unter  einander  vertauscht  und  zwar  durch  die  allgemeine  projective 
Gruppe  der  zweifach  ausgedehnten  Mannigfaltigkeit.  Will  man  den 
Zusammenhang  zwischen  der  Gruppe  (3)  und  der  allgemeinen  projec- 
tiven  Gruppe  der  Ebene  genauer  verfolgen,  so  braucht  man  nur: 

zu  setzen  und  zu  berechnen,  wie  £  und  Q  bei  den  infinitesimaler 
Transformationen  ^3)  transformirt  werden,  man  erhält  auf  diese  Weist 
va.  a,  0.  S.  579)  die  folgende  Tabelle: 


(.-*) 


zp  =  p,  zq  -:.  q,  xq  ■■==  fq,  yp  =  Qp 

xp  —  yq^  EP  — 9q*  J^i>  —  -"'•    "  -EP  +  PQ..  y^  —  xrr  =  jp  +  2^ 
3xp  —  [xp  +  yq  +  zn  =  3 jp,  ^yq  —  (xp  +  yq  +  er)  =  3^  c 

xr  :_  -  U*-P  +  E«i1>«  y»        -  VEPP  +  9'q), 
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ndt  Hülfe  deren  man  jede  •infinitesimale  projectdve  Transformation 
der  Sbene,  die  in  den  nicht  homogenen  Veränderlichen  £,  \)  vorliegt, 
sofort  in  den  homogenen  Veränderlichen  x,  y,  z  schreiben  kann  und 
umgekehrt. 

"Wie  die  .Gruppe  (3)  mit  der  allgemeinen  projectiven  Gruppe: 

(5)  p7  q,  SP,  9P,  Eq,  9q;  fp  +  s^q,  i^P  +  9'q 

der  Sbene  gleichzusammengesetzt  ist,  so  ist  die  G^  augenscheinlich 
niit  der  neungliedrigen  Gruppe: 

(ö)  py  q,  iP,  9P,  Eq,  ^q,  fp  +  E^q,  t^P  +  9'q,  t 

in  den  drei  Veränderlichen  £;  ^^  }  gleichzusammengesetzt.    Wir  können 

daher  zunächst  alle  Untergruppen  der  Gruppe  (6)  bestimmen,  was  gar 

teine  Schwierigkeiten  hat,  da  wir  im  vorigen  Kapitel  alle  Untergruppen 

^^i-   Gruppe  (5)  gefunden  haben.     Kennen  wir   aber   erst  alle  Unter- 

ff'^^ppen  von  (6),  so  kennen  wir  zugleich  auch  alle  Untergruppen  der 

^ö  5   um  sie  zu  erhalten  brauchen  wir  ja  nur  in  den  Untergruppen  von 

(6^    mit  Hülfe  der  Tabelle  (4)  jede  infinitesimale  Transformation    in 

^>    ^    durch  die  entsprechende  in  Xy  y,  0  zu  ersetzen  und   ausserdem 

*^^olx   fOr  t  zu  schreiben:  xp  -{-  yq  -}-  zr. 

Die   Untergruppen   der  Gruppe   (6)   zerfallen   in   zwei    getrennte 
j^^-'tegorien,   nämlich   in  solche   Untergruppen,   die   die   infinitesimale 
^"^^üsformation  r  enthalten  und  in  solche,  die  r  nicht  enthalten.    Jede 
^^^    ersten  Kategorie  angehörige  Untergruppe  hat  die  Form: 


der  zweiten  angehörige  hat  die  Form: 

leide  Male:  X, /"...Xm/  eine  w-gliedrige  Untergruppe  der  Gruppe 

ist,  während  a^  . . .  ar  Constanten  bezeichnen. 

Nun   enthält   die   Gruppe   (6)   eine   ausgezeichnete   infinitesimale 

^Xisformation,  nämlich  r,  ihre  adjungirte  Gruppe  ist  daher  blos  acht- 

und   fällt   mit   der   adjungirten   Gruppe   von   (5)   zusammen. 

US  folgt,  dass  zwei  Untergruppen  gi  und  g^  ^^^  (^)  ^^^^^  ^^^^ 

auch  nur  dann  innerhalb  dieser  Gruppe  gleichberechtigt  sind,  wenn 

eine  durch  eine  Transformation  der  Gruppe  (5)  in  die  andre  über- 

en  kann-,  zugleich  ergiebt  sich,  dass  ^^  und  g^  jedenfalls  nur  dann 

^^erhalb    der   Gruppe   (6)    gleichberechtigt    sein    können,    wenn   sie 

^^Btens  entweder  beide  die  Form  (7)  oder  beide  die  Form  (8)  besitzen 

^'^d  wenn  zweitens  die  zu  g^  gehörige  Gruppe:  ü^f , . ,  dlmf  mit  der  zu 

9i    gehörigen  Gruppe:   ü^f . . .  1li„J  innerhalb  der  Gruppe  (5)   gleich- 

^rechtigt  ist. 
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Dnrch  dieseu  Umstand  wird  die  Bestimmung  aller  Untergruppen 
von  (6)  ganz  wesentlich  erleichtert  Wir  können  nämlich  in  (7)  und 
(S)  die  Gruppe:  X^f . . .  ?i„,f  Ton  vornherein  durch  eine  Transformation 
der  Gruppe  (5)  auf  eine  der  in  §  27  angegebenen  Formen  bringen. 
Sind  nun  g^  und  g^  ^^^^  verschiedene  unter  den  Gruppen  des  §  27 
und  wählen  wir  als  Gruppe:  X^f . . .  X,„f  einmal  Q^^  das  andere  Mal 
9j,  so  erhalten  wir  zwei  Gruppen  von  der  Form  (7j,  die  sicher  inner- 
halb (6^  nicht  gleichberechtigt  sind  und  ebenso  zwei  nicht  mit  ein- 
ander gleichberechtigte  Gruppen  von  der  Form  (8\  Um  alle  Unter- 
gruppen von  (6)  zu  finden^  haben  wir  demnach  folgendermassen  zu 
verfahren. 

Wir  setzen  in  (7)  und  (8)  för:  X^f...Xmf  der  Reihe  nach  die 
Gruppen  des  §  27  ein.     Die  Gruppen  von  der  Form: 

»7)  x^f  .  .  ,  Im/,  r 

sind  dann  sicher  keiner  Vereinfachung  mehr  fähig.  Dagegen  müssen 
wir  bei  jeder  Gruppe  von  der  Form: 

(S)  3:i/'+  «1^»  •  •  •  >  Xn,f+  a,«r 

noch  besonders  untersuchen,  welche  Werthe  die  Parameter  a,  . . .  a«, 
haben  können  und  ob  es  nicht  möglich  ist,  die  willkürlich  bleibenden 
unter  diesen  Parametern  fortzuschaffen;  dabei  brauchen  zur  Fortschaf- 
fimg  dieser  Parameter  nur  solche  Transformationen  benutzt  zu  werden, 
die  der  Grupi>e  (5)  angehören  und  ausserdem  die  Gruppe:  X^f , .  .X^f 
invariant  lassen. 

Es  sei  also:  Xj\,.  X^f  eine  der  Gruppen  des  §27.  Dann  be- 
stehen Relationen  von  der  Form: 


m 


^i\iV  =^  ^:  CikuXuf     (i.*  =  i. ..-.). 


Andrerseits  ergiebt  sich: 

demnach  werden  die  infinitesimalen  Transformationen  (8)  stets  dann 
aber  auch  nur  dann  ebenfalls  eine  m-gliedrige  Gruppe  erzeugen,  wenn 
tti  . . .  «n  den  Bedingungen: 


genügen.  Ist  daher  /  die  Zahl  der  von  einander  unabhängigen  unter 
den  Gleichungen  ^0^ .  so  bleiben  m  —  /  von  den  a  vollkommen  will- 
kürlich, wahrend  die  übrigen  /  sich  als  lineare  homogene  Functionen 
dieser  m  —  l  darstellen  lassen. 


ßeBÜmmimg  aller  linearen  homogenen  Gruppen  in  drei  Veränderlichen.     113 

Man  kann  es  insbesondere  stets  so  einrichten  ^  dass  l  von  den  cc 
gleich  Null  werden,  während  die  übrigen  m  —  l  willkürlich  bleiben. 
Unter  den  gemachten  Voraussetzungen  ist  nämlich  l  auch  die  Anzahl 
der  Yon  einander 'unabhängigen  unter  den  infinitesimalen  Transforma- 
tionen: (X/X*).  Es  lassen  sich  daher  diif . . .  dCmf  so  wählen,  dass 
alle  (l'.Xi)  schon  aus:  Sj/*. ..  X//"  linear  abgeleitet  werden  können: 

i 

(10)  (ßiilk)  '^  ^  Cik^dc^J      (.-,*  =  1 .. . »0 , 


dass  aber  dabei  nicht  alle  2- reihigen  Determinanten  der  Matrix: 

Ciki  .  .  •  Ciki 
(i,  k  =  1  .  .  .  m) 

identisch  verschwinden«  Thut  man  das,  so  ergiebt  sich  aus  den  Glei- 
ciiungen  (9),  dass  Ui  . . .  ai  sämmtlich  gleich  Null  sein  müssen,  wäh- 
rend ai^i  .  . .  a„j  willkürlich  bleiben. 

Bei  den  in  §  27  aufgezählten  Gruppen  sind  die  infinitesimalen 
^nsformationen  stets  schon  in  der  eben  beschriebeneu  Weise  ge- 
wählt 

Wir  haben  nunmehr  eine  Gruppe  von  der  Form:' 

(ö)  ^if  •  •  •  X//,  X^4.l/'-|-  a^.ir,  .  .  .,  Xm/'+  cCmXf 

m 

WO  Ji^f . , .  dlmf  in  den  Beziehungen  (10)  stehen,  und  wir  müssen  jetzt 
noch  untersuchen,  wie  sich  die  willkürlichen  Parameter  a/_|_i ...«,« 
ändern,  wenn  man  auf  die  Gruppe  (8')  die  allgemeinste  in  (5)  enthal- 
tene Transformation  ausführt,  bei  der  die  Gruppe :  3k\/* . . .  X„^f  invariant 
bleibt  Wir  wollen  ausführlich  auseinandersetzen,  wie  man  diese  Auf- 
gabe erledigen  kann,  weil  die  betreffende  Methode  überhaupt  bei  allen 
ähnlichen  Untersuchungen  anwendbar  ist  An  und  für  sich  wäre  im 
vorliegenden  Falle  die  Entwicklung  einer  solchen  allgemeinen  Methode 
^*cht  nothig,  weil  da  die  Verhältnisse  noch  sehr  einfach  liegen. 

Es  sei  zunächst:  H^f  . , .  dCmf,  3i/  •  •  •  Bhf  die  grösste  continuir- 

^*ie  Untergruppe   von  (5),   in  der   die  Gruppe:   X^/*  .' .  .  Xmf  als  in- 

^^acnte   Untergruppe  enthalten  ist     Unter   dieser  Voraussetzung   ist 

^^^h    Abschn.  I,  S.  262,  Satz  7   auch   die  von   allen  (X^Xv)   erzeugte 

-p^^t>pe,  also  in  unserm  Falle  die  Gruppe:  Xj/* . . .  diif  in  der  Gruppe: 

-.^^  ...  3£„/,  Qif  . . .  3//  invariant,   es   bestehen  also  Relationen  von 

^^    Form: 

^ii>     (..3.) -i  *,..,/•  „=. =.....,. 

*^egen   werden   sich   die   {X^./, ,  3.)   in   der    folgenden   Weise   aus- 

X^i«,  Theori«  der  TransfonnAtioiiBgnippeii.    in.  8 
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/  TU-  l 


02) 


(X/-^,,.  3,)  =  ^'•/3/-h^i,,-,*3bV+^''  yi^„J,rdif+rf 


1  1 

(i*  ^=  1  .  .  .  m  —  /;  I  =  1  .  . .  A) , 


WO  die  y  jedenfalls  nicht  alle  verschwinden. 

Führen  wir  nun  auf  die  Gruppe  (8')  eine  der  infinitesimalen  Trans 
formationen  X^f  . .  .  dc^f  aus,  so  geht  jede  infinitesimale  Transforma 
tion  der  Gruppe  (8')  in  eine  unendlich  benachbarte  infinitesimal 
Transformation  dieser  Gruppe  über,  die  Gruppe  (8')  selbst  dagegcs 
bleibt  invariant.  Anders,  wenn  wir  auf  die  Gruppe  (8')  eine  der  iK 
finitesimalen  Transformationen  Q,f  ausführen:  da  verwandelt  sich  dj 
Gruppe  (8)  allerdings  in  eine  Gruppe  von  derselben  Form,  aber  ih.^ 
Parameter  ai^i .  .  .  a,n  erleiden  unendlich  kleine  Aenderungen.  Füluv 
wir  nämlich  auf:  3t/+i,/'+ «/-f«^  dio  infinitesimale  Transformation  ^ 
aus,  so  erhalten  wir  nach  Abschn.  I,  S.  141  eine  infinitesimale  Tca^ 
formation  von  der  Gestalt: 

Xi+f'f+  «/+/.  r  +  dt  (X/4.;,/'+  «/4-^t,  3//), 
die  bei  Weglassung  der  von  HJ,,,  üif  abhängigen  Glieder  so  lau^fc 

1 

Demnach  verwandelt  sich  die  Gruppe  (8')  bei  Ausführung  von  Qif 
eine  unendlich  benachbarte  Gruppe  von  derselben  Form  und  diese  ne^ 
Gnippe  ist  von  den  infinitesimalen  Transformationen: 

erzeugt,  wo  tfa/4.^  den  folgenden  Werth  hat: 

fiai^ft  =  ^  y,^u,i,rCCi^v  'dt        (//«!.. .//i~/). 

1 

Mit  andern  Worten:  wenn  wir  auf  die  Gruppe  (8')  die  infinitesimale^ 
Transformation  3i7  ausführen,  so  hat  das  dieselbe  Wirkung,  als  ob 
wir  auf  die  Parameter  a/+i . .  .  a,„  die  infinitesimale  Transformation: 

m — /         in — / 

Cf 


A/A=  -  2  12 ^'+"^ '•'"'+'•  1  di 


1  ''+/* 

ausführten. 

Es  versteht  sich  von  selbst,  dass  die  h  infinitesimalen  Transfoi^ 
mationen:  A^/  .  .  .  A/,/'  eine  Gruppe  erzeugen.  Diese  Gruppe  giebt  an 
in  welcher  Weise  die  Parameter  a/4.1  . .  .  a«  transformirt  werden,  wenr 
man  auf  die  Gruppe  (8')  die  Gruppe  Xi/^-.tXmA  3i/^  •  •  •  3h  f  aus- 
führt, sie  ist  daher  augenscheinlich  mit  dieser  letzteren  Gruppe  merocs 
drisch  isomorph. 
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Nunmehr  ist  es  leicht  zu  entscheiden,  unter  welchen  Bedingungen 
zwei  Gruppen  von  der  Form  (8')  durch  eine  Transformation  der 
Gruppe:  Xj/*. . .  3£mA  81/^  •  •  •  3*/^  ^^^  einander  ähnlich  sind. 

Wir  deuten,  um  uns  bequemer  ausdrücken  zu  können^  a^.i  . .  .  a,n 
als    rechtwinklige    Goordinaten   in    einem  (m  —  Z)-fach    ausgedehnten 
Räume  Rm—ii  so  dass  also  jede  Gruppe  (8^)  durch  einen  Punkt  dieses 
Raumes  dargestellt  wird  und  umgekehrt  jeder  im  Endlichen  gelegene 
Punkt  des  Rm—i  das  Bild   einer  Gruppe   von  der  Form  (8')  ist.     Die 
Punkte  des  Rm—i  denken  wir  uns  durch  die  Gruppe:  A,/"  ...  Aa/"  trans- 
formirt  und  denken  uns   alle  kleinsten  bei  dieser  Gruppe  invarianten 
Manuigfaltigkeiten  bestimmt  (s.  Abschn.  I,  S.  225);  dazu  sind  nur  aus- 
fährbare Operationen  erforderlich,  weil  die  Gruppe:  A^f . .  .  Aa/*  linear 
und  homogen  ist     Zwei  Gruppen  von   der  Form  (8')  sind  nun  oflfen- 
W  stets  dann  aber   auch  nur  dann    durch    eine  Transformation   der 
Gruppe:   Ulf .  - . 'Simf,   8h.f  -  -  *  &^f  ähnlich,  wenn  ihre  Bildpunkte   im 
J^i  auf  einundderselben  kleinsten  invarianten  Mannigfaltigkeit  liegen. 
Wünscht  man   unter   den  Gruppen  (8')   eine  Auswahl   zu   treffen 
^fl  der  Weise,   dass   von   allen  Gruppen  (8')  die   mit  einander  durch 
^mnsformationen  der  Gruppe:   di^f . . .  dimf)  Sif '  *  -  Qhf  ähnlich  sind, 
jedesmal  nur  eine  als  Repräsentant  angegeben  werden  soll,   so  kann 
Qian  auch  das  jetzt  ohne  Schwierigkeit  ausfahren.     Man  braucht  näm- 
lieh  nur  auf  jeder  kleinsten  invarianten  Mannigfaltigkeit  des  R,n—h  ^^^ 
niclit  ganz  im  Unendlichen   liegt,  je    einen   Punkt   auszuwählen;   die 
Gruppen  (8'),   deren  Bilder  diese  Punkte  sind,  erfüllen   dann  die  ge- 
atellte  Forderung. 

Schliesslich  ist  noch  der  Fall  zu  erwähnen,  dass  die  grösste  Unter- 
gruppe von  (5),  in  der  die  Gruppe:  X^f .  . .  Umf  als  invariante  Unter- 
gruppe steckt,  nicht  continuirlich  ist,  sondern  aus  mehreren  discreten 
»^haaren  von  Transformationen  besteht.    Tritt  dieser  Fall  ein,  so  kann 
®^      Sehr  gut  vorkommen,  dass  einzelne  unter  den  Gruppen   (8'),    die 
^^H    nach   der   vorhin    gegebenen    Anleitung   ausgewählt   hat,   durch 
*"^tisformation,en  der  Gruppe  (5)  ähnlich  sind.    Man  wird  jedesmal  noch 
^*'^Xider8  zu  untersuchen  haben,  ob  etwas  derartiges  vorkommt  oder 
nicht. 

Um  die  vorstehenden  allgemeinen  Entwickelungen  durch  ein  Bei- 
,^^^1  zu   erläutern,   wählen    wir  als  Gruppe:    Xj/* . .  .  Xn/  die  Gruppe 
>    B,  1  des  §  27.    Es  handelt  sich  darum,  welche  unter  den  Gruppen 
^^*^    der  Form: 

V^^>  p  +  o^r,  q  +  «,r 

^^^rhalb  der  Gruppe  (6)  gleichberechtigt  sind. 

8* 


i 
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Die  infinitesimalen  Transformationen  (13)  erzeugen  stets  eine  zwei- 
gliedrige Gruppe,  welche  Werthe  auch  die  Parameter  a^  und  o,  haben 
mögen. 

Nach  den  oben  aufgestellten  Regeln  haben  wir  nun  zunächst  die 
grosste  Untergruppe  von  (5)  aufzusuchen,  in  der  die  Gruppe:  p,  q 
invariant  ist;  diese  Untergruppe  ist  secbsgliedrig  und  lautet: 

p,  q,  sq,  EP- t)q,  9P;  ip  +  n- 

Sodann  haben  wir  in  a^  und  a^  die  Gruppe  A^f . . .  Akf  aufzustellen; 
diese  wird  in  unserm  Falle  viergliedrig   und  hat  die  Form: 

df  cf    ,       df  cf  df  df 

sie  lässt  den  Punkt:  a^  =  a^  =  Q  invariant,  sonst  aber  keine  im  End- 
lichen gelegenen  Punktfigur.  Demnach  ist  jede  Gruppe  von  der  Form 
(13)  innerhalb  der  Gruppe  (6)  entweder  mit  der  Gruppe:  p,  q  oder 
mit  der  Gruppe:  p,  q  +  i^  gleichberechtigt. 

In  dieser  Weise  kann  man  nun  alle  Untergruppen  der  Gruppe 
(6)  bestimmen  und  auf  einfache  Normalformen  bringen.  Wir  unter- 
drücken die  dazu  erforderlichen  Kechnungen,  die  keinerlei  Schwierig- 
keit darbieten ;  und  stellen  im  folgenden  Paragraphen  sogleich  die 
linearen  homogenen  Gruppen  in  x,  y,  jer  zusammen,  die  man  ja  nach 
S.  111  sofort  hinschreiben  kann,  sobald  man  alle  Untergruppen  der 
Gruppe  (6)  kennt  Für  xp  +  yq'\-  zr  benutzen  wir  dabei  die  auf 
S.  110  eingeführte  Abkürzung:   U. 

§  30. 

Tabelle   aller  linearen  homogenen  Gruppen  in  drei 

Veränderlichen. 

I. 


zp,  eq,  xpy  yp,  xq,  yq,  xr,  yr,  zr 


zp,  zq,  xq,  xp  -yq,  yp,  xr,  yr,  xp  —  zr    [ . 


n. 


'    zp,  zq,  xq,  xp  —  yq,  yp,  xp  +  yq  +€c  U 


zp,  zq,  xp,  yp,  xq,  yq,  tr 


zp^  eq,  xq,  xi\  xp  —  zr^  yq-^aU 


zp,  zq,xq,xr,xp,  yq,  zr 


yy 
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m. 


zp,  zq,  xq,  xp  —  yq,  yp 


zp,  zq,  xq,  xp  —  yq,  yp,   U 


,  -P»  *(Zi  «^^t  ^'*»  ^P  —  ^'' 


zp,  zq,  xq,  xr,  xp  —  -rr,    ü   '  - 


zp.  zq,  xq,  JL-p  +  all,  yq+  ßü 


zp,  zq,  xq,  xp,  yq,  zr 


1/ 


IV. 


:rj),  zq,  xp  +  «r,  yq  +  ßU 


zp,  zq,  xp,  yq,  zr 


zq,  xq,  xp  +  a  U,  yq  +  ßU 


zq,  xq,  xp,  yq,  zr 


zp,  zq,  xq,  axp  +  cyq  +  aU 


zp,  zq,  xq+  U,  xp  +  yq  +  aU 


I 


zp+  l\  zq,  xq,  yq  +  ccU 


zp,  zq,  xq,  axp  +  cyq,  U   \ 


xq,  xp  —  yq,  yp,  xp  +  yq  +  aU 


^2>  yp^  ^P»  y(Z»  ^r 


V. 


zp  ■+■  xq,  yq  —  zr,  xr  +  yp 


zp  +  a;g,  yq  —  >ir,  xr  +  yp,  U  '■ 


i  ^gi  xp  —  yq,  yp 


«3i  xp  —  y^f  yp^  u 


.  ^p,  -«i  ö^jp  +  cyq  +  aU 


p,  zq-\-  U,  xp  -^--a  U 


zp,  zq,  axp  +  cyq,    ü 


zq,  xq,  axp  +  cyq  +  aU 


zq,  xq  +  U,  xp+  yq  +  all 


zq,  xq,  axp  +  cyq,   U 


zq,  xp  -\-  a  L\  yq  +  ßU  zq,  xp,  yq,  zr 


zti,    xq,   zp 


zq,  xq  +  V,  zp  +  U 


zq,  xq  +  U,  zp 
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zq^  xqj  zp  -\-  U 


zq 


,  a;2,  zp,  U 


i  zth  ^P  +  -cqy  yq  —  zr  +  aü 


zq,  zp  +  xq,  yq  -  zr,    ü 


zq,  xq,   zp  +  y(i  +  txU  '.  '  zq,  xq,  zp  +  yq,  ü 


zp,  zq,  xp  +  ,{x  +  y)q  +  ccU 


zp,  zq,  xp  +  (x  +  y)q,  U  i 


Ml 


VI. 


zq,  axp  +  cyq  +  al\       '  zq  +  U,  xp+  ccU         .  zq,  axp  +  eyq,  U  ' 


^^1  ^P  +  .'/<i  +  ccU 


-^»  ^p  +  yffi  ^  \ 


\  zq,  xp  +  {x  +  y)q+  all 


,  ^P  -\-  ^Üi  y^l  —  zr  -\-  aU 


:  «7i 

1 

*t7>+  («  +  y)5, 

u 

« 

\^P 

+  xq,  yq.  —  »r. 

u 

^Pi   ^^1  ,  H>^  zq+  U  ;  zp,  zq,   U 


zq,  ,vq  zq,  xq  +  U  zq,  xq^  U 


zq,  zp  +  xq 


^Q  +  ^'i    'P  +  xq  -\-  et  U  j  zq,  zp  +  xq  +  U 


-«»  -P  +  ^Qj  U 


zq,  xp  -{-  aü  '  \  zq  -\-  U,  xp  -{-  a  U 


zq,  xp,  U 


xp  +  ciU,  yq  +  ^U  I  xp,  yq,  zr  I 
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VII. 


(c  *  0, 1) 


xp+  cyq,  ü 
(c  +  0,  1) 


^P  +  yQ  +  aü 


^p  +  yq^  ü 


:p  +  xq 


zp-\-  xq+  ü 


zp  +  xq,   U         .  !/q  +  ccU 


yu  u 


^3 


zq+ü 


VIII. 


^'/» 


u 


ü  . 


Bei  dieser  Tabelle  ist  zu  bemerken ^  dass  die  beiden  Parameter 
a  und  c,  die  in  mehreren  Gruppen  auftreten,  niemals  gleichzeitig  ver- 
8ch¥riuden  dürfen,  denn  es  kommt  stets  nur  auf  das  Verhältuiss  dieser 
beiden  Parameter  an,  nicht  auf  ihre  absoluten  Zahlenwerthe. 

Femer  beachte  man,  dass  wir  die  linearen  homogenen  Gruppen 
nicht  nach  ihrer  Gliederzahl  geordnet  haben;  die  Anordnung  der 
Gruppen  ist  vielmehr  so  getroffen,  dass  unter  jeder  Nummer  alle  linea- 
ren homogenen  Gruppen  zusammengefasst  sind,  welche  die  oo^  Geraden 
dviteh  den  Punkt:  a;  «=  y  "=;?"=  0  durch  eine  projective  Gruppe  von 
derselben  Gliederzahl  transformiren.  Diese  Anordnung  empfiehlt  sich 
aas  verschiedenen  Gründen,  namentlich  im  Hinblick  auf  die  etwaige 
Verwendung  der  linearen  homogenen  Gruppen  zur  Klassification  der 
Gruppen  des  Raumes  x,  y,  z  (s.  Abschn.  I,  Kap.  28). 

§  31. 

Mit  wenigen  Worten  wollen  wir  noch  einer  andern  Methode  ge- 
denken, die  zur  Bestimmung  aller  Untergruppen  der  Gruppe: 

(0)  p,  q,  jp,  tjp,  jq,  9q,  J'P  +  E9q,  ?9P  +  9'^;  r 

föhrt 

Man  kann  nämlich  die  Untergruppen  von  (6)  auch  eiutheilen  in 
solche,  die  zugleich  Untergruppen  der  Gruppe: 

(.">)  p,  q,  EP,  9P,  fq,  9q,  e'p  +  in,  e^p  +  9'q 

sind  und  in  solche,  die  das  nicht  sind.  Alle  Untergruppen  der  ersten 
Art  kennen  wir  aus  §  27,  folglich  bleiben  nur  noch  die  der  zweiten 
Art  zu  bestimmen. 

Ist  ^m+i   «ine  (w  +  l)-gliedrige  Untergruppe  von  (G),  so  enthält 
gm+i  fn-^-  1  unabhängige  infinitesimale  Transformationen  von  der  Form: 
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TiJ  , . .  X„,/*,  r  +  Qf, 

wo  Xj/' .  . .  Xmfj  St  ^^^  Gruppe  (5)  angehören.  Man  bemerkt  nun 
sofort,  dass  Xj'  .  . .  X,„/*  ihrerseits  eine  m-gliedrige  Untergruppe 
von  (5)  erzeugen  und  zwar  eine,  die  in  ffm+i  als  invariante  Unter- 
gruppe enthalten  ist.  Verstehen  wir  daher  unter:  di^f  .  .  .  X»/*, 
Bif  '  '  '  Shf  wieder  die  grösste  Untergruppe  von  (5),  in  der  die 
Gruppe:  3t\/'. .  .  Umf  invariant  ist,  so  hat  (/,„_|.i  nothwendig  die  Form: 

(14)  3Ei/' . . .  X„/,  r  +  «iSi/'H h  «aSaA 

wo  die  a  Parameter  bedeuten. 

Wir  dürfen  nun  offenbar  von  vornherein  voraussetzen,  dass  die 
Gruppe:  Xi/" . . .  X,,/  bereits  eine  der  Formen  des  §  27  besitzt.  Es 
handelt  sich  dann  nur  noch  darum,  diese  verschiedenen  Formen  der 
Gruppe:  Xj/" . .  .  X,„/'  der  Reihe  nach  durchzugehen  und  in  jedem  ein- 
zelnen Falle  durch  Transformationen  der  Gruppe:  li^f , . .  Umfy  3i/  •  •  • 
Shf  möglichst  viele  von  den  Parametern  a^  . . .  a^  wegzuschaffen. 

Führen  wir  die  infinitesimale  Transformation  ßjb/*  auf  die  Gruppe 
(14)  aus,  so  erhält  diese  die  Form: 

A  h 

1  1  ^\ 

{n  ==\  ...  ut). 

Unter  den  gemachten  Voraussetzungen  bestehen  aber  Relationen  von 
der  Gestalt: 


(15) 


m 


i^/Sk)  =  ^'  Qf^kvXrf 


1 

k  m 

(3.-3*)  =  2  y""^'f  +  2  ^••*'^'^' 

1  1 

also  lautet  die  Gruppe  (15)  so: 

h  h 

nj . . .  3e„./;  r  +  2 1 «'  +  * '  2  y«*  •  «•  1 3«/"; 

1  1 

sie  hat  dieselbe  Form  wie  die  Gruppe  (14),  aber  ihre  Parameter  unter- 
scheiden sich  von  denen  der  Gruppe  (14)  um  die  unendlich  kleinen 
Grössen: 

A 

Öai=^  Öt  ,    Xf  y»ki  «»  (i  =  1  . .  .  A)  . 

1 

Hieraus  schliessen  wir  Folgendes: 

Wird  die  allgemeinste  Transformation  der  Gruppe:  X,/* ,  .  .  X«/, 
3i/  •  •  •  3a/^  auf  die  Gruppe  (14)  ausgeführt,  so  werden  die  Parameter 
«1  .  . .  «A  durch  die  Gruppe: 
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h  h 

1  1  * 

fransformirt,  die  mit  der  Gruppe:  X^f. . .  X«,/',  Q^f , . .  3a/  meroedrisch 
isomorph  ist. 

Die  Frage,  wieviele  von  den  Parametern  a^  . . .  «a  aus  der  Gruppe 
(14)  fortgeschafft  werden  können,  ist  hierdurch  auf  die  Bestimmung 
aller  kleinsten  Mannigfaltigkeiten  zurückgeführt,  welche  die  Gruppe: 
Aj/'  ...  Aa/*  in  dem  A-fach  ausgedehnten  Räume  a^  . .  .  ah  invariant 
lässt. 

Mit  diesen  Andeutungen  wollen  wir  uns  begnügen.  Erwähnt  sei 
noch,  dass  die  eben  auseinandergesetzte  Methode  zur  Bestimmung  aller 
Untergruppen  der  Gruppe  (6)  diese  Untergruppen  nach  ihrer  Glieder- 
zabl  geordnet  liefert.  Im  Allgemeinen  steht  diese  neue  Methode  der 
des  §  29  an  Bequemlichkeit  nach;  sie  ist  insbesondere  sehr  unbequem, 
wenn  die  Zahl  m  den  Werth  1  hat. 

Die  beiden  hier  auseinandergesetzten  Methoden  zur  Bestimmung 
aller  linearen  homogenen  Gruppen  in  drei  Veränderlichen  hat  Lie  schon 
1884  in  seinem  Archive  angegeben*). 

*)  Die  betreffende  schon  auf  S.  29  und  81  angeführte  Abhandlung  befindet 
fich  im  ersten  Hefte  des  zehnten  Bandes,  das  am  Schlüsse  des  Jahres  1884  er- 
Hclüenen  ist.  Danach  ist  die  S.  29  und  81  angegebene  Jahreszahl  1885  zu  be- 
richtigen. 
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Wollu;n  wir  in  derselben  Weise  wie  bei  der  Ebene  auch  alle 
trndlicben  condncirlichen  Gruppen  des  gewöhnlichen ,  dreifach  aosge- 
deknten  Ba::mes  bestimmen,  so  würden  wir  ganz  onverhältnissmässig 
riel  Platz  gebraachen.  Wir  werden  deshalb,  die  primitiven  Gruppen 
des  gewöhnlichen  Raumes  sämmtlich  aufstellen,  denn  deren  Kenntniss 
ist  augenscheinlich  von  der  grossten  Wichtigkeit;  die  imprimitiven 
Gruppen  dagegen  theilen  wir  in  drei  Kategorien,  von  denen  wir  die 
beiden  ersten  erschöpfend  behandeln,  während  wir  bei  der  dritten  blos 
kurz  andeuten,  wie  man  die  zu  ihr  gehörigen  Gruppen  finden  kann. 


Kapitel  7. 

Bestammimg  aller  primitiven  Gruppen  des  dreifooh  ausgedehnten 

Baumes. 

Die  in  der   Leberschrift  bezeichneten  Gruppen  können   wir  zum 
'llieil  auf  Grund  von   Entwickelungen   der   beiden    eraten  Abschnitte 
sofort  angeben,  nur  einige   von  den  primitiven  Gruppen  des  dreifach 
ausgedehnten    Raumes   erfordern   zu    ihrer    Bestimmung    neue    Unter- 
äuchungCD.     Wir  werden  bei  diesen  Untersuchungen,   abweichend  von 
unserm  sonstigen  Brauche,  die  Mongesche  lutegrationstheorie  der  par- 
tiellen Differentialgleichungen    erster  Ordnung  in  drei  Veränderlichen 
wenigstens  theilweise  als   bekannt   voraussetzen.     Wir  thun   das   aus 
zwei   Gründen,   erstens   weil  die  mit  Hülfe   der  Mongeschen  Theorie 
entwickelte  Methode  an  und  für  sich  äusserst  lehrreich  ist  und  zwei- 
tens  weil   wir  Wiederholungen  vermeiden  wollen.     In  einem   spätem. 
Kapitel  werden  wir  nämlich  für   den  ti-fach  ausgedehnten  Raum  ge- 
wisse Untersuchungen  durchführen,  die  im  Falle  w  =  3  sofort  die  hies" 
in  Frage  kommenden  primitiven  Gruppen  des   dreifach   ausgedehnteix 
Raumes  liefern;    wir  werden  dabei    die  in  Kap.  28  des  Abschnitts  X 
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entwickelte   Methode   benutzen   und    ziehen   deshalb  jetzt  eine   andre 
MetJiode  vor*). 

§  32. 

Ist  die  m-gliedrige  Gruppe  Gjn  des  Raumes  x,  y,  8  primitiv^  so 
isi;  sie  nach  Abschn.  I,  S.  221  zugleich  transitiv,  sie  enthält  daher 
gex^ede  m  —  3  unabhängige  infinitesimale  Transformationen,  die  einen 
beliebig  gewählten  Punkt  x^y  y^,  z^  von  allgemeiner  Lage  invariant 
l&ssen.  Diese  m  —  3  infinitesimalen  Transformationen  erzeugen  eine 
C^>*  —  3)-gliedrige  Untergruppe  G^-z  der  Gm  (a.  a.  0.  S.  205,  Satz  2) 
erhaben  die  Form: 

!*/•=  {  Xki  {x  —  a;o)'+  h%  iy  "  Vo)  +  ^*3  (^  —  ^o) }  P  + 
+  {f**i  {x  —  ^q)  +  l^kt{y  -  yo)  +  f**3(^  —  z^)]  q  + 

+  { ni  {x  —  x^  +  Vk2  (y  —  yo)  +  ^ks  (^  — /o) }  >•  +  •  •  • 

(*=1  .  .  .7«—  3), 

die  weggelassenen  Glieder  in  x — x^^  y  — yo>  ^~Zo  von  der  zweiten 
<i  von  höherer  Ordnung  sind. 

Wie  wir  in  Abschn.  I,  8.  599  ff.  gesehen  haben,  erzeugen  auch  die 
■ — 3  infinitesimalen  Transformationen: 

+  (ni  a;'  +  ^k2  y  +  n»  ^')  ^' 

(*  =  1 .  . .  m  —  8) 

den  Veränderlichen  x,  y    /   eine  Gruppe  ®.     Diese  Gruppe,  die 

^^^ear  und  homogen  und  mit  der  Gm-z  isomorph   ist,  hat  eine  sehr 

■^^^ache  Bedeutung.     Wir  können   nämlich  (a.  a.  0.  S.  600)  x,  y',  / 

'-^homogene  Goordinaten  der  oo*  Richtungen  durch  den  Punkt  Xq,  y^y^o 

^^^^ffiwsen;  die  Gruppe  @  giebt  dann  an,  in  welcher  Weise  diese  oo^ 

^       Achtungen    bei   der    Gruppe    Gm—z   transformirt   werden.     Besonders 

~^^rvorheben  wollen  wir  noch,   dass  &  durch  die  Glieder  erster  Ord- 

^^^ng  in  den  Reihenentwickelungen  von  Y^f , , ,  Y„tsf  vollständig  be- 

^^^immt  ist   und   dass  man  umgekehrt  die   Glieder  erster  Ordnung  in 

«r  Reihenentwickelung  der  allgemeinen  infinitesimalen  Transformation 

on  Gm-^   sofort   hinschreiben   kann,   wenn    man   die    infinitesimalen 

ransformationen  von  ®  kennt 

Die  Gruppe  &  transformirt  die  zweifach  ausgedehnte  Mannigfaltig- 
eit  der  Richtungen  durch  den  Punkt  Xq,  yo,  Zq  projectiv,  nach  Theor.  7, 
^S.  94  sind  daher  vier  Fälle  denkbar: 


*)  Die  Entwickelungen  des  gegenwärtigen  Kapitels  hat  Lie  dem  Wesen  der 
^ache  nach  schon  im  X.  Bde.  seines  norwegischen  Archivs  auf  S.  124  ff.  ausein- 
andergesetzt (Kristiania  1884). 
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1)  &  transformirt  die  bewussten  oo'  Richtungen  in  allgemeinster 
Weise,  das  heisst  achtgliedrig. 

2)  &  transformirt  diese  Richtungen  dreigliedrig  und  zwar  durch 
die  allgemeinste  Gruppe,  die  einen  gewissen  nicht  ausgearteten  Kegel 
zweiten  Grades  von  Richtungen  invariant  lässi 

3)  @  lässt  ein  ebenes  Büschel  von  oo^  Richtungen  durch  den. 
Punkt  x^^,  ijQy  Zq  in  Ruhe,  dagegen  keine  einzelne  Richtung  durch  dieseir 
Punkt. 

4)  @  lässt  mindestens  eine  Richtung  durch  den  Punkt  Xq^  y^,  z^ 
in  Ruhe. 

Der  letzte  Fall  ist  hier  ausgeschlossen.  Liesse  nämlich  &  eine 
Richtung  durch  den  Punkt  Xq^  y^^,  z^  invariant,  so  gäbe  es  augen- 
scheinlich ein  simultanes  System  von  gewöhnlichen  Differentialglei- 
chungen : 

dx dy        dz 

das   bei  unsrer  Gm   invariant  bliebe;   die  Gm  wäre   also  gegen  unsre 
Voraussetzung  imprimitiv. 

Von  den  drei  übrigen  Fällen  ist  der  erste  durch  die  Entwicke- 
lungen  des  Kap.  29  in  Abschn.  I  erledigt.  Transformirt  nämlich  @  die 
cx>^  Richtungen  durch  den  Punkt  x^,  Pq,  z^  in  allgemeinster  Weise,  so 
ist  nach  dem  angeführten  Kapitel  die  Gruppe  Gm  durch  'Punkttrans- 
formatiou  ähnlich  entweder  mit  der  allgemeinen  projectiven  Gruppe: 


[1] 


Pf  ^y  ^y  ^Py  yPy  ^i^    ^^,  V^y  ^Qy  ^^f  V^y  ^^ 

x^p  +  xyq  +  xzr,  xyp+y^q  +  yzr,  xzp+yzq  +  j»*r 


oder  mit  der  aUgemeinen  linearen  Gruppe: 
[2] 


Pf  Qy  r,  xp,  yp,  zp,  xqy  yq,  zq,  xr,  yr,  zr 


oder  endlich  mit  der  speciellen  linearen  Gruppe: 


[3] 


Py  ^y  r,  xq,  xp  —  yq,  yp,  zp,  zq,  xp  —  zr,  xr,  yr 


des  Raumes  x,  y,  z. 

Wir  kommen  zum  dritten  Falle,  wo  ®   ein  ebenes  Büschel  von 
oo^  Richtungen  durch  den  Punkt  Xq,  y^,  z^  invariant  lässt.     Da  x^,  y^,  jr^ 
ein  Punkt  von  allgemeiner  Lage  ist,  so  können  wir  schliessen,   dass  . 
hier  bei  der  Gruppe  6r„»  überhaupt  mit  jedem  Punkte  von  allgemeinei=: 
Lage  ein   ebenes  Büschel    von  cx>^    hindurchgehenden  Richtungen   in — 
variant  verknüpft  ist;   es   giebt  in  Folge  dessen  eine  gewisse  Pf  äff 
sehe  Gleichung: 
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die  lei  unsrer  Gm  invariant  bleibt.  Diese  totale  Gleichung  darf  nicht 
iiitegrabel  sein,  besässe  sie  nämlich  ein  Integral  ^{x,yys),  so  bliebe 
die  Schaar  der  oo^  Flächen:  q>(x,yy  z)  ^  coust  bei  der  G,u  invariant, 
ansx-e  G„,  wäre  somit  imprimitiv.  Ist  aber  die  Gleichung  (1)  nicht 
iiii^egrabel,  so  lässt  sie  sich,  wie  wir  wohl  als  bekannt  voraussetzen 
dürften,  durch  EinfOhrung  neuer  Veränderlicher  E,  9,  j  auf  die  Form: 

(^:>  di^\)di  =  0 

brringen;  bei  Einführung  dieser  neuen  Veränderlichen  geht  dann  6r,n 
ii^  «ine  Gruppe  @m  über,  die  (2)  invariant  lässt  und  die  in  Folge 
(l^s^en  auch  als  eine  r-gliedrige  Berührungstransformationsgruppe  der 
^Bl>e>2ie  E,  2  aufgefasst  werden  kann.  Es  handelt  sich  demnach  jetzt 
<1^K-T3m,  alle  Berührungstransformationsgruppen  der  Ebene  £,  j  zu 
^^■=i^dcD,  die  als  Gruppen  von  Punkttransformationen  des  Raumes  £,  J,  9 
F^^"^ixiitiv  sind. 

Nach  Abschn.  II,  S.  394  liefert  jede  reducible  Gruppe  von  Berüh- 
'"^-■^xigstransformationen  der  Ebene  eine  imprimitive  Gruppe  des  Raumes. 
^Andrerseits  (a.  a.  0.  Theor.  73,  S.  445)  sind  unter  den  irreducibeln  Be- 
srungstransformationsgruppen  der  Ebene  £,  j  nur  die  zehngliedrigen 
Gruppen  des  Raumes  E,  2>  9  primitiv,  während  die  sechs-  und  die 
engliedrigen  ebenfalls  imprimitiv  sind.     Da  nun  jede  zehngliedrige 
^^ucible  Berührungstransformationsgruppe  der  Ebene  je ,  j  als  Gruppe 
s    Baumes  jr,  J,  t)  durch  eine  Punkttransformation  dieses  Raumes  in 
a     zehngliedrige   projective   Gruppe    eines   linearen  Compleies    über- 
f  Qhrt  werden  kann  (a.  a.  0.  Theor.  74,  S.  449),  so  ergiebt  sich  Fol- 
es: 

Ist  eine   f»-gliedrige   Gruppe   des   Raumes   x,  y,  z   primitiv    und 

^i'den  ausserdem,  wenn  man  einen  Punkt  von  allgemeiner  Lage  fest- 

"^It,  die  oo'  Richtungen  durch  diesen  Punkt  derart  transformirt,  dass 

^*^  ebenes  Büschel  von  oo^  Richtungen  invariant  bleibt,  so  ist  m  =  10 

^^^^   die  betreffende  Gruppe  ist  durch  Punkttransformation  ähnlich  mit 

^^  Zehngliedrigen  projectiven  Gruppe: 


p  —  y^;  (2  +  ^^>  ^)  ^«>  ^v  —  y^,  yi>7  ^p  +  yQ  +  2^/- 

f4]  zp  —  y(xp  +  yq  +  zr),   zq  -{-xixp  +  yq  +  zr) 

;  ^{xp  +  yq  +  ^r) 

^     ^€n  linearen  Complex: 

yj  de  +  xdy  —  ydx  ==  0 

"^  lässt. 
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§  33. 

Es  bleibt  noch  der  zweite  der  oben  unterschiedeneD  vier  Fälle  zu 
erledigen.  Wir  suchen  also  jetzt  alle  primitiven  Gruppen  des  Raumes 
Xy  y,  Zf  die  so  beschaffen  sind,  dass  bei  Festhaltung  eines  Punktes 
von  allgemeiner  Lage  die  oo^  Richtungen  durch  diesen  Punkt  drei- 
gliedrig transformirt  werden  und  zwar  durch  die  allgemeinste  Gruppe, 
die  einen  gewissen  nicht  ausgearteten  Kegel  zweiten  Grades  invariant 
lässt* 

Eine  Gruppe  Gm  von  der  hier  verlangten  Beschaffenheit  enthält 
augenscheinlich  mindestens  sechs  Parameter  und  lässt  ausserdem  eine 
Gleichung  zweiten  Grades  von  der  Form: 

(3)  «11  da;*  +  «22^!^  +  «ss^^*  +  ^a^^dx dy  +  2a^^ dxdz-{-2a^^dy rf;P  =  0 
invariant,  wo  die  neun  Coefficienten :  «^  =  a^,  Functionen  von  x,  y ,  z 
sind,  deren  Determinante  sicher  nicht  identisch  verschwindet.  Mit  der 
Gleichung  (3)  bleibt  dann  bei  unsrer  (?,„  zugleich  auch  eine  partielle 
Differentialgleichung  erster  Ordnung  und  zweiten  Grades  invariant, 
nämlich  die  folgende: 


(4) 


demente: 


0 

dz 
dx 

dz 

fy 

1  i 

dz 

dx 

«11 

«12 

«13 

OZ 

^2/ 

«21 

«22 

«23 

-1 

enn 

«31 

man 

«32 

den 

g 

«:i3 

eomel 

^';  y 

,   ^y 

dz    dz 

dx'  dy 

0 


des  Raumes  x,  y,  e  aufsucht,  die  mit  ihrer  Ebene  den  ihrem  Punkte 
zugeordneten  Kegel  zweiten  Grades  von  Richtungen  berühren  (ygl. 
Abschn.  II,  S.  71  ff.). 

Wir  setzen  nunmehr  die  Monge  sehe  Integrationstheorie  der  par- 
tiellen Differentialgleichungen  erster  Ordnung  als  bekannt  voraus. 

Nach  Monge  gehören  zu  der  partiellen  Differentialgleichung  erster 
Ordnung  (4)  cx>*  Curven,  ihre  Charakteristiken.  Durch  jeden  Punkt 
des  Raumes  gehen  oc^  von  diesen  Charakteristiken,  die  dem  Punkte 
genau  denselben  Kegel  zweiten  Grades  von  Richtimgen  zuordnen,  wie 
die  Gleichung  (3).  Der  Inbegriff  aller  cx>^  Charakteristiken  bleibt 
mit  (4)  zugleich  invariant  un^  gestattet  daher  ebenso  wie  (4)  die 
Gruppe  Gm, 
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Bilden   wir  die  oo^  Charakteristiken  als  Punkte  in  einem   neuen 

ß&ume  £;  9;  2  von  drei  Dimensionen   ab,   so  erhalten   wir  in  diesem 

neuen  Räume  eine  mit  G,n  holoedrisch  isomorphe  Gruppe  &m,  die  an- 

g^iebt,  in  welcher  Weise  die  c»^  Charakteristiken  von  (4)  bei  der  G^ 

unter  einander  vertauscht  werden.     Holoedrisch  isomorph  mit  Gm  ist 

@$n»     deshalb,  weil  jede  Punkttransformation  des  Raumes  s),  y,  z,  die 

alle    cx>^  Charakteristiken  in  Ruhe  lässt,  gleichzeitig  auch  alle  Punkte 

^9    Sf }  ^  stehen   lassen   muss   und   also   mit   der  identischen   Transfor- 

i^^a^tion  zusammenfällt.     Bei  dieser  &,n  bleibt  eine  gewisse  nicht  in- 

t^^irable  Pf  äff  sehe  Gleichung: 

(&:)  ACE,  tj,  i)di  +  ^(E,  9,  h)dt)  +  v{i,  \),  ä)dj  =  0 

ii=^^va.riant,  die  ausdrückt,  dass  sich  die  beiden  unendlich  benachbarten 
CJl^aorakteristiken:  E,  9,  J  und  E  +  ^E>  9  +  ^^>  ä  +  ^ä  ^^^  Diiferential- 
Sl Eichung  (4)  in  einem  Punkte  schneiden.  Da  nun  durch  jeden  Punkt 
*^s  Haumes  x^y^z  oo*  Charakteristiken  hindurchgehen,  so  entsprechen 
^^-ü  (X?  Punkten  des  Raumes  Xj  y,  z  im  Räume  e?  9>  J  augenschein- 
'i<^l:i-  cx)^  Curven,  die  alle  die  Pf  äff  sehe  Gleichung  (5)  befriedigen  und 
^^x-^n  Inbegriff  ebenfalls  bei  der  ©„  invariant  bleibt 

Wir  wollen  der  Einfachheit  wegen  von  vornherein  uns  die  Ver- 
^x^cl«rlichen  E;  9;  i  so  gewählt  denken,  dass  die  Pf  äff  sehe  Gleichung 
C'^^>^      die  Gestalt: 

L^^>  d}  — 9dE  =  0 

^^^li^Slt  —  das  ist  ja  immer  möglich.     Die  Gruppe  ®m  lässt  sich  dann 
•li  auffassen  als  eine  Gruppe  von  Berührungstransformationen  der 
ene  e,  J.     Ebenso  lassen  sich   die  oo^  Curven  des  Raumes  e?  9>  J» 
den  cx>^  Punkten  des  Raumes  E;  9>  i  entsprechen,  als  Curven  der 
ene  auffassen,  denn  jeder  Curve  des  Raumes  x,y,z,  die  der  Pfaff- 
Gleichung  (6)  genügt,  entspricht  eine  ganz  bestimmte  Element- 
X   der  Ebene  E,  $  (s.  Abschn.  II,  S.  393  f.),  den  genannten  oo^  Curven 
^es  Raumes  £>  9>  J  entsprechen   daher  oo^  Element-il/i   und  demnach 
"^^    Curven  der  Ebene  £;  J-     Wir  erkennen  hieraus,   dass   unsre  ®,„, 
aufgefeggt  als  BerQhrungstransformationsgruppe  der  Ebene  £;  ii  eine 
^taar  yon  cx)*  ebenen  Curven: 

i^ivariant  lässt;  die  drei  Parameter  dieser  Curvenschaar  nennen  wir 
^)  P)  B,  weil  jedem  Punkte  des  Raumes  x,  y,  z  eine  Curve  der  Schaar 
(7)  Zugeordnet  ist.  Endlich  ist  noch  zu  erwähnen,  dass  die  Gleichung 
(3)  för  die  Curvenschaar  (7)  eine  sehr  einfache  Bedeutung  hat,  sie  ist 
nämlich   augenscheinlich   die   Bedingung   dafür,   dass   sich    die   beiden 
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unendlich  benachbarten  Curven:  x,  y,  z  und  x  +  rfar,  y  +  dy,  £f  +  d 
der  Schaar  (7)  berühren. 

Die  eben  durchgeführten  Betrachtungen  liefern  uns  sofort  eii 
Methode  zur  Bestimmung  aller  primitiven  Gruppen  des  Rau  mes  Xj  y, 
die  eine  Gleichung  (3)  mit  nicht  verschwindender  Determinante  ii 
variant  lassen*). 

Jeder  m-gliedrigen  Gruppe  Gm  von  der  verlangten  Bescha£Peuhe 
entspricht  nämlich,  wie  wir  gesfehen  haben,  eine  gewisse  m-gliedri{ 
Berührungstransformationsgruppe  ®,„  der  Ebene  j:,  j,  und  zwar  laa 
diese  Gruppe  Qim  eine  Schaar  von  cx)'^  Curven  der  Ebene  j,  J  invarian 
Da  nun  die  Gruppe  Gm  nach  S.  126  mindestens  sechs  Parameter  en 
hält,  so  haben  wir  folgendermassen  zu  verfahren: 

Wir  bestimmen  zunächst  alle  Berührungstransformationsgrupp^ 
der  Ebene,  die  mindestens  sechs  Parameter  haben  und  die  wenigster 
eine  Schaar  von  oo^  Curven  dieser  Ebene  invariant  lassen.  Ist  ( 
eine  der  betreflfenden  Gruppen  und  ist: 

(8)  <^(E,i;  ^,  »,  ^)  =  o 

mit  den  drei  Parametern  o?,  y,  e  eine  bei  ®  invariante  Schaar  vo*« 
oo^  Curven,  so  stellen  wir  die  Bedingung: 

(9)  ^{x,  y,  z,  dx,  dy,  dz)  =  0 

dafür  auf,  dass  zwei  unendlich  benachbarte  Curven  der  Schaar  (E 
sich  berühren.  Hat  die  Bedingung  (9)  nicht  die  Form  (3),  lässt  sic^ 
also  ^  nicht  so  wählen,  dass  es  eine  ganze  homogene  Function  zweite«! 

*)  Die  hier  auseinandergesetzte  Methode  kann  übrigens  auch  benntst  we: 
den,  um  alle  nicht- linearen  partiellen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung: 

zu  bestimmen,  die  eine  endliche  continuirliche  Gruppe  von  Punkttransformaiion» 
des  Baums  gestatten.  Jede  endliche  continuirliche  Gruppe  von  Berührongstraic 
foimationen  der  Ebene  £,5,  die  eine  gewöhnliche  Differentialgleichung  dritfl 
Ordnung  zwischen  ;  und  ^  invariant  lässt,  liefert  eine  derartige  Gruppe  C 
Raumes  Xy  y^  z  und  auf  diese  Weise  findet  man  sie  alle,  wie  Lie  in  seinem  Archfi 
(Bd.  X)  ausgeführt  hat.  Da  Lie  nicht  allein  alle  Gruppen  der  Ebene,  sondern  ai^ 
alle  zugehörigen  invarianten  Differentialgleichungen  bestimmt  hatte,  verlangte  - 
Durchführung  dieses  Gedankens  nur  gewisse  Rechnungen.  Diese  wurden 
Lies  Anregung  von  de  Tannenberg  in  seiner  These  (s.  Ann.  de  la  Fac. 
Toulouse  1891)  durchgeführt.  Es  ergab  sich,  dass  es  sieben  verschiedene  Tjrü 
von  nicht-linearen  partiellen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  giebt,  die  ^B 
Gruppe  von  Punkttransformationen  mit  mindestens  vier  Parametern  gestai^* 
Herr  de  Tannenberg,  dessen  Arbeit  sich  durch  ihre  yortreffliche  Redaktion  ^S 
zeichnet,  erhielt  hierbei  das  schöne  Resultat,  dass  bei  geeigneter  Wahl  der  Ve=^ 
der  liehen  die  Tangenten  an  die  Charakteristiken  der  betreffenden  Differen^H 
gleichungen  Liniencomplexe  bilden. 
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Grrades  von  dx,  dy,  de  wird,  sq  führt  die  Curvenschaar  (8)  sicher  zu 
keiner  Gruppe  von  der  verlangten  Beschaffenheit.  Wenn  dagegen  (9) 
die  Form  (3)  besitzt,  so  bestimmen  wir  nach  Anleitung  von  Abschn.  I, 
K&p.  23  die  Gruppe  G,  durch  welche  die  Parameter  x,  y,  z  der  Schaar 
(8)  bei  der  Gruppe  ®  transformirt  werden.  G  ist  dann  eine  Gruppe 
von  der  verlangten  Beschaffenheit,  wenn  es  primitiv  ist  —  das  aber 
lässt  sich  leicht  entscheiden. 

In  dieser  Weise  behandeln  wir  der  Reihe  nach  jede  Berührungs- 
tiransformationsgruppe  @  von  der  oben  definirten  Beschaffenheit  und 
jocle  bei  einer  solchen  Gruppe  invariante  Schaar  von  oo^  Curven;  die 
px'imitiven  unter  den  Gruppen  G,  die  wir  dadurch  finden,  sind  dann 
überhaupt  die  einzigen  primitiven  Gruppen  des  Raumes  x,  y,  z,  die 
Gleichung  von  der  Form  (3)  invariant  lassen. 
Die  hiermit  beschriebene  Methode  wollen  wir  jetzt  wirklich  durch- 
Ljren;  zuerst  erledigen  wir  den  Fall,  dass  die  Gruppe  ®  reducibel, 
den  Fall,  dass  sie  irreducibel  ist. 


§  34. 

Nach  Abschn.  II,  S.  376   lässt  sich  jede  reducible   Berührungs- 
-xisformationsgruppe  der  Ebene  {,  j  durch   eine  Berühr ungstransfor- 
don  in  eine  Gruppe  von  Punkttransformatiouen  dieser  Ebene  über- 
oren.    Nun  aber  haben  wir  auf  S.  71  ff.  alle  Gruppen  von  Punkttrans- 
*^->x*Hiiationen  der  Ebene  aufgezählt.    Wir  müssen  daher  zunächst  unter 
^^•^•»^n  Gruppen  alle  die   aufsuchen,   die  eine  Schaar  von  cx>^  Curven 
Ebene  invariant   lassen    und    dabei   mindestens   sechs   Parameter 
«Äthalten. 

Die    allgemeine   projective   Gruppe    der   Ebene   £,  }   lässt   keine 
aar  von  oo^  Curven  invariant,  denn  jede  Curve  einer  solchen  Schaar 
^^"f^Ässte  oo^  CoUineationen  gestatten  und  daher  (s.  S.  88,  Satz  2)   eine 
ix^de  sein,  gerade  Linien  giebt  es  aber  überhaupt  nur  oo^. 
Auch  die  allgemeine  lineare  Gruppe:  * 

P,  ^,  EP,  iP;  Et,  jr 
^er  Ebene  j,  }  lässt  keine  Schaar  von  cx>^  Curven  invariant.  Jede 
tJurre  einer  solchen  Schaar  müsste  nämlich  oo'  CoUineationen  gestat- 
^^>  bei  denen  zu  gleicher  Zeit  die  unendlich  ferne  Gerade  invariant 
*^ liebe,  die  Schaar  könnt«  daher  sicher  nicht  aus  Kegelschnitten,  son- 
"®ni  nur  aus  Geraden  bestehen  und  das  ist,  wie  eben  gezeigt  wurde, 
^^«geschlossen. 

In  derselben  Weise  ergiebt  sich,   dass  auch  die  Gruppe: 

P,  r,  EP,  Er,  jr,  e'P  +  Ejv 

^«,  Thsori»  «i«r  Tnuitfonnationtgruppeu.    UL  9 
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keine  Schaar  von  cx>^  Curven  invariant  lässt^  diese  Gruppe  besteht  ja 
aus  allen  CoUineationen,  bei  denen  der  unendlich  ferne  Punkt  der  {-Axe 
in  Ruhe  bleibt. 

Schliesslich  ist  noch  zu  bemerken^  dass  eine  Schaar  von  oo^  CSur* 
ven  der  Ebene  j:,  }  niemals  vier  unabhängige  infinitesimale  Transfor- 
mationen von  der  Form: 

gestatten  kann.  Enthält  nämlich  eine  Curvenschaar,  die  bei  diesen 
vier  infinitesimalen  Transformationen  invariant  bleibt  ^  die  Curve: 
J  ==  f{l),  so  enthält  sie  zugleich  die  cx>*  Curven: 

i  =  f(i)  +  «1^1  (e)  +  <h^2(l)  +  «s^sCe)  +  fl4^4(E); 
wo  die  a  willkürliche  Constanten  bezeichnen. 

Unter  den  auf  S.  71  ff.  aufgezählten  Gruppen  bleiben  jetzt  nur 
noch  vier  übrig,  die  mehr  als  fünf  Parameter  enthalten,  es  sind  dies 
die  folgenden: 

(A)  r,  Er,  E*r,  jr,  p,  jp 

(B)  ^,  Et,  f^>  P,  EP  +  Jt,  fP  +  2Eit 

(C)  r,  jr,  fr,  p,  ip,  jr,  fp  +  2Egr 

(D)  r,  gr,  j«r,  p,  ip,  fp. 

Wir  suchen  zunächst  alle  Schaaren  von  00^  Curven,  die  bei  einer 
der  drei  ersten  Gruppen  invariant  bleiben. 

Es  sei  2  =  f(i)  irgend  eine  bestimmte  Curve,  die  einer  solchen 
invarianten  Schaar  angehört,  dann  gehören  der  Schaar  nothwendig 
auch  alle  Curven  an,  die  man  aus:  }  =  /*(e)  durch  Ausführung  der 
eiugliedrigen  Gruppen:  r,  Et,  E^^  erhält,  die  betreffende  Schaar  hat 
daher  die  Form: 

(10)  J  =  m  +  a  +  6e  +  cf, 

WO  a,  bj  c  willkürliche  Parameter  sind,  die  natürlich  in  der  Function 
/*(e)  nicht  vorkommen.  Nun  muss  unsre  Schaar  auch  noch  die  in- 
finitesimale l^ansformation  p  gestatten,  es  muss  also  mit  der  Curve 
(10)  stets  auch  die  unendlich  benachbarte  Curve: 

.8  =  m  +  a  +  6e  +  CE*  +  <r<  {n%)  +  h-\-2ci) 
der  Schaar  angehören«     Demnach  ist: 

ril)  =  /»  +  2r/E  +  3(»E» 
und: 

f{l)  =  ^  +  f*E  +  vf  +  Ql\ 

wo  X,  fiy  V,  Q  Constanten  sind,  die  von  den  Parametern  a,  b,  c  nicht 

abhängen.     Hieraus  folgt,   dass  jede  Schaar  von  cx>^  Curven,  die  bei 

einer  der  Gruppen  (A),  (B),  (C)  invariant  bleibt,  die  Form: 
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(11)  i  =  a  +  bi  +  cf-\-  (ff      • 

besitzt,  unter  q  eine  bestimmte  Zahl  verständen. 

Um  die  möglichen  Werthe  der  Zahl  q  zu  bestimmen^  gehen  wir 
davon  aus,  dass  jede  der  drei  Gruppen:  A,  B;  C  die  infinitesimale 
rransformation:  j:p  -|-  jr  enthält,  dass  also  die  Schaar  (11)  auch  die 
eixigliedrige  Gruppe:  £p  +  Jt  gestatten  muss.  Nun  geht  die  Schaar 
der  oo*  Curven  (11)  bei  Ausführung  dieser  eingliedrigen  Gruppe  über  in: 

i=  l  +  ^i  +  ^^'f  +  Q^'-f^ 
sie    l)leibt  also  nur  dann  invariant,  wenn  die  Gleichung: 

^^t^    Jeden  Werth  von  t  besteht,  das  heisst,  wenn  q  verschwindet. 
Hiermit  ist  bewiesen,  dass  die  Schaar: 

Daili  den  drei  Parametern  x,  y,  0  die  einzige  Schaar  von  oo*  Curven 
*^'fc>  die  möglicherweise  bei  einer  der  drei  Gruppen  A,  B,  C  invariant 
^l^ibi  Man  überzeugt  sich  schliesslich  leicht,  dass  diese  Schaar  sogar 
^'^i    jeder  einzelnen  der  Gruppen  A,  B,  C  invariant  bleibt. 

Die  Bedingung  für  die  Berührung  zweier  unendlich  benachbarter 
mxKTen  der  Schaar  (12)  hat  die  Form  (3),  sie  lautet  nämlich: 

dy^  —  dxdz  =^0. 

den  Auseinandersetzungen  auf  S.  129  brauchen  wir  daher  jetzt 
noch  die  Gruppen  aufzustellen,  durch  welche  die  Parameter  x^  y,  z 
Schaar  (12)  bei  den  Gruppen  A',  B,  G  transformirt  werden,  und 

dann  zu  untersuchen,  ob  diese  Gruppen  in  rc,  y,  z  primitiv  sind  oder 

niclit. 

Zur  Aufstellung  der  bezeichneten  Gruppen  stützen   wir   uns   auf 
^le  Entwicklungen  des  Kapitels  23  in  Abschnitt  I.    Ist  nämlich: 

3£/*=o(E,8)P  +  c(E,j)r 

f^^e  infinitesimale  Transformation  in  j,  g,  bei  der  die  Schaar  (12) 
invariant  bleibt,  so  transformirt  3if  die  Parameter  rr,  y,  z  durch  eine 
infitxitesimale  Transformation: 

Xf=i{x,  y,  z)p  +  ri  (x,  y,  z)q  +  J;(a;,  y,  z)r. 

^*^  findet  dieses  Xf,  wenn  man  |,  ij,  £  derart  als  Functionen  von 
^)  y,  z  allein  bestimmt,  dass  die  Gleichung  (12)  in  den  fünf  Ver- 
^derlichen  g,  j,  x,  y,  z  die  infinitesimale  Transformation: 

3ty+  Xf 

gestattet    Insbesondere  ergiebt  sich,  dass  bei  den  infinitesimalen  Trans- 
f  otmationeB : 

9* 
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r,  jr,  fr,  gr,  p,  jp,  j'»)  +  2jjr 

die  Parameter  x,  y,  z  der  Reihe  nach  durch  die  folgenden  infinitesi- 
malen Transformationen  transformirt  werden: 

p,  ij,  r,  xp  +  yq  +  zr,  —{2yp  +  zq),   —(yq  +  2sfr),  xq-\-2yr. 

Wir  können  daher  jetzt  sofort  für  die  drei  Gruppen  Ä,  B,  C  die  zu- 
gehörigen Gruppen:  A',  B',  G'  angeben,  durch  welche  die  Parameter 
X,  y,  z  der  Schaar  (12)  transformirt  werden. 

Die  Gruppe  A'  brauchen  wir  gar  nicht  erst  hinzuschreiben.  Da 
nämlich  r  eine  eingliedrige  invariante  Untergruppe  von  A  ist^  so  ist 
p  eine  eingliedrige  invariante  Untergruppe  von  A'.  Die  Gruppe  A' 
lässt   demnach  die  lineare  partielle  Differentialgleichung: 

dx 

invariant  und  ist  in  Folge  dessen  sicher  imprimitiv. 
Die  Gruppen  B'  und  0'  lauten  wie  folgt: 

(B')  p,  q,  r,  2yp  +  zq,  xp  —  zr,  xq  +  2yr 

(C)     p,  q,  r,  2yp  +  zqy  xp  —  zr,  xq  +  2yr,  xp  +  yq  +  zr, 

sie  lassen  natürlich  beide  die  Gleichung  (13)  invariant.  Hält  man 
einen  Punkt  von  allgemeiner  Lage  fest,  so  werden  bei  beiden  Gruppen 
die  oo^  Richtungen  dx:  dy:  dz  durch  diesen  Punkt  durch  die  allge- 
meinste projective  Gruppe  transformirt,  die  den  Kegel  zweiten  Grades: 
rfy*  —  dxdz  ^=0  invariant  lässt,  also  sind  beide  Gruppen  primitiv. 

Führen  wir      ,      als  neues  x  und      ,77     als  neues  z  ein,  so  ver- 

wandelt  sich  die  Gleichung  (13)  in: 

(14)  dx^  +  dy^  +  d^  =  0, 

und  gleichzeitig  gehen  die  Gruppen  B'  und  C  über  in: 


[5]     '  i>,  q,  r,  yp  -  xq,  zq  —  yr,  xr  —  zp 


[61     Pf  Q,  r,  yp  —  ^Q,  ^3  --  y^7  ^^  —  ^Pi  ^p  +  ya  +  ^^  \ 


Diese  neuen  Gruppen   lassen   beide  die  Gleichung  (14)  invariant;    die 
erste  von  ihnen  ist  augenscheinlich  die  Gruppe  aller  Bewegungen  desu 
Euklidischen  Raumes,  die  zweite  besteht  aus   allen  Euklidischen 
wegungen  und  Aehnlichkeitstransformationen. 

Wir  kommen  jetzt  zu  der  Gruppe: 
(P)  t,  jr,  ä*r,  p,  jp,  fp 
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und    suchen  zunächst  wieder  alle  bei  ihr  invarianten  Schaaren  von  <x>^ 

Curven. 

Ist:  j  =  f(j)  eine  Curve,  die  einer  solchen  Schaar  angehört,  so 
enthalt  diese  Schaar  zugleich  alle  Curven,  die  aus:  j  =  /(j)  durch  die 
r'x-ansformationen  der  dreigliedrigen  Gruppe :  r,  jr,  j*r  hervorgehen,  die 
Solictar  besteht  also  aus  den  oo^  Curven: 

•^^ir    differentiiren  diese  Gleichung  dreimal  nach  |: 


1  '  =^        ac  —  b      f,,  ■.         „ 2(ac  —  6)     ,  f.,  -.  .  g   ,        ac  —  h        „.  v 


^*^<i     erhalten  durch  Fortschaffung  von  a,  6,  c  eine  Differentialgleichung 
^^■^ittier  Ordnung  von  der  Lagrange-Schwarzschen  Form: 


13.  «)    •  ^-^-7^^ F(j)  =  0. 


(16)  die  Curven  der  Schaar  (15)  zu  Integralcurven  hat,  so  ge- 
f  ^^ttet  es  die  infinitesimalen  Transformationen:  r,  jr,  J*r,  und  es  bleibt 
^'*^*"     IPolge  dessen  nur  noch   übrig  die  Function  F{^  in   allgemeinster 


ise  so  zu  bestimmen,  dass  (16)  auch  die  infinitesimalen  Transfor- 
>'t;ionen:  p,  {)),  {^p  zulässt. 

Soll  die  Differentialgleichung  (16)  die  infinitesimale  Transforma- 
p  gestatten,  so  muss  nothwendig  i'^'(j)  =  0,  also  i''(E)  e=  const. 
sein.     Soll   sie   ausserdem  auch  noch  jcp  gestatten,  so  muss  die 
^^  *^ichung: 

^"^"^^  i'r-ir-A3'*=o 

*^       ^en  Veränderlichen  J,J,j',  j",  g"  die  infinitesimale  Transformation: 

Jjj  df  ,  Cf  ^    ff    df  n    fff     df 

^/  =  5  ^  -  ä  ^  —  ^ä  ä7  ~   *   W 

^^^tten,  die  aus  Jp  durch  Erweiterung  entsteht  (s.  Äbschu.  I,  §  132, 
<649f.).     Hierzu  ist  nothwendig  und  hinreichend,  dass  der  Ausdruck: 

U{ih"'  -  W"  -  Aj ")  =  -  J'i'"  +  2Aj'*  +  6j"*  -  3j'8"' 

^  ^^^^moge  (17)  verschwindet,  es  muss  also  A  gleich  Null  sein.    End- 
^^-ki  haben  wir  noch  zu  untersuchen,  ob  die  Gleichung: 

^^    infinitesimale  Transformation  i^p  gestattet.     Wir  finden,  dass  sie 
wirklich  thut,  denn   aus  £^p   ergiebt  sich  durch  Erweiterung  die 
^nsformation: 
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Vf  =f^-2u'l^- (4 JS"+  2i')  ^  -  (6Er+  6S")  ^. 
und  der  Ausdruck: 

Vii'f-  H"*)  -  -  2Ei'i"'+  12JJ"*+  6j'j"-  6Ej'r-  68' J" 
verschwindet  vermöge  (18). 

Damit  ist  bewiesen*),  dass  (18)  die  einzige  Differentialgleicliuia 
dritter  Ordnung  ist,  die  bei   der  Gruppe  D  invariant  bleibt;  die 
Integralcurven: 

(19)  i  =  "/-+; 

von  (18)  bilden  daher  die  einzige  bei  der  Gruppe  D  invariante  Scks 
von  oo*  Curven. 

Wir  schreiben  die  Curvenschaar  (19)  folgendermaasen: 

(20)  u  +  ^i  +  n  +  ^-'O, 

indem  wir  wie  früher  die  drei  Parameter  der  Schaar  x,  y,  a  nenn^ 
Die  Bedingung  dafür,  dass  sich  zwei  unendlich  benachbarte  Gonr* 
unsrer  Schaar  berühren,  erscheint  dann  in  der  Gestalt: 

(21)  dz^  +  y^dx^  +  x^dy^  +  {40'-2zy)dxdy'-2xdyde—2yd0dx-=-    " 

sie  hat  also  die  Form  (3)  und  ihre  Determinante: 

j        y^  2z  —  xy    —  y 

'  2ff  —  xy  j?  —  X 

•     —  y         — ^        1    : 

verschwindet  auch  nicht  identisch.    Nunmehr  suchen  wir  die  Gm 
D',  durch  welche  die  Parameter  x,  y,  z  der  Schaar  (20)  bei  der  6n 
D  transformirt  werden,  und  finden  in  der  auf  S.  131  angegebenen  W 
dass  D'  die  Form  hat: 


—  4  (£;  —  xyy 


Q  +  ^f',  y<i  +  ^r,  (xy  —  z)p  +  ifq  +  yzr 

p  +  y*'y  ^v  +  ^^'>  ^'p  +  (p^y  —  ^)  ff  +  ^ssr 

Diese  Gruppe  lässt  natürlich  die  Gleichung  (21)  invariant ,  au 
lässt  sie  auch  noch  die  Fläche  zweiten  Grades:  z  —  ^ry  «=  0  n 
ja  sie  ist  sogar  die  grösste  projective  Gruppe  des  Raumes  x, 
der  diese  Fläche  in  sich  übergeht.     Hieraus  folgt  unmittel) 


•  *)  Die  Theorie  der  DifPerentialinvarianteii  (s.  Abschn.  I,  Kap.  f 
einfacherer  Weise  zur  Bestiminniig  aller  Differentialgleichungen,   d^ 
-^i^often  Gruppe  von  Ponkttransformationen  der  Ebene  j,  5  invai 

^^   näher  ausgeführt  werden,  hier  wollten  wir 
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die  Gruppe  [7]  primitiv  ist;  man  kann  dies  jedoch  auch  dadurch  ein- 
sehen, dass  man  untersucht,  wie  die  Richtungen  durch  einen  fest- 
gehaltenen Punkt  von  allgemeiner  Lage  transformirt  werden;  ein  Punkt 
T€>ii  allgemeiner  Lage  ist  dabei  jeder  Punkt,  der  nicht  auf  der  Fläche: 
r  a;y  s=a  0  liegt 

Der  Fall,  dass  die  auf  S.  128  f.  mit  ®  bezeichnete  Gruppe  redu- 
cibel  ist,  wäre  hiermit  erledigt,  von  jetzt  ab  wollen  wir  daher  vor- 
irort&ussetzen,  dass  @  irreducibel  ist. 

§  35. 
Nach  Abschn.  II,  Theor.  69,  S.  433  ist  jede  irreducible  Berüh- 
gstransformationsgruppe  der  Ebene  £,  j  entweder  sechs-,  oder  sieben- 
zehngliedrig  und  kann  stets  4^^<^^  ^^^^   geeignete  Berührungs- 
a.2J8formation  auf  eine  der  drei  Formen: 

P,  q  +  Jt,  r,  jq  +  iE«r,  jp  -  ^q,  tfp  -hi9*t 
CF>     P,  q  +  jr,  r,  jq  +  ij«r,  ip  —  9q,  9P  +  i9%  IP  +  9q  +  2jr 

p,  q  +  xr,  r,  jq  +  iE%  jp  —  ^q,  9p  +  W^ 
EP  +  ^q  +  2}r,  (i~E^)p  — i9'q-iE9*t,  iE*P  +  8q  +  Eär 

(Ei  -  W^)P  +  (9  J  -  iE9')q  +  (i*  -  iE*9')r 
S^bracht  werden;  dabei  sind  E>  9?  i  ^^  Coordinaten  der  Linienelemente 
in    der  Ebene  j,  j. 

Wir  wissen  femer  (a.  a.  0.  Theor,  71,  S.  439),  dass  jede  irredu- 
cible Berührungstransformationsgruppe  der  Ebene  j,}  nur  eine  Schaar 
von  oo*  Curven  invariant  lasst  und  dass  diese  Schaar  für  die  Gruppen 
-^9  F,  H  die  uns  schon  geläufige  Form: 

^^^itzt    Wir   müssen  daher  jetzt   die  Gruppen  E',  F'   und  H'   auf- 
®^llen,  durch  welche  die  Parameter  x,  y,  0  der  Schaar  (22)  bei  den 

^ppen  E,  F,  H  transformirt  werden  und  müssen  untersuchen,  ob 
*   F',  H'  primitiv  sind  oder  nicht. 

Die  Gruppen  E'  und  F'  brauchen  wir  gar  nicht  aufzustellen,  denn 
^^  können  schon  so  einsehen,  dass  sie  imprimitiv  sind.  In  der  That, 
^^    Gruppen  E   und  F  enthalten   beide   eine   eingliedrige   invariante 

^tergruppe,  nämlich  r,  hieraus  aber  ergiebt  sich  wie  auf  S.  132, 
.^^B  die  Gruppen  E'  und  F'  in  den  Veränderlichen  «,  y,  z  beide  die 
*^eare  partielle  Differentialgleichung: 

^^riant  lassen,  dass  sie  also  wirklich  beide  imprimitiv  sind. 
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Um  die  Gruppe  H'  zu  findeu  bemerken  wir  zunächst^  dass  un 
den  infinitesimalen  Transformationen  von  H  die  folgenden  sechs: 

(23)  r,  q  +  jr,  jq  +  j^fx,  p,  jp  -  t)q,  jp  +  ^q  +  2jr 
aus  den  infinitesimalen  Punkttransformationen: 

t,  Er,  ^fx,  p,  EP,  Ep  +  2jr 

der  Ebene  £,  j  durch  Erweiterung  entstanden  sind.  Auf  Grund  ' 
8.  131  f.  können  wir  daher  unmittelbar  die  infinitesimalen  Transfori 
tionen  angeben,  durch  welche  die  Parameter  x,  y,  sf  der  Schaar  ( 
bei  den  Transformationen  (23)  transformirt  werden,  sie  lauten: 

(24)  p,  ig,  ir,   —(2yp  +  zq),  —(yq  +  2zr),  2xp  +  yq. 
Es  sei  andrerseits: 

iy  =  a(E,  9,  i)P  +  b(E,  9,  8)q  +  c(e,  9,  ä)t 
eine  der  Gruppe  H   angehörige  %irkliche   infinitesimale   Berührun 
transformation,  die  nicht  durch  Erweiterung  einer  infinitesimalen  Pmi 
transformation   der  Ebene  je,  j  entstanden  ist.     um  die  infinitesim 
Transformation: 

Xf=  i{x,  y,  z)p  +  ij(x,  y,  z)q  +  g(a;,  y,  e)r 

zu  finden,  durch  welche  die  Parameter  der  Schaar  (22)  bei  Xf  tra 
formirt  werden,  schreiben  wir  die  Gurvenschaar  (22)  als  eine  Seh 
von  (x>^  Element -Jlfi   der  Ebene   £,  j,   also  wie  folgt  (s.  Abschn. 

S.  12flf.): 

^     ^  1  9  =  2y  +  20E; 

sodann  bestimmen  wir  |,  ^,  S  derart  als  Functionen  von  x^y^s  all 
dass  das  Gleichungensystem  (25)  in  den  sechs  Veränderlichen  Ey  9 
Xy  y,  z  die  infinitesimale  Transformation: 

Jif  +  Xf 
gestattet. 

Wahlen   wir  zum   Beispiel:   3f/=  tjp  +  i9"t,  so  mfissen  J,  t 

solche  Functionen   von   x,  y,  z  allein  werden,   dass   die  beiden  G 

chungen: 

0    =  2«t)  +  2»?  +  2gE 
vermöge  (25)  zu  Identitäten  werden,  es  ergiebt  sich  also: 

X/-=-  2{y*p  +  yzq  +  s'r). 
In  derselben  Weise  findeu  wir,  wenn 

X/"=  iE*P  +  äq  +  Ejr 
gewählt  wird: 

X/  =  i(^ä  +  2yr).     • 
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Die  zwei  noch  fehlenden  infinitesimalen  Transformationen  von  H' 
braviehen  wir  nicht  in  dieser  Weise  zu  berechnen ,  denn  wir  können 
sie  CLUB  den  schon  bekannten  Transformationen  durch  Klammeropera- 
tion  erhalten,  ebenso  wie  wir  in  Äbschn.  II  auf  8.  432  die  beiden 
letzt;en  infinitesimalen  Transformationen  der  Gruppe  H  fanden. 

Schliesslich  erkennen  wir,  dass  die  Gruppe  H'die  folgende  Form  hat: 

P,  Qf  r,   2yp  +  zq,   xp  —  zr,  xq  +  2yr,  xp  +  yq  +  zr, 
(H  ')  ^      x^p  +  xyq  +  yV,  y^p  +  yzq  +  z^r 

2xyp  +  (y*  +  ^^)  3  +  2yje?r ; 
dckss  sie  primitiv  ist,  folgt  schon  daraus,   dass  sie  die  beiden  primi- 
tiveii  Gruppen  (B')  und  (C)  als  Untergruppen  enthält. 

Die  Gruppe  H'  lässt  natürlich  die  bekannte  Gleichung: 

CIS^)  dy«-  dxdz  =  0 

invariani     Führen  wir  daher  wie  auf  S.  132  —tt-  als  neues  x  und 


— 2T~  ^^^  neues  xr  ein,  so  erhalten  wir  aus  H'  eine  neue  zehngliedrige 

Gruppe,  bei  der  die  Gleichung: 

C14)  dx^  +  dy'^  +  dz^^O 

^^ivariant  bleibt.     Diese  neue  Gruppe  lautet: 


[8J 


P,  Q,  r, 

xq  — 

yp,  yr 

—  zq 

,  ep 

xr,  U 

2xU- 

-8p, 

2yU- 

-Sq, 

2zV- 

■Sr 

V  *=  xp 

+  yQ 

+  zr, 

S  = 

x'  +  y' 

+  ^* 

^^^    besteht  aus  allen  Euklidischen  Bewegungen,  allen  Aehnlichkeits- 

'^^Bformationen  und  endlich   aus  allen  Transformationen  durch  reci- 

«i^i'olte  Radien  oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt*),  sie  besteht  aus 

**Aeti  conformen  Punkttransformationen  des  Raumes  a;,  y,  z,  wir  nen- 

^^    sie  deshalb  die  conforme  Gruppe  dieses  Raumes. 

Uebrigens  hätten  wir  auch  unmittelbar  zu  der  Gruppe  [8]  kom- 

**^^xx  können,  ohne  vorher  die  Gruppe  H'  aufzustellen;  ein  Verfahren 

■^^^rau  haben  wir  bereits  in  Abschnitt  II  auf  S.  458  flf.  auseinander- 

8«»etzt 

Wir  haben  die  Gruppe  H  im  Vorhergehenden  als  eine  Gruppe  von 
^oiülinmgstransformationen  der  Ebene  £,  }  aufgefasst  und  sind  zu  der 
^ruppe  H'  dadurch  gelangt,  dass  wir  untersuchten,  in  welcher  Weise  H 
^o   Qö*  Carven  der  invarianten  Schaar  (22)  unter  einander  vertauscht.    Wir 

.  *)  Lionville  hat  snerBt  geieigt,  dass  sich  die  allgemeinste  conforme  Trani- 

^^^^tion  des  Hamnas  x^  y,  $  ms  den  genannten  TransformationeD  zusammen- 
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können  aber  H  auch  als  eine  Gruppe  von  Punkttransformationen  des  Bau- 
mes £,  Q,  J  deuten.  Legen  wir  diese  Deatimg  zu  Grunde,  so  stellt  das 
GleichungensTstem  (25)  eine  Schaar  von  oo^  Curven  des  Raumes  £,  9,  i 
dar,  die  bei  der  Gruppe  H  invariant  bleibt;  von  der  Gruppe  H  gelangen 
wir  zu  H',  indem  wir  die  oo^  Curven  des  Baumes  £,  t)]  g  als  Punkte  in 
einem  neuen  dreifach  ausgedehnten  Baume  x^  y^  z  einführen.  Hieraus 
ergiebt  sich,  dass  die  beiden  Gruppen  H  und  H'  durch  eine  Berührungs- 
trausformation zwischen  den  beiden  I^umen  £,  9,  3  und  x^  y^  z  mit  ein- 
ander ähnlich  sind  und  zwar  durch  die  Berührungstransformation,  die  vom. 
dem  Gleichungensjsteme : 

(25)  [i  =  ^  +  ^yi  +  n' 

definirt  wird  (s.  Abschn.  II,  S.  52  f.). 

Nun  geht  die  Gruppe  H  bei  Einftlhrung  der  neuen  Veränderlichen: 

über  in  die  zehngliedrige  projective  Gruppe  des  linearen  Complexes: 
(26)  ^ii  + Ji%~9i^Ei=0 

(a.  a.  0.  S.  445f.).  Andrerseits  verwandelt  sich,  wie  wir  vorhin  gesehen 
haben,  die  Gruppe  H'  bei  Einführung  der  neuen  Veränderlichen: 

x  —  z         '    x-\-z 

^1 ^     ?   Vi  —  y  >   h 2f~ 

in  die  conforme  Giiippe  des  Baumes  x^^  y^^  z^.  Hieraus  ergiebt  sich,  dass 
die  Gruppe  [4]  des  linearen  Complexes  und  die  conforme  Gruppe  [8]  eben- 
falls durch  eine  Berührungstransformation  des  dreifach  ausgedehnten  Bau- 
mes mit  einander  ähnlich  sind.  Diese  Berührungstransformation  ist  durch 
das  Gleichungensystem: 

ii  =  ^1  +  *>i  +  ^iJ^i 
9i  =  ^1  —  («i  —  «^i)  li 


(27) 


definirt,  wo  £|,  Q,,  j|  der  Baum  des  Hnearen  Complexes,  x^^  y^^  z^  der 
Baum  der  conformen  Gruppe  ist;  sie  verwandelt  die  Punkte  des  Baumes 
lii  ^11  ii  ^  die  Geraden  des  Baumes  a^^,  t/^,  z^^  welche  den  Eugelkreis 
treffen,  umgekehrt  verwandelt  sie  die  Complexgeraden  des  Baumes  £i>9i,  ix 
in  die  Punkte  des  Baumes  x^^  y^^  z^.  Besonders  wichtig  ist  aber  diese 
Berührungstransformation  dadurch,  dass  sie  die  Geraden  des  Baumes  IT^,^,)! 
in  die  Kugeln  des  Baumes  0*^,  t/j,  z^  überführt  und  auf  diese  Weise  die 
PI ück ersehe  Liniengeometrie  in  eine  Kugelgeometrie  verwandelt*). 


*)  Die  im  Text  erwähnte  Berührungstransformation  entdeckte  Lie  im  Jalii6 
1870  und  begründete  auf  dieselbe  eine  Eugelgeometrie  und  einen  merkwfirdIgeM 
Zusammenhang  zwischen  Linien-  and  Kugelgeometrie,  sowie  Ewischen  projaotivtr 
und  metrischer  Geometrie.  Da  einige  Verfasser  diese  wichtigen  Entdeckungen  als 
Ausführungen  von  Ideen  des  Herrn  Noether  darstellen,  soll  hier  der  £Mtitolie 
Zusammenhang  angegeben  werden.  Im  Anfange  des  Jahres  1869  verOfliaaiBiidrti 
Lie  in  den  Verh.  d.  G.  d.  W.  zu  Christiania  eine  Darstellung  des  Ii 
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§  36. 

Wir  keimen  nunmehr  alle  primitiven  Gruppen  des  dreifach  aus- 
gedehnten Raumes  und  dürfen  daher  das  folgende  Theorem  aus- 
sprechen: 

Theorem  9.  Ist  eine  endliche  continuirliche  Gruppe  des 
ci^^^ifach  ausgedehnten  Baumes  primitiv,  so  ist  sie  durch  eine 
nikttransformation  dieses  Baumes  mit  einer  von  acht  gewis- 

Gruppen  ähnlich;  diese  acht  Gruppen  sind: 

1)  die  fünfeehngliedrige  allgemeirfe  projective  Gruppe  des 
'^ifach  ausgedehnten  Baumes  ([1]  auf  S.  124); 

2)  die  ewölfgliedrige  allgemeine  lineare  Gruppe  dieses  Bau- 
^^  ([2]  auf  S.124); 

3)  die  elfgliedrige  specielle  lineare  Gruppe  ([3]  auf  S.  124); 

4)  die  eehngliedrige  projective  Gruppe  eines  nicht  ausge- 
r-teien  linearen  Complexes  ([4]  auf  S.  125); 

5)  die  sechsgliedrige  projective  Gruppe  einer  nicht  ausge- 
steten  Fläche  zweiten  Grades  oder,  was  auf  dasselbe  hinaus- 
kommt, die  Gruppe  aller  Bewegungen  des  nicht-euhlidischen  Bau- 
^^cs  ([7J  auf  S.  134); 

6)  die  sechsgliedrige  Gruppe  aller  Euklidischen  Bewegun- 
gen ([5]  auf  S.  132); 

^®r  ebenen  Geometrie.  Die  Anwendung  derselben  auf  die  Dualität  führte  ihn  zu  der 

-^^bildung  gewisser  Liniencomplexe  auf  den  Punktraum.    In  einer  im  Herbst  1869 

erschienenen  Fortsetzung  beschäftigte  sich  Lie  u.  a.  eingehend  mit  derjenigen 

Abbildung,   welche   der   symmetrischen  Dualität   (d.  h.  Theorie   der  reciproken 

Polfti.gQ^  entsprach.    In  einer  damals  angekündigten  Fortsettzung  wollte  er  die 

"Abbildungen  untersuchen,  welche  der  nicht  symmetrischen  Dualität  entsprechen; 

^^^Qir  diesen  Abbildungen  findet  sich  die  Abbildung  des  linearen  Complexes  auf 

.    ^    Punktraum,  welche   somit  factisch   von   Lie   im  Februar,  wenn  auch  nur 

^^Plicite,  yerOffentli'cht  worden  war.    Herr  Noether  stellte  später  im  Laufe  des- 

^el\>Qj^  Jahres  ganz  beiläufig  wesentlich  dieselben  Gleichungen  zur  Abbildung  des 

^Qi^ren  Complexes  auf;  seine  Note  deutet  aber  keine  einzige  Anwendung  dieser 

^^^ildung  an.    Das  ist  der  Sachverhalt  in  historisch  richtiger  Darstellung  (s.  Math. 

^***^-  Bd.  V,  S.  166  u.  166).    Die  hiermit  in  Widerspruch  stehenden  Angaben  auf 

*^  ^^1,  Z.  6—16  y.  0.  ebd.  sind  falsch  und  während  der  Korrektur  in  Folge  eines 

'^^^^Terständnisses  hinzugefAgt  worden. 

_  Zu  der  von  Lie  im  Jahre  1870  begründeten  Kugelgeometrie  haben  später 

^  ^  in  und  besonders  Darboux  in  den  zu  seiner  im  Jahre  1869  eingereichten  Preis- 
^^^^ft  später  (1878)  zugefügten  Noten  wichtige  Beiträge  geliefert.   Herrn  Reyes 
^^^'(^Shrliche   Untersuchungen    über    diesen    Gegenstand    enthalten    kaum    etwas 
^«ntlich  Neues,  haben  jedoch  zur  Verbreitung  dieser  Theorien  beigetragen.   Unter 
späteren  Verfassern  auf  diesem  Gebiete   verdient  Herr  Loria  besonders  ge- 
eilt zu  werden. 
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7)  die    siehengliedrige    Gruppe    aller   Euklidischen    Bewe- 
gungen und  aller  Aehnlichkeitstransformationen  {\ß]  auf  S.  132); 

8)  die  zehngliedrige  Gruppe  aller  Transformationen  durch 
reciproke  Eadien  ([8J  auf  S,  137). 

Unter  den  acht  in  diesem  Theoreme  aufgezählten  Gruppen   ent- 
'  halten  vier,  nämlich  die  zweite,  dritte,  sechste  und  siebente  die  Gruppe: 

Pf  2f  ^ 

aller  Translationen  als  invariante  Untergruppe.  Die  fünfte  enthält 
zwei  zu  einander  reciproke  einfach  transitive  Gruppen  als  invariante 
Untergruppen,  es  sind  das  die  beiden  Gruppen: 


I   Q  +  ^r,  yq  +  zr,  (xy  —  z)p  +  y^q  +  yzr 
und: 


V  +  yr,   ^P  +  zr,  z^p  '\'{xy  —  z)q  +  xzr 


von  denen  die  erste  alle  Erzeugenden:  x^=a,  Z'^ay,  die  zweite  alle 
Erzeugenden:  y  =  6,  z  '^^bx  der  Fläche:  z  —  xy  =  0  in  Ruhe  läset. 

Einfache  Gruppen  giebt  es  unt^r  unsern  acht  nur  drei,  nämlich 
die  erste  (s.  Abschn.  I,  Theor.  97,  S.  560),  die  vierte  (s.  Abschn.  II, 
Theor.  70,  S.  437)  und  die  achte,  die  mit  der  vierten  durch  eine  Be- 
rührungstrausformation des  Raumes  x,  y,  z  ähnlich  und  daher  auch 
mit  ihr  gleichzusammengesetzt  ist. 

Auf  Grund  der  gewonnenen  Ergebnisse  gelangen  wir  oline  Schwie- 
rigkeit noch  zu  dem  nachstehenden 

Theorem  10.  Im  dreifach  ausgedehnten  Baume  gieht  es  nur 
dreierlei  einfache  Gruppen  von  Punkttransformationen,  die  mit 
keiner  Gruppe  von  Punkttransformationen  auf  der  Ebene  oder 
auf  der  Geraden  gleichzusammengesetzt  sind.    Es  sind  das: 

1)  die  allgemeine  projective  Gruppe, 

2)  die  zehngliedrige  projective  Gruppe  eines  linearen  Com- 
plexeSf 

3)  die  zehngliedrige  Gruppe  der  reciproken  Radien  und 
alle  mit  diesen  drei  durch  Punkttransformationen  ähnliehen 
Gruppen. 

Unter  den  genannten  drei  Gruppen  sind  die  beiden  leteten 
mit  einander  gleichzusammengesetzt  und  ausserdem  durch  eine 
Berührungstransformation  des  dreifach  ausgedehnten  Baumes 
ähnlich. 


.  i 
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Kapitel   8. 

Bestiinmnng  gewisser  imprimitiver  Gruppen  des  dreifach 

ausgedehnten  Baumes. 

Im  gewohnlichen  Baume  z,  y,  z  kann  man  im  Ganzen  drei  Arten 
or^    imprimitiven  Gruppen  unterscheiden.     Es  sind  das  die  folgenden: 

I.  Gruppen,  bei  denen  eine  Schaar  von  oo^  Flächen:  (p{x^  y,  z) 
=  ocnsi  invariant  bleibt^  die  sich  nicht  in  eine  invariante  Schaar  von 
>^     Curven  zerlegen  lässt;  es  darf  also   bei  einer  derartigen  Gruppe 

Curvenschaar  von  der  Form: 

g){Xf  y,  is)  =  consi,    ^(a;,  y^  z)  =  const. 
xiant  bleiben. 

II.  Gruppen,  bei  denen  eine  Schaar  von  cx>*  Curven: 
q>  {x,  y,  z)  =  const.,    V'  (^i  Vf  ^)  ==■  const. 

xiaut   bleibt,   die   sich  nicht   in   eine    invariante    Schaar   von    <x>^ 
:hen  anordnen  lässt;  bei  einer  solchen  Gruppe  darf  keine  Flächen- 
ti^suur  von  der  Form: 

curiant  bleiben. 


III.  Gruppen,  die  eine  Schaar  von  00^  Curven  invariant  lassen 
^<i  die  Curven  dieser  Schaar  imprimitiv  transformiren;  ^bei  jeder 
^lolen  Gruppe  bleibt  also  eine  Curvenschaar:  (p  =  const,  V'  =  const. 
^^^riant  und  zugleich  auch  mindestens  eine  Flächenschaar  von  der 
t^^oxToi:  Ä(9,^)  =  const. 

Jede  imprimitive  Gruppe  des  Raumes  x,  y,  z  gehört  nothwendig 

^^    ^er  von  diesen  drei  Arten;    es  kann  aber  auch  vorkommen,  dass 

^m    und  dieselbe  Gruppe  zu  gleicher   Zeit  zwei  verschiedenen  unsrer 

frei  Arten  angehört,  zum  Beispiel  werden  wir  finden,  dass  eine  Gruppe 

^^^  ersten    Art   unter   Umständen    auch    zur   zweiten   gehören   kann. 

pine  wirkliche   Elassification  der  imprimitiven  Gruppen  des  dreifach 

d>\28gedehnten  Raumes  ist  also   durch  unsre  Unterscheidung   der  drei 

Arten  nicht  gewonnen. 

Wir  wollen   uns   damit  begnügen,   alle  Gruppen   von   der   ersten 
mA  zweiten  Art  zu  bestimmen.     Die  Aufstellung  aller  Gruppen  der 
dritten  Art  bietet  zwar  keine  grundsätzlichen  Schwierigkeiten,  erfor- 
dert aber  ziemlich  weitläufige  Rechnungen;   wir  werden   uns   deshalb 
mit  der  Bestimmung  dieser  Gruppen  nicht  aufhalten,  sondern  uns  auf 
einige  allgemeine  Bemerkungen  über  sie  beschränken. 
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* 

L  Grnppen,  die  eine  Flächenscliaar:  9>  =  const,  aber  keine  Gnrven- 
scliaar  von  der  Form:  9  =  const,  ^  «=  const.  invariant  lassen. 

§  37. 

Wir  führen  vor  allen  Dingen  die  Function  (p  (z,  y,  z)  als  neues  s 
ein,  unsre  Aufgabe  kommt  dann  darauf  hinaus,  alle  Gruppen  des 
Raumes  x^y,z  zu  bestimmen,  bei  denen  die  Eben enschaar:  0«»  const., 
dagegen  keine  Curvenschaar  von  der  Form:  z  «»  const.,  ^  (a;, y,  e)  ==  const. 
invariant  bleibt. 

Ist  Gm  eine  m-gliedrige  Gruppe  von  dieser  Bescha£Fenheit,  so 
wird  die  Veränderliche  z  bei  Gm  für  sich  transformirt  und  zwar 
(s.  Theor.  1,  S.  6)  höchstens  dreigliedrig;  zugleich  kann  man  0  stets 
so  wählen,  dass  die  infinitesimalen  Transformationen  von  Gm  die 
Form: 

ik{XyyyZ)p-\r  i?*(a:, y,jef)g  +  (a*  +  M  +  c*^*)r     (*  =  i...m) 

annehmen. 

Zunächst  betrachten  wir  dfe  grosste  in  Gm  enthaltene  Untergruppe, 
bei  der  alle  Ebenen:  z  =  const.  in  Ruhe  bleiben.  Diese  Untergruppe, 
die  nach  Abschn.  I,  S.  307,  Satz  5  in  der  Gm  invariant  ist,  sei 
mi-gliedrig  und  heisse  6?^,.  Wir  behaupten,  dass  auch  bei  der  ö«, 
keine  Curvenschaar:  z  =  const,  V'C^?  y>  ^)  =  const.  invariant  bleibt 
Bewiesen  werden  muss  das  natürlich  nur,  wenn  m>in^. 

In  der  That,  gäbe  es  eine  isolirte  Curvenschaar:  z  =»  const, 
^  (rr,  y,  z)  =  const,  die  bei  der  Gm^  invariant  bliebe,  so  müsste  diese 
Schaar  bei  jeder  Transformation  der  Gm  wieder  in  eine  bei  der  Gmt 
invariante  Schaar  übergehen  (s.  Abschn.  I,  S.  586,  Satz  3),  sie  würde 
also,  da  sie  isolirt  ist,  nothwendig  auch  bei  der  Gm  invariant  bleiben; 
die  Gm  wäre  somit  gar  keine  Gruppe  von  der  verlangten  Beschaffenheit 

Blieben  andrerseits  bei  der  Gm^  unendlich  viele  Curvenschaaren 
von  der  Form:  js?  =  const,  q)(x,  y,  z)  =  consi.  invariant,  so  blieben 
gleichzeitig  in  jeder  Ebene:  z  =  a  unendlich  viele  Schaaren  von  je  00^ 
Curven  invariant,  es  würden  also  (vgl.  S.  59  ff.)  die  oo"»»-**  oder  cx)*»«—* 
Transformationen  der  Gm^^  die  einen  Punkt  Xq,  y^,  Zq  von  allgemeiner 
Lage  festhalten,  zugleich  jede  der  00^  in  die  Ebone  z  =  Zq  fallenden 
Richtungen  durch  x^^y^^  Zq  stehen  lassen.  Nun  ist  m  —  m^  ^  3  und  die 
Gm  ist  sicher  transitiv,  sie  enthält  daher  höchstens  00*"^  Transforma- 
tionen, die  a;^,  y^,  Zq  invariant  lassen;  diese  Transformationen  würden 
unter  der  gemachten  Voraussetzung  die  00^  besprochenen  Richtungen 
durch  den  Punkt  XQ^y^^z^  höchstens  zweigliedrig  transformiren  und  in- 
folgedessen (s.  S.  28)  mindestens  eine  von  diesen  Richtungen  in  Ruhe 
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lassen;  dann  aber  gäbe  es  eine  bei  der  Gm  invariante  Curvenschaar 
ran  der  Form :  0  —  consi,  ^  (x,  y,  0)  =  const.^  was  doch  nicht  sein  darf. 

Damit  ist  unsre  Behauptung  bewiesen ,  ausserdem  aber  eröffnet 
sieh  uns  auch  ein  Weg,  um  alle  Gruppen  von  der  verlangten  Be- 
sdia-ffenheit  aufzustellen: 

Wir  bestimmen  zuerst  alle  Gruppen  von  der  verlangten  Beschaffen- 
lieii^  bei  denen  die  Ebenen:  0  «»  const.  alle  invariant  bleiben  oder,  wie 

es  ausdrücken,  nuUgliedrig  transformirt  werden.  Ist  Gm  eine  der 
fundenen  Gruppen,  so  fügen  wir  in  allgemeinster  Weise  eine  solche 
finitesimale  Transformation: 

hizizu,  dass  eine  (m  +  l)-gliedrige  Gruppe  entsteht,  in  der  die  Gm 
^Ifi  invariante  Untergruppe  enthalten  ist:  auf  diese  Weise  erhalten  wir 
alle  Gruppen  von  der  verlangten  Beschaffenheit,  bei  denen  die  Ebenen: 
^  •*•  consi  eingliedrig  transformirt  werden,  u.  s.  w. 

§  38. 

I^ie  Ebenen:  jer  =  const.  werden  nuUgliedrig  transformirt. 

Jede  m-gliedrige  Gruppe  Gm  von  der  hier  gesuchten  Art  hat  die 
Form: 

^1)  ik{x,  y,  0)p  +  rii{x,  y,  0)q      (*  =  i...m). 

^*  sie  keine  Curvenschaar:  0  =  const.,  tlf{x,  y^  0)  =  const.  invariant 
^^88811  darf,  so  muss  sie  die  Punkte  jeder  Ebene:  0  =  a  von  allge- 
meiner Lage  primitiv  transformiren,  das  heisst,  die  infinitesimalen 
^^^^usformationen  (1)  müssen,  wenn  0  als  Constante  betrachtet  wird, 
«uie  primitive  Gruppe  in  den  beiden  Veränderlichen  x  und  y  erzeugen. 
^^  ist  nach  Theorem  5,  S.  35  jede  primitive  Gruppe  in  zwei  Ver- 
*^"erlichen  entweder  acht-  oder  sechs-  oder  fünfgliedrig  und  jenachdem 
entweder  mit  der  allgemeinen  projectiven  oder  mit  der  allgemeinen 
linearen  oder  mit  der  speciellen  linearen  Gruppe  ähnlich,  folglich 
^^bt  sieb,  dass  unsre  Gm  in  den  drei  Veränderlichen  x,  y^  0  durch 
eine  geeignete  Transformation  von  der  Gestalt: 

^1  —  « i^>  y,  «),  yi  =  /3(rc,  y,  0),  0^  =  0 

entweder  auf  die  Form: 

■* 

lXkf=  Zkip  +  Zkiq  +  Zk^xp  +  Zk4yp  +  Zkbxq  +  Ztayq  -f 
(A)  -I-  Zki(x^p  +  xyq)  +  Zks(xyp  +  y^q) 

(ik  ==3  1 . . .  m) 

oder  auf  die  Form: 
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(B)  j 


(C)    I 


Xtf=  Zup  +  Zkiq  +  Ztsxp  +  Zkiyp  +  Zisxq  +  Zttyq 

oder  endlich  auf  die  Form: 

Xkf=  Zkip  +  Zkiq  +  Zizxq  +  Z^^ipcp  —  yq)  +  Zisyp 

(it  =  1  . . .  m) 

gebracht   werden  kann.     Hier   ist  von   den  neuen  Veränderlichen  j^ 

Index   wieder   fortgelassen;   die  Z  sind  Functionen   von  je?   allein  ^und 

zwar  dürfen  im  Falle  (A)   nicht   alle  achtreihigen  Determinantei^^         der 

Matrix : 

Zki  .  .  .  Zks 

{k=  l  .  .  .  m) 

verschwinden,  im  Falle  (B)  nicht  alle  sechsreihigen  Determinantesim     der 
Matrix: 

Zkl    .   .  .  Zk6 

{k  =  l  . . .  m) 


(2) 


(3) 


im  Falle  (G)  nicht  alle  fünfreihigen  der  Matrix: 
f^\  j  Zkl  •  .  •  Zjts 

Es  sei  Gm  zunächst  eine  m-gliedrige  Gruppe  von  der  Form 
Unter  den  Transformationen  von  Gm  wählen  wir  alle  die  aus, 
denen  alle  Punkte  einer  bestimmten  Ebene:   z  =^  e^   von  allgem 
Lage  invariant  bleiben.     Diese  Transformationen  bilden  eine  (m — 
gliedrige  Gruppe  Gm—H,  die  bei  jeder  Transformation   von  (ti»  in  e 
Gruppe  von  derselben  Beschaffenheit  übergeht;  da  nun  die  Ebene:  g 
bei  Gm  invariant   bleibt^   so  ergiebt  sich,   dass  G„t.^  eine  inv 
Untergruppe  von  Gm  ist. 

Betrachten  wir  jetzt  irgend  eine  andere  Ebene:  g^=»  e^  von  all: 
meiner  Lage.     Die  Punkte  dieser  Ebene  werden  bei  der  Gm  durch  e:::         ^ 
achtgliedrige  Gruppe  g^  transformirt,  die  mit  der  Gm  isomorph  ist^  " 
der  Gruppe  Gm-%  werden  sie  durch  eine  mit  (?«— s  isomorphe  Gru^^^^^^ 
y  transformirt.     Da  Gm-a  in  der  Gm  invariant  ist,  so  muss  y  in 
g^  invariant  sein;    berücksichtigen   wir  überdies,   dass  die  g^  als 
allgemeine  projective  Gruppe  der    Ebene:   z  =  2^   einfach  ist,  so 
kennen  wir,  dass  y  entweder  mit  der  g^  zusammenfallt  oder  blos 
der  identischen  Transformation   besteht     Zugleich  ergiebt   sich, 
die  Gm-8  entweder  nur  die  identische  Transformation  enthält  oder 
Punkte  jeder  Ebene:  z  =^  a  von  allgemeiner  Lage  achtgliedrig 
formirt   und   zwar  natürlich   durch  die  allgemeine  projective   G: 
dieser  Ebene;  im  zweiten  Falle  ist  die  G„<.8  demnach  eine  Gruppe 
derselben  Beschaffenheit  wie  die  Gm- 


u 
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ludem  wir  die  eben  durchgeführten  Betrachtungen  auf  die  6r,,,_s 
LU^venden  und  in  derselben  Weise  fortfahren,  finden  wir,  dass  die  6r,„ 
^ixie  Reihe  von  invarianten  Untergruppen: 

enthält.  Die  letzte  dieser  Untergruppen  besteht  blos  aus  der  iden- 
tischen Transformation,  so  dass  also  m  ein  ganzes  Vielfaches  von  acht 
st;  jede  der  übrigen  Untergruppen  ist  in  allen  vorhergehenden  in- 
variant und  transformirt  die  Punkte  einer  jeden  Ebene:  e  '=  a  von 
illgemeiner  Lage  achtgliedrig,  durch  die  allgemeine  projective  Gruppe 
lieser  Ebene. 

Unter  den  erwähnten  Untergruppen  giebt  es  eine  achtgliedrige  6r«, 
lie  mit  der  Gruppe: 
ß)  p,  q,  xp,  yp,  xq,  yq,  x^p  +  xyq,  xyp  +  y^q     . 

^holoedrisch  isomorph  ist  und  die  Punkte  jeder  Ebene:  j?  =  a  von  all- 
gemeiner Lage  durch  die  allgemeine  projective  Gruppe  dieser  Ebene 
'^»'ausformirt.  Halten  wir  jetzt  in  der  Ebene:  z  =  0q  einen  Punkt  fest, 
*^  werden  die  Punkte  jeder  andern  Ebene:  z  ^=  a  durch  eine  sechs- 
SHedrige  Gruppe  (?g  transformirt,  die  nach  Seite  93  entweder  einen 
^uiikt  oder  eine  Gerade  invariant  lässt.  Da  die  Gontinuität  gewahrt 
bleiben  muss,  ergiebt  sich,  dass  die  G^  stets  einen  Punkt  invariant 
^asst/  es  ist  demnach  jedem  Punkte  der  Ebene:  0^=Zq  in  jeder  Ebene 
^  ==  a  eindeutig  umkehrbar  ein  Punkt  zugeordnet.  Denken  wir  uns 
"nunmehr  für  einen  Punkt  der  Ebene:  0  =  iSq  in  jeder  Ebene:  z  =  a 
^^n  zugeordneten  Punkt  construirt,  so  erhalten  wir  eine  Curve,  und 
denken  wir  uns  dasselbe  für  alle  cx>^  Punkte  der  Ebene:  z  >=  Zq  aus- 
B^führt,  80  erhalten  wir  eine  Schaar  von  oo^  Curven,  die  augenschein- 
lich bei  unsrer  G^  invariant  bleibt  Diese  Curvenschaar  wird  durch 
^^ei  Gleichungen  von  der  Form: 

A  {x,  z)  =  const.,     ^(y,  z)  =  const. 

'"^^estellty  die  nach  x  und  nach  y  auflösbar  sind;  wir  können  daher  A 
^^^  neues  x  und  (i  als  neues  y  einfuhren.  Thun  wir  das,  so  verwan- 
■®lt  sich  die  ög  in  eine  Gruppe  Crg',  die  nur  noch  die  Veränderlichen 
'  Uxid  y,  dagegen  z  gar  nicht  mehr  enthält;  die  Gruppe  Gg  endlich 
^  *-  als  achtgliedrige  primitive  Gruppe  in  zwei  Veränderlichen  mit  der 
'^*"^j)pe  (5)  durch  eine  Punkttransformation  ähnlich,  es  ergiebt  sich 
**o ,  dass  unsre  ßg  durch  geeignete  Wahl  der  Veränderlichen  x,  y,  z 
^^    die  Form: 

Ml        P^  (/>  ^P>  yP,  ^'Qy  y^h  ^T  +  a;//^,  xyp  +  ifq    , 
^■^Tacht  wprdeu  kann. 

'-•  i«,  Th«r>rie  der  TrantforniaiionBgmppeii.    111.  10 
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Führen  wir  die  neueu  Veränderlichen  x,  y,  e^  in  denen  die  G^ 
Form  [1]  erhalten  hat;  in  die  Gm  ein,  so  müssen  die  infinitesimi 
Transformationen  dieser  Gruppe  wieder  die  Form  (A)  annehmen,  d 
die  Gm  transformirt  ja  die  Punkte  jeder  Ebene:  e^=^a  genau  so 
die  6rg.  Da  nun  die  G^  in  der  G»,  invariant  ist,  so  müssen  wir  j 
noch  alle  Gruppen  von  der  Form  (Ä)  aufsuchen,  in  denen  [1]  als 
Variante  Untergruppe  enthalten  ist.  Durch  Combination  der  in: 
tesimalen  Transformationen  [1]  mit  denen  von  der  Form  (A)  fin 
wir  aber  sofort,  dass  [1]  nur  daim  in  einer  Gruppe  von  der  Form 
invariant  ist,  wenn  alle  Zu  Constanten  sind,  wenn  also  die  6ru 
(A)  mit  [1]  zusammenfallt. 

Damit  ist  bewiesen,  dass  jede  Gruppe  von  der  Form  (A),  die  ki 
Gurvenschaar:  je^  <»  const.,  ^'(a;,  j/,  icr)  =  consi  invariant  lasst,  dv 
eine  Punkttransformatiou  des  Raumes  x^  y,  z  mit  der  Gruppe  [1]  1 
lieh  ist. 

Wir  suchen  jetzt  alle  Gruppen  von  der  Form: 
^.       |Xi/=  ZkiP+  Ztiq  +  Zkzxq  +  Zk^ixp  —  yq)  +  Zk^yp 

die  von  der  Form  (B)  werden  wir  nachher  sehr  leicht  finden. 

Es  leuchtet  ein,  dass  mit  den  Xkf  zugleich  auch  die  verkür 
infinitesimalen  Transformationen: 

Xif  =  Zkzxq  +  Zki(xp  —  yq)  +  Zk&yp     (*  =  i . . . ».) 

eine  Gruppe  erzeugen;  diese  letztere  braucht  allerdings  nicht  im 
m-gliedrig  zu  sein,  da  aber  nach  S.  144  nicht  alle  fünfreihigen  De 
minanteu  der  Matrix  (4)  verschwinden,  so  ist  jedenfalls  sicher,  < 
nicht  alle  dreireihigen  Determinanten  der  Matrix: 

Zks    ZkA    Zkh 

(it  =  1 . . .  m) 

gleich  Null  sind.     Nun  ist  die  Gruppe:  xq^  xp  —  yq,  yp  holoedr 
isomorph   mit  der   allgemeinen  projectiven  Gruppe:   p,  — 2gp,   — 
der  einfach  ausgedehnten  Mannigfaltigkeit   i   (vgl.  S.  19),  andren 
haben   wir  in  Kap.  3  auf  S.  40 ff.  gesehen,  dass  jede  Gruppe  von 
Form : 

für  die  nicht  alle  dreireihigen  Determinanten  der  Matrix  (6)  verschi 
den,    blos    dreigliedrig   ist   und    durch   eine  Transformation    von 

Gestalt: 

^  y.(^Hiii(f) 


(6) 
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in  die  Gruppe:  p^  liPu  Ji^Pi  übergeführt  werden  kanD._E8  ergiebt 
sich  daher  ganz  in  derselben  Weise,  dass  die  Gruppe:  X^f  . . .  Xmf 
auch  blos  dreigliedrig  ist  und  durch  eine  Transformation  von  der  Ge- 

si^alt: 

X,  =  a(z)x  +  ß(z)y,   y,  =  y{z)x  +  B{:z)y 

aiiF  die  Form:  x^q^,  x^p^ — VAi^  ViPi   gebracht  werden  kami. 

Führen  wir  die  neuen  Veränderlichen  a*,,  y^  in   die  Gruppe  (C) 
und  lassen  wir  sodann  den  Index  fort,  so  erhält  diese  Gruppe  die 


^3  +  Z^^P  +  2i^q,  scp  —  yq  +  Z^,p  +  Z^iÜ,  yp  +  ^siP  +  -Z329 

ZklP  "f~  ZkiQ         (*  =  4  .  .  .  m) . 

ier  führen  wir  x  +  Z^i  als  neues  x  und  y  —  Z^  als  neues  y  ein, 
'vvodurch  die  zweite  infinitesimale  Transformation  uusrer  Gruppe  die 
einfache  Form:  xp  —  yq  bekommt,  .während  die  andern  Transfor- 
n^ationen  ihre  Gestalt  entweder  gar  nicht  oder  doch  nicht  wesentlich 
andern.     Durch  Elammeroperation  ergiebt  sich  weiter: 

(xp  —  yqy    xq  +  Z^j^p  +  Z^^q)  =  2xq  —  Z^^p  +  Z^^q 
(xp  —  yq,  2xq  —  Z^^p  +  Z^^q)  =  4xq  +  Z^^p  +  Z^^q, 

also     enthält   unsre   Gruppe   auch  die  Transformation  xq  und   ebenso 
^^^^Örlich  yp.     Ferner  wird: 

(Ziip  +  Zkiq,  xp  —  yq)  =  Zkip  —  Zkiq^ 

^^    traten  mithin  Zkip  und  Zjt^q  für  sich  auf;  endlich  kommt: 

(Zkip,  xq)  =  Zkiq,    {Zkiqj  yp)  =  Zk^Py 

^^truaach  hat  unsre  Gruppe  die  Form: 


[2]        xq,  xp—yq,  yp,  Z^p,  .  .  .  Zip,   Z^q, . . .  Ziq 


Hl 

^^^^^  bedeuten  Z^  , . .  Zi  Functionen  von  z,  die  ganz  beliebig  sind,  nur 

^^    zwischen  ihnen  keine  lineare  homogene  Relation: 

a,  Zi  +  •  •  •  +  üiZi  =  0 

^^^  Constanten  Coefficienten  bestehen.  Die  Zahl  l  muss  selbstverständ- 
licri  grosser  als  Null  sein,  denn  die  Gliederzahl  w  =  2Z  +  3  unsrer 
ö^^Vippe  muss  mindestens  den  Werth  fünf  haben. 

Bemerkenswerth  ist,  dass   man  von   den  l  Functionen  Z^  , . .  Zi 

evUe  gleich   1  setzen  kann;   führt  man  nämlich  -^  als   neues  x  und 

^    als  neues  y  ein,  so  ergiebt  sich  die  Gruppe: 

Z  ^i  Z  ^u 

««;   ^P  —  yQy  yp,  Py    ^  P,   •  •  •     z   ^''   ^^'     y    Ui   -  -  -    y  «• 

/>j  XV|  •>,  Xvj 


10 


* 
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Nachdem  wir  alle  Gruppen  von  der  Form  (C)  gefunden   haben, 
suchen  wir  noch  alle  von  der  Form: 


(B)   { 


Xtf'=  Ztip  +  Znq  +  ZkiXp  +  Ztiyp  +  Z^xq  +  Zk^yq 

(A;  =s  1  . . .  in) . 

Aus  Abschnitt  I,  S.  261,  Satz  6  wissen  wir,  dass  der  Inbegriff 
aller  infinitesimalen  Transformationen  (XiXk)  eine  Gruppe  erzeugt,  die 
in  der  Gruppe  (B)  invariant  isi  Diese  neue  Gruppe  hat  augenschein- 
lich die  Form  (C)  und  transformirt  auch  die  Punkte  jeder  einzelnen 
Ebene:  z  =  ^q  fünfgliedrig,  sie  kann  daher,  wie  wir  soeben  gezeigt 
haben,  durch  geeignete  Wahl  der  Veränderlichen  auf  die  Form: 

[1]  xq,  xp  —  yq,  yp,  Z^p  . . .  Zip,  Z^q  ...  Ziq 

gebracht  werden.  Die  Gruppe  (B)  ihrerseits  bat  bei  Einf&hmng  der 
neuen  Veränderlichen  ihre  Form  im  Wesentlichen  bewahrt,  sie  wird 
also  erhalten,  indem  man  zu  der  Gruppe  [1]  noch  eine  oder  mehrere 
infinitesimale  Transformationen  von  der  Form: 

Xf=  Sl|,  +  85^  +  {ixq  +  ^{xp-  yq)  +  ^yp  +  %{xp  +  yq) 

hinzufügt,  unter  Ä,  85  ...  5  Functionen  von  z  verstanden. 

Um  die  Form  der  Functionen  ?l  , . .  5  zu  bestimmen,  bilden  wir 
die  Transformation: 

{Xf,  xp  -  yq)  «Sil}  —  95g  —  2^xq  +  2^yp. 

Da  diese  der  Gruppe  [1]  angehören  muss,  so  können  wir  schliessen, 
dass  alle  vier  Transformationen: 

der  Gruppe  [1]  angeboren  und  wir  dürfen  infolgedessen  in  der  Trans- 
formation Xf  die  Coefficienten  SC,  85,  S,  @  gleich  Null  setzen.  Nach- 
dem das  geschehen  ist^  bilden  wir  die  Transformation: 

{Xf,  xq)  =  2%xq 

und  erkennen  in  derselben  Weise,  dass  wir  auch  2)  gleich  Null  setzen 
dürfen.    Endlich  muss  auch  die  Transformation: 

(ZkP,  %{xp  +  yq))^Z,%p 

der  Gruppe  [11  angeboren,  femer  die  Transformation: 

(Zk%p,  %{xp  +  yq))  =  Z,%^p, 

die  Transformation:  Zk%^p  und  so  weiter,  da  aber  die  Gruppe  [1] 
nicht  unendlich  viele  unabhängige  infinitesimale  Transformationen  ent- 
halten kann,  so  ergiebt  sich,  dass  %  eine  blose  Constante  ist. 

Wir  sehen  hieraus,  dass  jede  Gruppe  von  der  Form  (B)  durch 
geeignete  Wahl  der  Veränderlichen  die  Form: 
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[3]        xqy  xp  —  ygiy  yp,  xp  +  yg,  Z^p  . . .  Zip,  Z^q  . . .  Ziq 


erb.  selten  kann;  es  versteht  sich  von  selbst;   dass  man  auch  hier  eine 
der     2  Functionen  Z^  . , .  Zi  gleich  1  setzen  darf. 

Jetzt  sind  die  in  der  Ueberschrift  des  gegenwärtigen  Paragraphen 
bezeichneten  Gruppen  alle  gefunden ^  wir  haben  daher  den 

Satz  1.  Lässt  eifie  Gruppe  von  Punkttransformationen  des  Raumes 
Xy  tfy  z  alle  Ebetwn  der  Schaar:  z  =  const  in  Ruhe,  lässt  sie  dagegen 
hine  Curvenschaar  von  der  Form:  z  =  consL,  (p(x,  y,  z)  =  const  in- 
varimty  so  Icann  sie  durch  eine  Punkttransformaiion  des  Raumes  x,  y,  z 
ai^  eine  der  drei  Formen:  [1],  S.  145,  [2J,  S.  147,  [3J,  S.  149  gebracht 
tcerden. 

§  39. 

Die  Ebenen:  ;9  *=  const.  werden  eingliedrig  transformirt. 

In  Uebereinstimmung  mit  dem  auf  S.  143  Gesagten  fügen  wir 
zunächst  zu  der  Gruppe: 

[IJ    p,  q,  xp,  yp,  xq,  yq,  x^p  +  xyq,  xyp  +  y^q 

^^    allgemeinster  Weise  eine  solche  infinitesimale  Transformation: 

Xf=  r  +  l{x,  y,  z)p  +  ri(x,  y,  z)q 

'^^^^KXy  dass  eine  neungliedrige  Gruppe  entsteht,  in  der  [1]  als  invariante 
^tergruppe  enthalten  ist. 

Die  infinitesimalen  Transformationen: 

Cp,  ^f)  =  Up  +  nxq 

{xp,  Xf)  =  (icgx  —  Di)  +  xri;cq 

^^^en   der  Gruppe  [IJ  angehören,   es   muss  also  5  voii  ^  frei  sein; 

^^^:i80  ergiebt  sich,  dass  tj  die   Veränderliche  z  nicht  enthält.     Be- 

^^^»xint  man  £  und  n  wirklich,  was  gar  keine  Schwierigkeiten  macht 

^       findet  man,   dass  6l>  +  ^2  eine  infinitesimale  Transformation  der 

^^■^'^^jpe  [1]  ist.    ünsre  neungliedrige  Gruppe  hat  demzufolge  die  Form: 

[4]        p,  q,  xp,  yp,  xq,  yq,  o^p+xyq,  xyp  +  y^q,  r     . 


Zweitens  f&gen  wir  zu  der  Grruppe: 

[2]    xq,  xp  —  yq,  yp,  Z^p  . . .  Zip,  Z^q  . . .  Ziq 
^^^^   infinitesimale  Transformation  von  der  Form: 
ti^^  Z/"—  r  +  6 (x,  y,  z)p  +  12 {x,  y,  z) q 

iDa  die  inOnitesimalen  Transformationen: 


150  AbtheiluDg  II.    Kapitel  8.    §  39. 

(^Zi7,  Xf)  =  Z.iyp  +  {Z^rjy  -  Z/)^ 
[xq,  Xf)  =    xljp  +  {xriy  —  g)(? 

der  Gnippe  [2J  angehören  müssen,  so  ergiebt  sich: 

t 

Ziiy  =  nx  -i  hy  +  ^*  CkZi 

1 

xgy  =  ax  +  h'y  +  ^  CkZk, 

1 
also  ist: 

X  (nx  +  6y  +  2  ^*^*)  =  -^1  («'«  +  ^'y  +  2  ''*'^*) ' 

1  1 

woraus  folgt,  dass  a  =  c^  ist,  während  die  übrigen  Constanten  alle 
verschwinden.  Wir  haben  nunmehr:  |y  «=  Cj  und:  6  =  c^y  +  9(^>^)> 
hier  aber  köimen  wir  c^  ohne  Weiteres  gleich  Null  setzen,  weil  unsre 
Gruppe  die  infinitesimale  Transformation  yp  enthält;  demnach  wird  | 
frei  von  y  und  natürlich  ebenso  ri  frei  von  x. 
Durch  Bildung  der  Transformationen: 

(Z^p,  Xf),     (xp  -  yq,  Xf) 

erkennen  wir  jetzt,  dass  Gleichungen  von  der  Form: 

t 

1 

l 

a;g,  —  g   =ax  +  ^kCkZk 

1 

bestehen.     Durch  Verbindung  dieser  Gleichungen  ergiebt  sich,   dass  Q 
gleich  Null  ist  und  dass  |  die  Form: 

i  =  a(z)x  +  ßiz) 

besitzt;  in  derselben  Weise  erhalten  wir  für  ly  die  Form: 

Ferner  muss  auch  die  Transformation: 

(xfjy  Xf)  =  [yi2)x  —  a{z)x  —  ß{z)}  q 

der  Gruppe  [2J  angehören,  es  muss  also  y{z)  —  a(g)  gleich  einer  Con- 
stauten  sein,  während  ß(jf)  und  ebenso  £{z)  die  Form: 

j  CkZt 

1 

haben  muss.    Wir  können  infolgedessen  Xf  ohne  Weiteres  in  der  Form: 

Xf=r  +  a(g)  [xjy  +  yq] 
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voraussetzen.     Hier  führen  wir  endlich  f{z)x  als  neues  x  und  f(z)y 
als  neues  y  ein,  indem  wir  f{z)  aus  der  Differentialgleichung: 

f  ie)  +  a{z) .  f{g)  =  0 
bestimmen:  dadurch  wird  "Kf  einfach  <=»  r . 

Die  gesuchte  Gruppe  hat  nunn^ehr  die  Gestalt: 

wo  noch   die  Functionen  Z^  , . .  Zi  zu   bestimmen  sind.      Zu  diesem 
Zwecke  bilden  wir  die  infinitesimale  Transformation: 

(r,  Zj,p)  =  Z'kP 
die  nothwendig  die  Form: 

2jhvZyp, 

1  * 

besitzen  muss..    Hieraus  ergiebt  sich^  dass  die  Zk  den  l  Differential- 
gleichungen: 


Z', 


0 


genügen;  Differentialgleichungen  von  dieser  Form  sind  uns  aber  schon 
auf  S.43  begegnet;  wir  finden  daher,  dass  die  gesuchte  Gruppe  die  Form: 


[5] 


xq,  xp  —  yq,  yp,  r 
6  *  j;,  06^  p,  . , .  z  ^e''  p 

I       Xv$  Xlz  tnu    Xl.» 

'  («=sl,  8..  .A;  A>0) 


besitzt.  Hier  sind  m^,  m^  . . .  Wa  positive  ganze  Zahlen,  deren  Summe 
gleich  l  —  h  sein  muss,  dagegen  sind  X^,  k^  . . .  k^  ganz  beliebige  Zahlen, 
unter  denen  nur  keine  zwei  einander  gleich  sein  dürfen. 

Drittens  haben  wir  zu  der  Gruppe: 

[3]     xq,  xp  —  yq,  yp,  xp  +  yq,  Z^p,  . . .  Zip,  Z^q,  ...Ziq 
eine  infinitesimale  Transformation  von  der  Form: 

r  +  l{x,y,z)p  +  ri{x,  y,0)q 

hinzuzufügen.  Wir  finden  durch  genau  dieselben  Rechnungen  wie  im 
zweiten  Fall  die  Gruppe: 


[6] 


xff,  xp- 

-yq. 

yp, 

«1»  +  yq,  r 

e'^'p, 

ze'^' 

p,  ■  • 

.z"''^e^'p 

e'-q, 

ze'*' 

'q,  ., 

..«"»e'*'« 

(*  =  i. 

S...A 

1*>0) 
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Hiermit  sind  alle  Gruppen  gefunden,  bei  denen  die  invariante 
Ebenenschaar:  z  =  const  eingliedrig  transformirt  wird  und  bei  denen 
keine  Curvenschaar  von  der  Form:  ^?  =  const.,  ^(a?,  y,  jB?)  =  const. 
invariant  bleibt. 

§  40. 

Die  Ebenen:  ;5  =  const.   werden   zwei-   oder  dreigliedrig 

transformirt. 

Zunäclist  müssen  wir  zu  den  Gruppen  L4|,*[5J,  [6J  je  eine  infini- 
tesimale Transformation: 

XJ=  zr  +  l{x,  y,  z)p  +  ri{x,  y,  e)q 
hinzufügen. 

Aus  der  Gruppe  [4J  ergiebt  sich  auf  diese  Weise  ohne  Schwierig- 
keit die  Gruppe: 

[7]        i>,  q,  xp,  ypj  xq,  yq,  x^p  +  xyq,  xyp+y^q,  r,  zr  ,  . 

Soll  zweitens  aus  der  Gruppe  [5]  durch  Hinzufügung  von  X^f 
eine  Gruppe  entstehen,  so  können  wir  X^f  jedenfalls  in  der  Form: 

XJ  =zr  +  a  (z)  (xp  -f  yq) 

voraussetzen;  das  ergiebt  sich  genau  so  wie  in  §  39.     Weiter  bekom — 

men  wir: 

{r,XJ)  =  r  +  a'(z){xp  +  yq), 

also  muss  n  (z)  verschwinden  und  a{z)  von  e  frei  sein: 

XJ=zr'{-a{xp  +  yq). 

Nunmehr  wird: 

(^"*.  c'^^'p,  XJ)  =  {(«  -  m,)z''e'''  -  A*/**+^'*')i, 

und  diese  Transformation  muss  der  Gruppe  [5]  angehören,  was  offem^- 
bar  nur  dann  der  Fall  ist,  wenn  kk  verschwindet. 
Wir  bekommen  demnach  die  Gruppe: 


!  ^2,  ^V  —  yQy  yih  r,  zr  +  a(xp  +  yq) 
[8J  p,  zp,  z^p,  . . .  z'^'p 

q,  zq,  z^q,  . .  .  sS^q  | 

Der  willkürliche  Parameter  a  lässt  sich  hier  uicht  fortschaffep. 

Soll  drittens  aus  der  Gruppe  [6]  durch  Hinzufügung  von  X^f  eine 
Gruppe  entstehen,  so  können  wir  wiederum  annehmen,  dass  X,/*  die 
Form  hat: 

XJ  =  zr  +  a  {z)  (xp  +  yq) . 
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Aus  der  Gleichung: 

(r,Xj)^r  +  a(e){xp  +  yq) 

lässt  sich  aber  jetzt  nur  schliesseu;  dass  a{z)  eine  Constante  ist  und 
dass  a{js)  die  Form:  ajS  +  6  besitzt,  wo  6  ohne  Weiteres  gleich  Null 
gesetzt  werden  kann.     Nunmehr  ist: 

XJ=  zr  +  az{xp  +  yq), 
wir   bekommen  also: 

[)ie8e  Transformation  muss  der  Gruppe  [6]  angehören,  es  müssen  also 
alle  4  gleich  a  sein,  so  dass  die  gesuchte  Gruppe  die  Form  hat: 

xq,  xp  —  yq,  yp,  xp  +  yq,  r,  zr  +  az{xp  +  yq) 

ef'py  zef'py  . . .  z"*€f"p,  ef'q,  zef'q,  . . .  z'^^ef^'q. 

Hier  führen  wir  endlich:  xer^*  als  neues  x  und  yer^'  als  neues  y  ein 
"öd  bekommen  die  Gruppe: 


I  xqy  xp  —  yqj  yp,  xp  +  yq,  r,  zr 
[9]    i  l>,  Bp,  z^p  .  .  .  z'^'p 

q,  zq,  z^q  .  .  .  ^q 


Jetzt  bleibt  uns  noch  übrig  zu  den  Gruppen  [7],  [8J,  [DJ  je  eine 
^^Usformation : 
,  .  ^if=  z^r  +  g {x,  y,  z)p  +  ri (x,  y,  z)q 

^^i^vizufügen. 

Aus  der  Gruppe  [7]  erhalten  wir  die  nachstehende: 


[10] 


Py  Qy  xp,  ypy  xq,  yq,  x'p  +  xyq,  xyp  +  y^q 


r,  zr^  z^r 


^^K^ö  wir  zweitens  zur  Gruppe  [8]  die  Transformation  'K^f  hinzu,  so 


^nnen  wir  zunächst,  wie  in  §  39,  dass  wir  X.J  iu  der  Form: 

Z/  —  ^V  +  a  {z)  {xp  +  y  (/) 
^E^^hmen  dürfen.     Ferner  bekommen  wir: 

(r,  X^f)  =  2zr  +  «'(^)  (^i>  +  n\ 
*o  wird:    d{z)  =  2a  und  a(z)  =  ^az  +  6.     Nunmehr  ergiebt  sich: 

{s^Py  Xif)  =  hsS^p  +  (2a  —  m)  z'^'^^p, 
*^^^thiii  muss  2a  B»  m  sein;  weiter  ist: 

[zr  +^(xp  +  yq),  Xj)  =  z^r  +  mz  {xp  +  yq) 
^nci     cJa  xp  +  y(/  nicht  vorkommen   darf,   so  hat  b  den  Werth  Null, 
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Die  von  uns  gesuchte  Gruppe  kann  in  Folge  dessen  die  nachstehende 
Form  erhalten: 


[11] 


P,  ^P>'"  ^"*Py  Qy  ^3,  . . .  ^""q, 


Ebenso  ergiebt  sich  aus  der  Gruppe  [9]  die  Gruppe: 


[12] 


xq,  xp  —  yq,  yp,  xp  +  yq,  rzr,  f?r  +  mz{xp  +  yq) 

Py  nh  •  •  •  ^'"Py  (l,  ^Q,  '"  ^q 


Damit  ist  die  in  §  37  gestellte  Aufgabe  erledigt  und  wir  können 
den  Satz  aussprechen: 

Satz  2.  Lässt  eine  endliche  continuirliche  Gruppe  des  Baumes 
X,  y,  z  eine  Schaar  von  oo*  Flächen:  ip(x,  y,  g)  =  const  invariantj, 
dagegen  Jceine  Curvenschaar  von  der  Form:  ^Cx^y^z)  =  const,  if(xjy,z^ 
=  const,  so  kann  sie  stets  durch  eine  Punhttransformation  auf  eine  (fex 
zwölf  Formen:  [1]  .  .  .  [12J  gebracht  werden. 

Wir  wenden  uns  jetzt  zur  Bestimmung  aller  Gruppen,  die  dei 
zweiten  unsrer  auf  S.  141  unterschiedenen  drei  Arten  angehören. 

II.   Gruppen  die  eine  Curvenschaar:   9  =  const.,  ^  «»  const.  invarian 
lassen ,  nicht  aber  eine  Flächenschaar  von  der  Form :  i2  (9 ,  ^)  =  oonsff 

§  41. 

Es   sei  Gin  eine   tn-gliedrige  Gruppe,   bei   der  die  Curyensehaa« 
9>  =  const.,  jI>  =  const.   iuyariant   bleibt;  wählen   wir  q>  als  neues 
und  iff  als  neues  y,  so  erscheint  diese  Gruppe  in  der  Form: 

Xkf=-l^k(x,  y)p  +  rik  {x,  y)q  +  ik  {x,  y,  »)r 

(1  =  1,  ...  ni) . 

Soll  nun  die   Gm  insbesondere  eine   Gruppe  von   der   verlangten 
schaffenheit   sein^    so    darf  sie   keine   Flächenschaar  von    der   For 
Sl{x,  y)  =  Gon^i.    invariant    lassen,    sie    muss    also    die    00'   Curr 
X  «=  const.,  y  =  const.  primitiv  transformiren   oder,  was  auf  dasst 
hinauskommt,  die  verkQrzte  Gruppe  (s.  Abschn.  I,  S.  307,  Satz  4): 

Xif=  Ikix,  y)p  +  rikix,  y)q    (t  =  i...m) 

in  den  Veränderlichen  x,  y  muss  primitiv  sein.     Diese  Bedingung* 
nothwendig  und  zugleich  hinreichend,  denn  die  verkürzte  Gruppe  ^ 
an,  in  welcher  Weise  die  00*  Curven:  x  «=  const,  y  =  const  bei 
Gm  transformirt  werden. 

Da  die  verkürzte  Gruppe:   X^/'  .  .  .  X„/  primitiv  sein   muss 
ist  sie  (s.  Theorem  5,  S.  35)  entweder    fünf-   oder    sechs-  oder 
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^liedrig  und  kann  durch  geeignete  Wahl  der  Veränderlichen  x,  y  auf 
der  drei  Formen: 


p,  };  xq,  xp  —  yq,  yp 

Pf  if  ^Qf  ^p  —  VQ,  yp,  ^P  +  VQ 

C^S:)        Py  q,  xq,  xp  -  yq,  yp,  xp  +  yq,  x^p  +  xyq,  xyp  +  y^q 

Tacht  werden.    Verstehen  wir  daher  unter  h  eine  beliebige  der  drei 
lilen:  f&nf^  sechs ,  acht  und  unter: 

Xkf=  ik{x,  y)p  +  flk{x,  y)q     (*  =  i...A) 

»    A-gliedrige  der  drei  Gruppen  %,  93;  S;  so  ist: 

^if+  tiip,  y>  ^)^  •  •  •,  Xnf+thix,  y,  0)r 
Fi(x,  y,  z)r,  .  .  .,  Fm-H(x,  y,e)r    . 

die  allgemeine  Form  einer  m-gliedrigen  Gruppe  Gm  von  der  verlang- 
n  Beschaffenheit. 

Unter  den   infinitesimalen  Transformationen  unsrer  Gm  giebt  es 

— A  unabhängige^  die  jede  einzelne  Gerade  der  Schaar:  x  =  const., 

*#  =s  const.  in  Ruhe  lassen.     Diese  m  —  h  Transformationen  haben  die 

Form: 

Fi(x,  y,  z)rj  .  .  .  F„,^f,{x,  y,  z)r, 

sie  erzeugen  nach  Abschn.  I,  S,  307,  Satz  5  eine  (w  —  A)-gliedrige 
invariante  Untergruppe  Gm-^h  unsrer  Gm»  Wir  müssen  zunächst  unter- 
tauchen, was  für  verschiedene  Formen  diese  6?,«—*  haben  kann. 

Die  Gm-'h  lässt  jede  Gerade:  a:=a?o,  y=yo  invariant,  transformirt 
aber  die  oo^  Punkte  der  Geraden  und  zwar  (s.  Theor.  1,  S.  6)  entweder 
liuU-,  oder  ein-  oder  zwei-  oder  dreigliedrig.  Der  erste  Fall  tritt  nur 
ein,  wenn  die  Gn^-A  auf  die  identische  Transformation  zusammen- 
schrumpft, wenn  also  A  =  m  ist  In  den  drei  übrigen  Fällen  führt 
genau  dieselbe  Methode  zum  Ziel,  die  wir  auf  S.  38  ff.  in  der  Ebene 
zur   Bestimmung  aller  m-gliedrigen  Gruppen  von  der  Form: 

<^i(^;  y)Q7  •  •  •  ^mlxy  y)q 
Denntzt  haben.    Es  ergiebt  sich  nämlich,  dass  man  im  zweiten  Falle 
^*®   6»,-A  stets  auf  die  Form: 

^*)  Fl  (a;,  y)  r ,  .  .  .  F,««*  (x,y)r 

\^_ »  

oruig^jj  kann,   indem  man  eine    geeignete  Function   von  x,  y,  z  als 

^^ues  e  einführt    Im  dritten  Falle  kann  man  die  Form: 

^^  F^{oc,  y)ry  ,  .  .  F„^a-i{x,  y)r,  tsr 

'Wichen.     Im  vierten  Falle,  endlich  ist  die  6rm_A  immer  dreigliedrig 
!!?^  lässt  sich  auf  die  Form: 


^gen. 
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Es  liegt  jetzt  aaf  der  Hand;  wie  wir  verfahren  müssen,  um  alle 
m-gliedrigen  Gruppen  Gm  von  der  verlangten  Beschaffenheit  zu  finden. 

Wir  beginnen  mit  der  Bestimmung  aller  Gruppen  Gm^  bei  denen 
die  Curven:  x  =  consi,  y  <=  const.  fünfgliedrig  transformirt  werden, 
bei  denen  also  die  Zahl  A  =»  5  ist  und  die  Gruppe:  Xif  .  .  .  Xkf  die 
Form  (0)  besitzt.  Unter  diesen  Gruppen  suchen  wir  zuerst  die  fünf- 
gliedrigen,  deren  invariante  Untergruppe  Gm—s  blos  aus  der  identischen 
Transformation  besteht,  sodann  suchen  wir  der  Beihe  nach  alle  die, 
deren  invariante  Untergruppe  eine  der  Formen:  ®,  ®,  f^  besitzt. 

Haben  wir  in  dieser  Weise  alle  Gruppen  Gm  bestimmt,  bei  denen 
die  Curven  x  =  const,  y  =  const.  fünfgliedrig  transformirt  werden,  so 
fügen  wir  zu  jeder  der  gefundenen  Gruppe  in  allgemeinster  Weise  eine 
solche  infinitesimale  Transformation: 

xp  +  yQ  +  t{^,yy^)r 

hinzu,  dass  wieder  eine  Gruppe  entsteht  Endlich  fügen  wir  zu  den 
so  erhaltenen  Gruppen  noch  zwei  infinitesimale  Transformationen: 

x^p  +  xyq -^  tiia:,  y,e)r 

^yp+  fa  +i%{^yyy«)^ 

hinzu  und  bestimmen  ^  und  ^  in  allgemeinster  Weise  derart,  dass 
wir  eine  Gruppe  erhalten. 

§42. 

Die  Curven:  o;  «=  const,  y  =  const  werden  fünfgliedrig 

transformirt 

Zuerst  sind  alle  fünfgliedrigen  Gruppen  von  der  Form: 

P  +  ccr,  q  +  ßr,  xq  +  tir,  xp  —  yq  +  g^r,  yp  +  i^r 

zu  bestimmen,  unter  a, /),  ii,i%iiz  Functionen  von  x,  y,  z  verstanden. 
Der  Ausdruck: 

{p  +  ar,  q  +  ßr)  =  {ß,  +  aß,  -  «,  -  /S«,)r 

muss  identisch  verschwinden,  da  eine  infinitesimale  Transformation  von 
dieser  Form  in  der  Gruppe  nicht  vorkommen  darf;  die  beiden  Diffe- 
rentialgleichungen : 

ox    *       dz  ^      dy    ^    ^  dz 

haben  daher  eine  Lösung  gemein,  die  von  z  sicher  nicht  frei  ist 
(s.  Abschn.  I,  S.  91,  Theor.  12).  Führen  wir  diese  Lösung  als  neues 
z  ein,  so  werden  a  und  ß  gleich  Null,  während  die  übrigen  infinitesi- 
malen Transformationen  unsrer  Gruppe  ihre  Form  nicht  wesentlich 
ändern. 
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Femer  ergiebt  sich: 

(J),  ^i  +  5i»-)  =  «  +  H  r,  (q,  xq  +  i,r)  =  ||  r, 

muss  ii  und  ebenso  £2  ^^^  Ss  ^^^  ^  ^^^  V  ^^^^  ^^^  ^^^  Function 
e  allein  sein.     Ist  nun  i^  4=  ^^  ^^  bringen  wir  durch  EinfQhrung 

i^m^^n  neuen  e  die  Transformation:   xq  +  Si^  a^f  <Jiß  Form:   rr^y  +  f ; 

::^<ig>nn  ergiebt  sich: 

(a;g  +  r,  «i»  —  y«  +  i^r)  =  —  2xq  +  -f*  ■  r, 
1^0  ist: 

|J  =  -2,     g,-=-2«  +  o, 

ro     die  Constante  a  ohne  Weiteres  gleich  Null  gesetzt  werden  kann. 
><^l3Jiesslich  finden  wir  noch:  fj  «»  —  ^  und  haben  somit  die  Gruppe: 


[13J     I    p,  q,  xq  +  r,   xp  —  yq  —  2zr,  yp  —  z^r 

L  fii^    andrerseits  ^j  «=  0^  so  erkennen  wir  durch  Gombination,  dass  auch 
^ind  ^  verschwinden y  wir  bekommen  also  die  Gruppe: 


[14] 


V  ^y  ^^j  ^p  —  yQy  yp 


^ie    Qbrigens  schon  unter  den  auf  S.  13:7  gefundenen  Gruppen  [2]  ent- 
halten ist 

Wir  wenden  uns  jetzt  zu  den  Gruppen  von  der  Form: 
^  siod  das  die^  bei  deren  invarianter  Untergruppe: 

-^i(^;  y)^>  •  •  •  Fi{^y  y)r 

^^ß   I^unkte  jeder  Geraden:    a?  =  yo,   y  =  yo   eingliedrig   transformirt 
werden. 

Zunächst  sei  2  =»  1 . 

Wir  führen  ein  neues  z  ein^   so   dass   die  Transformation:    F^r 
die  einfache  Form  r  annimmt.    Unsre  Gruppe  erscheint  dann  in  der 
Gestalt: 
(8)     r,  p+  i,r,  q  +  g^r,  xq  +  g^r,  a;i}  —  yg  +  S4r,  yp  +  gjr . 

ptirch  Combination  mit  r  finden  wir  jetzt ^  dass  gt  die  Form  hat: 

ik^auZ-^  Qkipo^y)     (*  =  i...6), 
e^  ist  aber: 

(p  +  (a,ief  +  9i)^»  scp—  yq  +  (a^z  +  ^Jr)  — |)  +  t{oc,  y)r, 
oJbo  muss  a^  verschwinden  und  in  derselben  Weise  lässt  sich  einsehen, 
dass  auch  a^  ,  .  ,  a^  null  sind.     Führen  wir   nunmehr:  z  —  fg^dx  als 


158  Abtheilung  IT.    Kapitel  8.    §  42. 

neues  z  ein;  so  geht  die  infinitesimale  Transformation:  1>  +  ^if  über 
in:  p  und  die  Transformation:  q  -{-  ß^^  bekommt  in  Folge  dessen  die 
Form: 

wo  aber  die  Function  %(y)  ohne  Weiteres  gleich  Null  gesetzt  werden 
kann:  wir  brauchen  zu  diesem  Zwecke  blos:  ß — fxdy  als  neues  e 
einzuführen.     Die  Gruppe  (8)  lautet  demnach  jetzt: 

(8')    r,  p,  q+Cxr,  xq+Qs(x,y)r,  xp''yq+Q^{x,y)r,  yp+Qiix,y)r. 

Durch  Combination  mit  p  erkennen  wir^  dass  q^  die  Form  hat: 

Q^  =  ax  +  q)(ff), 
andrerseits  bekommen  wir: 

{q  +  Cxr,  xp  —  yq  +  {ax  +  q>)r)  =  —  ^y  +  (^'(y)  —  Cx)t, 

also  ist  9>'(y)  constant  =  h  und  ^(y)  =  by,  wenn  von  der  hier  Qber- 
flQssigen   Integrationsconstanten  abgesehen  wird.      Fuhren    wir   noch^ 
0  —  ax  -^  by  als  neues  0  ein,   so  bekommen  wir  einfach  die  Trans — 
formation:  xp  —  yq,  während:  r,  p  und  q  +  Cxr  sich  nicht  wesent-- 
lieh  ändern.     Femer  wird: 

also  ist;  von  einer  überflüssigen  Integrationsconstanten  abgesehen: 

aus  der  Gleichung: 

{xp  —  yq,  xq  +  {^Cx^  +  ky)r)  =  2xq  +  (Cx^  —  ky)r 

ergiebt  sich  überdies ,  dass  die  Constante  k  verschwindet.  Endlich 
finden  wir  in  ganz  ähnlicher  Weise,  dass  q^  =  ^Cy*  ist. 

Jetzt   sind   wir   am  Ziele.     Entweder   nämlich   ist   0  =  0^   dann 
haben  wir  die  Gruppe: 


[15] 


^  Pj  q,  ^Qy  ^p  —  yq,  yp 


oder  es  ist  C  =^0,  dann  führen   wir  ^  jer  als  neues  g  ein  und  finden 
die  Gruppe: 


[16]        r,  p,  q  +  xr,  xq  +  ^x?r,  xp  —  yq,  yp  +  ^y*r 


Von  diesen  beiden  Gruppen  ist  die  erste  unter  den  Gruppen  [5] 
auf  S.  151  enthalten^  die  zweite  ist  uns  schon  aus  Abschn.  II,  S.  419  f. 
bekannt  und  zwar  als  eine  irreducible  Berührungstransformationsgruppe 
der  Ebene  x^  z. 

In  der  Gruppe  (7)  sei  nunmehr  Z  >  1 . 
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Wir  combiniren  die  Transformation:  F^{Xj  y)r  mit:  p  -{-  t^r  und 
K^lsommen: 

\^i  dz  dx)^' 

liier    muss  der  Factor  von  r  eine  Function  von  x  und  y  allein  sein^ 
also   ergiebt  sich: 

und   in  gleicher  Weise  überhaupt: 

6fc  =  «it  {x,  y)z  +  ßk  {x,y)    (*  =  1 . . .  5). 

Aji  Stelle  von  z  führen  wir  jetzt  die  neue  Veränderlicher 

z^=-tp{x,y)z+if{x,y) 
ein;  dabei  wird: 

JP  +  («1^  +  ßi)^^P  +  {(9>x  +  «1^)^  +  V'x  +  ßM  r,, 

^  können  demnach  über  q>  und  ^  so  verfügen,   dass  der  Coefficient 
^on  r^  verschwindet,  mit  andern  Worten:   wir  dürfen  in  der  Gruppe 
(^)  von  vornherein  Si  ""  0  annehmen. 
Weiter  bekommen  wir: 

"'^d  schliessen  daraus,  dass  a^  von  x  frei  ist;  indem  wir  noch  %(y)z 
*|®  Heues  e  einführen  und  %\y)  +  «2%  *=  0  wählen,  erreichen  wir  über- 
*^®8>  dass  «2  verschwindet 

Durch  Gombination  von  p  und  q  +  ß^{Xy  y)r  mit: 

< 

^*' •kennen  wir,  dass  Oj,  «4  und  «5  Constanten  sind,  und  sodann  durch 
P^^irweise  Gombination  der  Transformationen  (9),  dass  diese  Constan- 
^^1    verschwinden,     ünsre  Gruppe  (7)  hat  demnach  jetzt  die  Form: 

^2  +  /*s(^,y)^  ^p  — y?  + A(^>y)^,  yp  +  ßdx.y)^ 

Fi{x,y)r,  ...  .  Fi{x,y)r. 

Zur  Bestimmung  der  Functionen  F^^  ...  Fi  bilden  wir  die  Trans- 
*oxTmation: 

die    zeigt,  dass  Fk  einer  Differentialgleichung  von  der  Form: 


(8) 
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genügt,  wo  die  Ckt  Constanten  sind.  Durch  Combination  mit:  yp  '\'  ßr^r 
bekommen  wir  ebenso  eine  Gleichung  von  der  Form: 

(10')  yw  =  ^<'*»-^- 

1 

Durch  Verbindung  der  Gleichungen  (10)  und  (10')  ergiebt  sich  jetzt 
leicht,  dass  jeder  der  2  +  1  Ausdrücke: 

dx"  ^  dx"  ^  dx'  '"'^  dx' 

sich  in  der  Form:  Cjl^j  +  •  •  •  +  CjPj  mit  constanten  CoefGcienten  C 
darstellen  läset;  es  muss  mithin  eine  Gleichung  von  der  Form: 

0  SO 

bestehen,  in  der  die  Constanten  a  nicht  sämmtlich  yerschwinden.  Daraus 
aber  folgt,  dass  Fk  eine  ganze  Function  von  x  ist  und  zwar  höch- 
stens vom  {l  —  1)*®°  Grade.  Genau  in  derselben  Weise,  durch  Com- 
bination mit:  q  +  ß^r  und  mit  xq  +  ß^r,  ergiebt  sich,  dass  Ft  auch 
eine  ganze  Function  von  y  ist  uud  zwar  ebenfalls  höchstens  vom 
(/  -  l)^  Grade. 

Wir  wollen  den  —  von  Null  verschiedenen  —  Grad,  den  die 
Function:  6ijPi  +  * '  •  +  ^/^/  Dii*»  <J®^  ^  willkürlichen  Parametern: 
ei  . , ,  €i  in  X  und  y  zusammen  besitzt,  mit  h  bezeichnen,  dann  hat: 
2JekFk  jedenfalls  die  Form: 

j  ekFk  =  lo^  +  k^x/^-^y  H h  Xk^iXif^-^  +  hy^  H , 

1 

wo  die  weggelassenen  Glieder  von  der  (A  —  1)*®"  und  von  niedrigerer 
Ordnung  sind  und  wo  die  Constanten  Aq  . . .  Aa  sicher  nicht  alle  ver- 
schwinden.    Combiniren  wir  jetzt  die  Transformation: 

i 

j  ekFk  .  r 

eine  genügende  Anzahl  von  Malen  mit:  xq  +  ftr  und  mit:  yp  +  ß^r 
so   erkennen   wir,   dass    unsre   Gruppe    eine   Transformation    von    der 

Form: 

x^y'^r 

enthält,  wo  q  und  ö  positive  ganze  Zahlen  sind,  deren  Summe  den 
Werth  h  besitzt.     Durch  fortgesetzte  Combination  mit: 

^(1  +  ßs^'f  yp  +  Ao»*,  i>,  Q  +  ß^r 


(7") 
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-^ebt  sich  schliesslich ,  dass  ansre  Gruppe  überhaupt  jede  Transfor- 
xnation  von  der  Form: 

enthält;  es  ist  mithin:  He^Fk  die  allgemeinste  ganze  Function  1%^"^ 
Gra.des  von  x  und  y. 

Wir  sind  damit  zu  der  folgenden  Form  unsrer  Gruppe  (7)  gelangt: 

r,  irr,  yr,  o^r^  xyr,  y^r^  .  .  . 

.  .  .  a;*r,  a?*~^yr,  .  .  .  y*r         (a>0) 

Durch  Combination  mit  p  zeigt  sich,  dass  q  -f-  /^gr  die  Form  hat: 
(11)  2  +  (Ooa;*+*  +  üiO^y  H f-  o^iTy*  +  T^r; 

hier  sind  in  dem  Goefficienten  von  r  alle  Glieder  von  h^  und  niedri- 
gerer Ordnung  in  x  und  y  weggelassen,  weil  die  überflüssig  sind. 
^  ist  eine  Function  von  y  allein,  kann  aber  ohne  Weiteres  gleich  Null 
gesetzt  werden,  denn  führt  man:  g^-fYdy  als  neues  je?  ein,  so  ver- 
scliwindet  Y  und  die  übrigen  Transformationen  unsrer  Gruppe  ändern 
^ich  entweder  gar  nicht  oder  nur  unwesentlich. 

Wir  finden  weiter,  dass  xq  -f"  /'s^  ii2l^  Weglassung  überflüssiger 
Grliedor  die  Form  besitzt: 

+  %^^  +  ^i^^y  +  •  •  •  +  bAa?y*|  r. 

-'^ier  dürfen  die  Gonstanten  b  alle  gleich  Null  gesetzt  werden;  um  das 
^^^ zusehen,  braucht  man  nur: 

«  —  bo^y  -  ^1  ^»*"'  Y 6*  f^ 

^"^s    neues  z  einzuführen,   wobei  die  übrigen  infinitesimalen  Transfor- 
ionen der  Ghruppe  ihre  Gestalt  nicht  wesentlich  ändern. 
Combiniren  wir  jetzt  die  beiden  Transformationen  (11)  und  (12) 
einander,  nachdem  wir  vorher  Y  und  die  b  gleich  Null  gesetzt 
■^^ten,  so  bekommen  wir  eine  Transformation  von  der  Gestalt: 

+-  Aa*  a  -  i)«*y*-^  +  <»'  (y)  1 »- , 

die   unsrer  Gruppe  angehören  muss.    Da  nun  A  >  0  ist,  so  können  wir 
schliessen,  dass  aj . . .  0*  verschwinden;  ferner  muss  <&'(y)  ®^^®  ganze 

^'•,  Tlieori«  dw  Tmuformatioiiigrappen.  HL  11 
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Function  h*^  Grades  von  y  sein,  wir  können  daher   mit  WeglasBi^ 
der  Glieder  von  Ä**'  und  niedriger  Ordnung  *(y)  =  by*+^  setzen. 
Die  Transformationen  (11)  und  (12)  lauten  nunmehr: 

indem  wir  sie  mit:  xp  —  yq  + ß^{x,y)r  combiniren,  finden   wir 
Transformationen : 

-2xq-\-(x^^-  aoa:»+*  +  (A  +  l)by*+»)r, 
es  müssen  also  Gleichungen  von  der  Form: 

^J^-  "««*+*  +  ^^  +  1)  V+' 200  ^  -  2byH-»  +  ®*(«^ 

bestehen,  unter  Oh  und  ®a  ganze  Functionen  }if^  Grades  von  x  un    ' 
verstanden.     Diese  Gleichungen  zeigen  zunächst,  dass  b 
und  dass  ®a  durch  x  theilbar  ist;   weiter  lassen  sie   erkennen, 
auch  Oq  den  Werth  Null  hat  und  dass  Qk  die  Veränderlichen  x 
höchstens   im   (A  —  1)^*^   Grade   enthält.     Hieraus   wiederum   erj 
sich,  dass  ß^,  wenn  von  überflüssigen  Gliedern  abgesehen  wird,  c 
Function  von  x  allein  ist;  durch  Combination  mit  p  zeigt  sich  ü^ 
dies,    dass    ß^  <»  ca^+^    gesetzt    werden   kann.     Führen   wir   endlf 

e  —  c  ,   ,      als  neues  e  ein,  so  wird  auch  c  gleich  Null. 

um  die  noch  übrige  Transformation:  yp  '\'  ßt{Xyy)r  zu  bes' 
men,  combiniren  wir  sie  mit: 

Py  q,  xq,  xp  —  yq 

und  überzeugen  uns  zunächst,  dass: 

dx'    cy'       oy'      dx        ^  dy    *      ^^ 
sämmtlich  ganze  Functionen   von  x,  y  sind   und  zwar  höchstens 
Grade  h.     Das   aber  ist  offenbar  nur  möglich,   wenn  die  Differi 
Quotienten: 

dx '     dy 

höchstens   vom   (Ä  —  1)*^  Grade    sind,   wenn   also   ß^  selbst   d 
Grad  nicht  übersteigt     Infolge  dessen  können   wir  ß^  ohne  V 
gleich  Null   setzen   und   erhalten   für   unsre   Gruppe   (7)   die   < 
Form: 


Bettimmung  imprimiiiyer  Gruppen  des  dreifach  ausgedehnten  Raumes.    163 


[17J 


p,  q,  xq,  xp  —  yq,  yp,  xfyr 

(^-f-ffsO,  1,S. .  .A) 


;B;iexm  soll  die  ganze  positive  Zahl  h  allerdings  zunächst  >0  sein, 
docl  erhalten  wir  auch  im  Falle  A «» 0  eine  Gruppe,  nämlich  die 
Crülier  aufgestellte  [15]. 


(13)  { 


Wir  kommen  zu  den  Gruppen  von  der  Form: 
P  +  fi^,  ?  +  t^r,  xq  +  ^r,  xp'-yq  +  t^r,  yp  +  ggr 

Fi(x,y)r,...Fi{x,y)r,  zr, 
also  zu  denen,  deren  invariante  Untergruppe: 

Fi{x,y)r,...Fi{x,y)r,  er 

die  Punkte  jeder  Geraden;  x  ^^  Xq,  y  =^yo  zweigliedrig  transformirt. 

Durch   Combiuation  mit:   F^(x,y)r  bekommen  wir  Gleichungen 
^on   der  Form: 

dt  ' 

1 

(*  «=  1 .  .  .  5) , 

®^    ist  also: 

ii  =  ttkix,  y)^  +  ßk{x,  y)0  +  yk(x,  y); 

^^^    der  andern  Seite  ergiebt  sich  durch  Combination  mit  gr: 

dt  ' 

^  äy  -  5*  =  a*^+  2  CkvFr(x,  y), 

1 

^^^Klich  verschwinden  die  «*,  die  y*  aber  haben  die  Form: 

i 

Yw-^^  —  ^ci.Frix.y) 

können  demnach  gleich  Null  gesetzt  werden. 
Nun  erzeugen  augenscheinlich  die  sechs  infinitesimalen  Transfor- 
Lionen: 

Us  +  AC^.y)^^»  a^i>  — y2  + AC^^y)^^;  yp  +  ßsi^fy)^^ 

^Mae  sechsgliedrige  Untergruppe  der  Gruppe  (13).     Diese  Untergruppe 

*^itnmt,  wenn  man  »i'^le  an  Stelle  von  z  einfuhrt,  die  Form  (8)  auf 

^-    157   an;    wir  können   daher    die    damaligen   Auseinandersetzungen 

^oer  die  Gruppe  (8)  sofort  auf  die  Gruppe  (14)  übertragen  und  können 

^^liliessen,  dass  die  Gruppe  (14)  auf  die  Form: 

^^f  JPi  ff  +  Cxzry  xp  —  yq 

xq  +  \Cx^zr^  yp  -f-  ^Cy^zr 

11* 
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gebracht  werden  kann,  wenn  man  einen  geeigneten  Ausdmck:  0g>(x,y) 
als  neues  0  einführt.     Die  übrigen  infinitesimalen  Transformationen: 

F^{Xyy)r  ...  Fi(x,y)r 

der  Oruppe  (13)  ändern  dabei  ihre  Form  nicht  wesentlich. 

Die  Bestimmung  der  Functionen  F^  ...  Fi  würde  sehr  einfach 
sein^  wenn  die  Constante  C  =  0  wäre  und  wirklich  —  es  lässt  sich 
nachweisen,  dass  C  keinen  von  Null  verschiedenen  Werth  haben  kann. 

Combiniren  wir  nämlich  Fkr  mit  p  und  mit  yp  -f-  ^Cy^0r,  so 
ergeben  sich  Gleichungen  von  der  Form: 


(15) 


dF  '  ' 


1 

WO  die  Q  und  b  Constanten  sind;  hieraus  folgt  sofort: 

iiCy*F,  =  y  2  atrFr  -  ^  b*,F,. 

1  1 

Wäre  C  =4=  0,  so  würden  überhaupt  für  jede  ganze  positive  Zahl  r  >  1 

l  Relationen  von  der  Form: 

i  i 

y^Fk=y^  dtkrFr   +  ^'htkrFr       (*  =  1  . . . /) 
1  1 

bestehen,   das  aber  ist  nur  möglich,  wenn  Fi  . . .  Fi  sämmtlich  ver- 
schwinden, was  ausgeschlossen  ist.    Folglich  muss  C  ■=  0  sein. 

Da  C  verschwindet,  erkennen  wir  aus  den  Gleichungen  (15)  genau 
so  wie  auf  S.  159  f.,  dass  die  Fk  ganze  Functionen  von  x  sind,  über- 
haupt lässt  sich  die  damalige  Entwickelung  zur  Bestimmung  der  F^ 
Wort   für  Wort   auf  den    gegenwärtigen  Fall  anwenden.     Kurz,   wir 

finden,  dass  unsre  Gruppe  (13)  die  Form  erhält: 

- 


[181     •  P'  9t,  ^Q.1  ^P  -  VQy  yPf  ^r,  x^y^r 

WO  h  eine  positive  ganze  Zahl  >  0  bezeichnet.  Ist  insbesondere  A «»  0, 
so  gehört  die  Gruppe  [18]  zu  den  auf  S.  152  gefundenen  Gruppen  [8], 
sie  wird  erhalten,  wenn  man  dort  a  und  m  gleich  Null  setzt. 

Uebrig  bleiben  nur  noch  die  Gruppen  von  der  Form: 

I  P+  t,r,  q  +  t^r 

(16)  Ixq  +  ggr,  xp  —  yq  +  t^r,   yp  +  ^r 

l  r,  er,  e^r, 
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deren  inyariante  Untergruppe:    r,  er^  g^r  die  Punkte  jeder  Geraden: 
a:  ■==  Xq,  y  «B  j^o  dreigliedrig  transformirt. 

Um   ti  •  •  •  ^6  ^^  bestimmen,  combiniren   wir  mit  r  und  er  und 
bekommen  Relationen  von  der  Form: 

fi-^  —  t^  =  a!,  +  }>k0  +  Ck^j 

'lieraus  aber  folgt  sofort,  dass  gb  von  x  und  y  frei  und  eine  ganze 
^^ction  zweiten  Grades  von  z  ist;  wir  können  demnach  alle  ^  «=>  0 
^^tzen  und  erhalten  die  Gruppe: 


[19J       jp,  g,  xq,  xp  —  yg,  yjp,  r,  xrr,  ^V 


^so    aie  Gruppe  [11]  auf  S.  154  für  m  =  0. 

§  43. 

"*^i^  Curyen:  a;<=>  const.,  y  =  const.  werden  sechsgliedrig 

transformirt. 

^ir  müssen  jetzt  zu  jeder  der  Gruppen  [13] . . .  [19]  in  allgemein- 
^     ^eise  eine  solche  infinitesimale  Transformation: 

Xf=xp  +  yq+  i{x,y,0)r 

^^VifBgen,  dass  eine  Gruppe  entsteht. 
p,  Soll  Xf  zu  der  Gruppe  [13]  hinzutreten,  so   muss  ^  eine  blose 

'^^^^tante  sein,  das  ergiebt  sich,  wenn  man  Xf  der  Reihe  nach  mit 
*     2  und  xq^  r  combinirt.    Femer  wird: 

{xp  —  yq  —  2zr,  X/*)  =  2£r, 

^o  muss  5  =  0  sein  und  wir  bekommen  die  Gruppe: 


120]        p,  q,  xq  +  r,  xp  —  yq  —  2zr,  yp  —  z^r,  xp  +  yq 


Im  Falle  der  Gruppe  [14]  erkennen  wir  durch  Combination  mit 
P    vud  g,  dass  i  eine  Function  von  z  allein  ist     Verschwindet  t;  so 
*^^l>en  wir  die  Gruppe: 


[21]     ;   p,  q,  xq,  xp  —  yq,  yp,  xp  +  yq 

wti    dagegen   f  =1=  0,  so  können  wir  durch  geeignete  Wahl  von  z  er- 
Wichen,  dass  die  gesuchte  Gruppe  die  Form: 


[22]       p,  q,  xq,  xp  -  yq,  yp,  xp  +  yq  +  r 
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annimmt.  Von  diesen  beiden  Gruppen  haben  wir  die  erste  schon  ein- 
mal gefunden,  sie  gehört  nämlich  zu  den  Gruppen  [3]  anf  S.  149. 

Die  Gruppe  [15]  brauchen  wir  nicht  besonders  zu  behandeln,  weil 
sie  unter  den  Gruppen  von  der  Form  [17J  enthalten  ist.  Wir  fögen 
daher  gleich  zu  [17]  die  Transformation  Xf  hinzu. 

Durch  Combination  mit  p,  i,  xq  und  yp  ergiebt  sich,  dass: 

ganze  Functionen  von  x  und  y  sind  und  zwar  höchstens  vom  Grade  h, 
folglich  hat  i  die  Form: 

wo  die  (lik  ohne  Weiteres   gleich  Null  gesetzt  werden  können.     Uta 
fp(z)  zu  bestimmen,   combiniren  wir  mit  r  und  finden,  dass  tp  eine 
lineare  Function  von  e  ist     Demnach  lautet  die  gesuchte  Gruppe  fol- 
gendermassen: 


[23]' 


Pf  if  ^iy  ^p  —  ygtf  yPf  ^p  +  y9  +  «^^  ^y^r 

(^4.a=iO,l,2...Ä) 


Der  willkürliche  Parameter  a  kann  nicht  fortgeschafft  werden;  ist 
dieser  Parameter  insbesondere  gleich  Null  und  verschwindet  überdies 
h,  so  gehört  die  Gruppe  [23]  unter  die  von  der  Form  [6]  auf  S.  151. 
Ist  a  =4=  0  aber  h  =  0,  so  ist  die  Gruppe  [23]  unter  denen  von  der 
Form  [8]  auf  S.  152  enthalten. 

Soll  aus  der  Gruppe  [16]  durch  Hinzufügung  von  Xf  eine  Gruppe 
entstehen,  so  muss  g  die  Form:  2e  -}-  ax  -{-  by  besitzen  —  das  zeigt 
sich,  wenn  man  Xf  der  Reihe  nach  mit  p,  r,  q-^  xr  combinirt;  durch 
Combination  mit  xp  —  yq  erkennt  man  aber  sofort,  dass  a  und  b 
Null  sind.     Man  gelangt  also  zu  der  Gruppe: 


[24]    I  r,  p,  q+xr,  xq  +  ^x^r,  xp  —  yq,  »p+^yV,  xp+yq  +  2zr  | 

die  uns  schon  in  Abschn.  II  auf  S.  425   als  irreducible  Berührungs- 
transformationsgruppe  der  Ebene  x^  0  begegnet  ist. 

Aus  der  Gruppe  [18]   erhalten  wir  sehr  leicht  die  nachstehende: 

p>  (Z;  ^Qy  xp  -  y^y  yp  ! 

[25J  xp  +  yq,  zr,  xQy^r 


die,  sobald  A  den  Werth   Null    hat,  zu  den  Gruppen  [9]   auf  S.  1 
gehört.     Aus  der  Gruppe  [19]  endlich  ergiebt  sich  diese: 
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[26] 


p, 

9, 

xp  — 

y«, 

yp, 

xp  + 

V9. 

*•, 

er. 

e'r 

die  mit  der  Gruppe  [12]  auf  S.  154  zusammenfallt,  wenn  m  •=  0  ist. 

§  44. 

Die  Guryen:  2;a>con8t.,  y  «=»  consi  werden  achtgliedrig 

transformirt. 

Zu  jeder  von  den  Gruppen  [20]  .  .  .  [26]  müssen  jetzt  noch  zwei 
'nfini-fcesimale  Transformationen  von  der  Gestalt: 

^f'^i^yp  +  y^Q  +ti{x,y,^)r 

omzvt  gefügt  werden. 

Sei  der  Gruppe  [20]  erhalten  wir: 

(p,X,f)=2xp  +  yq  +  ^^r 
"°<1     «lieser  Aasdrack  mnss  die  Form: 

i  (xp  +  yq)  +  i  («i?  -  y?  —  2er) 

'^^sitaen,  es  ist  also:  ^^' 


dx 


—  0. 


Nr 


^erseits  ergiebt  sich  durch  Gombination  mit  q: 

^asfl  wir  finden:  ^ 

XJ^  x^p  +  xyq  +  (y  —  xZ'{'  ^(xf))  r. 


aber  ist: 

(xp  +  yq,  X^f)  =  x^p  +  xyq  +  {y  —  xB)r, 
lieh  verschwindet  ^;  endlich  erhalten  wir: 

{yp  —  s^r,  X^f)  —  xyp  +  y*g  +  ^(y  —  xi)r 

Uiö  gesuchte  Gruppe  lautet: 


[27] 


jp,  q,  xq  +  r,  xp  —  yq  —  2zr,  yp  -  z^r,  xp  +  yq 

x^p  +  xyi  +  (j^  —  x^)^f  xyp  +  y*2  +  ^(y  —  ^^) ^ 


Aus  den  Gruppen  [21]  und  [22]  erhalten  wir,  indem  wir  X^f  der 
Reihe  nach  mit  p,  q,  xp  —  yq  und  yp  combiniren,  ohne  Schwierig- 
*^eit    füe  folgenden  zwei: 

[28] 


p,  q,  xq,  xp  —  yq,  yp,   xp  +  yq,  x^p  +  xyq,  xyp  +  y^q 


[29] 


p,  q,  xq,  xp  —  yq,  yp,  xp  +  yq  +  r 
^P  +  xyq  +  ^xr,  xyp  +  y'^q  +  |yr 


Von    denen  die  erste  keine  andre  ist  als  die  Gruppe  [1]  auf  S.  145. 
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Um  die  Oruppe  zu  finden,  die  aus  der  Gruppe  [23]  durch  Hin- 
2ufQgUDg  Yon  Xy^f  und  X^f  entsteht,  combiniren  wir  X^f  zunächst  mit 
o^r  und  mit  ^r.    Das  liefert  uns  zwei  Gleichungen  von  der  Form: 

(17)      a;»  1^  -  ho^+^  -  G,{x,  y),  y»  ||  -  *«/  -  G,{x,  y), 

WO  G^  und  G^  ganze  Functionen  h^^  oder  niedrigeren  Grades  von  x  und  J 
y  sind.    Durch  Verbindung  dieser  beiden  Gleichungen  erkennen  wir,  daas:  ^ 

(18)  ||-A«  +  6 

ist,  wo  h  eine  Constante  bezeichnet. 

Nunmehr  combiniren  wir  X^f  der  Reihe  nach  mit  p,  q  und  x 
und  erhalten  Gleichungen  von  der  Form: 


(19) 


\%^'i^  +  a,(x,y),  ^^^odx.y) 


X 


dy 


unter  G^^  G^,  G^  wieder  ganze  Functionen  h^^  oder  niedrigeren  Grades 
von  X  und  y  verstanden.  Aus  (19)  folgt  unmittelbar,  dass  G^  höchstens 
vom  (A  —  1)^°  Grade  in  x  und  y  ist  und  dass  (r,  die  Form  besitst: 

G^Ä  (^>  y)  =  crc*  +  ^  CikX'y^. 
Aus  (18)  und  (19)  zusammengenommen  ergiebt  sich  femer:  a^^^h  und: 

wo  die  Glieder  von  h^^  und  niedrigerer  Ordnung  in  x  und  y  als  über- 
flüssig weggelassen  sind. 

Endlich  combiniren  wir  X^f  mit  xp  —  yq  und  bekommen: 


X 


i-y§  =  ?.  +  2'*»^V; 


setzen  wir  hier  für  ^^  den  vorhin  gefundenen  Werth  ein,  so  erkenr 
wir,  dass  h  verschwindet  und  dass  X^f  die  Form  hat: 

Xj/"«  Q?p  +  xyq  +  hxzr  +  cxr^ 
wo  c  immer  «=0  ist,  wenn  A=|=0;  zugleich  wird: 

(yi>;  ^if)  =  ^yp  +  y^i  +  h^^  +  cy^  —  ^/** 

Ist  A  =4=  0  oder  Ä  =  0  und  c  =«  0,  so  haben  wir  die  Gruppe: 


[30] 


2h 


ih  a,  ^<z.  ^p  —  y^y  yp^  ^p  +  yi+  3 

x^p  +  ^yq  +  hxzr,  xyp  +  y'g  +  hyzr 

Xf^y^r        (e  +  a  =  0,l,8...A) 


0r 
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die  ftr  A  «s  0  mit  der  Gruppe  [4],  S.  149  zusammenfällt.    Ist  aber 

/i.  s=s=:0  und  csfsO,  so  f&hren  wir:  e^  als  neues  z  ein  und  erhalten  die 
Gruppe: 


[31] 


p,  q,  xq,  xp  --  yq,  yp,  xp  +  yq,  zr 
x*p  +  xyq  +  xzr,   xyp  +  y^q  +  yzr 


Ans  der  Oruppe  [24]  kann  durch  Hinzufügung  von  X^f  und  X^f 
keine  Oruppe  entstehen,  denn  durch  Combination  von  X^/*  mit  p  und 
r  zeigt  sieb^  dass  (^  zwei  Di£ferentialgleicliungen  von  der  Form: 

en  mflsste,  was  offenbar  unmöglich  ist. 
laugen  wir  X^f  und  X^f  zu  der  Gruppe  [25]  hinzu,  so  ergeben 

durch  Combination   von  X^f  mit  x^r  und  y^r  zwei  Gleichungen 
der  Form: 


dz 

y^^^^-hxy^ 


Gi{x,y)  +  a^z 

G-ti^y  y)  +  (hff, 


att 


18 


I  und  G^  dieselbe  Bedeutung  haben  wie  in  den  Gleichungen  (17) 
.  168.  Wir  schliessen  hieraus,  dass  a^  und  o^  verschwinden  und  dass: 

1^  _  Aar  +  6 

cz  ' 

Femer  bekommen  wir  durch  Combination  mit  zr  eine  Gleichung: 


z 


c 


£. 


CZ 


ird  also: 


i-\-kth 

gj  =  hxz  +  bz  —  a^z^  ^  aikX*y^ , 

sber  die  Constanten  b,  a^  und  an  ohne  Weiteres  gleich  Null  ge- 
^^t  werden  können.    Endlich  wird: 

(yp,  ^if)  =  i^yp  +  y'ff  +  h^r, 

^^tsteht  also  die  Gruppe: 


1.32] 


p,  g,  xq,  xp  —  yq,  yp,  xp  +  yq 

x^p  +  xy^  +  hxzr,  xyp  +  y'g^  +  hyzr 

zr^  xfi\f*r      (^-f n  =  o,i,si...A) 


4i^  fiir  Ä  =  0  mit  der  Gruppe  [7]  auf  S.  152  zusammenfallt. 
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Endlich  haben  wir  noch  X,/*  und  X^f  zu  der  Qruppe  [26]  hin- 
zuzuf&gen;  durch  Combination  mit  r  und  gr  finden  wir  sofort,  dass 
l^  und  $2  ^0"  ^  ^^^  y  ff^^  ^^d  ganze  Functionen  zweiten  Ghrades  von 
z  sein  müssen.    Die  so  erhaltene  Gruppe: 


[33] 


jp,  g,  xq,  xp  —  yq,  yp,  xp  +  yq 
x^p  +  xyq,  xyp  +  y>g 


r,  iSfr,  j?"r 


haben  wir  schon  auf  S.  153  als  Gruppe  [10]  kennen  gelernt. 

Die  Aufgabe,  die  wir  uns  in  §  41   gestellt  haben,  ist  nunmehr 
erledigt.     Es  gilt  der 

Satz  3.    Lässt  eine  endliche  cofUinuirliche  Gruppe  des  Baumes  x^  y,  b 
eine  Curvenschaär: 

q>  (Xf  y,  e)  =  const,    ^  {Xy  y,  z)  =  const. 

invariant y  dagegen  keine  Flächenschaar  von  der  Farm: 

Sl  (g) {Xy  y,js),  ^  (x,  y,  g))  =  const, 

so  ist  sie  durch  eine  Punkttransformation  des  Raumes  x,  y^  e  mit  einer 
der  Gruppen:  [13]  . . .  [33]  ähnlich. 

§  45. 

Allgemeine  Bemerkungen  über  die  noch  fehlenden  imprimi- 

tiyen  Gruppen  des  Baumes  x,  y,  e. 

Es  fehlen  jetzt  noch  alle  Gruppen  des  Raumes,  bei  denen  eine 
Curvenschaär:  g)  «=  const.,  ^  =  const.  invariant  bleibt,  deren  Gurven 
in  eine  invariante  Schaar  von  cx)^  Flächen:  Sl((p,  tf;)  ^=  const.  zusam- 
mengefasst  werden  können.  Wählen  wir  die  Veränderlichen  x^  y,  ß 
so,  dass  die  invariante  Flächenschaar  die  Form:  a:  *»  const.  und  die 
invariante  Curvenschaär  die  Form:  x  =  const.,  y  «=>  const.  erhält,  so 
lauten  die  infinitesimalen  Transformationen  einer  jeden  m-gliedrigen 
Gruppe  Gm  von  der  betreffenden  Art  folgendermassen : 

(20)  ^  ^*^""  ^**^^^^^  "^  ^*^^'  ^^  *  "^  ^^^'  ^'^^^ 

^      ^  \  (*  =  l...m). 

Es  würde  sich  also  darum  handeln,  alle  Gruppen  von  dieser  Form  z\ 
bestimmen. 

Wir  begnügen  uns^  wie  schon  auf  S.  141  angekündigt  wurde,  mil 
einigen  Andeutungen. 

Zu  der  Gruppe  Gm  gebort  eine  gewisse  verkürzte  Gruppe  in.  dei 


(21) 
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zwei  Veränderlichen  x  und  y.    Diese  verkürzte  Gruppe  wird  von  den 
tn   verkürzten  infinitesimalen  Transformationen: 

erzeugt,  sie  ist  mit  der  Gm  isomorph  und  giebt  an,  in  welcher  Weise 
die  <x?  Geraden:  x  =  const,  y  =  const.  bei  der  Gm  transformirt  wer- 
den, sie  ist  überdies  augenscheinlich  imprimitiv.  Insbesondere  kann 
es  sogar  vorkommen,  dass  die  verkürzte  Gruppe  auf  die  identische 
Transformation  zusammenschrumpft 

In  Kapitel  3  und  4  haben  wir  alle  imprimitiven  Gruppen  in  zwei 
Veränderlichen  auf  gewisse  Normalformen  zurückgeführt,  wir  können 
^u:i8  daher  die  Veränderlichen  x  und  y  von  vornherein  so  gewählt 
denken,  dass  die  verkürzte  Gruppe:  X^f  • . .  Xmf  eine  der  damals 
Sefnndenen  Normalformen  erhält.  Thun  wir  das  und  nehmen  wir 
et^vct  an,  dass  die  verkürzte  Gruppe  Z-gliedrig  ist,  so  lassen  sich  die 
Jxifiziitesimalen  Transformationen  der  Gm  folgendermassen  schreiben: 

X*/"  =  I* (a:)i)  +  iji (a;,  y) g  +  ik{x,y,ss)r    (t  =  i...o 

Xi^jf'^  Fj{Xjy,0)r    o  =  i...ni-/), 

^^<=>     nunmehr  die  T  verkürzten  infinitesimalen  Transformationen: 

(^3^  Xjtf=»^(x)p  +  fik(x,4/)q    (*-i...o 

« 

'^^      ^jen  Veränderlichen  x  und  y  von  einander  unabhängig  sind  und  eine 
K^iedrige   imprimitive   Gruppe    erzeugen,   die    eine    der   auf  S.  71  ff. 
^^^K^gebenen  Normalformen  besitzt 

Aus  den  vorstehenden  Betrachtungen  erhellt,  dass  die  Aufgabe, 
^■^^^  Gruppen  von  der  Form  (20)  zu  bestimmen,  in  eine  Reihe  "von 
^^^i3.^1nen  Aufgaben  zerfällt;  um  alle  diese  Gruppen  zu  finden,  muss 
'^^^«^xi  nämlich  für  die  verkürzte  Gruppe  (22)*der  Reihe  nach  alle  auf 
^^*  "21  ff.  zusammengestellten  imprimi^ven  Gruppen  in  x  und  y  ein- 
^^t;2en  und  muss  jedesmal,  wenn  man  die  Gruppe  (22)  gewählt  hat, 
^*^^  Gruppen  von  der  Form  (21)  aufsuchen. 

£s  fragt  sich  jetzt  noch,  wie  man  alle  Gruppen  von  der  Form 
^^1)  findet,  wenn  man  die  verkürzte  Gruppe  (22)  in  bestimmter  Weise 
K^^ahlt  hat 

Um  diese  Frage  zu  beantworten,  gehen  wir  davon  aus,  dass  die 
^*  ^ —  l  unabhängigen  infinitesimalen  Transformationen: 

^^3)  Xi+jf'^Fj{x,y,z)r    u  =  i!..m-/) 

^^iie   (m  —  Q-gliedrige  invariante  Untergruppe  der  Gruppe  (21)  erzeu- 

S^^,   nämlich  die  grösste  Untergruppe  dieser  Gruppe,  bei  der  alle  cx>* 

^^raden:  o^^b  const,  y  =  const  in  Ruhe  bleiben.     Wir  sind   bereits 

^^f   S.  155  Gruppen  von  der  Form  (23)  begegnet  und  haben  damals 
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gezeigt,  dass  vier  Fälle  zu  unterscheiden  sind.  Erstens  n&mlich  kann 
die  Gruppe  (23)  blos  aus  der  identischen  Transformation  bestehen;  das 
tritt  ein,  wenn  m  —  l  den  Werth  Null  hat  In  den  drei  übrigen 
Fällen  kann  man  die  Gruppe  (23)  stets  dadurch  auf  eine  gewisse  ein- 
fache Form  bringen^  dass  man  eine  geeignete  Function  von  x^y^»  als 
neues  g  einführt,  und  zwar  kann  man  im  zweiten  Falle  stets  die  Form: 

Fi{Xyy)r,  .:.  Fm^i(xyy)r     (m-*>o) 

erreichen,  im  dritten  Falle  die  Form: 

Fi{x,y)r,^...  Fm^i^t(x,y)r,  zr     («*-/>i), 

im  vierten  Falle  endlich  die  Form: 

Entsprechend  diesen  vier  Fällen  müssen  wir  auch  bei  der  Gruppe 
(21)  vier  Fälle  unterscheiden,  wenn  die  verkürzte  Gruppe  (22)  gegebcK- 
ist     Im  ersten  Falle  hat  die  Grupi^e  (21)  die  folgende  Gestalt: 

(24)  lk{x)p  +  rik{x,y)q  +  ik{pOyy,z)r     {k^u,,i) 

im  zweiten  diese: 

lk{x)p  +  ifik{x^y)9i+  tk(x,y,z)r 

Fj{x,y)r 
wo  A>0  ist,  im  dritten  Falle  diese: 

ikix)p  +  fik(x,y)q  -t  tk(x,y,z)r 

< 

^r,Fj(x,y)r 

wo   ebenfalls  A  >  0  sein  muss,   endlich   im   vierten  Falle   lautet 

Gruppe  (21)  so: 

/o7^  {it{^)P  +  ni{^7y)a  +  tk{x,y,z)r    (t»i...o 


(25) 


(26) 


(4=1. 

..0 

(y=i. 

..A) 

(ifc»i. 

../) 

(/  =  !. 

..*), 

V,  zr,  z^r. 


Es  kommt  demnach  jetzt  alles  darauf  an,  die  Functionen  (i*    ..^..^ 
und  jP^  . . .  jFa   in  jedem  Falle  in  allgemeinster  Weise  so  zu  beafeszziiD. 
men,  dass  eine  Gruppe  entsteht,  und  dann  diese  Gruppe  durch  g^^^sig- 
nete  Wahl  der  Veränderlichen  z  auf  eine  möglichst  einfache  Fomx         zn 
bringen. 

Die  Rechnungen,  die  hierzu  erforderlich  sind,  bieten  keine  gro^^^d- 
sätzlichen  Schwierigkeiten.  Zum  Beispiel  können  wir  alle  6rupE===*^ 
von  der  Form  (27)  sofort  hinschreiben;  in  diesem  Falle  ergiebt  sa^^^" 
nämlich  durch  Combination  mit  r  und  zr,  dass  fc  . . .  6  von  x  un^^  ^ 
frei  und  ganze  Functionen   zweiten   Grades  von   z   sind,  wir  dl 

daher  £i . . .  &  gleich  Null  setzen  und  finden,  dass  zu  jeder  

Gruppe  (22)   blos  eine  Gruppe  von   der  Form  (27)  gehört,  nam^^^^^ 
diese: 
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r,  gr,  e^r. 

'W^eitlaofiger  gestalten  sich  die  Bechnoiigen  in  den  übrigen  Fällen,  aber 
sie    lassen  sich  immer  wirklich  durchführen. 

Man  kann  auch  noch  eine  andere  Methode  anwenden,  um  die  hier 
besprochenen  Gruppen  zu  bestimmen. 

Ist  ®m  eine  m-gliedrige  Gruppe  von  der  verlangten  Beschaffen- 
heit, so  giebt  es  mindestens  eine  bei  &m  invariante  Schaar  von  cx>^ 
Fl&elien.  Bringen  wir  diese  Flächenschaar  auf  die  Form:  jers=const. 
^xtxd  fElhren  wir  dann  noch  eine  geeigäete  Function  von  0  als  neues  0 
^ixx^    80  erscheint  @m  in  der  Form: 

ak(x,y,e)p  +  ßk(x,y,e)q  +  {ak  + bk0  +  Ck0^)r 
Unsre  ®n  enthält  eine  invariante  Untergruppe: 

der  jede  der  cx>^  Ebenen:  0  =  const.  invariant  bleibt  und  deren 
^^i^&meterzahl  {  mindestens  gleich  m  —  3  ist  Da  überdies  die  @m 
y^indestens  eine  Curvenschaar  von  der  Form:  xf==  const.,  9>(a?,y)«=  const. 
^Av&riant  lässt,  so  ist  klar,  dass  die  Gruppe  (28)  jede  der  00^  Ebenen: 
^  ***»  const.  imprimitiv  transformirt  Umgekehrt  folgt  aus  den  Betrach- 
tixugen  auf  S.  142  f.,  dass  die  &m  ntii^  dann  eine  Curvenschaar  von  der 
^  orxn:  i?«»  const.,  9(^9  y)  =^  const.  invariant  lässt,  wenn  ihre  invariante 
'^^Ät^rgruppe  (28)  jede  der  cx>^  Ebenen:  0  «=»  const.  imprimitiv  trans- 
*orxnirt.  Demnach  ergiebt  sich,  dass  auch  'das  folgende  Verfahren  zur 
-"eBtimmung  der  hier  gesuchten  Gruppen  führen  muss: 

Man  sucht  zunächst  alle  Gruppen  von  der  Form  (28),  bei  denen 
J^ci^  der  oo*  Ebenen:  0  =  const.  imprimitiv  transformirt  wird,  und 
^^ixigt  sie  durch  geeignete  Transformationen  von  der  Gestalt: 

mögUchst  einfache  Normalformen.     Zu  jeder  der  gefundenen  Grup- 
fügt  man  in  allgemeinster  Weise  eine  infinitesimale  Transforma- 
'>:i  von  der  Form: 

^^i^art  hinzu,  dass  wieder  eine  Gruppe  entsteht  und  bringt  diese 
^^^^uppe  durch  Transformationen  (29)  auf  Normalformen.  Zu  den  so 
S^fundenen  Gruppen  fügt  man  wieder  eine  Transformation: 

0r  +  «1  (x,  y,  0)p  +  A  (x,  y,  0)  q 

bixizu  und  endlich  fügt  man  drittens  noch  eine  Transformation: 


de»  2j*  „  agti,  bei  d^' 


(S»"»  ..«>.»'"»"""  „«»«>'»« 


,     T?bctte-.  '^        TT  f  der  >**"        «od»«»     ,    „rt  »^*  *     >  ••alxl  'S* 
VaWe  *^®  ^  „   da88  «»e  "  ^^  die  "      r^{ftc\ie  E» 

*"'      Jue«  ^°^  f^  to»»   J'*        beacb»««'*  '"^  ' 


C31) 
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(  yj^P  +  ^i  {^,  y)Qf     yj=  ^P  +  ^\{Xi  y)i 

(t=al.  .  .A  — 8). 

erzeagen  Wif . . .  Wu-if  eine  (A  —  3)-gliedrige  inyariante  ünter- 
Snippe  der  ganzen  Gruppe,  ausserdem  kann  man  es,  wie  leicht  zu 
er^kennen  ist,  stets  so  einrichten,  dass  Vif,  V^f,  V^f  für  sich  eine 
dreigliedrige  Untergruppe  von  der  bekannten  Zusammensetzung  (s.  S.  13): 

(Vi  n)  -  r,f,  (F,  F,)  =  2  r,f,  (F,  F.)  =  r,f 


(32) 


Die  Gruppe  (28')  erhält  in  unserm  Falle  die  Form: 

A— 8 

^f"  Zn  yif+  Zi,V^f+  Zj,V,f+2'  ^A»-H  W,f 

1 

die  Z  solche  Functionen  von  g  allein  sind,  dass  nicht  alle  A- reihigen 
I^eterminanten  der  Matrix: 

Zji  . . .  Zji 

(>=,!... _A) 

'Verschwinden, 

Um  die  Form  der  Gruppe  (32)   zu  vereinfachen,   bemerken  wir, 
^^S8  die  l  verkürzten  infinitesimalen  Transformationen: 

(33)  Xjf ^  Zj.rj  +  Zj,v,f  +  Zj,r,f  0=1...« 

®**ie  mit  der  Gruppe  (32)  isomorphe  Gruppe  erzeugen.     Auf  diese  ver- 
*^*^te  Gruppe  können  wir  die  Betrachtungen  von  S.  40  f.  anwenden 
^*^d   erkennen  so*),  dass  sie  dreigliedrig  ist     Bedenken  wir  überdies, 
unter  den  gemachten  Voraussetzungen   auch  die  infinitesimalen 
^^nsformationen : 

^jiP  +  ^j%^P  +  Zj^x^p    0-1. ..0 
dreigliedrige  Gruppe  erzeugen  und  dass  diese  (s.  S.  41  ff.)  durch 
Transformation  von  der  Form: 


d 


X. 


^X(g)a?  +  ft(jg) 


z. 


z 


die  Form:  jp^,  ayji,  x^Pi  gebracht  werden  kann,  so  erkennen  wir 
^^^^aaittelbar,  dass  die  Gruppe  (33)  durch  eine  Transformation  von  der 
^«stalt: 


*)  Zu  demselben  Ergebnisse  gelangt  man  durch  Ueberlegungen,  wie  wir  sie 
^^^  S.  144  f.  angewendet  haben. 
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die  Form:  F^/",  F,/*,  V^f  erhalten  kann;  man  findet  diese  Transfo; 
mation  (34)  offenbar,  wenn  man  in  der  allgemeinsten  endlichen  Tran 
Formation: 

der  Gruppe:  V^f^  F,/*,  F,/"  die  Parameter  A,  fi,  v,  q  in  geeignet 
Weise  als  Functionen  von  e  bestimmt. 

Wenden  wir  nunmehr  die  Transformation   (34)  auf  die   Grup] 
(32)  an,  so  erhält  diese  die  Form: 

(32')  \        »-» 


1 

V(t  =  l,l,8;  ysl  ..  .  i— 8), 

WO  die  Z'  und  Z  wieder  Functionen  von  0  allein  sind.     Hier  ^ 
erkennt  man  in  jedem  einzelnen  Falle  leicht,   dass  die  Z^  sammtz: 
gleich  Null  gemacht  werden  können,  'dass  also  die  Gruppe  (32^ 
einfache  Form  erhalten  kann: 

(32")  rj,  V,f,  V,f,  2 Z.,W,f    (.-1...*-.). 

1 

Durch  paarweise  Combination  dieser  Transformationen  bestimmt     z 
endlich  die  Z  leicht  in  allgemeihster  Weise  so,  dass  eine  Gruppe 
mindestens  h  Parametern  herauskommt. 

Hat  zum  Beispiel  die  Gruppe  Uif , . .  ükf  die  Form: 

yq,  p,  xp,  x^p  +  xyq 
(die  dritte  Gruppe  auf  S.  72),  so  setzen  wir: 

y^if^P,    VJ=2xp  +  yq,    rj=x*p  +  xyq 

WJ^yq. 

Die  yorstehenden  Betrachtungen    zeigen   dann,  dass  die  Gruppe  (^ 
bei  einer  geeigneten  Transformation  von  der  Form  (34)  die  Gest^ 

j  Pi  ^xp  +  y  ff,  x^P  +  xyi 
\  Z^yq,  . . .  Zi-syq 

annimmt.     Dabei  muss  2  >  3  sein;   die  Z  sind  ganz  beliebige  FnC 
tionen  von  g,  die  keine  Relation: 

Ci^i  +  •  •  •  +  Ci^^Zi-i  s=s  0 
mit  Constanten  Coefficienten  befriedigen. 


£e8timmimg  imprimitiyer  Gruppen  des  dreifach  ausgedehnten  Raumes.     177 

Etwas    umständlicher   sind    die   Rechnungen^    wenn    die   Gruppe 
U^  /*  .  •  •  Vkf  die   Curven   x  =  const.    nicht    dreigliedrig   transformirt, 
dpelx  sind  sie  auch  da  immer  durchführbar. 

Natürlich  wird  man  bei  der  grossen  Zahl  der  zu  bestimmenden 
Gruppen  nicht  blos  eine  der  beiden  hier  entwickelten  Methoden  zu 
ibrer  Bestimmung  anwenden,  sondern  man  wird  die  Rechnung  nach 
Jeder  von  beiden  Methoden  durchführen,  um  sicher  zu  sein,  dass  man 
keirLe  Gruppe  übersehen  hat. 

Wir  halten  uns  mit  dieseti  Rechnungen  nicht  weiter  auf.  Nur 
eins  wollen  wir  erwähnen.  Es  zeigt  sich  nämlich,  da&s  jede  transitive 
Crr^€jf^  des  Baumes  x,  y,  z  auf  eine  solcJie  Fonn  gebracht  werden  kann, 
doLss  die  Coefßcienten  von  p,  q  und  r  ganze  Functionen  von  x,  y,  0  und 
'vo9%  gewissen  ExponentiaJausdrücken:  e^»,  €^, . . .  werden,  unter  X^,  A^ . . . 
lincdre  Functionen  von  x,  y,  z  verstanden*).  Höchst  wahrscheinlich 
ist,  dass  ein  ähnliches  Gesetz  auch  für  die  transitiven  Gruppen  des  Rau- 
mes von  n  Dimensionen  gilt. 

Schliesslich  mag  noch  erwähnt  werden,  dass  die  Rechnungen  der 
§§  37—44  sich  ohne  Schwierigkeit  auf  Räume  von  beliebig  vielen 
Diinensionen  ausdehnen  lassen. 

Ist  nämlich  G  eine  endliche  continuirliche  Gruppe  des  Raumes 
^1  -  '.Xn,  die  eine  Schaar  von  c»^  ebenen  (n — l)-fach  ausgedehnten 
^^nnigfaltigkeiten  inyariant  läset,  etwa  die  Schaar:  Xn^i  =  const.  und 
^sti  ^  die  invariante  Untergruppe  von  6r,  die  jede  einzelne  Mannigfal- 
*^Sfceit:  Xf^i  ■=  const.  festhält,  so  kann  man  G  stets  auf  gewisse  ein- 
*^clie  Normalformen  zurückführen,  wenn  g  die  Punkte  jeder  Mannig- 
^Itiigkeit:  Xn+i  =  const.  entweder  durch  die  allgemeine  projective 
^^^T  durch  die  allgemeine  lineare  oder  durch  die  äpecielle  lineare 
■"^ppe  in  n  —  1  Veränderlichen  transformiri  Die  betreffenden  Nor- 
s^lformen    sind   Verallgemeinerungen   der   Gruppen  [1]  .  .  .  [12]    auf 


*)  Lie  hat  die  Bestimmung  aller  imprimitiyen  Gruppen  des  Raumes  x,  y,  z, 

^'^lerUings  durch  ausserordentlich  weitläufige  Rechnungen,  schon  in  den  Jahren 

y'^^  und  1879  durchgefQhrt  und  dabei  den  mitgetheilten  Satz  über  die  transi- 

^^^   Gruppen  gefunden.    Durch  die  hier  entwickelten  Methoden,   die  Lie  erst 

Ehrend  dieser  Rechnungen  fand,  ist  die  Bestimmung  aller  imprimitiyen  Gruppen 

^^    Haumes  x,  y,  z  ungemein  erleichtert,  denn  durch   diese  Metboden   ist  die 

^^^^e  Aufgabe  in  eine  grosse  Anzahl  yon  einzelnen  Aufgaben  zerlegt,  deren  jede 

**    *sich  erledigt  werden  kann,  ohne  dass  man  yorber  die  übrigen  erledigt  zu 

^^^n  braucht.    Der  Leser  ist  durch  die  Entwickelungen  des  Textes  in  den  Stand 

^^^et^t,  jede  Kategorie  yon  imprimitiyen  Gruppen  des  Raumes  ä,  y,  z^   deren 

^^ntnisB  ihm  wünschenswertb  ist,  ohne  Schwierigkeit  zu  bestimmen. 

^  i  « ,  Theorie  der  Tnutsformationsgrappen.    m.  1 2 
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S.  145 — 154  und  werden  durch  genau  dieselben  Rechnungen  gefunden 
wie  diese.  Aehnliche  Rechnungen  führen  zum  Ziele^  wenn  g  die  Punkte 
jeder  Mannigfaltigkeit  durch  irgend  eine  andre  primitive  Gruppe  in 
n  —  1  Veränderlichen  transformirt. 

Ist  andrerseits  ®  eine  endliche  continuirliche  Gruppe  des  R^,  bei 
der  die  Schaar  der  c»**""^  Geraden: 

(36)  x^^  =  const.,  .  .  .,  Xn—i  =  const. 

invariant  bleibt^  so  kann  man  &  stets  auf  einfache  Normalformen 
zurückfahren y  wenn  es  diese  cx)""-^  Geraden  entweder  durch  die  allge- 
meine projective  oder  durch  die  allgemeine  lineare  oder  durch  die  spe- 
cielle  lineare  Gruppe  des  jB«— i  transformirt.  Die  betreflfenden  Normal- 
formen entsprechen  den  Gruppen  [13]  .  .  .  [33]  auf  S.  157 — 170  und 
ergeben  sich  durch  dieselben  Rechnungen*).  Aehnliches  gilt^  wenn  @ 
die  cx)""^  Geraden  (36)  durch  irgend  eine  andre  primitive  Gruppe  des 
Rn—i  transformirt 


*)  Man  beachte,  dass  diese  Rechnangen  im  Falle  n  s»  2  mit  den  Rechnungeix 
der  §§  10  —  12  (S.  42  ff.)  übereinstimmen,  dass  sie  also  für  n  •»  2  alle  transitivi 
imprimitiyen  Gruppen  der  Ebene  liefern. 


Abtheilimg  III. 
Die  projectiYen  Grnppen  des  gewöhnlichen  Ranmes. 

Es  ist  nicht  uusre  Absicht,  die  projectiven  Gruppen  des  gewohn- 
licben  dreifach  ausgedehnten  Raumes  ebenso  erschöpfend  zu  behandeln, 
'^ie  die  der  Ebene.  Wir  werden  zwar  die  primitiven  sämmtlich  auf- 
stellen, die  Bestimmung  der  im  primitiven  dagegeu  nur  soweit  durch- 
fahren, dass  man  übersieht,  in  welcher  Weise  die  noch  fehlenden  unter 
^luien  gefunden  werden  können;  was  alsdann  zu  thuu  übrig  bleibt, 
^wenn  man  wirklich  alle  projectiyeu  Gruppen  des  Raumes  aufstellen 
'^ill,  ist  nicht  viel  und  blos  Sache  der  Geduld. 

Was  den  Gang  der  Untersuchung  anbetrifft,  so  ist  Folgendes  zu 
bemerken:  Wir  suchen  zunächst  alle  Curven  und  Flächen  des  Raumes, 
die  möglichst  viele  unabhängige  infinitesimale  projective  Transforma- 
tionen gestatten  (Kap.  9).     Unter  den  projectiven  Gruppen,  zu  denen 
^iT   80  gelangen,  betrachten  wir  zwei  näher,  nämlich  die  Gruppe  der 
^laelie  zweiten  Grades  und  die  Gruppe  der  Euklidischen  Bewegungen, 
^oo    diesen  beiden  Gruppen  bestimmen    wir  insbesondere  alle  Unter- 
^'"^ppen  (Kap.  10  und  11).     Nunmehr  wenden  wir  uns  zur  Aufstel- 
.  ^*^g  aller  primitiven  projectiven  Gruppen  des  Raumes  und  führen  sie 
^     Kapitel  12  durch  unter  Benutzung  der  Ergebnisse  von  Kapitel  9 
^^     11.     In  Kapitel  13  endlich  entwickeln  wir  zwei  Methoden  zur  Be- 
^  ^^Ximung    aller    imprimitiven    projectiven   Gruppen   und    geben    eine 
^se  Anzahl  dieser  Gruppen  wirklich  an. 

Man  kann  übrigens  die  primitiven  projectiven  Gruppen  des  Rau- 
auch  direkt  bestimmen,  ohne  sich  auf  die  Untersuchungen  der 
^itel  9 — 11  zu  stützen.  Man  kann  nämlich  auf  Grund  des  S.  123  f. 
tagten  von  vornherein  über  die  Form  der  infinitesimalen  Transfor- 
^^nationen  der  primitiven  projectiven  Gruppen  nähere  Angaben 
en;  durch  einfache  Rechnungen  gelingt  es  dann,  die  betreffenden 
"^^^V^ppen  auf  Normalformen  zu  bringen.  Wir  ziehen  trotzdem  das  hier 
^^"^^ählte  Verfahren  vor  und  zwar  um  W^iederholungen  zu  vermeiden, 
^  ^^^n  wir  werden  später  ganz  ähnliche  Rechnungen  in  n  Veränderlichen 
^^^chführen,  wo  sie  sich  nebenbei  bemerkt  viel  bequemer  gestaltea 


iO« 
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Kapitel  9. 

Curven  und  Fläohen  des  gewöhnlichen  Baumes,  die  projeotive 

Gruppen  gestatten. 

Durch  jede  Curve  oder  Fläche,  die  überhaupt  eine  continuirliche 
Seh  aar  von  projectiven  Transformationen  gestattet^  ist  stets  eine  ganz 
bestimmte  projective  Gruppe  definirt,  die  Gruppe  nämlich,  die  von 
dem  Inbegriff  aller  projectiyen  Transformationen  gebildet  wird,  bei 
denen  die  betreffende  Curve  oder  Fläche  invariant  bleibt.  Diese  Gruppe 
braucht  allerdings  nicht  continuirlich  zu  sein,  sie  kann  aus  einer  An- 
zahl getrennter  Schaareu  von  Transformationen  bestehen,  aber  unter 
diesen  Schaaren  giebt  es  nach  Abschn.  I,  Kap.  18  stets  eine  und  nur 
eine,  die  ittr-  sich  eine  continuir liehe  Gruppe  bildet,  das  ist  dann  die 
grösste  continuirliche  projective  Gruppe,  bei  der  die  bewusste  Curve 
oder  Fläche  ihre  Lage  behält;  auch  sie  ist  offenbar  durch  die  Curve 
oder  Fläche  vollständig  definirt. 

Besonders  wichtig  ist  der  Fall,  dass  die  invariante  Curve  oder 
Fläche,  durch  welche  die  projective  Gruppe  definirt  ist,  isolirt  liegt, 
also  in  keiner  continuirlichen  Schaar  gleichfalls  bei  der  Gruppe  in- 
varianter Curven  oder  Flächen  enthalten  ist;  die  Definition  der  Gruppe 
durch  Angabe  der  invarianten  Curve  oder  Fläche  besitzt  ja  dann  allen 
andern  möglichen  Definitionen  gegenüber  etwas  ausgezeichnetes,  was 
offenbar  nicht  der  Fall  ist,  wenn  unendlich  viele  Curven  oder  Flächen 
gleichzeitig  bei  der  Gruppe  ihre  Lage  behalten. 

Wir  werden  nun  in  dem  gegenwärtigen  Kapitel  alle  projectiven 
Gruppen  des  Raumes  aufstellen,  die  dadurch  definirt  sind,  dass  sie  eine 
isolirte  Curve  oder  Fläche  invariant  lassen;  zugleich  werden  wir  alle 
Curven  und  Flächen  bestimmen,  die  mehr  als  zwei  unabhängige  in- 
finitesimale projective  Transformationen  gestatten.  Wir  behandeln 
zunächst  die  Gruppen,  bei  denen  eine  Curve  und  dann  die,  bei  denen 
eine  Fläche  invariant  bleibt. 

§  46. 

Die  Curven  des  Raumes  zerfallen  in  drei  Klassen,  deren  eine  von 
den  geraden  Linien  gebildet  wird,  die  zweite  besteht  aus  den  ebenen 
krummen  Curven,  die  dritte  aus  den  gewundenen  Curven,  Wir  gehen 
diese  drei  Klassen  der  Reihe  nach  durch. 

Jede  der  cx>^  Geraden  des  Raumes  bleibt  bei  einer  elfgliedrige 
projectiven  Gruppe  invariant,  die  durch  Angabe  der  betreffenden  G 
raden  vollständig  definirt  ist. 
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Betrachten  wir  ferner  eine  beliebige  ebene,  aber  krumme  Curve. 
Jede  projective  Gruppe,  die  diese  Curve  invariant  lässt,  muss  zugleich 
die  Ebene  der  Curve  in  Ruhe  lassen;  denken  wir  uns  daher  diese 
Ebene  ins  unendliche  verlegt,  so  verwandelt  sich  die  Gruppe  in  eine 
Untergruppe  der  allgemeinen  linearen  Gruppe: 

Pp  2.  ^»  ^Pf  yPf  ^Pj  a?2,  yg,  zq,  xr,  yr,  zr. 

^un  enthält  diese  letztere  gerade  vier  unabhängige  infinitesimale  Trans- 
formationen: 

Pj  9.7  ^7  ^P  +  yQ  +  ^^7 
die  alle  Punkte  der  unendlich  fernen  Ebene  stehen  lassen  und  diese 
infinitesimalen  Transformationen  erzeugen  eine  viergliedrige  Gruppe. 
Wir  sehen  also,  dass  jede  ebene  krumme  Curve  eine  viergliedrige  pro- 
jective Gruppe  gestattet,  bei  der  freilich  alle  Punkte  der  Curve  und 
überhaupt  alle  Curven  der  zugehörigen  Ebene  invariant  bleiben. 

Es  sei  jetzt  G  die  grösste  projective  Gruppe,  bei  der  eine  vor- 
gelegte ebene,  aber  krumme  Curve  C  invariant  bleibt;  die  Ebene  der 
Curve  sei  wie  vorhin  ins  Unendliche  verlegt.     Unter  diesen  Voraus- 
setzungen werden  die  Punkte  der  unendlich  fernen  Ebene  bei  G  durch 
euie  meroedrisch  imorphe  Gruppe  g  transformirt,  die  genau  vier  Para- 
'iieter  weniger  enthält  als  G  und  die  offenbar  die  grösste  projective 
'^PP®  ^ör  Ebene   ist,  bei  der  die  Curve  C  invariant  bleibt.    Nun 
bissen  wir  (S.  88,  Satz  2),  dass  eine  krumme  Curve  der  Ebene,  die  über- 
'^Äopt  eine  infinitesimale  projective  Transformation  zulässt,   entweder 
*^lo8  eine  oder  gerade  drei  unabhängige  Transformationen  dieser  Art 
8^8tattet,  also  ergiebt  sich,  dass  6r,  wenn  es  nicht  mit  der  Gruppe 
^»    9j  rj  xp -{- yq -{- zr   zusammenfällt,    entweder    fünf-    oder   sieben- 
KÜedrig  ist. 

Nunmehr  ist  es  leicht,  gewisse  Normalformen  anzugeben,  auf  die 
gebracht  werden  kann,  jenachdem  es  fünf-  oder  siebengliedrig  ist. 
..^      enthält  nämlich  entweder  eine  oder  drei  unabhängige  infinitesimale 
^"^usformationen,  die  der  speciellen  linearen  homogenen  Gruppe: 

zp,  zq,  xq,  xp  —  yq,  yp,  xp  —  zr,  xr,  yr 

^ gehören  und  die,  für  sich  genommen,  eine  mit  der  oben  definirten 
^  **Vippe  g  holoedrisch  isomorphe  Gruppe  g'  erzeugen.    Beachtet  mau, 

^^^  Xy  y,  z  auch  als  homogene  Coordinaten  der  Punkte  der  imendlich 
^**^en  Ebene  aufgefasst  werden  können,  so  erkennt  man,  dass  g'  nichts 


res  ist  als  die  Gruppe  g,  nur  geschrieben  in  den  drei  homogenen  Yer- 

^  Verliehen  Xjy,z.    Um  daher  für  G  Normalformen  zu  finden,  braucht 

Jj^^n  nur  die  verschiedenen  Normalformen  von  g,  die  aus  Eap.  5  be- 

^^nt  sind,  in  drei  homogenen  Veränderlichen  zu  schreiben  und  jedes- 
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mal  die  vier  infinitesimalen  Transformationen:  p,  q,  r,  xp  -{-  yq-^  z 
hinzuzufügen. 

Ist  g  eingliedrig,  so  kann  es  nach  S.  86—88  in  zwei  nichthomc 
genen  Veränderlichen  £,  t)  geschrieben,  eine  der  beiden  Formen: 

Ep  +  c^q;   p  +  ^q 

erhalten,  wo  der  Parameter  c  keinen  der  Werthe:  0,  +1,  +2,  -|— 
annehmen  darf,  denn  sonst  Hesse  g  nur  gerade  Linien  oder  Keg^ 
schnitte  invariant  und  wäre  durch  keine  seiner  invarianten  Gur^ 
definirt.  Demnach  kann  jede  fünfgliedrige  projective  Gruppe  G  ^ 
Raumes,  die  eine  ebene  krumme  Curve  invariant  lässt  und  durch  die- 
Umstand  defiuirt  ist,  auf  eine  der  beiden  Formen: 

• 

P7  9.>  ry  xp  +  yq  +  zr,  xp  +  cyq 

und: 

Py  q,  r,  xp  +  yq-^-  zr ,  zp  +  yq 

gebracht  werden  (vgl.  S.  110  f.). 

In  beiden  Fällen  lässt  G  cx>^  verschiedene  Gurven  der  unendl 
fernen  Ebene  invariant,  unter  denen  es  entweder  drei  oder  zwei  ger^ 
Linien,  dagegen  keinen  Kegelschnitt  giebt;  durch  jede  der  bei  G 
Varianten  krummen  Curven  ist  die  Gruppe  vollständig  definirt. 

Uebrig  bleibt  der  Fall,  dass  g  dreigliedrig  ist  und  also  aus  all^ 
projectiven  Transformationen  der  Ebene  besteht,  die  einen  nicht  a^ 
gearteten  Eegeschnitt  invariant  lassen.  Wählen  wir  diesen  Keg^ 
schnitt  so,  dass  er  in  homogenen  Coordinaten  die  Gleichung: 

x^  +  y^  +  ^  =  0 
erhält,  so  bekommt  G  die  Form: 

Pj  g,  r,  xp  +  yq  +  zr,   xq  —  yp,  yr  —  zq,  zp  —  xr. 

Es  ist  das  die  siebengliedrige  Gruppe  aller  projectiven  Transform^ 
tioneu  des  Raumes,  die  den  Eugelkreis  invariant  lassen,  mit  andei 
Worten:  die  Gruppe  aller  Euklidischen  Bewegungen  und  Aehnlic* 
keitstransformationen. 

Die  eben  gefundene  Gruppe  ist  die  einzige  projective  Gruppe  d 
Raumes,  die  dadurch  definirt  ist,  dass  sie  eine  isolirte  ebene  krame 
Curve  invariant  lässt. 

Wir  kommen  zu  den  gewundenen  Curven,  die  infinitesimale  pc 
jective  Transformationen  gestatten. 

Hätten  wir  die  infinitesimalen  projectiven  Transformationen  "« 
Raumes  bereits  auf  verschiedene  Typen  zurückgef&hrt,  wie  seiner^ 
die  der  Ebene  (s.  S.  85),  so  würde  es  sehr  leicht  sein,  überhaupt  ^ 
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g'ewimdeDen  Gurven  anzugeben,  die  mindestens  eine  infinitesimale  pro- 
jective  Transformation  gestatten;  wir  brauchten  dann  nur  unter  den 
betreffenden   Typen  alle  die  aufzusuchen,   die   gewundene  Curyen  in- 
variant  lassen,   und   hätten    die   betreffenden   Curyen   zu   bestimmen. 
Hier   wollen   wir  uns  aber  damit  begnügen,   alle  gewundenen  Curven 
zu    bestimmen,  die  mindestens  zwei  unabhängige  infinitesimale  projec- 
tiv^e    Transformationen  gestatten,  das  können  wir  nämlich  durchführen, 
ohne  erst  jene  verschiedenen  Typen  aufzustellen. 

Es    ist  von  vornherein   klar,   dass    eine    infinitesimale   projective 

I^i^&nsformation  des  Raumes,  die  eine  gewundene  Curve  invariant  lässt, 

nieixials   alle  Punkte   dieser  Curve   stehen  lassen   kann,   denn  bleiben 

a.lle    Punkte  einer  gewundenen  Curve  in  Ruhe,  so  giebt  es  sicher  fünf 

Punkte,  von  denen  niemals  je  vier  in  einer  Ebene  liegen,  dieser 

tritt  aber  bei  keiner  andern  projectiven  Transformation  des  Rau- 

BS  ein,  als  bei  der  identischen.     Hieraus  folgt  zunächst,   dass  jede 

-  gliedrige   projective   Gruppe,    die  eine   gewundene   Curve  invariant 

lässt,  auch  die  Punkte  der  Curve  f»-gliedrig  transformirt;   da  aber 

<li^se  Punkte  eine  einfach  ausgedehnte  Mannigfaltigkeit  bilden,  so  folgt 

h  Theorem  1,  S.  6  weiter,  dass  m  höchstens  gleich  drei  sein  kann 

cl  dass  die  betreffende  Gruppe  niemals  zwei  unabhängige  infinitesi- 

i.le  Transformationen  enthält,  die  vertauschbar  sind.    Jede  gewundene 

Cvirye  von  der  verlangten  Beschaffenheit   gestattet  mithin  sicher  zwei 

vinabhängige  infinitesimale  projective  Transformationen  X^f  und  Xg/) 

^ie  eine  zweigliedrige  Gruppe  von  der  Zusammensetzung: 

^J^zeugen.  Diese  Gruppe:  X^f,  X^f  lässt  dann  (s.  Abschn.  I,  S.  589, 
^atz  4)  mindestens  einen  Punkt  TT,  eine  hindurchgehende  Gerade  V 
^^d    eine  durch  beide  gehende  Ebene  E  invariant. 

Es  sei  femer  TT'  ein  Punkt  von  allgemeiner  Lage  auf  unsrer  in- 

^^^'ianten  Curve,  das  heisst  ein  solcher,  der  bei  der  Gruppe  X^/',  X^f 

^^lit  invariant  bleibt,  und  in  dessen  Umgebung  sich  die  Gleichungen 

.^•^     Curve  in  der  Form  darstellen  lassen,  dass  zwei  von  den  Veräuder- 

^^'^«n  Xj  y,  z  durch  die  dritte  vermittelst  gewöhnlicher  Potenzreihen 

*;*^  gedrückt  werden.     Unter  dieser  Voraussetzung  enthält  die  Gruppe 

J-  X^,  X^f  sicher  eine,  aber  auch  nur  eine  infinitesimale  Transformation  : 

^"^^a/*+  c^X^f,  die  den  Punkt  TT'  in  Ruhe  lässt. 

Die  eben  definirte  Transformation:   CiXi/*-|- c^X^/*  lässt  natürlich 

^  *-   rr'   auch  die  zugehörige  Tangente  f  und  die  zugehörige  Schmie- 

^^^gsebene  E'  unsrer  Curve  invariant,    ausserdem  aber   lässt  sie  von 

^**^lierein  den  Punkt  TT,  die  Gerade  f  und   die  Ebene   E   in  Ruhe. 
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Hieraas  folgt,  wie  wir  zeigen  werden,  dass  bei  c^X^f -{•  c^^f  e 
nicht  ausgeartetes  Tetraeder  seine  Lage  behält. 

In  der  That,  unter  den  gemachten  Voraussetzungen  fallt  der  Pnn 
TT'  sicher  nicht  mit  TT  zusammen,  ausserdem  liegt  er  als  Punkt  t< 
allgemeiner  Lage  einer  gewundenen  Curve  sicher  nicht  auf  der  Ebe: 
E;  femer  können  die  Tangenten  einer  gewundenen  Curve  niemf 
eine  feste  Gerade  schneiden,  also  tri£Ft  die  Tangent«e  T'  der  Cur 
sicher  die  Gerade  f  nicht;  endlich  können  die  Schmiegungseben« 
einer  gewundenen  Cur?e  nicht  alle  durch  einen  Punkt  gehen,  al 
geht  die  Ebene  E'  sicher  nicht  durch  den  Punkt  TT.  Hieraus  ergie 
sich,  dass  wirklich  die  Ebenen  E  und  E'  zusammen  mit  den  beid 
Ebenen,  die  durch  TT  und  f  und  durch  TT'  und  V  bestimmt  sind,  c 
nicht  ausgeartetes  Tetraeder  bilden,  das  bei  der  infinitesimalen  Trai 
formation  c^X^f-^  c^X^f  invariant  bleibt. 

Wir  wählen  das  eben  gefundene  Tetraeder  zum  Coordinate 
tetraeder  und  zwar  so,  dass  TT'  die  Coordinaten  o;  =  y  =»  x;  «»  0  erha 
dass  die  Gleichungen  der  Tangente  V  und  der  Schmiegungsebene 
bezüglich:  y  =  £;  =  0  und  ;ef  =  0  werden,  während  E  mit  der  unendl: 
fernen  Ebene  zusammenfällt  und  f  und  TT  auf  E  durch  die  Eb< 
o;  e=  0  und  durch  die  Gerade  x  =  j^  «=»  0  ausgeschnitten  werden. 

Unter  diesen  Voraussetzungen  erscheinen  zunächst  die  Gleichung« 
unsrer  Curve  in  der  Form: 

y  =  Or^x^  +  a^x^  -j-  . .  . 

wo  die  rechten  Seiten  gewöhnliche  Potenzreihen  von  x  sind  und  w 
die  Constanten  a^  und  h^  sicher  nicht  verschwinden,  denn  a?a>ys=i?sB 
sollte  ja  ein  Punkt  von  allgemeiner  Lage  auf  der  Curve  sein.  Fem( 
erhält  die  infinitesimale  Transformation:  c^X^f -{- c^X^f,  weil  sie  di 
Coordinatentetraeder  invariant  lassen  muss,  die  Form: 

c^XJ+c^XJ=  axp  +  ßyq  +  yzr, 

wo  keine  der  Constanten  a,  /3,  y  und  auch  keine  der  Differenz 
a  —  ß,   a  —  y,   ß  —  y   verschwinden  darf,  denn  sonst  liesse 

c,X,f+c,X,f 

gar  keine  gewundenen,  sondern  nur  ebene  Curven  invariant. 

Wir  haben  jetzt  noch  zu  berücksichtigen,  dass  unsre  Curve  ( 
die  infinitesimale  Transformation:  c^ X^f -{- c^X^f  gestsAten  soll.  Di( 
Forderung  kommt  analytisch  darauf  hinaus,  dass  die  beiden  Gleichung« 

ßy  =  2a^ax^  +  ia,^aoc^  +  •  *  • 
yz  =  ^\aoc^  -\-  4i\ax^  -|-  .  . . 


(1) 
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vermöge  (1)  bestehen  müssen^  da  aber  a^  und  b^  beide  von  Null  ver- 
schieden sind,  so  ist  das  nur  möglich,  wenn  ß  =  2a  und  y  =  3a  ist 
und  wenn  ausserdem  die  Gleichungen  (1)  die  einfache  Form: 

(2)  y  =  a^x^y  z  =  h^oi? 

besitzen.     Hier  dürfen  wir  endlich  a^  und  h^  ohne  Weiteres  gleich  1 
aetzen,  denn  bei  der  projectiyen  Transformation: 

Xi  =  x,    y^  =  j^y,     ^1  =  ^^ 

bleibt  unser  Coordinatentetraeder  invariant,  während  die  Gleichungen 
C2)   die  Form: 

erhalten. 

Giebt  es  also  überhaupt  eine  gewundene  Curve,  die  zwei  unab- 
hängige infinitesimale  projective  Transformationen  des  Raumes  gestattet, 
so  ist  sie  nothwendig  eine  rationale  Raumcurve  dritter  Ordnung,  deren 
Gleichungen  durch  eine  geeignete  projective  Transformation  die  Gestalt: 

^'•halten  können    (vgl.  Klein  und  Lie,  Comptes  Rendus  1870). 

Wir  kennen  bereits  eine  infinitesimale  projective  Transformation, 
*^^i  der  die  Curve  (3)  invariant  bleibt,  nämlich:  a;p-|-2ygr-|-3;8fr;  wir 
'»(Xssen  nanmehr  noch  untersuchen,  was  für  infinitesimale  Transfer- 
onen  von  dieser  Beschaffenheit  ausserdem  vorhanden  sind. 
Die  Bestimmung  dieser  infinitesimalen  Transformationen  konnte 
ähnlich   durchführen  wie  auf  S.  87  die  Bestimmung  aller  infini- 


^ Ritualen  projectiven  Transformationen  der  Ebene,  bei  denen  die  Curve: 
^  ''*«=88  ^  invariant  bleibt,  man  müsste  dann  die  allgemeine  infiuitesi- 
^*^^l€  projective  Transformation: 

»il>  +  «2?  +  «8^  +  (^i^P  H f-  »16  (^^P  +  y^«  +  ^^0 

^^"^     Raumes  x,  y,  ss  aufschreiben  und  die  Coefficienten  a^  . . .  a^^  in  all- 
^^^x^einster   Weise   so   bestimmen,    dass   die    Gleichung   (3)    invariant 
^^^  bt    Bequemer  ist  jedoch  das  folgende  Verfahren: 


Soll  die  Curve  (3)  bei  der  infinitesimalen   projectiven  Transfer- 
on: 

^"''^^riant  bleiben,   so   muss   es  eine  Function  ©(w)   von  solcher  Be- 
^^  ■^stffenheit  geben,  dass  das  Gleichungensystem: 

<len  vier  Veränderlichen  Xy  y,  z,  u  die  infinitesimale  Transformation: 
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gestattet;   diese  Bedingung   ist  nothwendig^   aber  offenbar  auch  hie 
reichend.     Die   Function   a)(ti)y  die   zu  jeder  einzelnen  infinitesimale 
Transformation  Xf  von  der  betreffenden  Beschaffenheit  gehört,  ist  d 
durch  bestimmt^  dass  die  Gleichungen: 

Kx,  y,  z)  =  ©(w),  ri{Xj  y,  z)  =  2MCD(tt),  i{x,  y,  z)  =»  3M*a)(u) 

bei  der  Substitution  (3')  zu  Identitäten  werden  müssen;  da  nun  l,  13 
ganze  Functionen  von  x^  y,  z  sind,  so  ist  Gi{u)  noth wendig  eine  ga^ 
Function  von  m,  für  Xf  =  xp  +  ^VQ  +  3;8;r  findet  man  insbesond^ 
a>(fi)  =  u. 

Versuchen  wir  jetzt,  ob  m(u)  nicht  auch  die  beiden  Werthe  1  vi 
u^  erhalten  kann. 

Soll  a)(u)  =  1  sein,  so  müssen  die  Gleichungen: 

l(^,y,^)=l»   ^(a?,y,^)  =  2w,   i{x,y,z)  =  du^ 

bei  der  Substitution  (3')  zu  Identitäten  werden,   es  ist  also:   |  «= 
ri=^2x  und   g  =  3y;   da   nämlich   Xf  eine   infinitesimale   projecti '^ 
Transformation  ist,  so  kann  g  kein  Glied  mit  x^  enthalten.    Wirkh^ 
lässt  auch  die  infinitesimale  projective  Transformation:  P'\-2xq-{'iff 
die  Curve  (3)  invariant. 

Soll  co(u)  <=s  u^  sein,  so  müssen  die  Gleichungen: 

K^>y;^)  =  <  ^(^,y,«)  =  2w^  i{x,y,z)  =  3ii^ 

vermöge  (3')  zu  Identitäten  werden,  berücksichtigt  man  überdies,  daai 
Xf  eine  infinitesimale  projective  Transformation  sein  soll,  so  erkenn 
man,  dass: 

i{^,y7^)  =  <^^  +  ^y>  ^(^,y?^)  =  aa?y +  c^,   t(x,y,z)-^axz 

ist,  wo  a,b,c  den  Bedingungen:  a'\-b=ly  a-(-c  =  2,  a  =  3  genüge] 
müssen.  Hieraus  ergiebt  sich:  6=  — 2,  c==  — 1  und  wirklich  bleib 
die  Curve  (3)  bei  der  infinitesimalen  projectiven  Transformation: 

3x  (xp  +  y  2  +  zr)  —  2yp  —  zq 
invariant. 

Wir    haben    hiermit    drei    unabhängige   infinitesimale    projecti^ 

Transformationen  gefunden,   bei  denen  die  Curve  (3)  invariant  bleib 

es  sind  die  nachstehenden: 

(XJ=  p  +2xq  +  Syr 
(4)  \x,f=xp  +  2yq  +  Szr 

\XJ=  ^x'^p  +  xyq  +  xzr)  —  2yp  —  zq. 

Da  überdies  nach  S.  183  eine  gewundene  Curve  des  Raumes  x,  y,  i 
sicher  nicht  mehr  als  drei  unabhängige  infinitesimale  projective  Trans- 
formationen gestattet,  so  leuchtet  ein,  dass  X^f,  X^f,  X^f  eine  drei- 


Curven  n.  Fl&chen  des  gewöhnl.  Raames,  die  projectiye  Grappen  gestatten.     187 

g-Iiedrige  Gruppe  erzeugen,  die  grösste  projective  Gruppe,  bei  der  die 

Ourve  (3)  inyariant  bleibt.    Es  gilt  also  der 

Satz  1.     Gestattet  eine  geunmdene  Curve  des  Raumes  x,  y,  ss  zwei 

fe^M€il?hängige  infinitesimale  projective  Transformationen  dieses  Raumes^  so 

(^^^t€Mttet  sie  deren  gerade  drei  unabhängige  und  ist  eine  rationale  geivun- 

rfe^t€?  Chirve  dritter  Ordnung. 

Die  BetrachtoDgen  der  SS.  183  bis  186  lassen  sich  auf  den  Raum  von 
rä  X>imensionen  übertragen;  da  diese  üebertragung  nicht  die  geringste 
Solü^^^ierigkeit  hat,  theilen  wir  gleich  jetzt  ihr  Ergebniss  mit,  um  nicht 
spätrer  darauf  zurückkommen  zu  müssen.     Das  Ergebniss  lautet: 

Satz  2.  Gestattet  eitie  möglichst  gcJcriimmte  Curve  des  n-fach  ausgedchn- 
fe^pz  Raumes  JR«  zwei  unabhängige  infinitesimale  projective  Transformationen 
(H€*^^s  Raumes,  so  gestattet  sie  deren  gerade  drei  unabhängige  und  ist  eine 
t^^^lichst  gekrümmte  rationale  Curve  w'*'*  Ordnung. 

Unter  einer  möglichst  gekrümmten  Curve  des  Rn  verstehen  wir  hier- 
bei   eine  Cnrve,  die  in  keinem  ebenen  (n  —  l)fach  ausgedehnten  Räume  liegt. 

Denkt  man  sich  das  Coordinatensystem  so  gewählt,  dass  die  rationale 
Cui-^ve  n*^  Ordnung  durch  die  Gleichungen: 

•*'2  ^^  '*'l    J    ""'S  **'!    1    •  •   • )    **'«  "^  •*'l 

gestellt  wird,  so   gestattet  die  Curve  die   drei  unabhängigen  intinitesi- 
€n  projectiven  Transformationen: 

Pl  +  ^^iPt  +  3a-2i?8  +   •   •  •   +  nXn-lPn 
^iPl  +  ^^ilh  +  ^HP%  +    •   •   •    +  '^^nPn 

i^n   —  l)a?2i?j  +  (n  —  2)  x^p^  H h  x„Pn-i—  wa;,  (x^p^  -{ 1-  XnPn)j 


erzeugen  natürlich   eine  dreigliedrige  Gruppe,   die  grösste  projective 
ippe  des  Baumes  x^  ,  .  .  Xn^  bei  der    die  betreffende   Curve    invariant 
t>leil)t. 

Wir  wollen  jetzt   die  Gruppe  (4)  etwas    näher  untersuchen   und 

^'^var  wollen  wir  erstens  alle  bei  ihr  invarianten  Punktfiguren  bestim- 

^^^B,  zweitens  aber  die  in  ihr  enthaltenen  Untergruppen  betrachten. 

Um  das  Unendlichferne  gleich  mitzunehmen^  schreiben  wir  zunächst 
^nsre  Gruppe  (4)  in  vier  homogenen  Veränderlichen  (s.  Abschn.  I, 
^-   579).     Die  Gruppe  lautet  dann  folj^endermassen: 

I^if  =    ^^Pi  +  2a^i>2  +  3a;22)3 
—  2XJ=    x^pi  —    x^p^  —  Sx^p^  +  Sx^p^ 
—  XJ=2x^p^+    x^p^  +SXiP^] 

^^^^    bei  ihr  invarianten  Punktfiguren  werden  nunmehr  durch   solche 
^^öichungensysterae  in  a:,  . .  .  ic^  dargestellt,  welche  die  drei  infinitesi- 
malen Transformationen  X^f,  Xg/',  X^f  und  ausserdem  noch  die  vierte: 

Xif=  ^iPx  +  ^tP%  +  ^Pz  +  ^APi 


188 


Abtbeilang  III.    Kapitel  9.    §  46. 


gestatten.  Wir  brauchen  also  blos  naeb  den  Regeln  von  Abschn.  I, 
Kap.  14  alle  bei  der  yiergliedrigen  Gruppe  X^f...  X^f  invarianten 
Gleichungensysteme  zu  bestimmen. 

Eine   invariante   Gleichung    erhalten    wir    durch   NuUsetzen   der 
Determinante  von  X,/*..    X^f,  nämlich: 


(6) 


J  = 


2x, 


2 


X, 


'2 

X<a 


X, 


0 
3x^ 

3^1 


Xj 


=  0. 


Diese  Gleichung  stellt   eine    invariante   Fläche    vierter  Ordnung   d 
offenbar  die  Abwickelbare  unsrer  Curve  dritter  Ordnung  (3);  da  übec^- 
dies  vermöge  /^  =  0  nicht  alle  dreireihigen  Unterdeterminanten  vo 
^  verschwinden,  so  ist  klar,  dass  die  Punkte  dieser  Abwickelbaren  b 
unsrer  Gruppe  transitiv  transformirt  werden. 

Die  16  dreireihigen  Unterdeterminanten  von  ^  können  nar  d 
sämmtlich  verschwinden,  wenn  entweder  x^  , , ,  x^  alle  null  sind,  w 
keine  geometrische  Bedeutung  hat,  oder  wenn  die  Gleichungen: 

\*  )  X^X^   ""~"  X^       ^^^    U,       Xy^X^    "~~"    XoX^    ^^    V,     X^       ^~    ^\Xa    ^^^   \) 

bestehen.     Das  ist  ein  invariantes  Gleichungensystem,  das   unsre  i 
Variante   Curve   dritter  Ordnung   (3)   als  den   Schnitt   dreier  Fläche: 
zweiten  Grades  darstellt.     Es  ist  hiermit  bewiesen,  dass  unsre  Gruppe 
ausser  der  Curve  dritter  Ordnung  keine  andre  Curve  des  Raumes  in — 
variant  lässt,  dass  also  die  invariante  Curve  dritter  Ordnung  isolirt  isi 

Die  zweireihigen  Unterdeterminanten  von  d  verschwinden  nur  f&rr 
Xi  =  X2  =  x^  =  x^^^^O    sämmtlich ,   also   lässt  unsre   Gruppe   siehe: 
keinen  Punkt  des  Raumes  stehen. 

Damit  sind  alle  Punktfiguren  gefunden,  die  bei  unsrer  Gruppe  (4]^ 
invariant  bleiben;  wir  können  uns  also  zur  Besprechung  der  Unter — 
gruppen  dieser  Gruppe  wenden. 

Es  ist  an  und  für  sich  klar,  dass  die  Gruppe  (4)  mit  der  allge- 
meinen projectiven  Gruppe  der  einfach  ausgedehnten  Mannigfaltigkeit" 
gleichzusammengesetzt   ist;    in   der   That  wird    auch   die   Zusamme 
Setzung  der  Gruppe  (4)  durch  die  Relationen: 

(8)  (X,X,)  =  X/,   {X,X,)  =  2X,f,  (Z,X,)  =  Z,/- 

bestimmt.     Aus  Eap.  2,  S.  17  folgt  daher,  dass  es  in  unsrer  Grup 
nur  einen  Typus  von  zweigliedrigen   und  nur  zwei  Typen   von    e: 
gliedrigen  Untergruppen  giebt  und  dass  wir  als  Repräsentanten  dii 
Typen  der  Reihe  nach  die  Untergruppen:    X^/*,   X^f\    X^f  und 
wählen  können. 


X^ 

2xi 

3a;j 

0 

Xl 

Xi 

oaig 

80:4 

«I 

Xa 

Xs 

Xi 
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Die  zweigliedrige  and  daher  intransitive  Gruppe:  X^f^  X^f  lässt 
eine  Schaar  von  00^  Elächen  invariant^  die  durch  Integration  des  drei- 
gliedrigen vollständigen  Systems: 

X,f=0,  X,f=0,  X/-0 

in    den  Veränderlichen  x^. . ,  x^  gefunden  wird.     Die  Gleichung  dieser 
Fläclienschaar  lautet: 

(9)  a  {x^x^  —  So?!  x^x^  +  2x^^)^  +  h  (x^x^  —  x/)^  =  0 . 

Um    die  übrigen  invarianten  Punktfiguren  zu  finden^  die  zu  der  Gruppe 
gehören,  schreiben  wir  uns  die  Matrix: 


(io> 


auf  und  setzen  erstens  ihre  dreireihigen,  zweite^  ihre  zweireihigen 
Determinanten  alle  gleich  Null.  Die  zweireihigen  liefern  nur  den  in- 
varianten Punkt:  fl?j  =»  fljg  =  a;4  «=  0,  die  dreireihigen  liefern  ausser  der 
Cur^e  dritter  Ordnung  selbst,  noch  ihre  Tangente:  a;i  =  a;^  =  0  im 
I^iiinkte:  x^^^x^^^x^^^O  und  endlich  in  der  Schmiegungsebene  x^^=0 
dieses  Punktes  den  invarianten  Kegelschnitt: 

(11)  ^1=0,   Sx^*  —  4x^x^  =  0. 

Da  fQr  die  invariante  Ebene:  x^  =  0  nicht  alle  dreireihigen  Deter- 
ixxixiaüten  der  Matrix  (10)  verschwinden,  so  muss  diese  Ebene  in  der 
'^la.chenschaar  (9)  enthalten  sein.  Das  ist  in  der  That  der  Fall  und 
^'^ar  fOr  6  «=  4a,  dann  sondert  sich  nämlich  auf  der  linken  Seite  von 
v9)  der  Factor  xj  ab  und  wenn  der  weggelassen  wird,  bleibt  eine 
^^leichung  vierter  Ordnung  übrig,  die  augenscheinlich  die  Abwickelbare 
v^)  unsrer  Curve  dritter  Ordnung  darstellt.  Mit  dieser  Abwickelbaren 
die  Ebene  0^4=0  die  doppeltzählende  Gerade:  ^^  =  0^4  =»  0  und 
Kegelschnitt  (11)  gemein,  mit  den  übrigen  Flächen  der  Schaar 
vlO)  hat  die  Ebene  rr^  *»  0  dagegen  blos  die  sechsfach  zählende  Ge- 
^^d«:  /^ea  a;^  =  0  gemein,  sonst  nichts.  Hieraus  ergiebt  sich,  dass  in  der 
7*^haar  (10)  keine  nicht  ausgeartete  Fläche  zweiten  Grades  enthalten 
^*>  während  allerdings  der  Fall  a  =  0  den  dreifach  zählenden  Kegel 
leiten  Grades:  x^x^  —  aji*  «=  0  liefert. 

Wir  haben  hiermit  das  nicht  unwichtige  Ergebniss  gewonnen, 
^^8  es  keine  zweigliedrige  projective  Gruppe  giebt,  bei  der  eine  nicht 
^ ^geartete  Fläche  zweiten  Grades  und  eine  gewundene  Curve  dritter 
^^^ung  gleichzeitig  ihre  Lage  behalten.  Ebensowenig  giebt  es  eine 
^igliedrige  projective  Gruppe,  die  zwei  verschiedene  gewundene  Curven 


(12) 


(13) 
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dritter  Ordnung  oder  die  eine  Cur?e  dritter  Ordnung  und  eine  sie 
nicht  berührende  Gerade  in  Ruhe  lässt. 

Von  eingliedrigen  Untergruppen  giebt  es^  wie  gesagt,  in  unsrer 
Gruppe  (4)  zwei  Typen,  deren  einer  durch  X^f,  deren  zweiter  durch 
X,/"  repräsentirt  wird. 

Die  Bahncurven  von  X^f  findet  man  durch  Integration  des  zwei- 
gliedrigen vollständigen  Systems:  Xg/'^O,  X^f=0  in  x^  . . .  x^,  Sie 
werden  durch  die  Gleichungen: 

XVX^X^  —  flQX^X^  =  0 

mit  den  zwei  Paaren  homogener  Parameter  X,  ^  und  v,  q  dargestellt 
und  sind  im  Allgemeinen  Curven  dritter  Ordnung,  die  von  der  Cur?e 
(3)  in  den  beiden  Punkten  x^  =  X2  =^  x^  =  0  und  a:,  «=  rr^  =  a:^  =  0 
osculirt  werden. 

Für  die  Bahncurven  von  X^f  ergeben  sich  in  derselben  Weise  die 
Gleichungen: 

\    2     4  ^^      1   •       '~~         4 

c(x^x^  -—  x^x^)  =  2aXiX^  +  bx^^ 

c{x2  —  x^x^    =  aix^x^  —  2a;,*)  —  hx^x^ 

mit  den  drei  homogenen  Parametern  a,  6,  c.  Auch  diese  Bahncurven 
sind  Curven  dritter  Ordnung;  sie  werden  von  der  Gurve  (3)  in  dem 
Punkte  a;,  =  rCj  =  0:4  =  0  osculirt. 

Wir  schliessen  hiermit  die  Untersuchungen  über  die  Curven  des 
Raumes,  die  projective  Transformationen  gestatten,   und  sprechen  nur 
noch  den  nachstehenden  Satz  aus,  der  aus  den   gewonnenen   Ergeb-   - 
nissen  folgt: 

Satz  3.     Ist  eine  projective  Gruppe  des  Baumes   dadurch  deßnirty^ 
dass  s^ie  eine  isolirte  Curve  invariant  lässt ,  so  besteht  sie  entweder 
den  00^'  Collineationen,   die  eine  Gerade,   oder  aus  den  cx>',   die 
nicht  ausgearteten  Kegelschnitt  oder  aus  den  cx>*,  die  eine  gewundene  Cw 
dritter  Ordnung  invariant  lassen. 

§  47. 

Wir    fragen    jetzt    nach   den    projectiven   Gruppen,    die    dadur< 
definirt  sind,  dass  sie  eine  Fläche  invariant  lassen;  in  der  Hauptsach 
beschränken  wir  uns  auf  Gruppen,  die  mindestens  drei  Parameter  enl 
halten,  in  einem  besonderen  Paragraphen  werden  wir  dann  noch  andeute] 
wie  man  alle  krummen  Flächen  finden  kann,  die  gerade  zwei  und  nicfc — 
mehr  unabhängige  infinitesimale  projective  Transformationen  gestatte= 
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Jede  Ebene  des  Baumes  bleibt  bei  einer  zwolfgliedrigen  projee- 
r«Q  Gruppe  inyariant,  die  durch  die  betreffende  Ebene  vollständig 
£»timmt  ist. 

Sehr  einfach  lässt  sich  auch  der  Fall  einer  krummen  abwickel- 

,iren  Fläche  erledigen«    Führen  wir  nämlich  auf  die  projective  Gruppe, 

der  eine  solche  Fläche  invariant  bleibt,  eine  dualistische  Transfor- 

üon  aus,  so  erhalten  wir  eine  projective  Gruppe,  die  eine  krumme 

Oorre  invariant  lässt;   wir  kommen  somit   auf  eine  im  vorigen  Para- 

^iraphen  erledigte  Aufgabe  zurück. 

Ist  die  abwickelbare  Fläche  kein  Kegel,  so  geht  sie  bei  der  dua- 
listischen Transformation  in  eine  gewundene  Curve  über;  gestattet 
daher  die  Fläche  zwei  unabhängige  infinitesimale  projective  Transfor- 
TOationen,  so  gestattet  sie  deren  gerade  drei  unabhängige  und  ist  von 
der  dritten  Klasse,  das  heisst,  sie  ist  die  Abwickelbare  einer  Raum- 
curve  dritter  Ordnung.  Die  Gruppe,  die  durch  eine  solche  Fläche 
defiuirt  wird,  ist  demnach  innerhalb  der  allgemeinen  projectiven  Gruppe 
^^it  der  Gruppe  (4)  auf  S.  186  gleichberechtigt,  und  die  Gleichung  der 
Flache  kann  durch  eine  projective  Transformation  auf  die  Form  (6), 
S*  188  gebracht  werden. 

Ist  dagegen  die  invariante  Fläche  ein  Kegel,  so  sind  mehrere 
Fälle  zu  unterscheiden,  die  wir  an  der  Hand  des  in  §  46  Gesagten 
deicht  überblicken  können. 

Jede  der  hierhergehorigen  Gruppen 'enthält  eine  viergliedrige  in- 

^^^ante  Untergruppe,  die   alle  Geraden  durch  die  Kegelspitze  stehen 

^ÄBst,    Wird  als  Kegelspitze  der  unendlich  ferne  Träger  des  Geraden- 

'^'^indels:  x  =  const.,  y  -=  consi  gewählt,  so  erscheint  diese  vierglied- 

^Se   Gruppe  in  der  Gestalt: 

j^^^  r,  xr,  yr,  er) 

^^    Kegel  selbst  wird  ein  Cylinder  und  seine  Gleichung  von  0  frei. 
Die  Gruppe  (14)  lässt  jeden  Cylinder:  0{x,  y)  =  0  invariant.    Soll 
Cylinder   eine   projective  Gruppe  mit   mehr  als   vier  Parametern 
^^«tatten,  so  sind  zwei  Fälle  denkbar:  entweder  nämlich  werden  seine 
■^"^"^ugenden  eingliedrig  oder  sie  werden  dreigliedrig  transformirt. 

Im  ersten  Falle  ist  der  Cylinder  nicht  vom  zweiten  Grade,  und 
infinitesimale  Transformation  der  Gruppe,  bei  der  seine  Erzeugen- 
wirklich  transformirt  werden,  kann  eine  der  beiden  Formen: 

^P  +  cyq  (c  +  0,  +1,  h  2);  p  +  yq 

*^^ieiL     Wir  gelangen  somit  zu  den  beiden  ftlnfgliedrigen  Gruppen: 
CX^^  |r,  xr,  yr,  zr,  xp  +  cyq   (c  +  0,  +1,  ^,  2) 

\r,  xr,  yr,  er,  p  +  yq] 
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jede  dieser  beiden  Gruppen  lässt  oo^  verBcbiedene  Cylinder  inyaria 
und  ist  durch  jeden  der  betreffenden  Cylinder,  der  nicht  in  eine  Ebe 
ausartet,  vollständig  definirt. 

Uebrig  bleibt  noch  der  Fall  eines  Cylinders  zweiten  Grades.  ] 
y  —  ^a^  *»  0  die  Gleichung  dieses  Cylinders,  so  lautet  die  durch  i. 
definirte  Gruppe: 

r,  xr,  yr,  gr,  p  +  xq,  xp  +  2yq,  x^p  +  xyq  +  xzr  —  yp. 

Wir  haben  also  den 

Satz  4.  Ist  eine  prqjecHve  Gruppe  des  Bawnes  dadurdi  defini 
dass  sie  eine  isolirte  ahunckeJbare  Fläche  invariant  lässt,  so  besteht  sie  e 
tveder  aus  den  cx)^*  CJoUineationen,  die  eine  Ebene,  oder  ans  den  oo', 
einen  nicht  ausgearteten  Kegel  zweiten  Grades,  oder  endlich  aus  den  c 
welche  die  AbunckeXbare  einer  geivundcnen  Curve  dritter  Ordnung  in  ^ 
überführen. 

Nunmehr  suchen  wir  alle  nicht  abwickelbaren  Flächen,  die  r^ 
unabhängige  infinitesimale  projective  Transformationen  gestatten. 

Zunächst  sei  r>3;  dann  gestattet  jede  Haupttangentencurve  d 
Fläche  mindestens  drei  unabhängige  infinitesimale  projective  Tran 
formationen.  Für  jede  der  beiden  Schaaren  von  Haupttangentencurv> 
auf  der  Fläche  giebt  es  daher  nur  zwei  Möglichkeiten:  entweder  l 
steht  die  Schaar  aus  gewundenen  Curven  dritter  Ordnung  oder  a 
geraden  Linien,  denn  eine  Sohaar  von  ebenen  krummen  Haupttange 
tencurven  kann  bei  einer  nicht  abwickelbaren  Fläche  nicht  auftreb 
Beide  Schaaren  von  Haupttangentencurven  können  nicht  Curven  driti 
Ordnung  sein,  denn  es  gingen  dann  durch  jeden  Punkt  von  allgemeii 
Lage  auf  der  Fläche  zwei  derartige  Curven,  die  bei  einer  projectiv 
Gruppe  mit  mindestens  zwei  Parametern  invariant  blieben;  das  al 
ist  nach  S.  189  f.  unmöglich.  Ebensowenig  kann  die  eine  Schaar  v 
Haupttangentencurven  aus  Geraden  und  die  andre  aus  Curven  drit 
Ordnung  bestehen,  denn  es  ginge  dann  durch  jeden  Punkt  von  allj 
meiner  Lage  auf  der  Fläche  eine  Curve  dritter  Ordnung  und  eine  ; 
nicht  berührende  Gerade  und  der  Inbegriff  beider  müsste  mindest« 
zwei  unabhängige  infinitesimale  projective  Transformationen  gestatt 
was  nach  S.  189  f.  ebenfalls  ausgeschlossen  ist  Demnach  bestehen  be 
Schaaren  von  Haupttangentencurven  aus  Geraden  und  die  Fläche 
vom  zweiten  Grade.  Da  es  cx>^  verschiedene  nicht  ausgeartete  Fläct 
zweiten  Grades  giebt,  so  gilt  der 

Satz  5.     Die  nicht  ausgeartete  Fläche  zweiten  Grades  ist  die  einj 
nicht  abwickelbare  Fläche  des  Batmies,  die  mehr  als  drei  unabhängige 
finitesimale  projective  Transformationen  zulässt;  s^ie  gestattet  deren  ger 
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Jis  unabhängige,  die  eine  seclisgliedrige  projedive  Gruppe  erzeugen ,  und 
*se  Gruppe  ist  durch  die  betreffende  Fläche  vollstäfidig  definirt. 

Wir  werden  diese  Gruppe  später  ausführlich  besprechen. 

Es  sei  zweitens  r  gerade  =  3;  unsre  Aufgabe  ist  also  jetzt,  alle 
ht  abwickelbaren  Flächen  zu  finden,  die  gerade  drei  und  nicht  mehr 
abhängige  infinitesimale  projective  Transformationen  gestatten.  Wir 
d  dabei  von  yomherein  sicher,  dass  die  gesuchten  Flächen  nicht 
DI  zweiten  Grade  sein  konneu. 

Sind  X^f,  X^f,  X^f  drei  unabhängige  infinitesimale  projective 
unsformationen,  bei  denen  eine  Fläche  von  der  verlangten  Beschaffen- 
it  invariant  bleibt,  so  gestattet  jede  Haupttangentencurve  der  Fläche 
indestens  zwei  unabhängige  infinitesimale  Transformationen  der  von 
iff  X^fj  X^f  erzeugten  dreigliedrigen  Gruppe.  Hieraus  folgt  wie 
»en,  dass  jede  der  .beiden  Schaaren  von  Haupttangentencurven  auf 
isrer  Fläche  nur  aus  Geraden  oder  aus  gewundenen  Curven  dritter 
rdnung  bestehen  kann. 

Beständen  beide  Schaaren  von  Haupttangentencurven  aus  Curven 
itter  Ordnung,  so  gehorte  zu  jedem  Punkte  von  allgemeiner  Lage 
tf  der  Fläche  mindestens  eine  eingliedrige  Gruppe: 

'i  der  der  betreffende  Punkt  und  zugleich  die  beiden  hindurchgehen- 
'Q  Haupttangentencurven  invariant  blieben.  Auf  S.  190  aber  sahen 
^^j  dass  zwei  gewundene  Curven  dritter  Ordnung,  die  bei  ein  und 
•i^elben  infinitesimalen  projectiveu  Transformation  invariant  bleiben, 
^ei  oder  wenigstens  einen  Punkt  und  zugleich  die  dazugehörigen 
Urgenten  gemein  haben.  Demnach  würden  sich  in  jedem  Punkte  von 
'gemeiner  Lage  auf  unsrer  Fläche  die  beiden  zugehörigen  Haupt- 
Kigenten curven  berühren,  die  Fläche  wäre  also  abwickelbar,  was  aus- 
-Bchlossen  ist. 

Beständen  andrerseits  beide  Schaaren  von  Haupttangentencurven 
'8  geraden  Linien,  so  wäre  die  Fläche  vom  zweiten  Grade,  was  auch 
cht  sein  darf,  also  bleibt  nur  noch  der  Fall  zu  behandeln,  dass  die 
K^e  Schaar  der  Haupttangentencurven  von  Geraden,  die  andere  von 
^Ti^n  dritter  Ordnung  gebildet  wird.  Wir  werden  sehen,  dass  diesem 
^11  wirklich  eine  Fläche  von  der  verlangten  Beschaffenheit  entspricht. 

Die  gesuchte  dreigliedrige  Gruppe:  Xj/*,  X^f,  X^f  enthält  offen- 
bar eine  zweigliedrige  Untergruppe,  bei  der  eine  gewundene  Curve 
»ritter  Ordnung  invariant  bleibt;  wir  wollen  annehmen,  dass  X^f,  X^f 
ßiDe  solche  Untergruppe  ist.  Nun  giebt  es  in  der  projectiveu  Gruppe 
^uier  Carve  dritter  Ordnung  nur  oo^  zweigliedrige  Untergruppen,  die 
^1^  mit  einander  gleichberechtigt  sind,  wir  können   daher  als  Gruppe 
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Xy^ff    X^f    eine    beliebige    unter    diesen    oo^    auswählen    und    etw 
setzen : 

^/=  P  +  2a:}  +  Syr 

XJ=  xp  +  2yq  +  3<rr. 

Diese  zweigliedrige  Gruppe  lässt  auf  der  Curve  dritter  Ordnon 
y  ^=  x^y  z  =  x^  nur  einen  einzigen,  unendlich  fernen  Punkt  P  invaria« 
dagegen  lässt  jede  ihrer  oo^  eingliedrigen  Untergruppen: 

XJ—  AX/=  (x'-k)p  +  2(y  —  kx)q  +  3(e  —  ky)r 

noch  einen  zweiten  im  Endlichen  gelegenen  Punkt  77  der  Cunre 
varianty  dessen  Coordinaten  augenscheinlich  die  Werthe: 

haben.  Natürlich  bleibt  bei  X^f — AX^/*  zugleich  mit  i7  auch  « 
hindurchgehende  geradlinige  Haupttangentencurve  der  gesuchten  Fläcs 
in  Rohe.  Diese  Gerade  muss  als  Haupttangentencunre  in  der  zu 
gehörigen  Schmiegungsebene  der  Curve  dritter  Ordnung  liegen,  sie  d^ 
aber  nicht  die  Tangente  sein,  weil  unsre  Fläche  sonst  mit  der  A^ 
wickelbaren  der  Raumcurve  dritter  Ordnung  zusammenfiele. 

Um  die  geradlinige  HaopttangentencurvC;  die  durch  77  geht,  wirl^ 
lieh  zu  finden,  bestimmen  wir  zunächst  alle  Geraden  durch  77,  die  b^ 
X^f — kX^f  invariant  bleiben,  unter  denen  muss  ja  die  gesucht 
Haupttangentencurve  enthalten  sein. 

Die  Gleichungen  einer  beliebigen  durch  77  gehenden  Geraden  habcs 
die  Form: 

(A)  X  —  kiy  —  k^  iz  —  A^  =  a  :  6  :  c; 

soll  diese  Gerade  bei  X^f —  AX^/*  invariant  bleiben,   so  mfissen  dj 
Gleichungen: 

X  —  k:  2(y  —  kx)  :  3(jer  —  ky)  ^r=  aihic 

vermöge  (A)  bestehen,  a,  h^  c  müssen  also  die  Gleichungen: 

a  :  2  (6  —  ka)  :3(c  —  A6)«=a:6:c 

befriedigen.     Hieraus  ergeben  sich  drei  Möglichkeiten,  nämlich: 

a  =  0,  6  =  0;   a  =  0,  c  —  3A6  =  0 
h  —  2ka  =  0,  2c  —  3A6  -=  0, 

die  einzigen  bei  X^f —  kX^f  invarianten  Geraden  durch  77  sind  dei 
nach  die  folgenden  drei: 

o;  -  ;.  =  0,     y  —  A^  =  0 

X--  k  =  0,    e  —  .-Ui/  +  2A»  =  0 

y  --  r  =  2A(a:-A;,     xr  —  A»  =-  3A^(a:  —  A). 
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Von  diesen  ist  die  erste  fär  unsern  Zweck  unbrauchbar,  denn  sie  ver- 
bindet die  beiden  invarianten  Punkte  77  und  P  unsrer  Curve  dritter 
Ordnung  und  liegt  daher  sicher  nicht  in  der  zu  77  gehörigen  Schmie- 

gungsebene: 

3A*rF  —  3Ay  +  £?  —  A»  =  0 

der  Curve.  Die  dritte  Gerade  ist  die  Tangente  von  77,  sie  kommt 
also  auch  nicht  in  Betracht,  dagegen  liegt  die  zweite  in  der  Schmiegungs- 
ebene  von  77  und  fallt  nicht  mit  der  Tangente  zusammen,  sie  ist  also 
die  durch  77  gehende  geradlinige  Haupttangentencurve  der  gesuchten 
Fläche. 

Lassen  wir  jetzt  in  den  Gleichungen: 

das  A  alle  möglichen  Werthe  annehmen,  so  erhalten  wir  alle  gerad- 
linigen Haupttangentencurven  unsrer  gesuchten  Fläche,  durch  Fort- 
Bchafinng  von  A  bekommen  wir  daher  die  Gleichung  dieser  Fläche 
selbst,  sie  lautet: 

(16)  £i-3a:y  +  2ar^  — 0. 

Das  ist  eine  Fläche  dritter  Ordnung  und  dritter  Klasse,  die  unter  dem 
Noamen  „Gay ley sehe  Linienfläche''  bekannt  ist. 

Man  überzeugt  sich  schliesslich  leicht,  dass  die  Fläche  (16)  ausser 
den  beiden  infinitesimalen  projectiven  Transformationen  X^f  und  X^f 

El  och  diese: 

XJ=q  +  ixr 

S^atsttet.     Dass  sie  keine  von  X^fy  X^fy  X^f  unabhängige  infinite- 
>3aale  projective  Transformation  gestattet ,  ist  nach  dem  Früheren  klar, 
erzeugen : 

I^if==  P  +  2a;g-f-  3yr 
XJ  =  xp+2yq+S0r 

dreigliedrige  projective  Gruppe,  die  durch   die  Fläche  (16)  voll- 
dig  definirt  ist.    Die  Zusammensetzung  dieser  augenscheinlich  tran- 
Gruppe  wird  durch  die  Relationen: 
^A»:)  (Z,X,)  =  XJ,  (X,X,)  =  0,  (X,X3)  =  -  2X,f 

^^Btimmt. 

Dm  alle  bei   der   Gruppe   (17)   invarianten   Punktfiguren   zu   be- 
*^i Domen,  schreiben  wir  die  Gruppe  in  vier  homogenen  Veränderlichen: 

—  2X^f=  x^pi  —  x^p^   —  Sx^p^  +  3x^p^ 
iV=F  ^4Pi  +3a;,;)3 
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und  fügen  noch: 

XJ  =  ir^ft  +  x^p^  +  x^p^  +  x^p^ 
hinzu. 

Durch  Nullsetzen  der  Determinante: 


(19) 


X, 


X, 


2 


iu  u  I  O  Xi 

X'i  t>^jj 


0 


0 
x^        3a;,     0 


X, 


Xo         Xa 


erhalten  wir  zwei  invariante  Flächen^  nämlich  die  Cayleysche  Linien- 
fläche : 


(20) 


X^X^ 


"~~"  öXiXoXa  "y—  ^X%     — —  \J 


imd  die  Ebene  a;^  =  0.  Die  dreireihigen  Unterdeterminanten  von  (19) 
liefern,  gleich  Null  gesetzt,  die  invariante  Gerade:  rr^a^O,  Xj*— «0,  in 
der  die  Cayleysche  Linienfläche  von  der  Ebene:  x^^=Q  geschnitten 
wird.  Die  zweireihigen  Unterdeterminanten  von  (19)  endlich  ergeben, 
gleich  Null  gesetzt,  den  invarianten  Punkt:  x^  =  Oj  x^=»0^  x^^^O^ 
der  auf  der  eben  erwähnten  Geraden  liegt. 

Wir  beschliessen  den  Paragraphen,  indem  wir  noch   einen  Satz 
aussprechen,  der  aus  den  gegebenen  Entwickelungen  unmittelbar  folgt: 

Satz  6.     Gestattet  eine  Fläche  des  Raumes  mehr  cUs  Mwei  unab- 
hängige infinitesimale  projective  Transformationen,  so  ist  sie  entweder 
Ebene   oder  eine  Kegelfläche    oder  die  Abwickelbare  einer 
Curve  dritter  Ordnung  oder  eine  Fläche  zweiten  Grades  oder  endlidk 
Cayleysche  Linienfläche  dritter  Ordnung, 

Die  Fläche  zweiten  Grades  und  die  Cayleysche  Linienfläche  nnS 
also  die  einzigen  nicht  abwickelbaren  Flächen,  die  der  Bedingung  dieaee^ 
Satzes  genügen. 

§  48. 

Gemäss   unserm  Versprechen    auf  S.  190   wollen  wir  jetst 
andeuten,  wie  man  alle  krummen  Flächen   des  Raumes  finden 
die  gerade  zwei  und  nicht  mehr  unabhängige  infinitesimale  projeeti" 
Transformationen  gestatten. 

Gestattet  eine  krumme  Fläche   blos  zwei  unabhängige  infinitf 
male   projective   Transformationen,   etwa   X^/*  und  X^f,  so 
diese  eine  zweigliedrige  projective  Gruppe  G,  bei  der  auch  die 
der  Fläche   durch   eine   zweigliedrige  Gruppe  g  transformirt 
denn  unter  den  infinitesimalen  Transformationen:  CiX^f-j-  e^X^f 
es  keine  geben,   die  alle  Punkte  der  Fläche  stehen  ISast,  weil 
überhaupt  alle  Punkte  des  Raumes  in  Ruhe  hieben«    DenkeB  wir 
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nun.  die  Punkte  auf  der  Fläche  durch  zwei  Coordinaten  j:  und  Q  be- 
stimmt, 80  wird  g  eine  zweigliedrige  Gruppe  in  £  und  9,  die  bei 
^e^igneter  Wahl  dieser  Veränderlichen  jedenfalls  eine  der  vier  Formen: 

q,  jq;  q,  9q;  p,  Jp  +  q;  P,  q 
erhalten  kann  (s.  Kap.  3,  S.  57). 

Wir  bemerken  weiter,  dass  unsre  Fläche  sicher  nicht  abwickelbar 
ist,  <]enn  (s.  S.  191)  jede  abwickelbare  Fläche  gestattet  entweder  keine 
^<ler  eine  oder  mindestens  drei  unabhängige  infinitesimale  projective 
'E^rstxisformationen.  Es  giebt  demnach  auf  unsrer  Fläche  zwei  yer- 
s<^hiedene  Schaaren  von  Haupttangentencurven^  die  natürlich  beide  bei 
^^T'  Gruppe  G  invariant  bleiben.  Hieraus  aber  folgt,  dass  die  Gruppe 
<ß  in  jCy  9  mindestens  zwei  verschiedene  Schaaren  von  je  cx>^  Curven 
i^^K^vaiiant  lassen  muss. 

Hierdurch  ist  es  von  vornherein  ausgeschlossen,  dass  g  dem  durch 
Q>    jcq   repräsentirten  Gruppentypus  angehört,  denn  q,  ^q   lässt  nach 
8.  66  blos  eine  Schaar  von  06^  Curven,  nämlich  die  Schaar:  ^«»const. 
ii^variant.     Aus  andern  Gründen  ist  es  unmöglich,  dass  g  dem  durch 
^,  Qq  reprasentirten  Typus  angehört.    Die  beiden  Schaaren  von  Haupt- 
t^Lngentencurren  unsrer  Fläche  würden  nämlich  in  diesem  Falle  durch 
die   beiden  Gleichungen:  £  s»  const.  und  9  »»  const.  dargestellt  und  es 
l^liehe  bei    G  jede   einzelne  Gurre   der  Schaar:   je  »»  const.   in  Buhe. 
Hieraus  folgte  sofort,  dass  die  Haupttangentencurven:  £  =  const.  ent- 
^^iv-eder  gewundene  Curven  dritter  Ordnung  oder  gerade  Linien  wären, 
denn  ebene  krumme  Curven  könnten  sie  nicht  sein,  da  unsre  Fläche 
nicht  abwickelbar   ist.     Aber  auch  Curven  dritter   Ordnung   könnten 
sie   nicht  sein,  da  nach  S.  189  f.  die  Gruppe  G  sicher  nicht  cx>^  gewun- 
dene Curven   dritter   Ordnung   zu   gleicher  Zeit   in  Ruhe   lässt;   also 
waren  die  Curven:  j  «=  const.  noth wendig  gerade  Linien.   In  der  Gruppe 
^  gäbe  es  femer  stets  eine  infinitesimale  Transformation:  c^X^f-^-c^X^f 
oei  der  eine  beliebig  gewählte  unter  den  Curven:  Qa=  const.  ihre  Lage 
"^©hielte;  da  alle  Curven  j  =  const.  schon    von   vornherein   in   Ruhe 
"leiben,  so  behielten  hei  c^X^f -\' c^X^f  zugleich  alle  Punkte  der  be- 
treffenden Curve:  9  =  const.  ihre  Lage,  also  wäre   auch   diese  Curve 
^^®  Gerade.    Beide  Schaaren  von  Haupttangentencurven  unsrer  Fläche 
^^i'en  daher  unter  der  gemachten  Voraussetzung  gerade  Linien,  das 
^^et  die  Fläche  wäre  von  der  zweiten  Ordnung,   das  aber  ist  aus- 
^^^hlossen,   da   sie  nicht  mehr  als  zwei   unabhängige   infinitesimale 
P^'^jective  Transformationen  gestatten  soll. 

Aus  dem  Gesagten  geht  hervor,  dass  die  Gruppe  G  entweder  dem 
^^h  p,  EP  +  fl  oder  dem  durch  p,  q  repräsentirten  Typus  angehören 
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musS;  also  erkennen  wir,  dass  G  die  Punkte  der  inyarianten  Fläche 
transitiv  transformirt.  Hieraus  endlich  folgt,  dass  X^f  und  X^f  darch 
keine  Identität  von  der  Form: 

verknüpft  sein  können.     Wir  gelangen  somit  zu  dem 

Satz  7.  Gestattet  eine  krumme  Fläche  des  Baumes  Xy  y,  z  gerade 
zwei  und  nicht  mehr  unabhängige  infinitesimale  prcjective  Transforma- 
tionen des  Raumes,  etwa  XJ^  wid  X^fy  so  sind  X^f  und  X^f  durch 
keine  Identität  von  der  Form: 

(21)  9i(a;,  y,  ts)XJ+  fp^{x,  y,  z)X^f=  0 

verknüpft.    Die  Flüche  ist  sicher  nicht  abwickelbar  und  auch  keine  FUiChe 
zweiten  Grades. 

Will  man  alle  Flächen  von  der  hier  untersuchten  Beschaffenheit 
wirklich  aufstellen,  so  muss  man  zunächst  alle  zweigliedrigen  projec- 
tiven  Gruppen  des  Baumes  aufsuchen,  zwischen  deren  infinitesimalen 
Transformationen  X^f  und  X^f  keine  Identität  (21)  besteht.  Jede 
dieser  Gruppen  lässt  cx>^  Flächen  invariant,  deren  Gleichungen  durch 
ausführbare  Operationen  bestimmt  werden  können,  die  aber  freilich 
unter  Umständen  auch  sämmtlich  abwickelbar  oder  vom  zweiten  Grade 
sein  können.  Man  hat  daher  schliesslich  unter  den  gefundenen  Fläche 
noch  alle  die  auszusuchen,  die  weder  abwickelbar  noch  vom  zweii 
Grade  sind. 

Wenn  X^f  und  X^f  nicht  vertauschbar  siad,  so  ist  die  Zahl  de 
möglichen  Fälle  verhältnissmässig  gering.     Grösser  ist  sie,  wenn  X| 
und  X^f  vertauschbar  sind.     Am  einfachsten   ist  hier  der  Fall ,  d 
X^f  und   X^f  dasselbe   nicht  ausgeartete  Tetraeder  invariant   las 
wählt  man  dieses  Tetraeder  zum  Coordinatentetraeder,  so  laaten  d 
Gleichungen  der  betreffenden  Flächen: 

ar^^»  x^^ x/* x^^*  ==  const.     (Aj  +  ^  +  ^^4- ^4 ■="  0). 

Im  Allgemeinen  gestattet  eine  Fläche  von  dieser  Form  wirklich  n. 
zwei  unabhängige  infinitesimale  projective  Transformationen« 


Kapitel   10. 

Die  projective  Gnippe  einer  Fläche  zweiten  Grades  im  gewöhnlitil^'- 

Raxune. 

Jede  nicht  ausgeartete  Fläche   zweiten  Grades  im   gewöhnlicfts^crsaKi 
Räume  gestattet  gerade  sechs  unabhängige  infinitesimale  projective  Ti 
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formationeiL;  die  eine  sechsgliedrige  projectiye  Gruppe  erzeugen.    Wäh- 
len     wir  das  Coordinatensystem   so,   dass  die  Fläche   zweiten  Grades 
durch  die  Gleichung: 
(1^  ^  — a:f/  =  0 

dargestellt  wird,  so  lautet  diese  sechsgliedrige  Gruppe  (vgl.  S.  134): 

f  X/—  p  +  yr,     XJ=  xp  +  zr 

XJ—  x{xp  +  yq  +  zr)  —  zq 

XJ=  q  +  xr,     XJ=  yq  +  er 

XJ=  y(xp  +  yq  +  zr)  —  zp, 

si*»  ist  die  grosste  continuirliche  projective  Gruppe,  bei  der  die  Fläche 
Ql^  invariant  bleibt  und  ist  daher  durch  diese  Fläche  vollständig 
definirt. 

Wir  bestimmen  jetzt   zunächst  in  §  49  die  sämmtlichen  Unter- 
gruppen der  Gruppe  (2),  das  heisst,  wir  theilen  diese  Untergruppen  in 
bekannten  Weise  in  Typen  ein  (s.  Abschn.  I,  S.  281)  und  stellen 
n  fQr  jeden  Typus  von  Untergruppen  einen  Repräsentanten   auf. 
lu    §  50  suchen  wir  alle  bei  der  Gruppe  (2)  invarianten  Schaaren  von 
^>o*  Curven;   die  Kenntniss  dieser  Curvenschaaren   wird   uns   bei  der 
Bestimmung  aller  primitiven  projectiven  Gruppen  des  Raumes  nützlich 
sein.  Iq  §  51  endlich  bestimmen  wir  alle  Untergruppen  einer  gewissen 
siebengliedrigen  Gruppe,  die  mit  der  Gruppe  (2)  in  sehr  engem  Zu- 
sammenhange steht  ' 

§  49. 

Die  Gruppe  (2)  transformirt   die  Punkte   der  Fläche  (1)   durch 

^*öe  isomorphe  Gruppe,  die  leicht  angebbar  ist.    Wählen  wir  nämlich 

•^  und  y  zu  Coordinaten  der  Punkte  auf  der  Fläche  (1),  so  erhalten 

^'^  nach  Abschn.  I;  8.  233  f.  die  infinitesimalen  Transformationen  der 

^  ^^Ussten  Gruppe,  indem  wir  in  (2)  die  Glieder  mit  r  weglassen  und 

^'^    den  übrigen  Gliedern  z  ='  xy  setzen.     Es  ist  also: 

^^y  p,  xp,  3(?p,  q,  yq,  y^q 

^^    Gruppe,   durch   welche    die  Punkte   von  (1)  bei   der  Gruppe  (2) 
*'^^Bformirt  werden. 

Die  Gruppe  (3)  ist   sechsgliedrig   und  mit  (2)  gleichzusammen- 

^^^etzt;  wir  können  daher,  statt  die  Untergruppen  von  (2)  direkt  zu 

^'timmen,  die  von  (3)  aufsuchen  und  erhalten   dann  aus  den  Unter- 

^^*^ppen    von  (3)   ohne  Weiteres    die    von    (2),    wenn  wir    die  infini- 

^^xnalen   Transformationen   (3)   der  Reihe   nach   durch  X^f ,  .  .  X^f 

^^^^tzen. 


200  Abtheilang  III.    Kapitel  10.    §  49. 

Um  die  Untergruppen  der  Gruppe  (3)  auf  einfache  Normalformem.^ 
zu  bringen,  dürfen  wir  alle  endlichen  Transformationen: 


dieser  Ginippe  benutzen.    Wir  wollen  abei*  aasserdemi  um  die  Zahl  d 

aufzuführenden  Normalformen  zu  yerringem,  auch  noch  von  der  Trau 

formation: 

(5)  x,  =  y,  y,  =  x 

Gebrauch  machen,  das  heisst  wir  wollen  die  Vertauschuug  von  x  u: 
y  zulassen;  da  die  beiden  Gleichungen:  x  =  const.  und  y  <»  const.  e 
der  Fläche  (1)  offenbar  die  beiden  Schaaren  von  Erzeugenden  bestt 
man,  so  kommt  das  darauf  hinaus,  dass  wir  die  beiden  Schaaren  ^ 
Erzeugenden  der  Fläche  als   gleichberechtigt  betrachten.     Wir  dürfei 
das,  da  es  projective  Transformationen  des  Raumes  giebt,  welche  di 
Fläche  (1)  invariant  lassen  und  dabei  ihre  beiden  Schaaren  von  E 
zeugenden  vertauschen. 

Mau  überzeugt  sich  leicht,  dass  die  Gruppe  (3),  die  wir  kurz  G^ 
nennen  wollen,  blos  zwei  invariante  Untergruppen  enthält,  nämlich  di^ 
(j^:  p,  xp,  x^p  und  die  y^\  q,  yq,  y^q.  Hierauf  lässt  sich  eine  natur-' 
gemässe  Eintheilung  der  Untergruppen  der  G^  gründen  und  zwar  unter--' 
scheiden  wir  zwei  Arten  von  Untergruppen:  Zur  ersten  Art  rechnen  wir 
alle,  die  weder  mit  y^  noch  mit  g^  eine  infinitesimale  Transformatio: 
gemein  haben,  es  ist  klar,  dass  jede  Untergruppe  dieser  Art  höchstem 
drei  Parameter  enthalten  kann.  Zur  zweiten  Art  gehören  alle  übrigec: 
Untergruppen  der  Gr^,  jede  von  diesen  hat  wenigstens  mit  einer  d 
beiden  Gruppen  ff^  und  y^  eine  oder  mehrere  infinitesimale  Transfo: 
mationen  gemein,  die  dann  für  sich  eine  Untergruppe  erzeui 
(s.  Abschn.  I,*S.  211,  Satz  7). 

Die    eingliedrigen  Untergruppen    der   ersten  Art   sind   von    ein 
infinitesimalen  Transformation: 

(«,  +  «2^  +  cc.^X')p  +  (^1  +  ß^y  +  ß^y^)q 

erzeugt,  in  der  weder  alle  drei  a,  noch  alle  drei  ß  verschwinden  dürfi 
Auf  Grund  von  S.  17  können  wir  diese  infinitesimale  Transformat: 
vermöge  einer  geeigneten  Transformation  (4)  auf  eine  Normalfo 
bringen,  die  verschieden  ausföUt,  jenachdem  es  unter  den  beiden  A. 
drücken:  a^^  —  ^<x^Oq  und  ß^^  —  ^ßißs  zwei,  einen  oder  gar 
von  Null  verschiedenen  giebt.  Diesen  drei  Fällen  entsprechen  die 
verschiedenen  Normalformen : 

xp  +  cyq  {c  =1=  0);  p  +  yq\   xp  +  q-,  p  +  q, 
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%.  ^irir  aber  die  Vertauschung  von  z  und  y  zulassen,  so  sind  p  '\-  yq 
id  ^i>  +  9  nicht  als  verschieden  anzusehen,  in  unsrer  ersten  Klasse 
*skvichen  wir  also  blos  drei  verschiedene  Typen  von  eingliedrigen 
]3.t;«rgruppen  zu  berQcksichtigen^  deren  Repräsentanten  sind: 

>  p  +  ij  p  +  yr,  XP  +  cyq  (c  =f  0). 

Jede  zweigliedrige  Untergruppe  der  ersten  Art  hat  die  Form: 

13  E,/*,  Zj/*  nothwendig  eine  zweigliedrige  Untergruppe  der  g^  und 
i  / ",  Hj/'  eine  zweigliedrige  Untergruppe  der  y^  erzeugen.  Hieraus 
l^ty  dass  die  infinitesimalen  Transformationen  unsrer  Gruppe  nicht 
^^''bauschbar  sind  und  also  derart  gewählt  werden  können ,  dass  die 
loichang: 

esteht,  die  sich  sofort  in  die  beiden: 

(=!=,)  =  =,/•,   (HiH,)  =  H./- 

erlegt.     Auf  Grund  von  S.  17  können  wir  daher  die  Veränderlichen 
v&nd  y  so  wählen,  dass: 

='if  =  Py   ^f=xp,   HJ=q,   H,/'=y} 
^ird.    Uusre  Gruppe  kann  demnach  immer  die  Form: 

"^^  p  +  q,  ^P  +  Vi 

ix-li  alten. 

Jede  dreigliedrige  Untergruppe  der  ersten  Art  enthält  nach  Abschn.I, 
^-  591,  Satz  5  sicher  eine  zweigliedrige  Untergruppe,  die  natürlich  auch 
ron  der  ersten  Art  ist  und  daher  die  Form:  i>4-g',  ^P'\'yq  erhalten 
c&nu.  Ausserdem  giebt  es  in  der  Gruppe  noch  eine  infinitesimale 
"^nsformation,  die  wir  uns  auf  die  Form: 

^f^  («1  +  «2^  +  ^z^)p  +  y^a 

gebracht  denken  können  und  zwar  dürfen  a^y  a^,  «3  nicht  alle  ver- 
*ch  winden.  Durch  zweimal  wiederholte  Combination  von  Xf  mit 
^^  ■+-  yq  ergeben  sich  jetzt  die  Transformationen: 

—  «ii>  +  «3^*i>  +  y^a 
+  f^iP  +  as^p  +  y*qy 

^^  ebenfalls  unsrer  dreigliedrigen  Gruppe  angehören,  da  aber  p  und  xp 
^*de  nicht  auftreten  dürfen,  so  müssen  a^  und  a^  verschwinden.    Com- 

^^en  wir  endlich  !>+  3  ^i^  cCs^^P  +  y^q,  so  finden  wir: 

2a^xp  +  2yq, 

^  ^ass  also  ajo^l  sein  muss.    Wir  gelangen  demnach  zu  der  Gruppe: 
^^)  p  +  qy  xp  +  yq,   x^^p  +  y^q. 
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Jetzt  zu  den  Untergruppen  der  zweiten  Art 
Ist  g  eine  solche  Untergruppe,  so  können  wir  annehmen,  da 
mit  ^3  mindestens  eine  infinitesimale  Transformation  gemein  hat 
mit  y^  jedenfalls  nicht  mehr  Transformationen  als  mit  ^3;  wäre  d 
Annahme  nicht  von  vornherein  erfüllt,  so  brauchten  wir  blos  x 
zu  yertauschen.    Die  in  g  enthaltenen  infinitesimalen  Transformatioii 
von  ^3  erzeugen  nun  eine  Untergruppe  von  g^,  die  wir  durch  gee 
nete  Wahl  von  x  auf  eine  der  vier  Formen: 

jp,  xp,  x^p-,   p,  xp-,  p]  xp 

bringen  können.  Bei  jedem  dieser  vier  Fälle  können  aber  in  g  noc^ 
andre  infinitesimale  Transformationen  der  Gq  auftreten,  die  dann  natür' 
lieh  der  g^  nicht  angehören  dürfen.  Lassen  sich  diese  hinzutretende: 
Transformationen  so  wählen,  dass  sie  alle  der  y^  angehören,  so  kann 
man  die  Normalformen  der  betreffenden  Gruppen  leicht  angeben,  nur 
muss  man  darauf  sehen,  dass  von  y^  nicht  mehr  infinitesimale  Trans- 
formationen auftreten  als  von  ^3.  Wir  stellen  diese  Untergruppen  zu- 
sammen wie  folgt: 


(^) 


p,  xp,  x^py  g,  yq        p,  xp,  q,  yq 
Pj  Xi>,  x^p,  q  i>,  xpy  q 


p,  xp,  x^p,  yq  p,  xp,  yq 

p,  xp,  a^p  p,  xp 

ypf  2;  Py  yr,  i>;  ^Py  i\  ^p,  y?»  ^p> 

doch  muss  hier  die  Gruppe  xp,  q  weggelassen  werden,  weil  sie  durch 
Vertauschung  von  x  und  y  in  die  Gruppe:  p,  yq  übergeht 

Jede  der  noch  fehlenden  Gruppen  enthält  erstens  gewisse  und 
zwar  höchstens  zwei  unabhängige  infinitesimale  Transformationen  von 
^3,  die  eine  gewisse  Gruppe  g  erzeugen,  zweitens  enthält  sie  minde- 
stens eine  infinitesimale  Transformation: 

die  weder  g^  noch  y^  angehört,  dazu  können  endlich  drittens  noch  in- 
finitesimale Transformationen  von  y^  kommen.  Es  ist  klar,  dass  die 
infinitesimalen  Transformationen  von  g  mit  jedem  Z/*  zusammen  eine 
in  g^  enthaltene  Untergruppe  erzeugen,  von  der  Q  eine  invariante  Unter- 
gruppe ist.  Da  aber  in  der  Gruppe  p,  xp,  a?p  einzig  und  allein  die 
eingliedrigen  Untergruppen  vom  Typus  p  in  einer  grösseren  Unter- 
gruppe invariant  sind  und  zwar  p  selbst  in  der  Untergruppe  p,  xp, 
so  ergiebt  sich,  dass  g  durch  geeignete  Wahl  von  x  auf  die  Form  p 
gebracht  werden  kann  und  dass  dabei  die  noch  fehlenden  Gruppen  die 
Form : 
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p,  xp  +  (^1  +  fty  +  fty«)^ 

eriialten,   wozu  allerdings   möglicherweise   noch   gewisse  Transforma- 
tionen von  der  Form:  (yj  +  y^y  +  ^s^*)?  hinzutreten  können. 

Da  ßij  ß^,  /Sj  nicht  alle  verschwinden  dürfen,   können  wir  durch 
r43eignete  Wahl  von  y  eine  der  beiden  Normalformen: 

Pf  ^P  +  9]  Py  ^P  +  <^yi     ^'  +  <» 

iichen   und   es   fragt  sich  jetzt  nur   noch^    was   für  infinitesimale 

rnsformationen   (y^  +  y^y  +  yzV^)  Q   noch   hinzutreten   können.     Im 

;4^n  Falle  ergiebt  sich  sofort:  yi='y2^=ys'^^7  ^*  9  nicht  für  sich 

rlommen  darf.    Im  zweiten  Falle  findet  man   durch   Combination^ 

3  8  entweder  q  oder  y^q  noch  vorhanden  sein  kann;  durch  die  Trans- 

>:K'X]iation:  y^y««!  geht  aber  y'q  in  — q^  über  und  zugleich  xi)'\-cyq 

^P  —  ^ViSu  während  p  ungeändert  bleibt,  also  bleiben  im  Ganzen 

r  die  drei  Gruppen  übrig: 

C  ^  <^)  P,  xp  +  };  !>,  xp  +  cyq\  p,  xp  +  cyq,  q     (c  +  o). 

Damit  sind  die  Untergruppen  der  G^  alle  gefunden  und  wir  haben 
^^r  noch  die  Gruppen  (6)  bis  (10)  in  einer  Tabelle  zusammenzustellen: 


Alle  Typen  von  Untergruppen  der  Gruppe: 


<;») 


j),  xp,  x'^p,  g,  yq,  y^q 


^«venn  x  und  y  als  gleichberechtigt  betrachtet  werden: 

I)   Fünfgliedrige: 


p,  xp,  «•/),  g,  yq 


II)    Viergliedrige: 


Py  xp,  x*p,  q 


I 


Py  xp,  x^p,  yq 


P,  a;p,  q,  yq 


III)   Dreigliedrige: 


p,  xp,  x^p 


p,  xp^  q  ! 


p»  ^p^  ya 


;>  +  3.  ajj)  +  yq,  x*p  +  y^q 


p,  xp  +  cyq,  q     (c  +  o) 


IV)  Zweigliedrige: 


p,  xp 


p,  xp  +  q 


p  +  q,  xp  +  yq 


p,  xp  +  cyq     (c  + 


0)  ,'     I  p,  g  ' 


Pi  va 


xp,  yq 
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V)  Eingliedrige: 


p  +  ü  p  +  yfi  \       '  ^p         '  ^p+  <-'y*i    <<^+^) 


Durch  diese  Untergruppen  werden  alle  Typen  von  Untergruppen 
unsrer  G^  repräsentirt  und  im  Allgemeinen  repräsentiren  auch  zwei 
verschiedene  der  angegebenen  Untergruppen  stets  zwei  verschiedene 
Typen,  eine  Ausnahme  davon  machen  nur  die  Gruppen,  die  einen  will- 
kürlichen Parameter  enthalten.  Bei  den  Gruppen  111,  5  liefern  näm- 
lich die  beiden  Parameterwerthe  c  und  —  stets  zwei  gleichberechtigte 

Untergruppen  der  6?^,  bei  den  Gruppen  IV,  4  ebenso  die  beiden  Para- 
meterwerthe c  und  — 6*,  bei  den  Gruppen  V,  5  endlich  entsprechen  den 

Parameterwerthen:  c,  —  c,      ,  —       vier  gleichberechtigte  Untergrup- 

pen  der  G^,     Der  Grund  hierfür  liegt  theils  in  der  Vertauschbarkeit 

von  X  und  y,  theils  darin,  dass  man  —  als  neues  y  einführen  kann. 

Aus  der  oben  stehenden  Tabelle  kann  man  nun  sofort  alle  Unter- 
gruppen der  projectiven  Gruppe  (2)  ableiten.  Mau  hat  nur  überall 
für  p,  xpy  x^Py  q,  yq,  y*q  die  folgenden  infinitesimalen  Transforma- 
tionen einzusetzen: 

p^p  -{-  yr,    xp^xp  -\'  zr 

oi?p  ~"  x(xp  -{-  yq  -\-  zr)  —  zq 

q~q  +  xr,    yq  =  yq  -}-  zr 

^r'i  -  y  i^p  +  yu  +  ^"0  —  ^p  • 

Wir  unterlassen  es,  die  Untergruppen  von  (2)  wirklich  hinzuschreiben, 
und  machen  nur  noch  ein  paar  allgemeine  Bemerkungen  über  sie. 

Auf  der  Fläche:  z  —  xy  =  0  giebt  es  zwei  Schaaren  von  Erzeu- 
genden; jede  dieser  Schaaren  bildet  eine  projective  einfach  ausgedehnte 
Mannigfaltigkeit,  die  bei  der  Gruppe  (2)  und  bei  allen  ihren  Unter- 
gruppen projectiv  transformirt  wird.  Bedenkt  man  nun,  dass  die 
beiden  Schaaren  von  Erzeugenden  auf  der  Fläche  beziehungsweise 
durch  die  Gleichungen:  x  :=  const.  und  y  =  const.  dargestellt  werden, 
so  erkennt  man  leicht,  dass  es  in  der  Gruppe  (2)  nur  einen  Typus 
von  solchen  Untergruppen  giebt,  die  beide  Schaaren  von  Erzeugenden 
dreigliedrig  transformiren;  Repräsentant  dieses  Typus  ist  die  Gruppe: 

P  +  'i  +  i^  +  y)  r 

-^P  +  yQ  +  "i^r 

{x  +  y)(xp+yq  +  zr)  —  z(j^  +  q)^ 


(11) 


02) 
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die      der   6rappe:    j)  +  g,    a;|?  +  yq,   x^p  +  y*J    in    der   Tabelle    auf 

S.  S03  f.  entspricht.    Alle  übrigen  Untergruppen  transformiren  jedenfalls 

eine  der  beiden  Schaaren  von  Erzeugenden  höchstens  zweigliedrig  und 

I&ssen  demnach  sicher  eine  Erzeugende  der  Fläche  stehen.    Die  Gruppe 

C12)  lässt  keine  Erzeugende  stehen,  dafür  aber  die  Ebene:  x  —  y  =  0 

und  ihren  Pol  in  Bezug  auf  die  Flache  zweiten  Grades:  0  —  xy  =  0'y 

sie     ist  offenbar  die  grösste  Untergruppe  von  (2);  bei  der  diese  Ebene 

ii:^^v^ariant  bleibt     Demnach  gilt  der 

Satz  1.     Jede   Untergruppe   der  sechsgliedrigen  prcjectiven   Gruppe 

nicht  ausgearteten  Fläche  ßtveiten  Grades  lässt  enhoeder  eine  Er- 

der  Fläche  stehen^  oder  sie  ist  die  dreigliedrige  Gruppe^  hei  der 

nickt  auf  der  Fläche  gelegener  Punkt  nebst  seiner  Polarebene  in  Beaug 

die  Fläche  invariant  bleibt. 

Femer  ist  zu  bemerken,  dass  jede  Untergruppe  der  Gruppe  (2) 
sich  dualistisch  ist.     In  der  That,  durch  das  Polars jstem: 

0  +  01  —  (xy^  +  x^y)  =  0 

d^K*  Fläche:  0  —  xy=^0  ist  eine  dualistische  Transformation  bestimmt^ 

^^^£  der  die  Fläche:  0  —  a:y  =  0  und  natürlich  auch  ihre  projective 
xnppe  (2)  invariant  bleibt.  Schreiben  wir  diese  dualistische  Trans- 
*:>nation  nach  Anleitung  von  Abschn.  11^  Theor.  15,  S.  150  als  eine 

l:xo:xiiogene  Berührungstransformation  des  Raumes  Xy  y,  0y  so  erhalten 

'^«ri:K-  ihre  Gleichungen  in  der  Form: 

Cy^^)  *  f  y     yi  r '      ^  r 

Ui=  yr,        «1=  xr,        r.^'-r. 

^^^i  der  homogenen  Berührungstransformation  (13)  geht  aber  augen- 
sobeinlich  jede  infinitesimale  Transformation  der  Gruppe  (2)  in  sich 
^^«r,  also  ist  wirklich  jede  Untergruppe  von  (2)  mit  sich  dualistisch 
^^^d  «war  vermöge  der  Transformation  (13). 

Hat  man  für  jeden  Typus  von  Untergruppen  der  Gruppe  (2)  einen 
"^^ptiLsentanten  aufgestellt,  so  kann  man  noch  fragen,  ob  diese  Reprä* 
^^<^tanten  innerhalb  der  allgemeinen  projectiven  Gruppe  des  Raumes 
^uter  verschiedene  Typen  repräsentiren.  Wir  wollen  wenigstens  er- 
^^huen,  dass  diese  Frage  im  Allgemeinen  mit  ja  zu  beantworten  ist; 
Z^^^ttelbar  klar  ist  das  für  alle  Untergruppen  von  (2),  die  blos  die 
^^clie:  0  —  a;y  «B  0  und  sonst  keine  Fläche  zweiten  Grades  invariant 


Endlich  möge  noch  der  Thatsache  gedacht  werden,  dass  eine  pro- 

:^^^Te  Gruppe,  die  zwei  verschiedene  Flächen  zweiten  Grades  invariant 

^^t,   stets    alle  Flächen    des   durch   beide   bestimmten  Büschels  von 
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Flächen  zweiten  Grades  in  Ruhe  lässt  Man  erkennt  das,  wenn  man 
für  jede  Untergruppe  von  (2)  die  zugehörigen  invarianten  Flächen 
zweiten  Grades  bestimmt. 

§  50. 

Wir  suchen  hier  alle  vierfach  unendlichen  Curvenschaaren  des 
Raumes,  die  bei  der  sechsgiiedrigen  projectiven  Gruppe  @^  einer  nicht 
ausgearteten  Fläche  zweiten  Grades  invariant  bleiben. 

Wenn  eine  Schaar  von  oo^  Curven  bei  der  genannten  &^  invariani 
bleibt,  so  gestattet  jede  Curve  der  Schaar  mindestens  zwei  unabhängige 
infinitesimale  Transformationen  der  @e  und  ist  daher  nach  §  46  ent- 
weder eben  oder  eine  gewundene  Cnrve  dritter  Ordnung.  Der  zweite 
Fall  kann  nicht  eintreten,  da  eine  nicht  ausgeartete  Fläche  zweiten 
Grades  und  eine  gewundene  Curve  dritter  Ordnung  niemals  gleichzeitig 
bei  einer  projectiven  Gruppe  mit  mehr  als  einem  Parameter  invariani 
bleiben  können  (s.  S.  189),  also  ergiebt  sich,  dass  die  ganze  Schaai 
aus  lauter  ebenen  Curven  besteht. 

Es  sind  nun  zwei  Fälle  denkbar,  entweder  nämlich  sind  die  oo^ 
Curven  der  Schaar  im  Allgemeinen  ebene  krumme  Curven  oder  si€ 
sind  sämmtlich  gerade  Linien.  Im  zweiten  Falle  haben  wir  wirklich 
eine  bei  unsrer  @e  invariante  Schaar  von  cx>^  Curven,  denn  es  giebi 
ja  genau  cx>^  gerade  Linien  und  deren  Inbegriff  bleibt  bei  der  &^  in- 
variant. Der  erste  Fall  aber  kann,  wie  man  sich  leicht  überzeugt 
gar  nicht  eintreten. 

In  der  That,  wir  wollen  annehmen,  dass  der  erste  Fall  eintritt^ 
und  zwar  sei  C  irgendeine  der  cx)^  ebenen  krummen  Curven  und  es  sei 
g  die  grösste  in  @g  enthaltene  Untergruppe,  bei  der  C  invariant  bleibt 
Bei  g  werden  dann  die  Punkte  der  Ebene  von  C  durch  eine  projective 
Gruppe  y  transformirt,  die  C  invariant  lässt.  Diese  Gruppe  y  ist  mit 
g  nothwendig  holoedrisch  isomorph,  denn  es  giebt  ausser  der  identischen 
Transformation  höchstens  noch  eine  projective  Transformation,  die  eine 
nicht  ausgeartete  Fläche  zweiten  Grades  und  zugleich  alle  Punkte 
einer  Ebene  in  Ruhe  lässt.  Demnach  ist  y  mindestens  zweigliedrig 
und  die  ebene  krumme  Curve  C  ist  ein  nicht  ausgearteter  Kegelschnitt^ 
so  dass  unsre  invariante  Schaar  von  oo^  Curven  aus  oo^  Kegelschnitten 
besteht.  Die  Ebenen  dieser  Kegelschnitte  können  nicht  sämmtlich 
Tangentialebenen  der  invarianten  Fläche  zweiten  Grades  sein,  denn 
sonst  blieben  mit  jedem  der  Kegelschnitte  zugleich  die  beiden  Erzeu- 
genden der  Fläche  invariant,  die  in  seiner  Ebene  liegen,  daraus  aber 
würde  folgen,  dass  die  zu  dem  Kegelschnitt  gehörige  Gruppe  y  blos 
eingliedrig  wäre,  was  ein  Widerspruch  ist     Würden  andrerseits  die 
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Ebenen  unsrer  oo^  Kegelschnitte  die  Fläche  zweiten  Grades  im  Allge- 
meinen in  nicht  ausgearteten  Kegelschnitten  treffen^  so  müssten  alle 
oo^  Kegelschnitte  auf  der  Fläche  liegen,  denn  sonst  bliebe  mit  jedem 
ansrer  oo^  Kegelschnitte  zugleich  noch  ein  andrer  nicht  ausgearteter 
Kegelschnitt  derselben  Ebene  invariant  und  y  wäre  wieder  blos  ein- 
gliedrig.    Auf  der  Fläche  zweiten  Grades  giebt  es  aber  überhaupt  blos 
>^  Kegelschnitte,  also  kommen  wir  abermals  auf  einen  Widerspruch, 
oben  bezeichnete  erste  Fall  kann  demnach  wirklich  nicht  eintreten. 
Damit  haben  wir  den 

Satz  2.    Die  Schaar  aller  Geraden  ist  die  einzige  Schaa,r  von  oo^ 
Gm€rr>eny  die  hei  der  sechsgliedrigen  prqjectiven  Gruppe  einer  nicht  ausge- 
Fläche  moeUen  Grades  invariant  bleibt 


Aus  diesem  Satze  folgt  insbesondere,  dass  die  gerade  Linie   die 
ixi^ige  Curve  des  Raumes  ist,  die  bei  der  projectivcn  Gruppe   einer 
eilt  ausgearteten  Fläche  zweiten  Grades  genau  cx>^  verschiedene  Lagen 
mi 


§  51. 

Schreibt  man  die  projective  Gruppe  (2)  der  Fläche:  z  —  xy  =  0 
Irx      vier  homogenen  Veränderlichen  rr,  .  , .  x^  und  fügt  man   noch  die 
ixifinitesimale  Transformation:  x^p^  +  •  •  •+  oc^P4,  hinzu,  so  erhält  man 
eine  siebengliedrige  Gruppe: 


(14) 


^APi  +  ^PSf     —^Pl+  ^iPi  +  ^9P9  —  ^aPa>      ^iPx   +  ^2Pa 

^iPi  +  ^iPi  +  ^sPs  +  ^4Piy 


J^^    ^osste  continuirliche  lineare  homogene  Gruppe  in  ^^  . . .  a;^,  bei 


,.  ^  die  Gleichung:  x^x^^  —  x^x^  =  0  invariant  bleibt.  Diese  Gruppe, 
.  ^  in  der  Transformationstheorie  des  vierfach  ausgedehnten  Itaumes 
'^^^    Rolle  spielt,  ist  mit  der  Gruppe: 

^)  p,  xp,  x^p,  3,  yq,  y^q,  r 

^     Untergruppen  von  (14)  sofort  hinschreiben,  wenn  wir  alle  Unter- 
^  J)pen  von  (15)  kennen.     Diese  Untergruppen  wollen  wir  jetzt  noch 
stellen;  in  Kapitel  13,  bei  der  Bestimmung  aller  imprimitiven  pro- 
*^"*^ven  Gruppen  des  Raumes,  wird  uns  das  von  Nutzen  sein. 

Da  die  Gruppe  (15)  eine  ausgezeichnete  infinitesimale  Transfor- 
^jl^^^^'fcion  enthält,  nämlich  r,  und  femer  eine  sechsgliedrige  invariante 
^^ 'tergruppe,  lulmlich  die  6?^:  p,  xp,  x^p,  g,  yq,  y^q,   von   der   wir 


208  Abtheilung  IH.    Kapitel  10.    |  51. 

die  Untergruppen  bereits  kennen,  so  ist  es  sehr  leicht,  alle  Unter- 
gruppen von  (15)  zu  finden. 

In  der  That:  Enthält  eine  Untergruppe  von  (15)  die  infinitesimah 
Transformation  r,  so  entsteht  sie  aus  einer  Untergruppe  der  G^  durcl 
blose  Hinzufügung  von  r  und  zwar  kann  man  diese  Untergruppe  de: 
Gq  von  vornherein  auf  eine  der  Normalformen  von  S.  203  f.  gebraeb 
denken.  Enthält  dagegen  eine  Untergruppe  von  (15)  die  Transfor 
mation  r  nicht,  so  hat  sie  die  Form: 

wo  Z^f ...  Zmf  eine  tn-gliedrige  Untergruppe  der  G^  erzeugen,  di< 
wir  ebenfalls  in  einer  der  Formen  auf  S.  203  f.  annehmen  können 
Setzen  wir  insbesondere  voraus,  dass  sich  unter  den  infinitesimale! 
Transformationen  (ZiZk)  gerade  l<m  von  einander  unabhängige  be 
finden  und  dass  sich  alle  {ZiZj)  aus  Z^f . . .  Zif  allein  linear  ableitei 
lassen,  so  ergiebt  sich  ohne  Weiteres,  dass  cr^  . . .  a/  verschwinden  unc 
dass  unsre  Untergruppe  die  Form  hat: 

(16)  ZJ  ...  Zif,  Z^if+  at^tr,  .  . .,  Zmf+  a^r. 

Von  den  noch  übrigen  Parametern  a^|.l  ...«„,  die  ganz  willkürlicl 
sind,  können  wir  im  Allgemeinen  noch  einen  oder  mehrere  gleich 
machen,  indem  wir  die  Gruppe  (16)  vermöge  der  grössten  Untergrupp 
der  Gß  transformiren,  in  der  die  Gruppe  Z^f . . .  Z«/*  invariant  ist. 
Nur  zwei  Beispiele.     In  der  Gruppe: 

P  +  «!»•,  a  +  ««»•,  ^P  +  «8^  y<l  +  «4»" 

verschwinden  a^  und  a^y  während  a^  und  a^  beliebig  bleiben  und  aucl 
nicht  gleich  1  gemacht  werden  können.     In  der  Gruppe: 

kann  man  a^,   wenn  es  nicht  verschwindet,    durch  Einfnhrung   eines 

neuen  x  gleich   1   machen;    von  a^  gilt  entsprechendes.     Da  x  und  j 

vertauscht  werden  können,    ergeben  sich  demnach  die  folgenden  dre 

Gruppen: 

Py  r,  Pj  a  +  r-,  p  +  r,  q  +  r, 

die  ebensoviele  Typen  von  Untergruppen  der  Gruppe  (15)  repräsentirei 
Wir   stellen  jetzt   die  Untergruppen   von  (15)   zusammen,  indei 
wir  sie  nach  der  Parameterzahl  der  Gruppe  ordnen,  durch  die  x  un 
y  bei  jeder  von  ihnen  transformirt  werden. 
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Die  Untergruppen  der  Gruppe: 


(15) 


p,  xp,  x^p,  q,  yq,  y'^q,  r 


wenn  x  und  y  als  gleichberechtigt  angesehen  werden. 
I)  X  und  y  sechsgliedrig  transformirt: 


Py  ajp,  x*p,  q,  yq,  y^q  i. 


U)   X  und  y  fQnfgliedrig: 


p.  «p,  «"p,  g,  yq  +  «♦• 


ni)  X  und  y  viergliedrig: 


1>,  a;p,  Ä«!},  g 


p,  a:p,  x'pf  2  +  ^ 


P,  ^P,  a;«p,  g,  r 


P»  a?p,  ic«p,  yg  +  ar 


p,  a;p,  a;«p,  yg,  r 


p,  «p  +  ar,  g,  yq  +  dr 


Pi  ^P,  2,  y2»  »• 


IV)  a:  und  y  dreigliedrig: 


I  p,  xp,  x^p 


P,  scp,  x*p,  r 


p,  xp  +  ar,  q 


p,  xp  +  ar,  q  +  r 


p,  «p,  g,  r 


p,  «p  +  ar,  yg  +  5r 


P»  ^P,  y«»  »• 


j>,  a;p  +  cyq  +  ar,  g   (c  +  o) 


p,  a;p  +  cyg,  g,  r    (c  4=  o) 


-'^  +  3»  «p  +  y«!  «'p  +  y'2 


p  +  «,  «p  +  !/2i  ^*p  +  y*«i  ♦• 


V)  X  und  y  zweigliedrig 


p,  «p  +  ar 

1 

Pf  «P  +  2  +  o^ 

p,  ÄP  +  cyg  +  ar    (c  +  o) 

j  P  +  2,  «P  +  y«  +  «*• 

;  P,  a:p,  r 


p,  «p  +  g,  r 


p,  xp  +  cyg,  r    (c  +  o) 


p  +  q,  xp  +  yq,  r 


^^•,  Theorie  der  TrantformAtiontgruppen.    III. 


14 


210 


Abtheilung  IH.    Kapitel  10,  11.    §  61,  62. 


P,  ff 


Py  ff 


1>»  yff +  «»• 


+  r 

P+r,  q  +  r 

P«  ffi 

r 

P  +  r,  yq  +  ar 

t 

>.  yff.  ♦• 

r,  yq  +  br 

!  ^P^ 

1 

»  yq 

f 

r 

• 

VI)  o;  und  y  eingliedrig; 


p  +  r 


p  +  q 


p+  q  +  r 


p  +  q^r 


p+yq  +  ar 

p  +  yq,  r 

xp  +  ar 

1 

xp,  r 

^p  +  cyff  +  «♦•  (c  +  0) 


^P  +  cyg,  r   (c^ro) 


YII)  n;  und  y  nullgliedrig: 


In Variante  Untergruppen  von  (15)  giebt  es  augenscheinlieh 
sechs,  nämlich: 

Pj  ajj),  ix?p,  Qy  yq,  y^q-,   p,  xp,  a?p,  r;    q,  yq,  y^q,  r; 


p,  xp,  ä'p;   q,  yq,  y^q-,   r 


von  diesen  sind  zwei  in  der  vorstehenden  Tabelle  nicht  mit  aufgefO 
da  X  und  y  als  gleichberechtigt  angesehen  werden. 


Kapitel  11. 

Die  Gruppe  der  Buklidiaohen  Bewegungen  und  der  Aehnliohkc 

transformationen. 

Wir  behandeln  hier  die  in  der  Ueberschrift  genannte  Gru 
ähnlich  wie  im  vorigen  Kapitel  die  Gruppe  einer  nichtausgeartc 
Fläche  zweiten  Grades. 

§  52. 

Die  siebengliedrige  Gruppe  der  Euklidischen  Bewegungen  und 
Aehnlichkeitstransformationen  ist  die  Gruppe  aller  projectiven  Tri 
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'ixiationen^   die   einen   gewissen   Kegelschnitt   der   unendlich   fernen 
one:  ^  =  0  invariant  lassen.     Wählen   wir  das  Coordinatensystem 
dass  dieser  Kegelschnitt  durch  die  Gleichungen:  ^—=0,  xy  —  x?*  =  0 
'gestellt  wird,  so  erhält  unsre  Gruppe  die  Form: 


{ 


Py  «»  r,  xp  +  yq  +  er 
2zp  +  yr,  xp  —  yq,  2zq  +  xr, 

För  wir  kürzer: 

Py  g,  r,  U,  S^,  Sj,  fl; 
reiben  wollen. 

Verstehen    wir    unter:    X^^f  .  .  .  Xmf  eine    gewisse    m-gliedrige 

fcergruppe  der  Gruppe:  81^82,8^,  J7,  so  hat  jede  Untergruppe  y  von 

die  Form: 

^u  noch  gewisse  „freie"  Translationen:  Ap  +  i^ff  +  V^  hinzutreten 
ci.nen.  Da  die  Gruppe  Py  q,  r  aller  Trauslationen  allen  Transfor- 
.^onen  der  G^:  8^,  8^,  8^,  U  gegenüber  invariant  bleibt,  so  können 
r  hier  die  Gruppe  X^/" . . .  Xmf  von  vornherein  durch  eine  geeignete 
Euisformation  der  G^  auf  eine  Normalform  bringen. 

Die  möglichen  Normalformen  der  Gruppe:  X^f , . .  Xmf  können 
IT  aus  Kapitel  2  entnehmen ,  weil  die  Gruppe:  8^,  8^,  8^y  U  mit  der 
c*t  behandelten  Gruppe: 

^a,  i(y2  —  xp),  ypy  ^p  +  ya 

3 ichzusammengesetzt  ist.  Es  fragt  sich  daher  nur  noch,  was  für 
^ie  Translationen:  Ap  +  f^2  +  ^^  ^  ^^^  Untergruppe  y  auftreten 
zinen. 

Jede  infinitesimale  Translation  ist  durch  einen  gewissen  Punkt 
X-  unendlich  fernen  Ebene  vollständig  bestimmt  und  jede  zweiglied- 
?€  Gruppe  von  Translationen  durch  eine  gewisse  Gerade  dieser  Ebene 
-  Abschn.  I,  S.  559).  Da  nun  die  in  y  vorhandenen  freien  Trans- 
•t^ionen  eine  invariante  Untergruppe  von  y  erzeugen,  so  muss  die 
^gur  der  unendlich  fernen  Ebene,  durch  welche  diese  Gruppe  von 
''^slationen  bestimmt  ist,  bei  y  imd  zugleich  auch  bei  der  Gruppe: 
1/ . . .  Xmf  invariant  bleiben.  Demnach  können  zwar  in  y  die  Trans- 
'^lotxen  alle  frei  auftreten  oder  es  können  freie  Translationen  ganz 
'^len;  es  kann  aber  auch  eine  einzelne  oder  es  können  zwei  unab- 
^^gige  infinitesimale  Translationen  frei  auftreten,  jenachdem  die  Gruppe: 
if,,.  Xm/*  einen  Punkt  oder  eine  Gerade  der  unendlich  fernen  Ebene 
^^iant  lässt.     Zwei  Punkte  und  ebenso   zwei  Gerade  der  unendlich 

^en  Ebene  sind  jedoch  dann  als  gleichberechtigt  anzusehen,   wenn 

14» 


212  Abtheilong  IDL    Kapitel  11.    S  62. 

sie  durch  eine  solche  Transformation  der  G^  unter  einander  yertauscht 
werden  können,  bei  der  die  Gruppe  X^f .  . .  Xmf  invariant  bleibt. 

Wir  stellen  zunächst  die  verschiedenen  Typen  von  Gruppen: 
X^f ...  Xmf  zusammen  (s.  S.  26)  und  fQgen  jedesmal  die  Translationen 
hinzu,  die  in  den  entsprechenden  Gruppen  y  frei  auftreten  können. 

1)  Die  Punkte  des  Kegelschnitts  werden  dreigliedrig  transformirt. 
Gruppe  XJ^ ...  Xmf:  S^  8^,  8^]  Sj,  iS,,  8^,  U]  freie  Translationen: 
keine  oder  alle. 

2)  Die  Punkte  des  Kegelschnitts  zweigliedrig.  Gruppe  X^f... Xmf'- 
Si,  Sj  +  c  17;  Sj,  S^f  U]  freie  Translationen:  keine:  |>;  |>,  r;  alle. 

3)  Die  Punkte  des  Kegelschnitts  eingliedrig: 

A)  Gruppe  X^f . . .  Xmf:  8^]  8i  +  U]  Si,  U]  freie  Translationen: 
keine;  P'y  p,  r]  alle. 

B)  Gruppe  X^f . . .  Xmf:  S^-\-cU\  S,,  U]  freie  Translationen: 
keine;  jp;  r;  jp,  r;  p,  g;  alle. 

4)  Die  Punkte  des  Kegelschnitts  nuUgliedrig.  Gruppe  X^f...^ 
Xmf:  entweder  blos  die  identische  Transformation  oder  U\  freie  Traus^ 
lationen:  jp;  r;  p^  ^\  Py  9i\  &Ue. 

Wir  wollen  blos  die  beiden  Fälle  1)  und  2)  vollständig  behan- 
deln und  dann  gleich  eine  Tabelle  aller  Untergruppen  der  Gruppe  (1~ 
aufstellen. 

Treten  im  ersten  Falle  die  Translationen  sämmtlich  frei  auf,   s  ^ 
erhalten  wir    ausser    der  Gruppe  (1)    selbst   noch   die  sechsgliedri 
Untergruppe: 

(2)  Py  q,  r,  20p  +  yr,  xp  -  yg,  2zq  +  xr,  xp  +  yq^  er. 

Treten  keine  Translationen  frei  auf,  so  haben  wir  eine  Gruppe  vc 

der  Form: 

8i-\-0LiP'\'  ßiQ  +  ytr    (*  =  i,«.8), 

wozu  noch: 

U+  ^UP  +  ß^Q  +  rir 

kommen  kann.    Ist  die  Transformation   {7-j-  *  -  *  vorhanden,  so  erlm. 
ten  wir  durch  Einführung  von  x-^-  a^,  V  '\'  ß^y  ^  +  ^4  als  neuen  x, 
sofort  U  selbst  und  erkennen  sodann   durch  Gombination,   dass   c 
übrigen  a,  /),  y  verschwinden,  ^wir  finden  also  die  Gruppe: 

(3)  20p  +  yr,  xp  —  yq,  20q  +  xr,  xp'^yq  +  er. 

Tritt    {/-{-**'   nicht   auf,   so    bringen   wir   durch  Einführung   ne 
X,  y,  0  die  Grossen  a^,  /},,  a|  zum  Verschwinden,  durch  Combina^ 

von  Sj  -( ,  S,  H ergiebt  sich  sodann  i^i  ■=  yi  =  y«  ■=  0  und  dix 

Gombination  von  S,  und  8^  mit  63  -j auch  noch:  /J, »««5=«^, 

Wir  bekommen  somit  die  Gruppe: 
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O^y  20p  +  yr,  xp  —  yqy  20q  +  xr. 

Im  sfweüen  FaUe  haben  wir  zwei  Transformationen: 

S2  +  cU+  a^p  +  ß^q  +  y^r, 

zu       <3enen  noch   U-^-  * '  -  treten  kann^  doch  brauchen   wir  auf  diesen 
f^z^ll    nicht  einzugehen. 

a)  K^ne  freien   Translationen,      Neues   y  und   neues  z    ergeben: 
yi='0.  Durch  Combination  erhalten  wir  ferner  die  Transformation: 

Si+ßi(c-l)q-2y,p^ß,r, 

ist  /},  e=s  ^2  =  0  und   auch   ß^  verschwindet,  wenn  nicht  c  den 
th  2  hai     Endlich  kann  a,  durch  Einführung  eines  neuen  x  gleich 
vtll  gemacht  werden ,  ausgenommen  wenn  c  =  —  1   isi     Hat  c  den 
Tth  2  und  ist  /3^  4=  0,  so  können  wir  die  betreffende  Gruppe: 

S,  +  ß,q,  S,  +  2U 

die  Substitution: 

x^  =  ß^^.x,    y^^y,    Zx  =  ßxSi 

Ätif  eine  einfachere  Form  bringen.    Ist  andrerseits  c  =  —  1  und  a^  =4=  ^9 
so     senden  wir  die  Transformation: 

x^=  —  -x,    y^^  —  a^y,    z,=-z 

a,ii.      Beide  Transformationen  gehören   der  Gruppe  S^y  S^,  S^,  U  v^n 
Vinci  lassen  jede  einzelne  der  cx)*  Gruppen:  5^,  S^  -{•  cU  invariant. 
Damit  haben  wir  die  Gruppen: 

20p  +  yr,  (c  +  l)xp  -}-  (c—  1)  yq  +  cjsr 

20p  +  y^  +  9^;     ^xp  +  y?  +  20r 
20p +  yr,  2yq  +  0r  +p, 

^^    denen   noch,  wenn  eine   Transformation:    U -^  '  -  •  auftritt,   diese 
konamt: 

20p  +  yry  xp  —  yq,  xp  +  yq -{-  0r. 

b)  Die  Translation  p  tritt  frei  auf.  Ein  neues  y  ergiebt  y^  «=  0, 
^^^ch  Combination  findet  man,  dass  ß^  null  ist  und  dass  ß^  verschwin- 
^^9  Wenn  c=^2.    Endlich  kann  y^  durch  Einführung  eines  neuen  0 

^^Hi  Verschwinden  gebracht  werden,  so  lange  c  =4=  0.    Auf  diese  Weise 
^'■geben  sich  die  Gruppen: 

20p  +  yr,  {c  +  l)xp  +  (c-  l)yq  +  czr,  p 

20p  +  yr  +  q,     Sxp  +  yq  +  20r,  p 

20p  +  yr,  xp  —  yq  +  r,  p, 

^enen  noch: 


(&:> 


(6) 
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(8) 


(7)  2zp  +  yr,  xp  —  yq,  xp  +  yq  +  zr,  p 

kommt. 

c)  Die  Translaiionen  p,  r  treten  frei  auf.    Es  ergiebt  sich  ft  =  0, 
solange  c=^2,  ß^  kann  null  gemacht  werden,  solange  c=^\^  also: 

{2zp  +  yr,  (c  +  l)xp  +  (^  —  1)^2  +  ozr,  p,  r 
2zp  +  yr  +  q,     3xp  +  yq  +  2zr,  p,  r 

\2zp  *f  yr,  2xp  +  zr  -^  q,  p^  r 

und  ausserdem: 
(9)  2zp  +  yr,  xp  —  yq,  xp  +  yq  +  zr,  p,  r. 

d)  Alle  Translaiionen  frei: 

2zp  +  yr,  (c  +  l)xp  +  (c~  l)yg  +  czr,  p,  q,  r 

< 

2zp  +  yr,  a;i)  —  yq,  xp  +  yq  +  zr,  p,  q,  r. 
So  föhrt  man  fort  und  erhält  schliesslich  die  folgende  Tabelle: 


(10) 


Die  Untergruppen  der  siebengliedrigen  Gruppe: 


(1) 


j),  q,  r,  2zp  +  yr,  xp  —  yq,  2zq+  xr,  xp  +  yq  +  zr 


die -den    unendlich    fernen    Kegelschnitt:    ^  =  0,   xy  —  j^*  =  0 

invariant  lässt. 


I)    Die  Punkte  des  Kegelschnitts   werden  dreigliedrig 

transformirt: 


'izp  +  yr,  xp  —  yq,  2zq  +  xr,  p,  q,  r 


2zp  +  yr,  xp  —  yq,  2zq  +  xr 


2zp  +  yr,  xp  —  yq,  2zq  +  xr,   xp  +  yq  +  zr 


II)    Die  Punkte  des  Kegelschnitts  zweigliedrig: 


2zp  +  yr,  (c  +  \)xp  +  (c  —  l)yg  +  czr,  p,  q,  r 


2zp  +  yr,  xp  -  yq,  xp  +  yq  +  zr,  p,  q,  r 


2zp  +  yr,  (c  +  l)xp  +  {c  —  l)yq  +  czr,  p,  r 


2zp-\-yr  +  q,  Sxp  +  yq  +  2zr,  p,  r 
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^-P  +  yry  ^xp  +  er  +  g,  p,  r 


2ifp  +  yr,  xp  -  yq,  xp+yq  +  zr,  p,  r 


2zp  +  yr,  (c  +  l)a;p  +  (c  —  l)yq  +  czr,  p 


2zp  +  yr  +  q,  Sxp  +  yq  +  2zr,  p 


2^1>  +  yr,  xp  —  yq  +  r,  p  | 


^^P  +  yr,  xp  —  yq,  xp+  yq  +  zr,  p 


2zp  +  yr,  (c  +  l)xp  +  (c  -  l)yq  +  czr 


2zp  +  yr  +  q,  Sxp  +  yq  +  2zr 


^^P+  yr,  2yg  +  -er  +p 


2zp  +  yr,  xp  —  yq,  xp  -^  yq-\-  zr  \* 


in)   Die  Punkte  des  Kegelschnitts  eingliedrig: 
A)    Ein  doppeltzählender  Punkt  des  Kegelschnitts  fest: 


2^i>  +  yr,  p,  g,  r 


2zp  -\.yr  +  xp  +  yq  +  zr,  p,  q,  r 


^ssp  +  yr,  xp  +  yq  +  zr,  p,  q,  r 


2zp  +  yr,  p,  r  . 


2zp  +  yr  +  q,  p,  r 


2zp  4-  yr  +  .cp  +  yq  +  zr,  p,  r   ,        '   2zp+  yr,  xp+  yq  +  zr,  p,  r 


2zp  +  yr,  p 


2zp  +  yr  +  q,  p 


2r/>  +yr  +  xp  +  yq  +  zr,  p 


2zp  +  yr,  xp  +  yq  +  zr,  p 


2zp  +  yr 


2zp  +  yr  +  q 


^zp  -^  yr  +  xp  -^yq^  zr 


2zp  +  yr,  xp  +  yq  +  zr 
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B)    Zwei  getrennte  Punkte  des  Kegelschnitts  fest: 


{c+\)xp  +  (c  —  l)yq+  czr,  p,  q,  r        ;  xp  —  yq,  xp+yq-{- zr,  p,  q,  i 


(c  +  l)a;p  +  (c-  \)yq  +  czr,  p,  q 


-^p  —  va  +  r,  P9  q 


xp  —  yq,  xp  +  yq  +  zr,  p,  q 


(c  +  l)«!?  +  (c  —  \)yq  +  czr,  p,  r  : 


^xp  +  zr  +q,  p,  r 


^p  —  2/5,  ^p  +  yq  +  zr,  p,  r 


(c  +\)xp  +  {c  —  1)  yq  +  czr,  p 


^p  —  yq+r,  p 


2xp  +  er  +  q,   p  j    «JP  —  yq,  xp  +  yq  +  zr,  p 


(c  +  l)xp  +  (c  —  l)yq  +  czr,  r 


2xp  +  zr  +  q,r   \ 


xp--  yq,  xp  +  yq  +  zr,  r 


(c  +  l)xp  +  {c  —  1)  yq  +  czr 


^p  —  yq  +  r 


2xp  +  zr  •-{-  q 


xp  —  yq,  xp  +  yq  +  zr    . 


IV)    Die  Punkte  des  Kegelschnitts  nuUgliedrig: 


Py  q 

,  r 

q. 

p. 

xp  +  yq 

+  2f\ 

r 

yq  + 

\  ^p  + 

zr, 

p 

p>  q  ! 


p^  r 


I       I 


i  p 


iJ^P  +  yq  +  ^r,  p,  q 


xp  +  yq  +  zr,  p, 


xp+  yq  +  zr,  r 


xp+yq  +  ^r 


Zu  bemerken  ist^  dass  in  den  Gruppen:   III,  B,  1,  3,  13;  16 
Parameterwerthe  c  und  —  c  gleichberechtigt  sind,  da  in  der  Grup 
Si,  Sj?  ^3>  U  die  Transformation: 

^h  =  y>   Vi^^y   ^1  =  ^ 
enthalten  ist.     Ferner    sei   erwähnt,   dass    die  Gruppen  I,  1;  IV,  1 
die  einzigen  invarianten  Untergruppen  der  Gruppe  (1)  sind.     Da 
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Sberdies  zuweilen  wünschenswerth  ist,  alle  Untergruppen  von  gleicher 
/^AX'^niP^'rzahl  beisammen  zu  haben^  so  geben  wir  noch  eine  Tabelle, 
fi2      d«r  die  Untergmppen  nach  ihrer  Gliederzahl  geordnet  sind: 


Sechsgliedrige:      I,  1;  II,  2. 

Fünfgliedrige:      II,  1,  6;  III,  A,  3,  B,  2. 

Viergliedrige:       I,  3;  II,  3,  4,  5,  10;  III,  A,  1,  2,  7,  B,  1,  5,  8; 

IV,  6. 
^i  Dreigliedrige:       I,  2;  II,  7,  8,  9,  14;  IH,  A,  4,  5,  6,  11,  B,  3, 

4,  6,  7,  12,  15;  IV,  1,  7,  8. 
Ztveigliedrige:       II,  11,  12,  13;  III,  A,  8,  9,  10, 15,  B,  9,  10,  11, 

13,  14,  19;  IV,  2,  3,  9,  10. 
Eingliedrige:        III,  A,  12,  13,  14,  B,  16,  17,  18;   IV,  4,  5,  11. 


Die   in   der    yorstehenden    Tabelle    zusammengestellten   Gruppen 

Ssentiren  lauter  yerschiedene  Typen  von  Untergruppen  der  Gruppe 

C'^  J^  ^      es  kann  aber  unter  ihnen  solche  geben,  die  innerhalb  der  allge- 

^^"^^ix^en  projectiyen  Gruppe  des  Raumes   mit  einander  gleichberechtigt 

®^*^^^«     Möglich  ist  das  natürlich  nur  bei  solchen  Gruppen,  die  ausser 

^^^Äxx    Kegelschnitt:  ^  =»  0,  xy  —  0^  =  0  noch  einen  andern  Eegelschuitt 

^.Tiant  lassen. 

Da  eine  Translation  niemals  einen  im  Endlichen  liegenden  Kegel- 

xvitt  inyariant  lässt,  erkennt  man  leicht,  dass   es   unter  allen  den 

^"^^^IKeführten  Gruppen  nur  wenige  giebt,   bei  denen  ein  nicht  in  der 

^^  ^•^^  ^xidlich  fernen  Ebene  liegender  Kegelschnitt  inyariant  bleibt,  es  sind 

^^Ä     nur  die  Gruppen:  II,  11  für  c  =  1,  ferner  III,  A,  12  und  endlich 

IXT,    B,  16  für  c  =  0,  i,  1,  2,  3;  die  Werthe  c  =  -l,  — i,  —2,  -3 

^'>c"£i'Xichen  wir  hier  nicht  besonders  anzuführen,  da  sie  schon  innerhalb 

^^x"     Gruppe  (1)  dieselben  Typen  liefern,  wie  bezüglich:  c=  «4-1,  +  ^, 

?,  -f  3  (s.  oben  S.  216).    Aber  auch  yon  diesen  Gruppen  sind  nur  die 

o  «s  ^  und   zu  c  (B  3  gehörigen  innerhalb  der  allgemeinen  projec- 

Grruppe  mit  einander  gleichberechtigt. 

Andrerseits  lassen  die  Gruppen  III,  A   sämmtlich   die  oo^  Kegel- 
schnitte: 

^  =  0,   xy  —  1^  +ay^  =  0 

invariant,  die  Gruppen  III,  B  ebenso  die  oo^  Kegelschnitte: 

^=0,  xy  —  as^  =  0, 

^^  ^tnippen  IV  endlich  alle  unendlich  fernen  Kegelschnitte  überhaupt. 

^^t^fJem  giebt   es  unter  den   Gruppen  III,  A  und  III,  B  keine,  die 

^^^'Ixalb  der  allgemeinen  prqjectiven  Gruppe   mit  einer  der   übrigen 

*^  ®^^ti berechtigt  ist,   wahrend   allerdings  die  Gruppen  IV,  2,  4,  7,  9 
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bezüglich  mit  den  Gruppen  lY,  3,  5,  8,  10  dorcb  projectiye  Transfo 
mationen  ähnlich  sind. 

Wenn  man  also  die  Gruppen  IV,  3,  5,  8,  10  weglässt,  erh 
man  im  Wesentlichen  lauter  Gruppen,  die  auch  innerhalb  der  all 
meinen  projectiven  Gruppe  verschiedene  Typen  von  Untergruppen  rep 
sentiren. 

§  53. 

Bei  den  bisherigen  Untersuchungen  über  die  Gruppe,  der  diei 
Kapitel  gewidmet  ist,  wählten  wir  das  Coordinatensystem  so,  dass 
zur  Gruppe  gehörige  invariante  Kegelschnitt  reell  wurde.    Wir  erhi( 
ten  auf  diese  Weise  die  Gruppe  (1)  und  hatten  den  Yortheil,  dass 
Untergruppen   dieser   Gruppe   in   sehr   einfachen   Formen   erschiene 
Von  jetzt  an  wollen   wir  die   gewohnliche  Darstellungsweise  unsr^ 
Gruppe  zu  Grunde  legen,  wir  wollen  also  den  invarianten  Kegekchnir 
mit  dem  imendlich  fernen   imaginären   Kugelkreis:' 

^  =  0,  x'  +  y^  +  z^  =  0 
zusammenfallen  lassen,  so  dass  die  Gruppe  der  Euklidischen  Bewegunge:* 
und  der  Aehnlichkeitstransformationen  die  Gestalt: 

(11)  p,  g,  r,  xq  —  yp,  yr  —  gq,  zp  —  xr,  xp  +  yq-^r  f^^ 
erhält.     Die  sechsgliedrige  invariante  Untergruppe  von  (11): 

(12)  p,  q,  r,  xq  —  yp,  yr  —  0q,  zp  —  xr 

ist  dann  nichts  andres  als  die  Gruppe  aller  Euklidischen  Bewegunge 
Wir  stellen  uns  zunächst  die  Aufgabe,  alle  Flächen  zu  bestimme 
die  bei  der  Gruppe  (11)  aller  Euklidischen  Bewegungen  und  Aehnli< 
keitstransformationen  gerade  cx>^  verschiedene  Lagen  annehmen. 

Da  die  Gruppe  (11)  sieben gliedrig  ist,   so  gestattet  jede  Fll 
von  der  verlangten  Beschaffenheit  gerade  drei  unabhängige  infinii 
male  Transformationen  von  (11)  (s.  Abschn.  I,  S.  482,  Satz  10);  dk 
infinitesimalen  Transformationen  erzeugen  eine  dreigliedrige  Untergru' 
von  (11);  sie  sind  überdies  projectiv,  also  ist  die  Fläche  nach  S. 
Satz  6  entweder  eine  Ebene  oder  die  Abwickelbare  einer  gewunda: 
Curve  dritter  Ordnung  oder  eine  Cayleysche  Linienfläche  oder 
Fläche  zweiten  Grades  oder  endlich  ein  Kegel. 

Ebenen  giebt  es  überhaupt  blos  oo^  verschiedene,  also  sind  ^ie 
von  vornherein  ausgeschlossen.  Die  Abwickelbare  einer  gewund«^^^^*^ 
Curve  dritter  Ordnung  und  die  Cayleysche  Linienfläche  ge8ta.tr"fcen 
allerdings  beide  je  drei  unabhängige  infinitesimale  projective  Tr^^J^*^ 
formationen,  aber  keine  der  beiden  dreigliedrigen  Gruppen,  die  -^ron 
diesen  Transformationen  erzeugt  werden,  lässt  einen  Kegelsdmiit      ^' 


j 
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ant  (s.  S.  186  ff.  und  S.  195  f.);  also  kommen  auch  diese  Flächen 
aiol&t  in  Betracht. 

Lasst  eine  dreigliedrige  projective  Gruppe  Q^  ausser  dem  Eugelkreis 
noc^li  eine  nicht  ausgeartete  Fläche  zweiten  Grades  invariant^  so  muss 
die  Punkte  der  unendlich  fernen  Ebene  dreigliedrig  transformiren^ 
Q  die  grösste  continuirliche  Untergruppe  von  g,,  bei  der  alle  un- 
dlich  fernen  Punkte  in  Ruhe  bleiben,  lässt  zugleich  alle  Punkte  der 
B^lSLc^he  und  also  überhaupt  alle  Punkte  des  Raumes  invariant  und 
f^LlX*!;  demnach  mit  der  identischen  Transformation  zusammen.  Hieraus 
Fol  st,  dass  unsre  dreigliedrige  Gruppe  auf  der  unendlich  fernen  Ebene 
hi^izie  andre  Punktfigur  in  Ruhe  lässt,  als  den  Eugelkreis;  die  Fläche 
eiten  Grades  muss  somit  die  unendlich  ferne  Ebene  gerade  im 
gelkreis  schneiden,  sie  muss  eine  Kugd  sein.  Wirklich  gestattet 
jede  Eugel  gerade  oo^  Transformationen  der  Gruppe  (11),  näm- 
licsln  die  oo'  Rotationen  um  ihren  Mittelpunkt. 

Zu  bestimmen  sind  jetzt  nur  noch  die  Eegel,  die  gerade  drei  un- 
ängige  infinitesimale  Transformationen  der  Gruppe  (11)  gestatten. 
Liegt  die  Spitze  eines  solchen  Kegels  im  Endlichen,  so  nimmt  sie 
der  Gruppe  (11)  gerade  oo^  verschiedene  Lagen  an;   da  nun  der 
im  Ganzen  oo^  Lagen  erhalten  soll,  so  muss  seine  Schnittcurve 
der  unendlich  fernen  Ebene  gerade  oo^  verschiedene  Lagen  bekom- 
en  und  demnach  von  den  oo'  Collineationen  der  unendlich   fernen 
£ll>eiie,  die  den  Eugelkreis  invariant  lassen,  genau  oo^  gestatten.    Die 
einzigen  Curven    von   dieser  Beschaffenheit   sind   aber   die  Tangenten 
des  Kugelkreises,  denn  bei  jeder  zweigliedrigen  projectiven  Gruppe  der 
-Bbene,  die  einen  Eegelschnitt  invariant  lässt,  bleibt  ausser  dem  Eegel- 
^chnitt  nur  noch  eine  Tangente  des  Eegelschnitts  und  sonst  keine  Curve 
der  £bene  invariant.     Demnach  ist  unser  Eegel  kein  wirklicher,   son- 
^^Tn  ein  ausgearteter  Eegel. 

Kehmeu  wir  daher  an,  dass  die  Spitze  unsers  Eegels  auf  der  un- 

^^lich  fernen  Ebene  liegt  und  zwar  zunächst  ausserhalb  des  Eugel- 

'^''^iaes  in  dem  Punkte  P.    Dieser  Punkt  nimmt  bei  der  Gruppe  (11) 

^     verschiedene  Lagen  an,  halten   wir   daher  P  fest,   so   muss   der 

^S^l  selbst   noch  oo^   verschiedene  Lagen  annehmen  können.     Nun 

^^^thfilt  die  Gruppe  (11)  im  Ganzen  oo^  Transformationen,  die  P  in- 

^^ri^nl;  lassen,   unter  diesen  giebt  es  aber  wieder  cx)^,  die  überhaupt 

^^^     Geraden  durch  P  stehen   lassen,  nämlich  die  cx>^  Translationen, 

^^    Xiach  P  gerichtet  sind.     Bei  festgehaltnem  P  werden  demnach  die 

Geraden  durch  P  blos   durch  eine  viergliedrige  Gruppe  g^  trans- 

^^<^irt,  die  ausser  der  Ebene  des  Eugelkreises  auch  noch  die  beiden 

^^genten  von  P  an  den  Eugelkreis  in  Ruhe  lässt.    Es   fragt  sich 
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daher:  giebt  es  eiuen  Kegel  mit  P  als  Spitze,  der  bei  der  Grrappe  g^ 
gerade  oo^  verschiedene  Lagen  annimmt  oder,  was  auf  dasselbe  hin- 
auskommt; gerade  oo'  Transformationen  von  g^  gestattet?  Um  diese 
Frage  zu  beantworten,  kleiden  wir  sie  anders  ein.  Die  oo'  Geraden 
durch  P  bilden  nämlich  ein  ebenes  Bündel,  das  bei  g^  projectiy  trans- 
formirt  wird ;  ersetzen  wir  die  Geraden  dieses  Bündels  durch  die  Punkte 
einer  Ebene,  so  geht  die  unendlich  ferne  Ebene  in  eine  Gerade  übei 
und  die  beiden  Tangenten  von  P  aus  an  den  Eugelkreis  verwandeln 
sich  in  zwei  Punkte  dieser  Geraden.  Unsre  Frage  ist  demnach  gleich- 
bedeutend mit  der  folgenden:  welche  Gurve  der  Ebene  gestattet  oo^ 
projective  Transformationen,  bei  denen  eine  Gerade  mit  zwei  darauf 
liegenden  Punkten  invariant  bleibt?  Die  einzige  Gurve  von  dieser  Be- 
scha£Penheit  ist  offenbar  die  Gerade,  also  besteht  jeder  Kegel  von  dei 
oben  verlangten  Beschaffenheit  blos  aus  einer  Ebene  durch  P,  das 
heisst,  er  ist  wieder  kein  wirklicher  Kegel. 

Elndlich  möge  die  Spitze  S  unsers  Kegels  auf  dem  Kugelkreise 
selbst  gelegen  sein. 

Halt  man  die  Spitze  S  fest,  so  muss  der  Kegel  selbst  noch  oo' 
verschiedene  Lagen  annehmen.  In  der  Gruppe  (11)  giebt  es  aber  oo^ 
verschiedene  Transformationen,  die  S  in  Ruhe  lassen,  und  unter  diesen 
sind  wieder  genau  oo^,  die  alle  Geraden  durch  S  stehen  lassen,  also 
werden  bei  festgehaltenem  S  die  cx>'  Geraden  durch  S  durch  eine 
fünfgliedrige  Gruppe  g^  transformirt,  die  ausser  S  selbst  noch  die  un- 
endlich ferne  Ebene  und  die  Tangente  des  Kugelkreises  im  Punkte  8 
invariant  lässt.  Giebt  es  nun  in  dem  Geradenbündel  durch  8  einen 
wirklichen  Kegel,  der  bei  g^  gerade  oo'  verschiedene  Lagen  annimmt  und 
also  oo^  Transformationen  der  g^  zulässt?  Wir  kleiden  diese  Frage 
wieder  anders  ein,  indem  wir  das  Geradenbündel,  dessen  Trager  8  ist, 
durch  die  Punkte  einer  Ebene  ersetzen.  Die  Frage  lautet  dann  so: 
giebt  es  eine  krumme  Curve  der  Ebene,  die  cx>^  Gollineationen  ge- 
stattet, bei  denen  ausserdem  noch  eine  Gerade  und  ein  darauf  liegen- 
der Punkt  ihre  Lage  behalten?  Die  einzige  krumme  Curve  von  diesei 
Beschaffenheit  ist  offenbar  ein  Kegelschnitt,  der  die  betreffende  Gerade 
in  dem  betreffenden  Punkte  berührt.  Also  ist  der  einzige  Kegel  von 
der  verlangten  Beschaffenheit  ein  nicht  ausgearteter  Kegel  zweiten 
Grades,  dessen  Spitze  auf  dem  Kugelkreise  liegt,  während  er  die  un- 
endlich ferne  Ebene  längs  der  zu  seiner  Spitze  gehörigen  Tangente  des 
Kugelkreises  berührt. 

Damit  ist  der  folgende  Satz  gewonnen: 

Satz  1.  Dk  einzigen  Flächen,  die  hei  der  siehntgliedrigen  Gruppe: 
(11)       Pf  9[;  ''i  ^^  —  yPi  yr  —  H,  n>  -  ^r,  xp  +  y(i  +  Br 
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(kr  Uuklidischen  Bewegungen  und  der  Aßhnlichkeitstransfortnatianen  gerade 

(x>^  verschiedene  Lagen  annehmen,  sind  erstens  die  Kugeln  und  zweitens 

cMe  die  nicht  ausgearteten  Kegel  gweUen  Grades,  die  einen  Punkt  des 

^tMgdkrmes  zur  Spitsse  haben  und  die   ausserdem  die  unendlidi  ferne 

.Ebene  längs  der  gu  dem  betreffenden  Punkt  gehörigen  Kugdkreistangente 

berühren. 

Die  Engeln  sind  also  die  einzigen  reeJien  Flächen,   die  bei  der 
G^mppe  (11)  gerade  oo^  verschiedene  Lagen  annehmen. 

Nnnmehr  suchen  wir  ebenso  alle  Curven,  die  bei  der  Gruppe  (11) 
gerade  oo^  yerschiedene  Lagen  annehmen. 

Jede  solche  Curve  ist  nach  §  46  entweder   eben   oder  eine   ge- 
^wiudene  Curve  dritter  Ordnung,   denn   sie  gestattet  gerade  oo^  ver- 
schiedene Transformationen  der  Gruppe  (11).     Diese  oo'  Transforma- 
tionen bilden  eine    Gruppe  y^,   die   auf  der  unendlich   fernen  Ebene 
aasser  dem  Eugelkreis   sicher   noch  eine   andre  Punktfigur  invariant 
lässt^    die  also  die  Punkte  der  unendlich  fernen  Ebene   sicher  nicht 
dreigliedrig  transformirt.     Hieraus  folgt,   dass  y^  mindestens  eine  in- 
finitesimale Transformation  enthält,  bei  der  alle  Punkte  der  unendlich 
fernen  Ebene  in  Ruhe  bleiben.     Nun  aber  haben   alle  infinitesimalen 
^^ansformationen  dieser  Art,  die  in  der  Gruppe  (11)  enthalten  sind, 
die    Form: 

a^p  +  «,2  +  <hr  +  a^{xp  +  y«  +  er) 

tU3.d    ihre  Bahncurven  sind,  wie  man  sich  leicht  überzeugt,   sämmtlich 

S^ir&de  Linien,  also  können  die  in  Rede  stehenden  Curven,  wenn  sie 

Endlichen  liegen,  nur  gerade  Linien  sein,  im  Unendlichen  können 

aber  nicht  liegen,  da  jede  Curve  der  unendlich  fernen  Ebene  bei 

^^^    Gruppe  (11)  blos  oo'  verschiedene  Lagen  annimmt.    In  der  That 

gesittet  jede  Gerade  von  allgemeiner  Lage  oo'  Transformationen  der 

^Ppe  (11),  schneidet  sie  den  Eugelkreis,  so  gestattet  sie  deren  sogar 

Also: 

Satz  2.    Die  geraden  Linien  sind  die  eineigen  Curven  des  Baumes, 

1>ei  der  siAengliedrigen  Gruppe  der  Euklidischen  Bewegungen  und  der 

^^lichJceitstransformationen  genau  cx>^  verschiedene  Lagen  anndimen. 

^  Verbindet  man   diesen  Satz  mit  dem  Satze  1,   so  erkennt  man, 

^^    die  Plückersche  Liniengeometrie  und  die  neuere  Eugelgeometrie 

^   ^^  allen  möglichen  Versinnlichungen   eines   vierfach   ausgedehnten 

^^^tiies    eine   ausgezeichnete   Stellung   einnehmen.      Allerdings   liesse 


auch  auf  die  oo*  Eegel,  die  in  dem  Satze  1  vorkommen,  eine  Geo- 
r^^^^e  gründen,   aber   diese  wäre  imaginär  und  kann  daher  nicht  in 
^^acht  kommen. 
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Jetzt  wollen  wir  alle  Curyeu  bestimmen^  die  bei  der  sechsglü 
rigen  Gruppe: 

(12)  P,  a^r,  xq  —  yp,  yr  —  eq,  ep  —  xr 

der  Euklidischen  Bewegungen  gerade  oo^  verschiedene  L^en  annehnu 

Jede  Curve  dieser  Art  gestattet  cx)^  Transformationen  der  Gro] 
(12),  ist  sie  daher  keine  Gerade,  so  muss  sie  entweder  eine  gew 
dene  Curve  dritter  Ordnung  oder  eine  ebene  krumme  Curve  sein. 

Eine  gewundene  Curve  dritter  Ordnung  kann  sicher  nicht  nxi 
als  oo^  Bewegungen  gestatten.  Andrerseits  haben  wir  gesehen,  dj 
es  nur  eine  Art  von  zweigliedrigen  projectiven  Gruppen  giebt,  die  eii 
Curve  dritter  Ordnung  invariant  lassen.  Jede  solche  Gruppe  (s.  8. 18! 
hielt  einen  Punkt  der  Curve  fest  und  ausserdem  in  der  zu  diesem  Puntee^ 
gehörigen  Schmiegungsebene  einen  nicht  ausgearteten  Kegelschnitt,  de^^ 
auf  der  abwickelbaren  Fläche  der  Curve  lag.  Verlegen  wir  daher  de^^ 
betreffenden  Kegelschnitt  in  den  Kugelkreis,  so  erhalten  wir  die  allge^ 
meinste  gewundene  Curve  dritter  Ordnung,  die  oo'  Bewegungen  ge-^ 
stattet,  sie  ist  dadurch  gekennzeichnet,  dass  ihre  Abwickelbare  d^^ 
Kugelkreis  enthält.  Jede  solche  Curve  nimmt  offenbar  bei  der  Gmpp»^ 
(12)  oo^  verschiedene  Lagen  an,  auch  überzeugt  man  sich  leicht^  das^ 
es  im  Ganzen  nur  oo^  derartige  Curven  giebt. 

Soll  eine  ebene  krumme  Curve  bei  der  Gruppe  der  Bewegungen 
oo^  verschiedene  Lagen  annehmen,  so  darf  sie  nicht  in  der  unendlicss 
fernen  Ebene  liegen,  denn  dann  würde  sie  ja  bei  allen  Translationen 
invariant  bleiben  und  blos  oo^  verschiedene  Lagen  annehmen»  D^ 
zweigliedrige  Gruppe  g^  von  Bewegungen,  bei  der  unsre  Curve  ir_ 
variant  bleibt,  lässt  daher  ausser  der  unendlich  fernen  Ebene  n< 
eine   andere  Ebene  E  invariant,   in   der   die   invariante  Curve   li< 

Femer  ist   sicher,   dass  g^  sowohl  die  Punkte   der   unendlich  fem 

Ebene   als    die   von   E  zweigliedrig    transformirt ,    denn   die   grös^^ 
continuirliche  Untergruppe  von  g^,  die  alle  Punkte  einer  dieser  beic 
Ebenen  in  Ruhe  lässt,  hält  in  der  andern  Ebene  alle  Tangenten 
die  darin  liegende  Curve  fest  und  somit  alle  Punkte  auch  dieser 
und   überhaupt  alle  Punkte  des  Raumes,  sie   föUt   demnach  mit 
identischen  Transformation  zusammen.      Da  bei  g^  auch   die 
von  E  zweigliedrig  transformirt  werden,  so  ist  die  in  E  liegende 
Variante  Curve  ein  nicht  ausgearteter  Kegelschnitt.    Auf  diesem  Ke: 
schnitt  kann  ebenso  wie  auf  dem  Kugelkreis  nur  ein  Punkt  invarm- 
bleiben,  folglich  muss  der  Kegelschnitt  den  Kugelkreis  berühren, 
aus  ergiebt  sich  endlich,   dass   die  gemeinsame  Abwickelbare  b^. 
Kegelschnitte,  die  natürlich  auch  bei  der  g^  invariant  bleibt,  ein  KL< 
zweiten  Grades  ist,  dessen  Spitze  im  Endlichen  liegt.     Damit  stoi^  ^ 
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wir*  aber  auf  einen  Widersprach;  denn  unsre  g^  müsste  offenbar  aus 
»^  Eotationen  um  die  Kegelspitze  besteheu^  sie  liesse  daher  auch  die 
>^  kugeln  um  die  Kegelspitze  invariant  und  diese  Kugeln  würden  die 
JSbene  E  in  oo^  invarianten  Kegelschnitten  schneiden;  die  Punkte  von 
E  ^wrürden  also  im  Widersprach  mit  dem  oben  Gezeigten  bei  p^  blos 
eingliedrig  transformirt. 

Demnach  giebt  es  keine  ebene  krumme  Curve,  die  bei  der  Gruppe 

^11  er-  Bewegungen  oo^  verschiedene  Lagen  annimmt^  und  wir  haben  den 

Satz  3.     Die  oo*  Geraden  und  die  oo*  gewundenen  Curven  dritter 

C^^d^ungy  deren  abwickelbare  Flächen  den  Kugelkreis  entJicUten,  sind  die 

^i^^jsigen  Curven  des  Baumes,  die  bei  der  Gruppe  aller  Euklidischen  Be- 

^^^^nngen  genau  oo*  verschiedene  Lagen  annehmen. 

Durch  das  Vorstehende  sind  wir  in  den  Stand  gesetzt,  überhaupt 
^He  Schaaren  von  ex?*  Curven  anzugeben,  die  bei  der  Gruppe  aller 
Eliaklidischen  Bewegungen  invariant  bleiben.  Jede  Curve  einer  solchen 
Sc^liaar  gestattet  nämlich  mindestens  oo'  Bewegungen,  die  Schaar  be- 
sti^lxt  daher  entweder  aus  den  oo*  Geraden,  oder  aus  den  oo*  in  Satz  3 
^«zeichneten  Curven  dritter  Ordnung  oder  endlich  sie  besteht  aus  oo* 
m  Curven,  die  alle  in  der  unendlich  fernen  Ebene  liegen.  Es 
leicht,  auch  diese  letzten  Curvenschaaren  genauer  zu  bestimmen, 
docli  wollen  wir  uns  dabei  nicht  aufhalten  und  nur  noch  eine  Bemer- 
^ian.g  hinzufügen. 

Die  Schaar  der  oo^  Geraden  wird  nämlich  in  den  rechtwinkligen 
Ooordinaten  Xy  y,  z  durch  die  zwei  gewöhnlichen  Differentialgleichungen 
z^^v^eiter  Ordnung: 

defijiirt.  Die  Schaar-  der  oo*  Curven  dritter  Ordnung  dagegen,  von 
denen  in  Satz  3  die  Bede  ist,  genügt  einer  Differentialgleichung  erster 
Ordnung,  denn  alle  Tangenten  dieser  Curven  treffen  den  Kugelkreis; 
die  betreffende  Differentialgleichung  lautet: 

' + da' + c-:)*  -  •>• 

"'^dJich  genügt  jede  andre  Schaar  von  oo*  Curven,  die  bei  der  Gruppe 
®^  Bewegungen  invariant  bleibt,  der  endlichen  Gleichung: 

^  =  0, 

da 

öle  aus  lauter  Curven  der  unendlich  fernen  Ebene:  ^«==0  besteht. 

*©r^us  ergiebt  sich  der 

Satz  4.     Bleibt  ein  System  von  zwei  gewöhnlichen  Differentiälglei- 
**^e»  zweiter  Ordnung  von  der  Farm: 


a**      ,      ,  %  rJ        ,  so  h«*  *" 

.   .«.e  all«-  E'*^^  ,..^0 

r«:  ä?  ,  Geraden  des 

^  seine  I-^"^  _- 


...   1"   •*     l»»««**     ^  «>«»"'         H..    »•»'  i^t  »M«  ' 


äleave  t»«^\  ,v^et  ^'^^t  u^U.TSVXc\ven./>V^  V. 
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ofür  wir  kürzer:   y"«=0,  0"«=  0  schreiben  wollen.     Soll  daher  eine 
licbige  Gruppe  G  des  Raumes  mit  einer  projectiven  Gruppe  ähnlich 
iiLi,  so  muBs  sie  erstens  mindestens  ein  System  von  DiJSerentialglei- 
tmgen  zweiter  Ordnung  von  der  Form: 

)  y"=a{Xy  y,  z,  y,  /),    z"=ß{x,  y,  z,  y\  e) 

v^s^riant  lassen  und  es  muss  zweitens  unter  den  bei  G  invarianten 
'Giemen  von  der  Form  (1)  mindestens  eines  geben ,  das  durch  Ein- 
ln.xung  neuer  Veränderlicher  Xy  y,  z  die  Form: 

1:^  alten  kann.     Diese  Bedingungen  sind  offenbar  noth wendig  und  hin- 
hend.  , 

Gehen  wir  jetzt  die   acht   primitiven  Gruppen  auf  S.  139  f.  der 
he  nach  durch. 

Fünf  von  diesen  Gruppen  können  wir  mit  einem  Schlage  erledi- 
gen, nämlich    die    allgemeine    projective,   die   allgemeine    lineare,    die 
ipecielle  lineare,  die  Gruppe  der  Euklidischen   Bewegungen  und   der 
A^eliDlichkeitstransformationen    und    endlich    die    Gruppe    der   Euklidi- 
schen Bewegungen  selbst.     Alle  diese  Gruppen  liegen  bereits  in  pro- 
iectiver  Form    vor   und   enthalten    die  Gruppe    der  Euklidischen   Be- 
wegungen.   Da  wir  von  dieser  letzteren  Gruppe  gezeigt  haben  (s.  S.  223  f.), 
^ÄS8  sie  ausser  dem  Systeme:   t/"=/'=0  kein  andres  System  Diffe- 
J'entialgleichungen  von  der  Form  (1)  invariant  lässt,  so  ergiebt  sich, 
aaas  jede  Transformation,  die  eine   der  genannten  Gruppen  wieder  in 
®^iie  projective  Gruppe  überführt,  selbst  projectiv  sein  muss,  dass  also 
J^de  projective  Gruppe,   die  mit  einer  der  genannten  Gruppen  ähnlich 
'®^>  innerhalb  der  allgemeinen  projectiven  Gruppe  selbst  mit  ihr  gleich- 
•^««•echtigt  ist 

Auch  die  zehngliedrige  conforme  Gruppe  macht  keine  Schwierig- 
'^^iten;  sie  umfasst  nämlich  ebenfalls  die  Gruppe  der  Euklidischen 
^Wegungen  und  da  sie  überdies  gewisse  nicht  projective  infinitesi- 
*^^le  Transformationen  enthält,  so  lässt  sie  nicht  einmal  das  System  (2j 
^^^riani  Es  giebt  demnach  überhaupt  kein  System  von  der  Form 
^) 9  das  bei  der  conformen  Gruppe  invariant  bleibt,  das  heisst:  diese 
'^^ppe  ist  überhaupt  mit  keiner  projectiven  Gruppe  ähnlich. 

Die  sechsgliedrige  Gruppe  einer  nicht  ausgearteten  Fläche  zwei- 
■^  Grades  ist  schon  projectiv,  sie  lässt  überdies  nach  S.  207,  Satz  2 
^^^e  andre  Schaar  von  cx)*  Curven  des  Raumes  invariant,  als  die 
^*^aar  der  00*  Geraden.     Hieraus  folgt,  dass  diese  Gruppe  mit  einer 

^ie,  Theorie  der  TransformatiODigruppen.    HL  16 
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projectiven    Gruppe    stets   nur   durch   eine   projective    Transformati 
ähnlich  sein  kann. 

Nunmehr  haben  wir  nur  noch  die  zehngliedrige  projective  Grup 
eines  linearen  Gomplexes  zu  untersuchcD. 

Was  für  Schaaren  von  cx)*  Curven  bleiben  bei  dieser  Gruppe,  ( 
wir  kurz  G^q  nennen  wollen,  invariant?  Jede  Curve  einer  solch 
Schaar  gestattet  mindestens  sechs  unabhängige  infinitesimale  proji 
tive  Transformationen,  sie  ist  daher  nach  §  46  entweder  eine  Gera 
oder  ein  nicht  ausgearteter  Kegelschnitt.  Da  die  Schaar  aller  G«rac 
sowieso  bei  der  Gruppe  invariant  bleibt,  handelt  es  sich  also  ^ 
darum,  ob  eine  invariante  Schaar  von  oo^  Kegelschnitten  auftreten  k&t 

Nehmen  wir  an,  dass  es  eine  solche  Schaar  giebt.  Halten  w 
dann  einen  beliebigen  Kegelschnitt  der  Schaar  fest,  so  bleibt  gleicl 
zeitig  der  Pol  seiner  Ebene  in  Bezug  auf  den  linearen  Gomplex  i 
Ruhe,  da  aber  der  Kegelschnitt  mindestens  oo^  Transformatione 
unsrer  G^q  zulässt,  so  muss  dieser  Pol  auf  dem  Kegelschnitt  liege 
und  es  ergiebt  sich  zugleich,  dass  der  Kegelschnitt  blos  oo^  Transfoi 
mationen  der  G^q  zulässt,  die  natürlich  eine  sechsgliedrige  projectiv 
Gq  bilden.  Denken  wir  uns  nun  durch  alle  Punkte  des  Kegelschniti 
die  zugehörigen  Complexebenen  gelegt,  die  alle  durch  den  Pol  d( 
Kegelschnittebene  gehen,  so  erhalten  wir  oo^  Ebenen,  die  einen  nicl 
ausgearteten  Kegel  zweiten  Grades  umhüllen.  Auch  dieser  Kegel  mm 
nothwendig  bei  der  Gf^  invariant  bleiben.  Nun  aber  gestattet  sehe 
die  Figur,  die  aus  einem  Kegelschnitt  und  einem  Punkte  darauf  b- 
steht,  blos  cx)^  projective  Transformationen  des  Baumes  und  diese  o 
Transformationen  lassen  keinen  Kegel  zweiten  Grades  invariant,  al 
kommen  wir  auf  einen  Widerspruch,  das  heisst:  es  giebt  gar  keiz 
Schaar  von  oo'*  Kegelschnitten,  die  bei  unsrer  G^q  invariant  bleibt 

Demnach  lässt  die  zehngliedrige  projective  Gruppe  eines  lineac 
Gomplexes  nur  eine  einzige  Schaar  von  oo^  Curven  invariant,  näml:5 
die  der  cx)*  Geraden,  es  ist  also  auch  das  System:  y"=0,  /'=  0  c: 
einzige  bei  der  Gruppe  invariante  System  Differentialgleichungen  ^^ 
der  Form  (1).  Damit  ist  bewiesen,  dass  auch  diese  Gruppe  mit  eu 
projectiven  Gruppe  nur  durch  eine  projective  Transformation  ähaJJ 
sein  kann. 

Die  Bestimmung  aller  primitiven  projectiven  Gruppen  ist  hie 
vollendet  und  wir  können  das  Theorem  aussprechen: 

Theorem  11,    Es  giebt  im  dreifach  ausgedehnten  Baume 
sieben  verschiedene  Typen  von  primitiven  projectiven  Grupp 
Bepräsentanten    dieser    sieben    Typen   sind   die   nachstehenm 
sieben  Gruppen: 
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1)  die  fünfeehngliedrige  allgemeine  projective  Gruppe  seihst 
(s.    S.  124,  [1]), 

2)  die  Bwolfgliedrige  allgemeine  lineare  Gruppe  {^,^A2A,[2^j 

3)  die  elfgliedrige  specielle  lineare  Gruppe  (s.  S.  124,  [3]), 

4)  die  siebengliedrige  Gruppe  der  Euklidischen  Bewegungen 
i€  >»  €^  der  Aehnlichkeitstransformationen  (s.  S.  132,  [6]), 

5)  die  sechsgliedrige  Gruppe  der  Euklidischen  Bewegungen 
(s.     S.  132,  [5]), 

6)  die  sechsgliedrige  projective  Gruppe  einer  nicht  ausge- 
(Mr  '»^  traten  Fläche  zweiten  Grades  (s.  S.  134,  [7]), 

7)  die  eehngliedrige  projective  Gruppe  eines  nicht  ausge- 
o^^9^t^€iten  linearen  Complexes  (s.  S.  125,  [4]). 

Jede  primitive  projective  Gruppe  des  Raumes  ist  mit  einer 
c^  i^cser  sieben  Gruppen  durch  eine  projective  Gruppe  ähnlich 
**  ^»rf  kann  überdies  durch  eine  nicht  projective  Transformation 
*^  ^^snals  wieder  in  eine  projective  Gruppe  übergeführt  werden, 

§  55. 

Wir  entwickeln  jetzt  die  in  der  Einleitung  des  Kapitels  ange- 
■^Q-XÄdigte  zweite  Methode  zur  Bestimmung  gewisser  primitiver  projecti- 
"^^i*    Gruppen  des  Raumes. 

Ist  G  eine  primitive  projective  Gruppe  des  Raumes  und  ist  g  die 

K^osste  Untergruppe  von  Gr,  bei  der  ein  Punkt  P  von  allgemeiner  Lage 

^'X'variant  bleibt,  so  kann  g  die  oo*  Richtungen  durch  den   Punkt  P 

^^i^*"  auf  drei  verschiedene  Weisen  transformiren,  nämlich  entweder  in 

allgemeinster  Weise^  oder  so,  dass  ein  ebenes  Büschel  von  cx)^  Rich- 

Ixxxigen  seine  Lage  behält^  oder  endlich  so,  dass  ein  nicht  ausgearteter 

Kegel  zweiten  Grades  von  Richtungen  invariant  bleibt  (vgl.  S.  123  f.). 

Seilen  wir  von  dem  ersten  Falle  ab,  der  nur  auf  die  allgemeine  pro- 

3ectiYe,  die  allgemeine   lineare  und  die  specielle  lineare  Gruppe  führt, 

so    bleiben  nur  zwei   Möglichkeiten  übrig,  entweder  nämlich   lässt  G 

eine  Pfaffsche  Gleichung: 

(3)  a(x,  y,  z)dx  +  ß{x,  y,  d)dy  +  yix,  y,  z)dz  =  0 

m 

^variant,  die  natürlich  nicht  integrabel  sein  darf,  oder  eine  Gleichung 
^^eiten  Grades  von  der  Form: 

^     ^n  ^^  +  ^M  ^y*  +  ^88  ^^^  +  2  «12  da;  rfy  +  2  «23  dy  dz  -J-  Zog^  dz  dx  =  0 

^]^  nicht  verschwindender  Determinante.  Diese  beiden  Fälle  wollen 
/^  jetzt  nach  einer  neuen  Methode  behandeln  und  die  primitiven  pro- 
J  ctiYen  Gruppen  bestimmen,  die  unter  sie  gehören. 
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Zunächst  sei  G  eine  primitive  projective  Gruppe,  bei  der  die 
nicht  integrable  Pf  äff  sehe  Gleichung  (3)  invariant  bleibt. 

Wir  betrachten  Xy  y,  z  als  Functionen  einer  Hülfsveränderlichen  U  ^ 
die  bei   der   gesuchten  Gruppe    G   gar   nicht   transformirt  wird,   und  — 

setzen : 

dx ,       d*x „      dy , 

dann  ist: 

(5)  cc(x,y,  z)x  +  ß{x,y,0)y+y{Xy  y^z)z  =  0 

eine   gewöhnliche  Differentialgleichung  erster  Ordnung,  die  bei  G  in — 
variant  bleibt.     Ausserdem   lässt  G  noch  als   projective   Gruppe   eicM 
System   von    zwei   Differentialgleichungen   zweiter  Ordnung   invariant, 
nämlich: 

(6)  X  :  y  :  z  =  X  :y  :  z  y 

denn  durch  dieses  wird  offenbar  die  Schaar  der  cx)^  Geraden  des  Rau- 
mes definirt. 

Differentiiren  wir  (5)  nach  tj  so  muss  die  erhaltene  Gleichung  mit 
(5)  zusammen  ein  bei  G  invariantes  System  bilden;  auch  wenn  wir 
zu  diesem  System  noch  die  Gleichungen  (6)  hinzunehmen;  müssen  wir 
ein  invariantes  System  erhalten.  Demnach  stellen  die  vier  Gleichungen 
(5),  (6)  und: 

J  cc^x'  +  M'  +  y.^'^  +  K  +  ß.)  xW  +{ß»  +  ry)  yV  + 

> 

ein  bei  G  invariantes  Gleichungensystem  dar.  Es  ist  nun  klar,  dass 
die  in  diesem  Systeme  enthaltenen  Gleichungen  erster  Ordnung,  näm- 
lich (5)  und  (7),  für  sich  ebenfalls  ein  bei  G  invariantes  Gleichungen- 
system bilden  müssen,  da  aber  G  primitiv  sein  soll,  so  kann  dieses 
Gleichungensystem:  (5)  und  (7)  nicht  aus  zwei  unabhängigen  Glei- 
chungen bestehen,  es  würde  ja  sonst  eine  bei  G  invariante  Zerlegung 
des  Raumes  x,  y,  z  in  oo^  Gurven  bestimmen.  Demnach  muss  die 
Gleichung  (7)  eine  Folge  von  (5)  sein,  oder,  wie  wir  es  auch  aus- 
drücken können:  die  Gleichung  (5)  in  den  sechs  Veränderlichen: 
Xj  y,  Zy  Xj  y'j  z   muss  die  infinitesimale  Transformation: 

gestatten. 

Mit  Berücksichtigung  von  Abschn.  I,  Theor.  15,  S.  117  ergiebt 
sich  jetzt,  dass  die  Gleichung  (5)  auf  die  Form  einer  Relation  zwischen 
den  Lösungen  der  Differentialgleichung:  Wf=0  gebracht  werden 
kann.  Wählen  wir  daher,  um  möglichste  Symmetrie  zu  erreichen,  unter 
den  Lösungen  von   Wf  =  0  die  folgenden  sechs  aus : 


(7) 
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(^)      ^1  V}  ^>    y^—  ^y  =  w,    zx  —  xz  =  v, .  xy  —  yx==  w, 

zwischen  denen  die  Relation: 

(tO  XU  +  y'v  +  z'iv  =  0 

besteht,  so  können  wir  die  Gleichung   (5)   durch  ein  System  zweier 
Gleichungen  von  der  Form: 

ilO)  a (x ,  f/,  Zy  u,  Vj  t<;)  =  0,     XU  -{-  y'v  +  stv  =  0 

ersetzen.     Da  überdies  die  Gleichung  (5)  auch  noch  die  infinitesimale 
Transformation: 

^  dx^y  dy  +  ^  dz 

gestattet,  so  muss  das  Gleichungensystem  (10)  seinerseits  die  infinitesi- 
male Transformation: 

x^  +  y-iA-^-z—T+u^  +  v-^+w  — 
ex     ^    ^  dy    ^       dz     ^       Cu    ^       ov    ^        cw 

gr^ statten,  wir  können  daher  annehmen,  dass  St  eine  homogene  Punc- 
^^c>ri    seiner  Argumente  ist. 

Augenscheinlich  sind  die  sechs  Veränderlichen:  x\  y,  /,  w,  v,  w, 
^'^Jv^ischen  denen  die  Relation  (9)  besteht,  nichts  anderes  als  die  homo- 
c^^üen  Coordinaten  der  Geraden  des  Raumes  x^  y,  z\  das  mit  der 
^^loichung  (5)  äquivalente  Gleichungensystem  (10)  stellt  demnach  eine 
"^^^tiaar  von  oo^  Geraden  dar,  einen  sogenannten  Liniencomplex.  Dieser 
^"-'^^ixiplex  bleibt  selbstverständlich  bei  unsrer  projectiven  Gruppe  G 
ariant. 

Aus    der  Gleichung    (5)   ergiebt   sich,   dass    durch   jeden   Punkt 

>  1/}Z  von  allgemeiner  Lage  ex}  Complexgerade  gehen  und  dass  diese 

Geraden  ein  ebenes  Büschel  bilden.     Sind  nun  P^  und  Pg  irgend 

Punkte  von  allgemeiner  Lage,  so  schneiden  sich  die  Ebenen  der 

^^^Kehörigen  Büschel  von  Complexgeraden  in  einer  Geraden  y,  die  zu 

^'^    Geraden   PiP^   sicher   windschief  ist;    unserm    Complex   gehören 

^Hxi    augenscheinlich  überhaupt  alle  die  (x?  Geraden   an,  von  denen 

^^^    beiden  Geraden  P^P^  und  y  getroffen  werden.    Ist  ferner  g  irgend 

.*^^    der  übrigen  Complexgeraden,  also  eine,  die  PyT^  und  y  jedenfalls 

^*^t;  beide  trifft,  so  kann   man  zunächst  för  jeden  Punkt  von  g,  so- 

1^^^^^^  aber  überhaupt  für  jeden  Punkt  des  Raumes  x,  yy  z  das  zuge- 

^*'^ge  ebene  Büschel  von  Complexgeraden   finden;    wir  brauchen  das 

^k^l  nicht   näher .  auszufiihren.      Durch    die    ausgewählten   Complex- 

8^^^^en  ist  somit  unser  Complex  vollständig   bestimmt  und  zwar  ist 

^^>   '^vie  seine  Construction  zeigt,  ein  linearer  Complex;  das  Gleichungen- 

syatcm  (10),  durch  das  er  dargestellt  wird,  kann  daher  auf  die  Form: 
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(11) 


XU  +  yv  +  zw  =  0 

gebracht  werdea,  wo  die  a  und  b  Gonstanten  sind. 

Schliesslich  ist  noch  zu  bemerken,  dass  unser  linearer  Comph 
(11)  nicht  ausgeartet  sein  darf,  er  darf  also  nicht  aus  allen  oc^  G 
raden  bestehen,  die  eine  feste  Gerade  schneiden.  Träte  nämlich  dies 
Fall  eiU;  so  würden  die  oo^  Ebenen  durch  die  feste  Gerade  sämmtlif 
Integralflächen  der  Pf  äff  sehen  Gleichung  (3)  sein^  diese  Gleichui 
wäre  also  gegen  unsre  Voraussetzung  integrabel.  Dass  der  CompL 
(11)  nicht  ausgeartet  sein  darf,  kommt  analytisch  darauf  hinaus,  da 
der  Ausdruck:  a^h^  +  ^^2^2  +  ^^3  ^^^  Null  verschieden  sein  muss. 

Hiermit  ist  bewiesen,  dass  jede  primitive  projective  Gruppe  d 
Raumes  x,  y,  0,  die  eine  nicht  integrable  Pfaffsche  Gleichung  ( 
invariant  lässt,  einen  nicht  ausgearteten  linearen  Complez  in  sich  üb« 
führt.  Die  betreffende  Pfaffsche  Gleichung,  durch  die  der  linea 
Gomplex  vollständig  bestimmt  ist,  hat  die  Form: 

a^^dx  +  Ö2^y  4"  ^^^  4" 
+  biiydz  —  zdy)  +  h^^sdx  —  xdz)  +  h^{xdy  —  ydx)  «=  C 

wo  die  Constanten  a,  h  der  Bedingung:  a^\  +  «2^2  +  ^3^8  =f=  0  : 
nügen  müssen. 

Nach   einem   Satze   der   Liniengeometrie   kann    jeder   nicht   m 
geartete  lineare  Gomplex  durch  eine  projective  Transformation  in  je« 
andern   übergeführt   werden,    wir   können    uns   daher    die   Pfaffs 
Gleichung  (12)  von  vornherein  auf  die  uns  schon  bekannte  Form: 

(13)  dz  +  xdy  --ydx=0 

gebracht  denken  (vgl.  8.  125).  Nunmehr  ist  es  leicht  einzusehen,  c5 
es  nur  eine  primitive  projective  Gruppe  giebt,  bei  der  die  Pfaffs 
Gleichung  (13)  invariant  bleibt,  nämlich  die  zehngliedrige  projeci 
Gruppe  des  nicht  ausgearteten  Gomplezes,  der  durch  (13)  bestinc 
ist.     Wir   wollen  uns  aber  nicht  damit  aufhalten,  dies  nachzuweifi 


(12) 


(4) 


Es  sei  jetzt  zweitens  G  eine  primitive  projective  Gruppe,  bei 
eine  Gleichung  zweiten  Grades: 

cciidx^  -f  «22^y^  +  «88^^*  +  2a^^dxdy  +  2a^^dydz  + 

+  2a^idzdx  =  0 
mit  nicht  verschwindender  Determinante  invariant  bleibt. 

Wir   betrachten   wieder  x,  y,  z   als    Functionen   einer   Hülfs^ 
änderlichen  t  und  bilden  die  Differentialgleichung: 

(14)     aj^x^  +  a^^y'^  +  «33/'^  +  2a^^xy  +  2a^^yz  +  2a^^zx  =  O- 
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die  ebenfalls  bei  G  invariant  bleibt.  Genau  in  derselben  Weis»  wie 
oben  erkennen  wir  nun,  dass  die  Gleichung  (14)  in  den  sechs  Ver- 
ä.uderlichen  x,  y,  z,  x,  y,  z   die  infinitesimale  Transformation: 

Wf^x'y-^^iV-'^zi^- 
'  ox    *    ^  cy    *       cz 

gestattet^  dass  sie  sich  also  durch  ein  System  zweier  Gleichungen  von 
der  Form: 

C 15)  m (x,  xf,  z\  w,  V,  w)  =  0,     xu  +  y'v  +  zw  =  0 

ersetzen  lässt,  wo  o  eine  homogene  Function  seiner  Argumente  ist. 

Das  Gleichungensystem  (15)  stellt  offenbar  einen  Liniencomplez 
dar,  dessen  oo^  Gerade  sämmtlich  Integralcurven  der  Gleichung  (4) 
sind.  Durch  jeden  Punkt  x,  y,  z  von  allgemeiner  Lage  gehen  oo^ 
ComplexgeradC;  die  einen  nicht  ausgearteten  Kegel  zweiten  Grades  bil- 
den. Hieraus  lässt  sich  schliessen,  dass  wir  es  mit  einem  Compleze 
zweiten  Grades  zu  thun  haben^  dass  also  cd  gleich  einer  ganzen  homo- 
genen Function  zweiten  Grades  von  x\  y\  z\  m,  v,  iv  gesetzt  werden 
kann.  Die  nähere  Begründung  dieses  Schlusses  unterdrücken  wir,  sie 
ist  ja  überhaupt  Sache  der  Liniengeometrie. 

Es  steht  also  jetzt  fest,  dass  jede  primitive  projective  Gruppe  G, 
die    eine  Gleichung  von  der  Form  (4)    invariant  lässt,  einen  Linien- 
coruplez  zweiten  Grrades  in   sich  überführt.     Dieser  Complex  hat  eine 
Singularitätenfiäche,   die    natürlich   ebenfalls   bei    G   invariant   bleibt. 
Nun  aber   folgt   aus  S.  196,   Satz  6,   dass    es  unter    den  projectiven 
Gruppen,  die  eine  krumme  Fläche  invariant  lassen,  blos  eine  primitive 
giebt,  nämlich  die  sechsgliedrige  projective  Gruppe   einer  nicht  aus- 
gearteten  Fläche    zweiten   Grades,   andrerseits    sind    alle    projectiven 
Crrnppen,  die  zwei  oder  mehr  getrennte  Ebenen  invariant  lassen,  sicher 
^'^primitiv,  also  ergiebt  sich,  dass  die  Singularitätenfläche  unsers  Com- 
P^^xes  keine  allgemeine  Fläche  vierter  Ordnung  sein  kann,  sie  muss 
^iölmehr  zerfallen  und  zwar  entweder  in  eine  doppelt  zählende  wirk- 
liche Fläche   zweiten  Grades   oder   in   eine   vierfach   zählende   Ebene. 
**^     ersten   Falle   besteht  der   Complex    aus   den   cx)*   Tangenten   der 
*äclie  zweiten  Grades,  im  zweiten  Falle  muss  offenbar  auf  der  vier- 
^^H    zählenden  Ebene   ein   Kegelschnitt   liegen,  der   bei   G   invariant 
^^^ibt,  der  Complex  besteht  dann  aus   den  oo^  Geraden,   die  diesen 
^Igelschnitt  treffen. 

Auf  diese    Weise   erkennen   wir,    dass    es   nur   drei   Typen   von 

P^^^itiven   projectiven   Gruppen   giebt,   bei   denen   eine  Gleichung  (4) 

^^^    nicht  verschwindender  Determinante  invariant  bleibt     Itepräsen- 

^^tea   dieser   drei  Typen   sind   die   sechsgliedrige   projective  Gruppe 
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einer  nicht  ausgearteten  Fläche  zweiten  Grades ,  die  siebengliedrige 
Gruppe  der  Euklidischen  Bewegungen  und  der  Aehnlichkeitstransfor- 
mationen,  endlich  die  sechsgliedrige  Gruppe  der  Euklidischen  Bewe- 
gungen. 

Hiermit  ist  das  Ziel  des  gegenwärtigen  Paragraphen  erreicht. 


Kapitel   13. 

Die  imprimitiven  projeotiven  Gruppen  des  gewöhnlichen  Baumes« 

Wir  haben  gesehen,  dass  fast  jede  primitive  projective  Gruppt 
des  Raumes  entweder  eine  Fläche  oder  eine  krumme  Curve,  also  Ober 
haupt  eine  Punktfigur  invariant  läset;  eine  Ausnahme  hiervon  machteii 
blos  die  allgemeine  projective  Gruppe  selbst  und  die  zehngliedrigc 
projective  Gruppe  eines  linearen  Complexes.  Wir  werden  jetzt  zu 
nächst  zeigen,  dass  von  den  imprimitiven  projectiven  Gruppen  det 
Raumes  dasselbe  gilt,  nur  ohne  Ausnahme:  jede  imprimitive  projeetiv« 
Gruppe  lässt  mindestens  eine  Punktfigur  invariant,  das  heisst  entwede 
eine  Fläche  oder  eine  Curve  oder  einen  Punkt. 

Auf  Grund  der  Entwickelungen  von  Kapitel  9  werden  wir  ferne 
ohne  jede  Schwierigkeit  alle  imprimitiven  projectiven  Gruppen  an 
geben  können,  die  keine  ebene  Punktfigur,  also  keinen  Punkt,  kein 
Gerade  und  auch  keine  Ebene  invariant  lassen.  Um  alle  übrigen  im 
primitiven  Gruppen  zu  finden,  giebt  es  dann  zwei  verschiedene  Weg( 
die  beide  ausführlich  besprochen  werden  sollen.  Wir  werden  dabc 
so  weit  gehen,  dass  zur  wirklichen  Aufstellung  aller  Typen  von  impr 
mitiven  projectiven  Gruppen  des  Raumes  nur  noch  gewisse  vollstandi] 
übersehbare  Rechnungen  erforderiich  sind,  die  keine  andre  Schwierig 
keit  mehr  darbieten,  als  dass  sie  einige  Geduld  und  Ausdauer  vei 
langen. 

Im  letzten  Paragraphen  des  Kapitels  setzen  wir  schliesslich  noc 
kurz  auseinander,  wie  man  alle  Typen  von  Untergruppen  der  zehi 
gliedrigen  projectiven  Gruppe  des  linearen  Complexes  bestimmen  kam 

§  56. 

Ist  eine  imprimitive  projective  Gruppe  des  Raumes  intransitiv 
80  lässt  sie  sogar  unendlich  viele  Flächen  oder  Curven  invariant.  E 
lässt  sich  aber  zeigen,  dass  auch  jede  imprimitive  projective  Grupp< 
die  transitiv  ist,  mindestens  eine  Punktfigur  in  Ruhe  lässt. 

Nehmen  wir  zunächst  an,  dass  unsre  imprimitive  aber  transitiv 
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projective  Gruppe  G  dreigliedrig  ist,  also  mit  andern  Worten  einfach 
transitiv. 

Um  zu  beweisen  y  dass  G  mindestens  eine  Punktfigur  invariant 
lässt;  schreiben  wir  die  infinitesimalen  Transformationen  Xify  X^f]  X^f 
von  G  in  vier  homogenen  Veränderlichen  x^  .  .  .  x^  (s.  Abschn.  I, 
S.  578  f.)  und  fügen  die  infinitesimale  Transformation: 

Iimzu,   die   mit   X^f^  X^fy  X.J  zusammen    eine   viergliedrige   lineare 
iioniogene  Gruppe  'm  x^  ,  .  ,  x^  erzeugt.     Die  Determinante  zi  der  vier 
infinitesimalen   Transformationen    X^f.,,XJ   kann    nicht   identisch 
verschwinden,  sonst  hätten  ja  die  vier  Gleichungen: 

x,/-=o, ...,  x,/-=o 

öiiie     Losung:    cd  (~,  — ,  ^1    gemein  und  es   blieben   daher   die  oc' 
^  liiohen: 

c  (1*1     "ü^.    1^8 )  =  const. 


*v  j  ^4  4 


t>cii  unsrer  Gruppe  G  invariant,  was  wegen  der  Transitivität  von  G 
a-vx  8 geschlossen  ist.  Demnach  ist  ^  =  0  eine  Gleichung,  die  bei  der 
^""  Jc-iappe:  XJ. . .  X^f  und  also  auch  bei  G  invariant  bleibt,  das  heisst, 
O'a     giebt  jedenfalls  eine  Fläche,  die  bei  G  ihre  Lage  behält. 

Wir  kommen  zu  den  imprimitiven  projectiven  Gruppen  des  Kau- 
^*^^^s,  die  transitiv  sind,  die  aber  mehr  als  drei,  sagen  wir  m  Parameter 
^^thalten. 

Ist  g  eine  Gruppe  dieser  Art^  so   müssen  wir  unterscheiden,   ob 
^^i  y  eine  Schaar  von  oo^  Flächen:  (p{Xf  y,  z)  =  const.  invariant  bleibt, 
^der    ob   es   keine   solche   Flächenschaar   giebt,   sondern  nur  eine   in- 
variante Schaar  von  oo*  Curven:  a{x,y ,z)  =  const,  ß{Xyy,z)=^  const. 
Im  ersten  Falle  gestattet  jede  der  cx)^  Flächen  m  —  1,  also  min- 
^»estena  drei,  unabhängige   infinitesimale  Transformationen  von  g,  sie 
^8t  daher  (s.  S.  196,  Satz  6)  entweder  eine  Ebene  oder  eine  Fläche  zwei- 
ten   Grades  oder  ein  Kegel  oder  die  Abwickelbare  einer  gewundenen 
^urve    dritter   Ordnung   oder   endlich    eine    Gay ley sehe    Linienflächc 
ritter   Ordnung.      Hieraus    folgt,   dass    die    invariante    Flächenschaar 
Qam^^  eine  Umhüllungsfigur  —  Fläche,  Curve  oder  Punkt  —  besitzt, 
^    Natürlich  ebenfalls  bei  g  invariant  bleibt.     Besteht  die  Schaar  ins- 
^^Xidere  aus  oo^  Kegeln,  so  bilden  die  oo^  Kegelspitzen  eine  invariante 
**^e,  die  unter  Umständen  auch  auf  einen  invarianten  Punkt  zusam- 
menschrumpfen kann.     Aehnlich  ist  es   bei  einer  invarianten  Schaar 
^    oo*   Cayleyschen  Linienflächen,   denn  auf  jeder  solchen  Fläche 
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giebt  es  einen  ausgezeichneten  Punkt,  der  für  sie  dieselbe  Rolle  spi 
wie  für  den  Kegel  seine  Spitze  (vgl.  S.  196). 

Nnnmehr  ist  noch  der  zweite  Fall  zu  erledigen,  dass  unsre  m-gli( 
rige  Gruppe  g  zwar  keine  Schaar  von  (x}  Flächen,  wohl  aber  ei 
Schaar  von  oo*  Curven:  a{Xj  y,  z)  =  consi,  /S(x,  y,  ss)  =  const.  : 
variant  lässt.  Es  ist  dann  sicher,  dass  diese  oo^  Curven  sich  nie 
in  eine  invariante  Schaar  von  <x>^  Flächen  anordnen  lassen,  mit  ande 
Worten:  es  giebt  keine  solche  Function:  G}(a,  /3),  dass  die  Schaar  c 
<x^  Flächen:  G)(a,  ß)  =  const.  bei  g  invariant  bleibt. 

Wir  führen  a{Xy  y,  jer),  ß{Xj  y,  s)  und  eine  dritte  geeignete  Fui 
tion  y  von  x,  y,  s  als  neue  unabhängige  Veränderliche  ein,  dabei  1 
kommen  die  infinitesimalen  Transformationen  von  g  die  Gestalt: 

(ib  =  1 . . .  m)  . 

Nach  Abschn.  I,  S.  307,  Satz  4  erzeugen  die  m  verkürzten  infinite 
malen  Transformationen: 

in  den  zwei  Veränderlichen  «,  ß  ihrerseits  eine  Gruppe  ^,  die  mil 
isomorph  ist  und  die  angiebt,  in  welcher  Weise  die  c»*  Curv- 
a  (x,  y,  z)  =  const.,  ß  (x,  y,  z)  =  const.  bei  g  unter  einander  vertaus  - 
werden.  Diese  Gruppe  g  ist  in  unserm  Falle  oflfenbar  primitiv,  sie 
daher  mindestens  fünfgliedrig  und  ausserdem  mit  einer  projecti^ 
Gruppe  der  Ebene  ähnlich.  Da  nun  jede  projective  Gruppe  der  Eb< 
die  Schaar  der  oo^  Geraden  invariant  lässt,  so  ergiebt  sich,  dass  i 
g  eine  Schaar  von  oo^  Curven:  n{a,  ß\  a,  6)  =  0  invariant  bleil 
hieraus  aber  folgt,  dass  bei  g  selbt  eine  Schaar  von  cx)*  Flächen  i 
variant  bleibt,  nämlich  diese: 

n{a{x,  y,  z),    ß{x,  y,  z)-,  a;  6)  =  0. 

Da  g  ebenso  wie  g  mindestens  fünfgliedrig  ist,  so  gestattet  jede  Fläc 
dieser  invarianten  Schaar  mindestens  drei  unabhängige  infinitesimi 
Transformationen  von  g  und  gehört  in  Folge  dessen  zu  einer  der  ft 
Flächenarten,  die  beim  ersten  Falle  namhaft  gemacht  sind.  Hien 
endlich  können  wir  schliessen,  dass  die  oo^  Flächen:  il=  0  unter  al 
Umständen  eine  Umhüllungsfigur  —  Fläche,  Curve  oder  Punkt  — 
sitzen,  die  natürlich  ebenfalls  bei  g  invariant  bleibt. 

Hiermit  ist  der  vorhin  angekündigte  Satz  gewonnen: 

Satz  1.  Jede  imprimitive  projective  Grtippe  des  getvöhnlichen  R 
mss  lässt  entweder  eine  Fläche  oder  eine  Curve  oder  einen  PunM  invaric 
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Wollen  wir  auch  die  primitiven  Gruppen   mit  einschliessen^   so 
ko:Einen  wir  uns  folgendermassen  ausdrücken: 

Theorem  12.    Im  gewöhnlichen  Baume  gieht  es  nur  zwei  pro- 
Jt^^iive  Gruppen^  die  weder  eine  Fläche,  noch  eine  Curve^  noch 
c  i  #»  en  PunJct  invariant  lassen;  es  sind  das  erstens  die  fünf  zehn- 
tel iedr  ige  allgemeine  projective  Gruppe  und  zweitens  die  zehn- 
€/ 1  icdrige  projective   Gruppe  eines   nicht  ausgearteten  linearen 
C^apiiplexes*), 

§  57. 

Auf  Grund  des  Satzes  1  können  wir  die  imprimitiven  projectiven 

^^ruppen  des  Raumes  in  zwei  Klassen  eintheilen:  in  die  erste  rechnen 

"^vir  alle  Gruppen  dieser  Art,  die  einen  Punkt,  eine  Gerade  oder  eine 

Ebene,  kurz  also  eine  ebene  PunJctfigur  invariant  lassen,  in  die  zweite 

^11©    Gruppen,   die   keine    ebene   Punktfigur,    sondern    entweder   eine 

Krumme  Fläche  oder  eine  gewundene  Curve  invariant  lassen.    Da  die 

^ur    zweiten  Klasse  gehörigen  Gruppen   voraussichtlich    weit   weniger 

zahlreich  sind  als  die  zur  ersten  gehörigen,    sollen  zunächst  sie   be- 

stiinmt  werden. 

Ein-  und  zweigliedrige  projective  Gruppen  können  unter  ihnen 
iiicht  vorkommen,  denn  die  lassen  nach  Abschn.  I,  S.  585  und  589 
^tets  mindestens  einen  Punkt,  eine  hiudurchgehende  Gerade  und  eine 
^urch  beide  gehende  Ebene  invariant.  Mithin  können  nur  Gruppen 
^it    mindestens  drei  Parametern  in  Frage  kommen. 

Bleibt  bei  einer  solchen  Gruppe  eine  krumme  Fläche  invariant, 

^^     kann  das  nur  eine  nicht  ausgeartete  Fläche  zweiten  Grades   oder 

^l^    Abwickelbare  einer  gewundenen  Curve  dritter  Ordnung  sein;  dass 

<  lo    Kegel  und  die  Gay ley sehe  Linienfläche  auszuschliessen  sind,  ist 

^^,  denn  in  beiden  Fällen  bliebe  zugleich  ein  Punkt  in  Ruhe.    Bleibt 

^^«"erseits  bei  der  Gruppe  eine  gewundene  Curve  invariant,  so  kann 

^^     nur  eine  von  der  dritten  Ordnung  sein. 

Nun  aber  ist  die  sechsgliedrige  projective  Gruppe  einer  nicht  aus- 
^^eten  Fläche  zweiten  Grades  primitiv,   gehört  also  nicht  hierher, 
^^erdem  lässt  jede  Untergruppe    dieser   Gruppe  entweder   eine   Er- 
^^^ende  der  Fläche  invariant  oder  eine  Ebene  nebst   ihrem  Pole  in 
Xig  auf  die  Fläche  (s.  S.  205).     Demnach  bleibt  einzig  und   allein 
dreigliedrige   projective    Gruppe    einer    gewundenen  Curve    dritter 
nung  übrig: 


ds 


*)  Lie,  Archiv  for  Math.  Bd.  10,  1884. 
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Satz  2.  Die  dreigliedrige  projeäive  Gruppe  einer  gewundenen  Curve 
dritter  Ordnung  ist  die  einzige  impimitive  projective  Gruppe  des  gewckn- 
liehen  Raumes,  die  weder  einen  Punkt,  noch  eine  Gerade,  noch  eine  Ebene 
invariant  lässt*). 

Jetzt  sind  noch  alle  imprimitiven  projectiven  Gruppen  zu  bestim-  -- 
men,  bei  denen  ein  Punkt  oder  eine  Gerade  oder  eine  Ebene  invariank^^ 
bleibt.  Sehen  wir  der  Einfachheit  wegen  Gruppen,  die  zu  einandei^-, 
dualistisch  sind,  als  nicht  von  einander  verschieden  an,  so  können  wir  J 
uns  auf  die  Gruppen  beschränken,  die  entweder  eine  Ebene  oder  ein»^^ 
Gerade  in  Ruhe  lassen. 

Die  projectiven  Gruppen,  bei  denen  eine  Gerade  ihre  Lage  behäl 
sind   sämmtlich   imprimitiv,   nicht   so   die,   bei    denen   eine  Ebene  r 
Ruhe  bleibt.    Unter  den  letzteren  giebt  es  nämlich  offenbar  vier  Typ^ 
von   primitiven    Gruppen,    deren   Repräsentanten    die    folgenden   vi 
Gruppen  sind:  die  allgemeine  lineare  Gruppe,  die  specielle  lineare, 
Gruppe  der  Euklidischen  Bewegungen  und   der  Äehnlichkeitstransf- 
mationen,    endlich   die   Gruppe   der  Euklidischen  Bewegungen    seil 
Dagegen  ist  zu  beachten,  dass  auch   diese  vier  Gruppen   bei  dualii 
scher  Umformung  imprimitive  Gruppen  liefern. 

Die  Anzahl  der  noch   fehlenden   imprimitiven  Gruppen   ist   re^ 
gross,   es  erscheint  daher  empfehlensw^rth,  gleich  zwei   verschied 
Methoden  zu  ihrer  Bestimmung  zu  entwickeln,  durch  die  Anwendi 
beider  und  die  Vergleichung  ihrer  Ergebnisse  erhält  man  ja  erst 
wissheit  darüber,  dass  man  keine  Gruppe  vergessen  hat.     Zwei  solcJ 
Methoden  bieten   sich   nun  hier   ganz   unmittelbar.     Erstens   nämlK^^ 
kann  man   damit  beginnen,   dass  man  alle  projectiven  Gruppen  suchl 
die   eine  Ebene   stehen  lassen,  hat  man  die  gefanden,  so  erhält  mi 
durch  dualistische  Umformung  alle  die,  bei  denen  ein  Punkt  in.  Ruhe 
bleibt,  und   es  fehlen  dann  nur   noch  die   wenigen,    die   eine  Gerade, 
aber  weder  einen  Punkt  noch  eine  Ebene  invariant  lassen.     Zweitens 
aber  kann  man  auch  so    verfahren,    dass    man   erst   alle    projectiven 
Gruppen  sucht,  die  eine  Gerade  festhalten,  die  ordnen  sich  schon  von 
selbst  paarweise  als   dualistisch  zusammen;  zu  diesen  hat  man  noch 
alle  Gruppen  hinzuzufügen,  die  keine  Gerade,  dagegen  entweder  eine 
Ebene   oder  einen   Punkt    stehen    lassen.     Beide  Male  sind   natürlich 
die  oben  aufgeführten  vier  primitiven  Gruppen  wegzulassen. 

An  und  für  sich  verdient  kaum  eine  dieser  beiden  Methoden  vor 
der  andern  den  Vorzug,  und  es  ist,  wie  schon  gesagt,  empfehleuswerth, 
sie  beide  anzuwenden,  um  einen  Prüfstein  für  die  Richtigkeit  der  Rech- 


*)  Lie,  Archiv  for  Math.  Bd.  10,  1884. 
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g  zu  haben.  Wir  werden  deshalb  beide  Methoden  ausführlich  be- 
«3ij3X"€chen  und  genau  auseinandersetzen,  was  für  Rechnungen  zu  ihrer 
chführung  erforderlich  sind.  Dagegen  werden  wir  diese  Rechnun- 
selbst nur  soweit  ausführen,  als  zum  vollen  Verständniss  der 
±hoden  erforderlich  ist;  auf  die  wirkliche  Aufstellung  aller  imprimi- 
-ti^v^n  projectiven  Gruppen  des  Raumes  verzichten  wir. 

Zunächst  zeigen  wir,  wie  man  alle  projectiven  Gruppen  des  Rau- 
^s  finden  kann,  die  eine  Ebene  oder  einen  Punkt  invariant  lassen, 
<3ann  wie  man  alle  bestimmt,  die  eine  Gerade  festhalten*). 

§  58. 

ie  projectiven   Gruppen   des  Raumes,  die   eine  Ebene  oder 

einen  Punkt  invariant  lassen. 

Vorerst  fragen  wir  nur  nach  allen  Gruppen,  die   eine  Ebene  in- 
vskiriant  lassen.     Die  invariante   Ebene   verlegen   wir   durch   eine   pro- 
jective  Transformation  ins  Unendliche,    dann  handelt  es   sich  um  die 
Untergruppen  der  G^^' 

i^^  P,  Qf  r,  xp,  yjp,  sp,  xq,  yq,  zq,  xr,  yr,  zr, 

der  sogenannten  allgemeinen  linearen  Gruppe. 

Es  kommt  uns  jetzt  sehr  zu  statten,  dass  wir  in  Kapitel  6  alle 
Untergruppen  der  G^: 

(2)  xp,  yp,  zp,  xq,  yq,  zq,  xr,  yr,  zr 

beatimmt  haben. 

Kach  Abschn.  I,  S.  Ö70  f.  lässt  sich  nämlich  die  Bestimmung 
^ler  Untergruppen  unsrer  G,2  auf  die  Bestimmung  aller  Untergruppen 
der  allgemeinen  linearen  homogenen  Gruppe  (2)  zurückführen.  Da  wir 
"^tt  in  Kapitel  6  bereits  alle  Untergruppen  der  Gq  aufgestellt  haben, 
80  brauchen  wir  nur  noch  auseinanderzusetzen,  wie  man  aus  den  Unter- 
lippen der  G^  die  der  G^^  finden  kann.     Das  soll  jetzt  geschehen. 

Jede  Untergruppe  g  der  G^^  enthält  eine  gewisse  Zahl,  etwa  ni 
unA^bhängige  infinitesimale  Transformationen,  aus  denen  sich  keine  in- 
fii^tesimale  Translation:  Ajp  +  /i* J  +  vr  linear  ableiten  lässt,  diese  in- 
finitesimalen Transformationen  haben  die  Form: 

(3)  Xkf  +  akP  +  ßkq  +  rkT    (*=  1 . . .  m), 


*)  In  der  schon  angeführten  Arheit,  Archiv  for  Math.  Bd.  X,  1884,  hat  Lie 
l^ereits  alle  projectiven  Gruppen  des  Raumes  aufgestellt,  welche  die  unendlich 
ferne  Ebene  invariant  lassen  und  ihre  Punkte  acht-,  sechs-  oder  funfgliedrig  trans- 
/ormiren. 
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wo  X}/* . . .  Xmf  unabhängige  infinitesimale  Transformationen  der  G 
sind,  die  ihrerseits  eine  Untergruppe  der  Gq  erzeugen.  Äusserdei 
enthält  g  noch  eine  gewisse  Zahl,  etwa  l  unabhängige  infinitesimal 
Translationen: 

(4)  kkP  +  f**ff  +  nr    (*  =  1 . . .  0, 

die  wir  kurz  als  freie  Translationen  bezeichnen.  Nun  ist  die  Grupj 
der  Translationen:  |>,  g,  r  in  der  Gruppe  G^^  inyariant,  sie  bleibt  als 
auch  bei  allen  Transformationen  der  G^  invariant.  Demnach  könne 
wir  uns  die  Gruppe:  X^f , . .  Xmf  imd  damit  zugleich  auch  die  betre 
fende  Untergruppe  g  der  G^g  von  vornherein  auf  eine  der  Norme 
formen  gebracht  denken,  die  S.  116  ff.  zusammengestellt  sind.  Es  L 
darf  dann  in  jedem  einzelnen  Falle  nur  noch  der  Bestimmung  c: 
GonBtanten  «*,  ßk,  yt  und  der  etwa  vorhandenen  freien  Translationen  (_ 

Enthält  g  überhaupt  freie  Translationen,  aber  nicht  alle  dK 
p,  q,  r,  so  fragt  es  sich,  was  für  Translationen  frei  auftreten  konm. 
Diese  Frage  lässt  sich  genau  so  beantworten  wie  auf  S.  211  f.  3 
freien  Translationen  (4)  von  g  erzeugen  nämlich  eine  ein-  oder  zi^ 
gliedrige  invariante  Untergruppe  g  von  g  und  diese  Untergruppe 
wird  auf  der  unendlich  fernen  Ebene  entweder  durch  einen  Punkt  od 
durch  eine  Gerade  abgebildet.  Das  Bild  von  g  bleibt  natürlich  bei, 
und  also  auch  bei-  der  Gruppe:  X^f . . .  Xmf  invariant  Demnach  mua 
man  zunächst  alle  Geraden  und  alle  Punkte  der  unendlich  femei 
Ebene  bestimmen,  die  bei :  X^f  . . .  Xmf  invariant  bleiben.  Gieb 
es  keine  invariante  Gerade  imd  auch  keinen  invarianten  Punkt,  s 
enthält  g  entweder  gar  keine  freien  Translationen  oder  es  enthält  al 
drei:  p,  q,  r.  Jeder  invariante  Punkt  dagegen  zeigt,  dass  die  Tran; 
lation,  deren  Bild  er  ist,  frei  auftreten  kann  und  entsprechendes  gi 
für  jede  invariante  Gerade.  Jedoch  braucht  man  nicht  immer  al 
invarianten  Punkte  und  alle  invarianten  Geraden  zu  berücksichtige 
Lässt  nämlich  die  Gruppe:  X^f...  Xmf  zum  Beispiel  zwei  yerschi 
dene  Punkte  invariant,  so  sind  die  dann  als  gleichberechtigt  anz 
sehen,  wenn  es  in  der  G^  eine  Transformation  giebt,  die  sie  untc 
einander  vertauscht  und  zugleich  die  Gruppe:  X^f . . .  Xmf  in  si 
überfuhrt;  diese  Transformation  der  Gq  vertauscht  eben  dann  auch  c 
beiden  Translationen  untereinander,  die  durch  die  beiden  invariant 
Punkte  abgebildet  werden. 

Hat  man  die  Translationen  bestimmt,  die  in  g  frei  auftreten  kc 
nen,  so  muss  man  noch  die  möglichen  Werthe  der  Constanten  at^  ßt, 
ermitteln.  Im  Allgemeinen  wird  man  bei  Anwendung  der  KIamm< 
Operation  finden,  dass  gewisse  dieser  Constanten  null  sein  müssen  m 
dass  andre   durch  Relationen  verknüpft  sind.     Die   dann  noch   übr 
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bleibenden  kann  man  zum  Theil  durch  geeignete  Transformationen  der 
^li  gleich  Null  oder  gleich  1  machen.  Man  darf  dabei  erstens  alle 
Translationen: 

benutzen  und  zweitens  alle  Transformationen  der  Gq,  bei  denen  sowohl 
die  Gruppe:  X^f . . .  X„,/*  als  die  Gruppe  der  freien  Translationen  in- 
variant bleibt. 

Wir  stellen  jetzt  zusammen^  was  für  Translationen  in  der  Gruppe 
ff  frei  auftreten  können,  wenn  man  als  Gruppe  X^f .  .  .  X„f  der 
Üeilie   nach  die  einzelnen  Gruppen  der  Tabelle  auf  S.  llßflF.  einsetzt. 


I,  1,  2 

freie  Translationen:  keine;  alle. 

II,  1,  2 

freie  Tranttlationen:  keine;  p,  g;  alle. 

II,  3,  4 

keine;  q]  alle. 

III,  1,  2 

keine;  p,  g;  alle. 

III,  3,  4           : 

keine;  9;  alle. 

III,  5,  6 

;  keine;  q;  p,  q;  alle. 

IV,  1,  2 

keine;  q;  p,  q-  alle. 

IV,  3,  4 

:  keine;  q;  p,  q;  alle. 

IV,  5,  6,  7,  8 

:  keine;  g;  p,  q',  alle. 

IV,  9,  10 

:  keine;  r;  p,  g;  alle. 

V,  1,2 

:  keine;  alle. 

V,  3,  4 

;  keine;  r;   p,  q;  alle.- 

V,  5,  6,  7      ; 

:  keine;  p;  q-  p,  g;  alle. 

V,  8,  9,  10    : 

keine;  q;  p,  q;  q,  r;  alle. 

V,  11,  12       : 

!  keine;  p\  q;  p,  g;  q,  r;  alle. 

V,  13-17 

!  keine;  q;  p,  q;  alle. 

V,  18,  19 

keine;  j;  p,  q-  alle. 

V,  20,  21 

:  keine;  g;  p,  q;  alle. 

V,  22,  23 

:  keine;  q;  p,  g;  alle. 

Vi,  1,  2,  3 

:  keine;  p;  q;  p,  q;  q,  r;  alle. 

Vi,  4,  5 

:  keine;  p\  q;  p,  q;  alle. 

Vi,  6,  7 

:  keine;  g;  p,  q;  q,  r;  alle. 

Vi,  8,  9 

:  keine;  q;  p,  g;  alle. 

Vi,  10,  11,  12 

:  keine;  j;  p,  g;  alle,  bei  VI,  11  auch  noch:  p. 

Vi,  13,  14,  15 

:  keine;  q;  p,  q;  alle,  bei  VI,  14  auch  noch:  q,  r. 

Vi,  16—19 

:  keine;  q\  p,  g;  alle. 

Vi,  20-22 

:  keine;  q;  p;  p,  q;  q,  r;  alle. 

Vi,  23,  24 

:  keine;  g;  p,  q;  alle. 

Vll,  1,  2 

:  keine;  g;  p,  g;  alle. 

VlI,  3,  4 

:  keine;  jp;  g;  p,  q;  p,  r;  alle. 
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VII ,  5,  6,  7  :  keine 

VII,  8,  9  :  keine 

VII,  10,  11,  12  :  keine 

VIII,  1  :  keine 


g;  jp,  g;  alle. 
Pi  2;  JP;  Ti  Py  n  alle. 
P'i  Ti  Pj  2;  ff/^;  alle. 
P\  Pj  2;  alle- 


Endlich  kann  g  auch  aus  lauter  Translationen  bestehen ,  wen/ 
nämlich  die  Gruppe:  X^/* . . .  X^/*  sich  auf  die  identische  Transfor- 
mation reducirt.  In  diesem  Falle  kann  g  eine  der  drei  Formen:  m 
Pf  Qi  Pf  9}  ^  annehmen. 

Hiermit  ist  alles  soweit  vorbereitet,  dass  man  durch  einfache 
Rechnungen  alle  projectiven  Gruppen  finden  kann,  die  eine  Ebene  in- 
variant lassen.  Wir  wollen  uns  aber  hier  begnügen,  unter  den  betref- 
fenden Gruppen  erstens  die  aufzustellen,  bei  denen  keine  Gerade  in- 
variant bleibt  und  zweitens  die,  bei  denen  kein  Punkt  seine  Lage 
behält. 

Lässt  eine  projective  Gruppe  des  Raumes  eine  Ebene  invariant, 
dagegen  keine  Gerade,  so  transformirt  sie  die  Punkte  der  invarianten 
Ebene  entweder  in  allgemeinster  Weise,  oder  sie  lässt  auf  der  Ebene 
einen  Punkt  und  weiter  keine  Punktfigur  in  Ruhe  oder  sie  führt  einen 
Kegelschnitt  der  Ebene  in  sich  über,  sie  transformirt  also  die  Punkte 
'  der  invarianten  Ebene  entweder  acht-  oder  sechs-  oder  fünf-  oder  drei- 
gliedrig,  denn  auf  dem  etwaigen  invarianten  Kegelschnitt  darf  natür- 
lich kein  Punkt  in  Ruhe  bleiben,  sonst  behielte  auch  die  zugehörige 
Tangente  ihre  Lage. 

Aus  Abschnitt  I^  Theor.  102,  S.  574  können  wir  entnehmen,  dass 
es  nur  vier  Typen  von  projectiven  Gruppen  giebt,  die  eine  Ebene  in- 
variant lassen  und  die  Punkte  dieser  Ebene  in  allgemeinster  Weise; 
das  heisst  achtgliedrig,  transformiren.  Verlegen  wir  die  invariante 
Ebene  ins  Unendliche,  so  erhalten  wir  als  Repräsentanten  dieser  vie- 
Typen  die  vier  Gruppen: 


O"^) 


(6) 


zp,  isq,  XQy  xp  —  yq,  yp,  xp  —  er^  xr,  yr 
zp,  zq,  xp,  yp,  xq,  yq,  xr,  yr,  zr 

zp,  zq,  xq,  xp  —  yq,  yp,  xp  -  zr,  xr,  yr,  p,  q,  r 
[zp,  zq,  xp,  yp,  xq,  yq,  xr,  yr,  zr,  p,  q,  r. 


Ebenso  giebt  es  nur  vier  Typen  von  projectiven  Gruppen,  die 
der  unendlich   fernen  Ebene  einen  Kegelschnitt  invariant  lassen 
dessen  Punkte  dreigliedrig  transformiren.     Aus  der  Tabelle  auf  S. 
entnehmen  wir  die  folgenden  Repräsentanten  dieser  vier  Typen: 


CO 


m 
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(2gp  +  yr,  xp  —  yq,   2zq  +  xr 

\2^jp  +  yr,   xp'-yq,   2zq  +  xr,  xp  +  yq  +  zr 

(2zp  +  yr,  xp  —  yq,   2zq  +  xr,  p,  q,  r 

\2zp  +  yr,   xp  —  yq,   2zq  +  xr,  xp  +  yq  +  zr,  p,  3,  r. 


!Noch  bleiben  die  Gruppen  zu  bestimmen,  die  blos  einen  Punkt 
der    unendlich  fernen  Ebene  in  Ruhe  lassen. 

Ifehmen  wir  an,  dass  g  eine  solche  Gruppe  ist  und  dass  g 
^i^  Punkte  der  unendlich  fernen  Ebene  sechsgliedrig  transformirt; 
dann  hat  die  zu  g  gehörige  Gruppe:  X^f .  .  .  X„if  eine  der  beiden 
Formen: 

zpy  zq,  xq,  xr,  xp,  yq,  zr 

zp,  zq,  xq,  xr,  xp  —  zr,  yq  +  c(xp  +  yq  +  zr) 

(®-    S.  116  II,  4  und  3),  demnach  hat  g  selbst,   wenn  von  den  freien 
X^ir&rislationen  abgesehen  wird,  eine  der  beiden  Formen: 

izp  +  a^p  +  ß^q  +  y^r 

\zr  +  a^p  +  ß^q  +  y^r 

{zp  +  «ijp  +  ßiq  +  y^r 

•  •  •  • 

yq  +  c{xp  +  yq  +  zr)  +  a^p  +  ß^q  +  y^r. 

ie  Translationen  treten  in  g  entweder  gar  nicht  auf  oder  es  kommt 
q  vor  oder  es  sind  p,  q,  r  alle  drei  vorhanden. 
Im  Falle  (A)  bringt  man  die  in  g  sicher  vorhandene  Transfor- 

üod: 

C^^  a;|>  +  yg  +  ^^  +  «1>  +  /'s  +  7^ 

die  Form:  xp  -{-  yq-^-  zr,  indem  man:  o;  +  a,  y  +  /3,  ^  +  y  als 

^^  X,  y,  z  einführt.     Durch  Combination  erkennt  man  sodann,  dass 

^lle  et*,  ßk,  y*  verschwinden.     So  einfach  gestaltet  sich   übrigens   die 

^^^chnung  immer,  wenn  eine  Transformation  (9)  auftritt,   mögen  nun 

»"eie  Translationen  vorhanden  sein  oder  nicht.     Im  Falle  (A)  erhalten 

^^i»-   demnach  die  drei  Gruppen: 

dO)  [^Pf  ^2^  ^2,  ^'T,  xp,  yq,  zr 

\zp,  zq,  xq,  xr,  xp,  yq,  zr,  q 

^1)  zp,  zq,  xq,  xr,  xp,  yq,  zr,  p,  q,  r, 

^^    diesen  kommen  aber  die  beiden  ersten  hier  nicht  in  Betracht,  da 
^     die  Gerade:  X'^  z  «*=0  invariant  lassen. 

Treten  bei  (B)  gar  keine  Translationen  frei  auf,   so  erhält  man 

-^-•i«,  Theorie  der  TnuxiforniAtionegrappeD.    m.  16 


(12)         ('"• 
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zunächst,  wenn  man  x  -{■  a,^  und   st  —  y^  als  neue  x  und  z  einf 

die  Transformation: 

xp  —  zr  +  ß^q. 

Combinirt  man  diese  mit  den  übrigen,  so  erkennt  man,  dass 

«u  ßu  yu  ßif  727  «8;  ßi,  «4?  ßA7  ny  «6?  n 
sämmtlich  verschwinden.     Durch»  Bildung  der  Ausdrücke: 

{ssp,  xq  +  nr),   (ep,  xr),  (xq  +  y^r,  zq  +  a^) 

ergiebt  sich  ferner:  yj  =  0,  /Sj  =  0  und  Og  =  y,  =  0.  Endlich  '. 
man,  wenn  c  =f=  —  1  ist,  auch  /Sg  durch  Einführung  eines  neu( 
gleich  Null  machen,  ist  aber  c  =  —  1  und  ß^  =j=  0,  so  kann  ma 
durch  Einführung  eines  neuen  z  gleich  —  1  machen.  Man  findet  < 
nach  die  beiden  Gruppen: 

zpy  zq,  xq,  xr,  xp  —  zr,  yq  +  c{xp  +  yq  +  zr) 

zq,  xq,  xr,  xp  —  zr,  xp  +  zr  -\-  q, 

die  allerdings  beide  die  Gerade:  x  =  z  =  0  invariant  lassen. 

Tritt  im  Falle  (6)  blos  die  Translation  q  frei  auf,  so  führt 
neue  x  und  z  derart  ein,  dass  a^  und  y^  verschwinden,  dann  s 
sich  durch  Combination  sofort,  dass  a^,  yj,  y^,  «3,  a^,  y^,  «g,  y^ 
null  werden  und  dass  y^  =  —  «^  ist.  Hat  c  einen  von  1  vers( 
denen  Werth,  so  ist  auch  «^  =  0,  ist  aber  c  =  1 ,  so  kann  «^  — - 
durch  Einführung  eines  neuen  z  den  Werth  1  erhalten.  Somit  erg< 
sich  die  beiden  Gruppen: 

(13)  zp,  zq,  xq,  xr,  xp  —  zr,  yq  +  c(xp  +  yq  +  zr),  q 

(14)  zp,  zq  +  p,  xq  —  r,  xr,  xp  —  zr,  xp  +  2yq  +  zr,  q, 

von  denen  die  erste  wiederum  die  Gerade  x  =  z  =  0  invariant  li 
die  zweite  lässt  den  linearen  Complex  invariant,  der  durch  die  i 
chung:  dy  —  xdz  -^^  zdx  =  0  dargestellt  wird. 

Treten  im  Falle  (B)  schliesslich  alle  Translationen  p,  q,  r 
so  haben  wir  die  Gruppe: 

(15)  zp,  zq,  xq,  xr,  xp  —  zr,  yq+ c{xp  +  yq+  zr),  p,  q,  r. 

Jetzt  bleiben  noch  alle  Gruppen  zu  bestimmen,  bei  denen  die 
endlich  ferne  Ebene  und  ein  Punkt  auf  ihr  invariant  bleibt,  wäh: 
die  Punkte  der  unendlich  fernen  Ebene  fünfgliedrig  transformirt  ' 
den.  Die  Gruppe  X^f , . .  Xmf,  die  zu  einer  solchen  Gruppe  g  gel 
kann  eine  der  beiden  Formen: 

zp,  zq,  xq,  xr,  xp  —  zr 

zp,  zq,  xq,  xr,  xp  —  zr,  xp  r\-  yq  -{-  zr 

(s.  S.  117,  III,  3  und  4)  erhalten-,  freie  Translationen  treten  entw 
nicht  auf,  oder  es  ist  q  vorhanden  oder  alle  drei:  p,  q,  r. 
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Da  die  Rechnung^  die  zur  Bestimmung  dieser  Gruppen  führt,  fast 
f  eine  Wiederholung  der  vorhin  gemachten  Rechnungen  hinaus- 
kommt, so  begnügen  wir  uns,  die  Gruppen  zusammenstellen,  die  sich 
ergeben.    Es  sind  die  folgenden: 

zp,  jsq^  xqy  XTy  xp  —  zr,  xp  '+  yq-^r  zr 

,  .^         ^i>,  n,  ^(h  ^^,  ^p  —  ^^,  ^p  +  ya  +  ^>%  a 

^  zp,  zq,  xq,  xvj  xp  —  zr 
zp,  zq,  xq,  xr,  xp  —  zr,  q. 

zpy  zq,  xq,  xr,  xp  —  zr,  xp  +  yq  +  zr,  p,  q,  r 
(1  7)  zp,  zq  +1?,  xq  —  r,  xr,  xp  —  zr,  q 

zp,  zq,  xq,  xr,  xp  —  zr,  p,  q,  r. 

t>ie   Gruppen  (16)  lassen  wieder  die  Grade:  x  =  z  =  0  invariant. 

Hiermit  sind  alle  projectiven  Gruppen  des  Raumes  gefunden,  die 
eine  Ebene,  aber  keine  Gerade  in  Ruhe  lassen,  es  sind  das  im  Ganzen 
^'o8  vierzehn  Typen,  deren  Repräsentanten  die  Gruppen:  (5),  (6),  (7), 
(8),  (11),  (14),  (15)  und  (17)  sind.  Zu  bemerken  ist,  dass  zwei  dieser 
Gruppen  je  einen  wesentlichen  Parameter  enthalten,  wir  haben  es 
daher  hier  im  Grunde  mit  je  cx)*  verschiedenen  Typen  oder  mit  zwei 
■^ypengattungen  zu  thun  (vgl.  Abschn.  I,  S.  447f.).  Endlich  erwähnen 
^^''>  dass  es  unter  den  genannten  vierzehn  Gruppen  vier  primitive 
giebt,  nämlich  die  Gruppen  (6)  und  (8),  alle  übrigen  sind  imprimitiv 
und  zwar  lässt  jede  von  ihnen  mindestens  eine  Schaar  von  oo*  Ge- 
i^aden  invariant,  dagegen  giebt  es  im  Allgemeinen  keine  invariante 
Schaar  von  oo^  Ebenen. 

Lässt  eine  projective  Gruppe  G  die  unendlich  ferne  Ebene  stehen, 

Bicht   aber  einen  Punkt  des  Raumes,   so  transformirt   sie  die  Punkte 

^^r   unendlich  fernen  Ebene  entweder  acht-  oder  sechs-  oder  fünf-  oder 

dreigliedrig.     Im  ersten  Falle  hat  G  offenbar  eine  der  beiden  Formen 

(G)    auf   S.  240,    denn    die    Gruppen    (5)    lassen    beide    den   Punkt: 

X^^y  =s  z  =  0  in  Ruhe.    Im  vierten  Falle  lässt  G  einen  Kegelschnitt 

auf  der  unendlich  fernen  Ebene  stehen   und  kann  daher  auf  eine  der 

beiden  Formen  (8)  gebracht  werden,  denn  die  Gruppen  (7)  halten  den 

Punkt:  o;  =  y  =  jEf  =  0  fest.     Uebrig  bleiben  also  nur  der  zweite  und 

dritte  Fall,   wo  beide  Male  eine  Gerade  der  unendlich  fernen  Ebene 

ihre  Lage  behält. 

Lässt  G  eine  Gerade  der  unendlich  fernen  Ebene  stehen  und 
transformirt  es  die  Punkte  der  Ebene  sechsgliedrig,  so  kann  die  zu  G 
gehörige  Gruppe  X^f . . .  Xmf  auf  eine  der  beiden  Formen: 

16* 


(19) 


ap,  eq,  xp,  yp,  xq,  yq,  zr 

zp,  zq,  xq,  xp  —  yq,  yp,  xp  +  yq  +  c(xp  +  yq  +  zr) 

gebracht  werden   (s.  S.  116  unter  II).     Hieraus  ergiebt  sich,    dass 
abgesehen  von  den  freien  Translationen,  eine  der  beiden  Formen  l 

lzp  +  a,p  +  ß^q  +  y^r 

(C)  .... 
[zr  +€CtP-\'  ß^q  +  y^r 

^P  +  (^iP  +  ßiQ  +  yir 

(D)  .... 

^i>  +  y  2  +  c  ( ^jp  +  y  2  +  ^ »")  +  «6  jp  +  A  5  +  yc  ^  • 

Freie  Translationen  treten   entweder  gar  nicht  auf  oder   es   komo 
blos  p  und  q  vor  oder  endlich  alle  drei:  p,  q,  r. 

Im  Falle  (C)  bekommen  wir  ohne  Weiteres  die  Gruppen: 

(18)  zp,  zq,  xp,  yp,  xq,  yq,  zr 

zp,  zq,  xp,  yp,  xq,  yq,  zr,  p,  q 
[0p,' zq,  xp,  yp,  xq,  yq,  zr,  p,  q,  r, 

von  denen  allerdings  die  erste  den  Punkt  x>»y«ajer«aO  stehen  li 

Treten  im  Falle  (D)  gar  keine  Translationen  auf,  so  fQhren 
^  +  ^4)   y  —  ßi9  ^  +  <*!   bezüglich  als  neue  x,  y,  z   ein,   dann  ^ 
den  a^,  ß^,  a^  gleich  Null  und  durch  Combination  erkennt  man,  d 
alle  a,  ß,  y  verschwinden.     Wir  finden  so  die  Gruppe: 

(20)      zp,  zq,  xq,  xp  —  yq,  yp,  xp  +  yq  +  c(xp  +  yq  +  zr), 

die  allerdings  den  Punkt:  x  '^  y  =  z  ^^0  stehen  lässt. 

Treten  p  und  q  auf,  so  erkennt  man  durch  Combination:, 
7^1  ...  7^5  null  sind;  ist  c=^0,  so  kann  man  durch  Einfährung 
neuen  z  auch  ^^  =  0  machen,  ist  c  <=  0,  so  kann  y^  einen  der  \ 
Werthe  0  oder  1  annehmen.    Demnach  haben  wir  die  beiden  Gr 

j^i>,  ^qy  ^Qf  ^P  —  yQy  yp,  xp  +  yQ  +  c{xp  +  yq  +  zr),  jp, 
[zp,  zq,  xq,  xp  —  yq,  yp,  xp  +  yq  +  r,  p,  q. 

Hierzu   kommt   endlich  noch,    wenn  p,   q   und   r  alle   auftret 
Gruppe : 

(22)     zp,  zq,  xq,  xp—yq,  yp,  xp+yq  +  c{xp  +  yq  +  zr) 

Transformirt  G  die  Punkte  der  unendlich  fernen  Ebene  ^ 

gliedrig,  so  kann  die  zugehörige  Gruppe  X^f .  .  .  Xmf  eine  d 

Formen: 

zp,  zq,  xq,  xp  —  yq,  yp,  xp  +  yq'^  zr 

zp,  zq,  xq,  xp  —  yq,  yp 


(2S) 


(M) 
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erhalten  (s.  S.  117  unter  III).    üieraus  ergeben  sich  leicht  für  G  selbst 
die  Formen: 

ßp,  zq,  xq,  xp  —  yq,  yp,  xp  +  yq  +  zr 

zp,  zq,  xq,  xp  —  yq,  yp 

[zp,  zq,  xq,  xp  —  yq,  yp,  xp  +  yq  +  zr,  p,  q 
zp,  zq,  xq,  xp  —  yq,  yp,  xp  +  yq  +  zr,  p,  q,  r 
zp,  zq,  xq,  xp  —  yq,  yp,  p,  q 
zp,  zq,  xq,  xp  —  yq,  yp,  p,  q,  r. 

JDamit  sind  alle  projectiven  Gruppen  des  Baumes  x,  y,  z  gefun- 
^^^y  die  eine  Ebene^  aber  keinen  Punkt  invariant  lassen,  es  giebt  deren 
dreizehn  Typen,  die  durch  die  Gruppen  (6),  (8),  (19),  (21),  (22),  (24) 
repräsentirt  werden*  Zwei  dieser  Typen  enthalten  je  einen  wesent- 
lichen Parameter. 

Nehmen  wir  an,  wir  hätten  die  im  Vorstehenden  an  einigen  Bei- 
spielen durchgefQhrte  Rechnung  für  alle  Fälle  vollendet.  Dann  hätten 
^^i"  allerdings  alle  projectiven  Gruppen,  die  eine  Ebene  invariant 
la-ssen,  aber  unsre  Aufgabe  wäre  damit  noch  nicht  zum  Abschluss  ge- 
bracht. Die  von  uns  aufgestellten  Gruppen  würden  nämlich  zwar 
umerhalb  der  allgemeinen  linearen  Gruppe  (1)  auf  S.  237  lauter  ver- 
=^chiedene  Typen  von  Untergruppen  repräsentiren,  es  müsste  aber  noch 
lestgestellt  werden,  ob  es  unter  ihnen  nicht  solche  giebt,  die  innerhalb 
^^T  allgemeinen  projectiven  Gruppe  mit  einander  gleichberechtigt  sind; 
derartige  Gruppen  würden  dann  natürlich   innerhalb  der  allgemeinen 

i^^ojectiven  Gruppe  ein  und  denselben  Typus  repräsentiren,  wir  hätten 

"^her  von  ihnen  jedesmal  nur  eine  zu  berücksichtigen  und  die  übrigen 

**s    üherflüssig  wegzulassen. 

Sollen  zwei  Untergruppen   der  Gruppe  (1),  die   innerhalb   dieser 

'^'^ppe  nicht  gleichberechtigt  sind,  es  doch  innerhalb  der  allgemeinen 

fe^**^jectiven  Gruppe  sein,  so  müssen  sie  offenbar  ausser  der  unendlich 

*^^^n  Ebene  noch  eine  andre  Ebene  in  B,uhe  lassen.     Um  daher  die 

^i^üssigen  unter  den  gefundenen  Untergruppen  der  Gruppe  (1)  aus- 

,      ^^^lieiden,  müssen  wir  diese  Gruppen  noch   einzeln   durchgehen  und 

**^     einer  jeden  untersuchen,  ob  sie  etwa  eine  im  Endlichen  gelegene 

'^e  stehen  lässt;  die  betreffende  Ebene  müssen  wir  durch  eine  pro- 

p^ive  Transformation  ins  Unendliche  verlegen  und  daim  zusehen,  ob 

p,    ^      dadurch  eine  Untergruppe  von  (1)  erhalten,  die  innerhalb  dieser 

^ppe  mit  einer  der  andern  von  uns  gefundenen  Untergruppen  von 

-^       gleichberechtigt  ist    Haben  wir  auf  diese  Weise  alle  überflüssigen 
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Untergruppen  von  (1)  beseitigt,  so  können  wir  sagen,  dass  wir  f 
jeden  Typus  solcher  projectiver  Gruppen,  die  eine  Ebene  invaria 
lassen,  einen  und  nur  einen  Repräsentanten  besitzen. 

Es  bleiben  jetzt  noch  alle  projectiyen  Gruppen  zu  bestimmen,  < 
einen  Punkt  invariant  lassen;  die  aber  finden  wir  sofort  aus  den 
die  eine  Ebene  invariant  lassen,  durch  dualistische  Umformung.  OSi 
bar  erhalten  wir  dabei  nur  aus  den  Untergruppen  von  (1),  die  keii 
Punkt  stehen  lassen,  neue  Typen  von  projectiven  Gruppen.  Hat 
wir  daher  alle  Untergruppen  von  (1)  bestimmt,  so  kennen  wir 
gleich  alle  projectiven  Gruppen,  die  einen  Punkt  invariant  lassen,  we 
wir  nur  zu  den  Gruppen  (6),  (8),  (19),  (21),  (22),  (24)  noch  die  d 
listischen  hinzufügen. 

Eine   hierzu   geeignete    dualistische   Transformation    ist    die 
S.  205  unter  (13)  angegebene,  die  durch  das  Polarsystem  der  Fla. 
zweiten  Grades:  z  —  ajy  =  0  bestimmt  ist;  diese  Transformation  fa 
nämlich  die  unendlich  ferne  Ebene  in  den  unendlich  fernen  Punkt 
Geraden :   x  ^  const. ,  y  =  const.  über.     Wenden  wir  sie  auf  die 
nannten  Gruppen  an,  so  erhalten  wir  die  Gruppen: 


(6') 


(8') 


(10') 


(21') 


l     Pj  Q,  r,  xp  +  2yq  +  zr,  yp,  xq,  xp  —  yq,  xr,  yr, 

^{^2^  +  yQ+  ^^);  y{^p  +  y«  +  ^0 

i>;  Qy  r,  xp,  ypy  xq,  yq,  xr,  yr,  zr,  x{xp  +  y^  +  zr), 

y  {pp  +  ya  +  ^0 

l  r,  xr,  yr,  p  —  2y{xp  +  yq  +  zr),  xp  —  yq, 

q  —  2x{xp  +  yq  +  zr) 
r,  xr,  yr,  zr,  p  -  2y{xp  +  yq  +  zr),  xp  —  yq, 

q  —  2x  {xp  +  yö'  +  ^0 

xr,  yr,  xp,  yp,  xq,  yq,  zr,  x{xp  +  yq  +  zr), 

y  {xp  +  yq  +  zr) 
r,  xr,  yr,  xp,  yp,  xq,  yq,  zr,  x{xp -{- yq  +  zr), 

y(^p  +  ya  +  ^r) 

fxr,  yr,  xq,  xp  —  yq,  yp,  xp  +  yq  —  czr,  x{xp  +  yq  +  z 

y  (xp  +  y(l  +  sr) 
xr,  yr,  xq,   xp  —  yq,   yp,   xp  +  yq  +  r,  x{xp  +  yq  +  z 

y{xp'\'yq  +  zr) 


(22')    (^'  ^^'  ^^'  ^^'  ^ 


xp  —  y^h  yp,  xp  +  yq  —  czr,  x{xp  +  yq  +  £ 

y{xp  +  yQ  +  ^r) 
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^^,  yry  xq,  xp  —  yq,  yp,  zr,  x{xp  +  yq  +  zr),  y(xp-\-yq  +  ar) 

,:>4^)\^>  ^^'  ^^'  ^*'  ^1^— y?;  yP7  ^^;  x(xp+yq+zr),  y{xp+yq  +  zr) 
xr,  yr,  xq^  xp  —  yq,  yp,  x{xp+yq  +  zr),  y{xp+yq  +  sr) 
r,  xr,  yr,  xq,  xp  —  yq,  yp,  x(xp  +  yq  +  zr),  y{xp  +  yq  +  zr), 

£s   sind  das  die  Repräsentanten  aller  Typen  von  projectiven  Gruppen^ 
bei   denen  ein  Punkt,  aber  keine  Ebene  invariant  bleibt. 

Die  Gmppen  (8'}  lassen  den  Cylinder:  4xy  —  1=0  invariant, 
sie  erhalten  eine  etwas  einfachere  Form,  wenn  man:  y  —  ^x^  =  0  zum 
invarianten  Cylinder  wählt  (vgl.  S.  192). 

§  59. 

Die  projectiven   Gruppen   des  Raumes,  die  eine  Gerade 

invariant  lassen. 

Jede  der  oo*  Geraden  des  Raumes  gestattet  eine  elfgliedrige  pro- 
jective  Gruppe;  verlegen  wir  die  Gerade  durch  eine  projective  Trans- 
formation derart,  dass  sie  in  die  Axe  des  Ebenenbüschels:  z  =  coust. 
übergeht,  so  erhält  die  zugehörige  elfgliedrige  projective  Gruppe  die 
Gestalt: 

'-^)       Py  97  ^7  ^P7  yP7  ^P7  xq,  yq,  Hf  ^^7  ^  (xp  +  yq  +  zr). 

Es  handelt  sich  also  jetzt  darum,  die  Untergruppen  der  Gruppe  (25) 
-tu  bestimmen. 

Statt  die  Untergruppen  der  Gruppe  (25)  selbst  zu  bestimmen, 
ijucliein  wir  zunächst  die  Untergruppen  einer  gewissen  gleichzusammen- 
gesetzten  Gruppe  des  vierfach  ausgedehnten  Raumes  R^.  Zu  dieser 
Gruj>pe  des  E^  gelangen  wir  folgendermassen: 

Die  Gerade  des  Raumes  x,  y,  z  kann  auch  als  ein  ausgearteter 
liu^ürer  Complex  dieses  Raumes  aufgefasst  werden,  denn  die  cx)^  Ge- 
raden^ die  eine  feste  Gerade  schneiden,  bilden  einen  ausgearteten  linea- 
reti   Complex.     Zum  Beispiel  stellt  die  Gleichung: 

.  'Z^^)  dz  +  k{xdy  —  ydx)  =  0 

^o  lauge  A  =j=  0  ist,  einen  nicht  ausgearteten  Complex  dar,  ist  aber 
;t  =  0,  so  stellt  sie  den  ausgearteten  Complea;  aller  Geraden  dar, 
^velche  die  Axe  des  Ebenenbüschels:  z  =  const.  treflfen.  Dem  ent- 
-»])rechend  geht  die  zehngliedrige  projective  Gruppe  des  linearen  Com- 
pJexes  (26)  (vgl.  S.  125)  für  A  =  0  in  eine  zehngliedrige  Gruppe: 

.     p;    2,  r,  xq,  xp  —  yq,   yp,  xp  +  yq  +  2zr,  zp,  zq, 
\  ^{xp  +  yq  +  zr) 

über,  die  in  der  Gruppe  (25)  als  invariante  Untergruppe  enthalten  ist» 
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Nun  ist  die  zehDgliedrige  Gruppe  eines  nicht  ausgearteten  linearei 
Gomplexes  nach  8.  140  gleichzusammeugesetzt  mit  der  Gruppe  allei 
conformen  Transformationen  des  Raumes  Xy  y,  e,  diese  letztere  Grupp« 
aber  ist  ihrerseits  gleichzusammengesetzt  mit  der  projectiyen  Gruppi 
einer  nicht  ausgearteten  Fläche  zweiten  Grades  im  It^  oder,  was  ai 
dasselbe  hinauskommt,   mit   der  Gruppe  der  nichteuklidischen  Bew( 
gungen  des  Ü4;  wir  werden  später  auf  diesen  Zusammenhang  zurücl 
kommen  (in  Eap.  18).    Demnach  ist  auch  die  Gruppe  eines  nicht  au 
gearteten  Gomplexes  im  Ü3  gleichzusammengesetzt  mit  der  Gruppe  d« 
nichteuklidischen  Bewegungen  im  JR^^.     Es  liegt  dahär  recht  nahe  ^. 
yermuthen,  dass  die  Gruppe  (27)  als  Ausartung  der  Gruppe  des  lin< 
ren  Gomplexes  mit  der  Gruppe  der  Euklidischen  Bewegungen  im  -_ 
gleichzusammengesetzt  ist,  denn  diese  letztere  Gruppe  ist  ja  eine  Ai 
artung  der  Gruppe   der  nichteuklidischen  Bewegungen.     Die   Gru] 
(25)  selbst  wird  dann  gleichzusammengesetzt  sein  mit  der  Gruppe 
Euklidischen  Bewegungen  und  der  Aehnlichkeitstransformationen  im 

In  der  That  verhält  es   sich   so.     Die  Gruppe  der  Euklidiscl 
Bewegungen  und  der  Aehnlichkeitstransformationen  im  JB^  besteht 
allen  projectiven   Transformationen  des  ü^,  bei  denen  die  unendH 
ferne  ebene  dreifach  ausgedehnte  Mannigfaltigkeit  M^  des  JB^  und. 
dieser  M^  eine  nicht  ausgeartete  Fläche  zweiten  Grades  in  Ruhe  bl< 
Sind  x^j  x^j  x^y  x^  rechtwinklige  Goordinaten  des  JB^,  ist  femer  t 
die  Gleichung  der  unendlich  fernen  ebenen  M^  und  sind  endlich: 

(28)  ^  =Ä  0,     x^x^  —  x^x^  =  0 

die  Gleichungen  der  invarianten  Fläche  zweiten  Grades  in  dieser   ^       ^y 
so  hat  die  genannte  Gruppe  des  B^  die  folgende  Gestalt*): 

Pu  Piy  P'ij  1>4,     ^iPi  +  ^2JPa  +  ^»ft  +  ^4i>4  =  U 

(29)  I  ^*^'  ■*"  ^'^^  "  ^''        ^'^'  "^  ^*^*  ""  ^' 

^sPi  +  ^dh  =  ^zy         ^iPi  +  ^iPs  —  ^3- 

*)  In  Bd.  5  der  Math.  Annalen  hat  Lie  gezeigt,  dass  die  allgemeine  ^^ro- 
jeetive  Gruppe  des  dreifach  ausgedehnten  Raumes  mit  der  Gruppe  aller  Be^r~öh- 
rungstransformationen,  die  Erämmungslinien  in  Erümmungslinien  überfiBhren,  ^^^ 
morph  ist;  gleichzeitig  bemerkte  er,  dass  die  zuerst  genannte  Gruppe  mit  der 
Gruppe  aller  conformen  Transformationen  des  vierfach  ausgedehnten  Baa.:KXi^ 
gleichzusammengesetzt  ist.  Er  zeigte  femer,  dass  die  grössie  projective  Groi..^>^ 
des  R.^y  die  eine  Gerade  invariant  Jässt,  mit  der  Gruppe  aller  Aebnlichkeitsti^^*-***" 
formationen  des  E^  gleichzuBammengesetzt  ist.  In  Bd.  10  des  norwegischen 
führte  er  sodann  die  Bestimmung  aller  projectiven  Gruppen  des  "E^,  die 
Gerade  invariant  lassen,  auf  die  Hestimmung  aller  Gruppen  von  Aehnlichk« 
transformationen  des  B^  zurück. 


) 
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Di^se  Gruppe  ist  wirklich  mit  der  Gruppe  (25)  gleichzusammengesetzt. 
AJsLS  erkennt  das  sofort^  wenn  man  die  infinitesimalen  Transformatio- 
n^Ji^  beider  Gruppen  einander  in  der  Weise  zuordnet,  wie  es  die  näch- 
st t^^^ende  Tabelle  angiebt: 

S^^xq,    Si  =  yq  —  xp,  Sj^  =  yp 

Ti  =  r,       T^  =  xp+yq  +  2zr,     T^  =  —  z[xp  +  yq  +  er) 

U=xp  +  yq. 

Die  Beziehung  zwischen  beiden  Gruppen  wird  noch  klarer,  wenn 
.n  Folgendes  beachtet:  Die  Transformationen:  S^y  829  ^3  lassen  die 
^  Erzengenden: 

(3 1 )  ^  ^  0,    Xx^  —  fix^  =  0,    fiX2  —  Xx^  =  0 

Fläche  (28)  invariant  —  bei  den  ihnen  entsprechenden  Transfor- 
ationen  der  Gruppe  (25)  bleiben  alle  Ebenen  des  Büschels:  .sf^const. 
iii  Ruhe.  Andrerseits  lassen  die  Transformationen:  T^,  T^,  T^  alle  cx)^ 
Erzeugenden: 

(32)  ^  =  0,    XXi  —  iix^  =  0,    fta;^  —  Xx^  =  0 

der  Flache  (28)  stehen  —  die  entsprechenden  Transformationen  von 
(25)  halten  alle  Punkte  auf  der  Axe  des  Ebenenbüschels:  a  =  const. 
*^8t.  Endlich  bleiben  bei  den  Transformationen:  Pi,  P2i  P^}  P^}  U 
Alle  Punkte  der  unendlich  fernen  ebenen  M^,  also  auch  alle  Erzeugen- 
^611  der  Fläche  (28)  in  Ruhe  —  die  entsprechenden  Transformationen 
^Oö  ^25)  halten  alle  Ebenen  z  «=  const.  und  alle  Punkte  auf  der  Axe 
^^'eses  Ebenenbüschels  fest. 

Wir  sehen  hieraus,  dass  den  00^  Ebenen  durch  die  Gerade,  die  bei 
^'^   Gruppe  (25)  invariant  bleibt,  die  00^  Erzeugenden  (31)  der  Fläche 
^7^)    zugeordnet  sind,  und  den  00^  Punkten   der   genannten  Geraden 
^*®    cx^  Erzeugenden  (32)  der  Fläche  (28). 

Den  Zusammenhang  zwischen  den  beiden  Gruppen  (25)  und  (29) 
.^^Icn  wir  zunächst  benutzen,  um  eine  dualistische  Transformation  des 
^^Xnes  Xy  y,  z  aufzustellen,  bei  der  die  Gruppe  (25)  invariant  bleibt. 
Bei  der  Transformation: 

Q,  ^^\)t  nämlich  die  Fläche  (28)  invariant,  es  werden  aber  ihre  beiden 
1  ^  '^^aren  von  Erzeugenden  mit  einander  vertauscht;  zu  gleicher  Zeit 
f|^  ^^V)t  die  Gruppe  (29)  invariant,  es  werden  aber  ihre  infinitesimalen 

^-^sformationen  unter  einander  vertauscht.  Im  Räume  x,  y,  z  ent- 
j      "^^cht  nun  der  Transformation  (33)  eine  gewisse  Transformation,  bei 

^     die  Ebenen:   z  =  const.   mit   den  Punkten   ihrer  Axe   vertauscht 


•*'l   "^  •*'l  f       •*'2  '*'2  f       '*'3  •*'4 »       •*'4  •*'3 
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werden.     Diese  Transformation  erhalten  wir,   wenn  wir   die  infinit 
malen  Transformationen  der  Gruppe   (25)  einander  so  zuordnen, 
die  entsprechenden  infinitesimalen  Transformationen  (29)  einander  dim^ 
die  Transformation  (33)  zugeordnet  werden.     Auf  diese  Weise  bek 
men  wir    für   die   gesuchte    Transformation   des   Raumes    x,  y,  si 
Gleichungen: 

xq  =  r,      yq  —  xp  =  xp  +  yg  +  2zr 

r    =  xq,    x'p  -^  yW  '\~  2//==  yq  —  xp 

und  die  Transformation  selbst  wird: 

(34)  2'     -^  2  '  3 

|j/=— ^g,  q=qj  r  =  xq. 

Sie  ist  eine  homogene  Berührungstransformation,  die  aus  der  Gleichi^-ng: 

(35)  y  ^  y  -^  xz  —  X  z  =  0 

abgeleitet  ist  (vgl.  Abschn.  11,  Theor.  15,  S.  150).     Da  nun  die  GP- J^^' 

chung  (35)  augenscheinlich   einen  linearen  Complex  bestimmt,  so        ^* 

^.-^p 

die   Transformation   (34)   ofl'enbar    nichts   andres   als    die    dualistis^C-^ 
Transformation,  die  zu  diesem  linearen  Complexe  gehört. 

Damit  ist   wirklich   eine  dualistische  Transformation  des  ßaui     '^'^^ 
Xy  y,  z  gefunden,  bei  der  die  Gruppe  (25)  invariant  bleibt. 

Wir  gehen  jetzt  dazu  über,  die  Untergruppen  der   6fjj  (29) 
bestimmen;    haben   wir   die    gefunden,   so    können    wir    vermöge 
Tabelle  (30)  sofort  alle  Untergruppen  von  (25)  hinschreiben.  ^^-^-ao^ 

Wesentlich   erleichtert  wird  uns   die   Untersuchung  der  G^i  i^^^'^^^^ 
dadurch,  dass  die  infinitesimalen  Transformationen: 

(36)  5i,  /Sg,  Sg,  Ti,  ^2,  Tg,  TJ 

eine  siebengliedrige   Untergruppe  G^  von  (29)   erzeugen,  die  mit 
Gruppe: 

(37)  i),  xpy  x'p,  q,  yq,  y^q,  r 

gleichzusammengesetzt  ist,   denn  von  dieser   letzteren   Gruppe   habezs^^^ 
wir  auf  S.  207  ff.  alle  Untergruppen  bestimmt.     Allerdings   betrachte- 
ten wir  damals  in  der  Gruppe  (37)  x  und  y  als  gleichberechtigt,  aber 
das  schadet  nichts,  denn  es  kommt  auf  dasselbe  hinaus,  als  wenn  \7ir 
die    beiden    Schaaren   von   Erzeugenden    der  Fläche    (28)    als    gleich- 
berechtigt ansehen,  und  das   wieder  ist  gleichbedeutend  mit  der  Aus- 
führung der  dualistischen  Transformation   (34). 

Zur  Bestimmung  aller  Untergruppen  der  G^^  (29)  führen  uns  nun 
ähnliche  Betrachtungen  wie  auf  S.  211  und  auf  S.  237  f.  Wir  können 
uns  daher  kurz  fassen. 
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Jede  Untergruppe  g  der  G^^  enthält  erstens  gewisse  etwa  m  un- 
ablü angige  infinitesimale  Transformationen: 

wo     X^f . . ,  X^/"  eine  m-gliedrige  Untergruppe  der  G^  (36)  erzeugen, 
und    zweitens  gewisse  freie  Translationen: 

ßjiPi  +  Ä2P2  +  ßjzP9  +  ßjiPA    (^  =  ^  •  •  0, 
die      für  sich  genommen  eine  invariante  Untergruppe  von  g  erzeugen. 
DcLl>ei  können  wir  voraussetzen,  dass  die  Gruppe:   X^f  . . .  Xmf  eine 
der    Normalformen  besitzt,  die  in  der  Tabelle  auf  S.  209  f.  verzeich- 
net;   sind. 

Um  zu  entscheiden,  was  fOr  freie  Translationen  in  g  auftreten 
Ivönziien^  muss  man  untersuchen,  was  fQr  ebene  Mannigfaltigkeiten  die 
Gr^xappe:  X^f . , .  Xmf  auf  der  unendlich  fernen  ebenen  Jfj  des  JR^  in- 
^a-x-iant  lässt.  Jeder  solchen  Mannigfaltigkeit  entspricht  eine  gewisse 
^»"vippe  von  Translationen,  die  von  den  freien  Translationen  der  Gruppe 
7  eirzeugt  sein  kann.  Man  braucht  aber  in  vielen  Fällen  nicht  alle 
üe  betreffenden  Mannigfaltigkeiten  zu  berücksichtigen,  denn  es  kann 
^^  der  Gruppe  (36)  Transformationen  geben,  bei  denen  die  Gruppe: 
1 Z' ...  Xro/*  invariant  bleibt,  während  die  bewussten  Mannigfaltig- 
^ Vitien  unter  einander  vertauscht  werden;  überdies  ist  nicht  zu  ver- 
?^ssen,  dass  die  beiden  Schaaren  von  Erzeugenden  der  F^  (28)  als 
gleichberechtigt  betrachtet  werden. 

Hat  man  unter  den  verschiedenen  Gruppen  von  freien  Translatio- 
^^^^i  die  in  g  auftreten  können,  eine  gewählt,  etwa  die  Gruppe  y,  so 
ocuass  man  noch  alle  Gruppen  g  bestimmen,  die  gerade  die  Translatio- 
'^^^■=^  von  y  frei  enthalten.     Durch  Combination  findet  man  zunächst, 
uass  gewisse  von  den  Constanten  a^i,  «ta,  a^s,  «**  verschwinden;   die 
tiocl  übrig  bleibenden  kann  man  wenigstens  zum  Theil  durch  geeig- 
nete Transformationen  der  G^^  (29)  wegschaffen,  man  darf  aber  dabei 
^^^^  solche  Transformationen  der  ö^  benutzen,    bei  denen  sowohl  die 
Gruppe  y  als  die  (fn  + 4)-gliedrige  Gruppe: 

Xyf  . . .  Xmfj  Pi  . . .  |?4 
^^ariant  bleibt. 

Jetzt  wollen  wir  noch  in  einer  Tabelle  für  jede  der  verschiedenen 
rlonnalformen  der  Gruppe:  X^/  . . .  Xmf  angeben,  welche  freien  Trans- 
lationen auftreten  können.  Wir  geben  dabei  jedesmal  an,  wie  die 
Grnppe:  X^f . . .  Xmf  die  F^  (28)  tranaformirt 

I.  Die  F2  mrd  sechsgliedrig  transformirt  : 

^17    ^2>    ^8>    -'l?    -^2>    -^8J       ^1?    ^2>    ^St    -^1?    ^2f    -^3;     ^J 

freie  Translationen:  keine;  alle. 
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II.  Die  F2  fünfgliedrig,  eine  Erzeugende  der  einen  Schaar  bleibt 

^1;    ^27    ^Zy    ^1)    ^2  +  «f^;      ^1}    ^27    ^37    ^1}    T%J     U] 

freie  Translationen:  keine;  p^,  p^^  alle. 

III.  Die  F2  viergliedrig: 

A)  Eine  doppeltzählende  Erzeugende  der  einen  Schaar  bleibt       —      f^^^. 

^1)  ^i)  ^3;  ^i5     ^1;  ^2?  ^sf  ^1+  U]     Si,  S^f  Sj,  jTi,  ?/; 
freie  Translationen:  keine;  |>j,  2^^;  alle. 

B)  Zwei  Erzeugende  der  einen  Schaar  fest: 

^If    ^2;    ^3f       ^2  +  ^f^5       ^1>    ^27    ^3;    ^2»     ^5 

Translationen:  keine;  Pi,  p^'^  alle. 

C)  Von  jeder  Schaar  eine  Erzeugende: 

Ä„  S,  +  aU,  T„  T,  +  6f7;     Ä„  Ä„  T„  T„  t^; 
Translationen:  keine;  p^]  p^,  p^]  p^j  p^,  p^]   alle. 

IV.  Die  F2  dreigliedrig: 

m 

A)  Alle  Erzeugenden  der  einen  Schaar: 

^l)    ^2>    ^3?       ^17    ^2»    ^37     U. 

Translationen:  keine;  p^^  p^-^   alle. 

B)  Eine  Erzeugende  der  einen,  eine  doppeltzählende  der  andere 
Schaar: 

S„  S,  +  aU,  T,;    S„  S,  +  aU,  T,  +  U-,  S,,  S,,  T,,  J7; 
Translationen:  keine;  p^-^   p^,  ^3;    p^^  p^-,   p^,  p^,  p^]   alle. 

C)  Eine  Erzeugende  der  einen,   zwei  der  andern  Schaar: 

Translationen:  keine;  p^]  p^y  p^]  p^,  p^]  p^^  pg,  p^)  alle. 

D)  Von  jeder  Schaar  eine  Erzeugende: 

S,,  S,  +  cT,  +  aU,     r,  (c  +  0);     S,,  S,  +  cT„  T,,   U  (c  ^0) 

Translationen:  keine;  p^;   p^,  p^^]  Pu  Psy  P^]  alle.     Ist  c=  1,  so  bl 
ben  noch  00^  Tangenten  der  i^g  in  Ruhe;  es  können   daher  auch 
Translationen:  p^,  p^  +1^4  fr^i  auftreten. 

E)  Ein  Punkt  ausserhalb  der  Fläche  nebst  seiner  Polarebene: 
5,  +  T„  S,  +  T„  S,  +  T,;    S,  +  T„  S,  +  T„  S,  +  T^,  U; 

Translationen:  keine;  2h  — Pa'i   Pif  P2J  Ps  +1^45    ^^^' 

V.  Die  F^  zweigliedrig, 
A)  Von  der  einen  Schaar  eine,  von  der  andern  alle  Erzeugende: 

Translationen:  keine;   pj;  Pi,  p^]    PiP^]  Piy  Pz}  P4]    *^^®» 
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B)  Von  der  einen  Schaar  eine  Erzeugende,  von  der  andern  eine 
dop  p  eltzählende : 

S,,S,  +  T,  +  aU',    S,,  S,+  T,,  U-, 
Translationen:    keine;  p^]  p^,  p^]  2hf  Pa]  Pij  P99  Pi]   all©- 

C)  Von  der  einen  Schaar  eine  Erzeugende,  von  der  andern  zwei: 

Translationen:  keine;  Pi]  p^,  2hj  P17  Pii  Pd  Psy  P^i  ^H®?  ist  c  =  1,  so 
konamt  noch  der  Fall:  jp,,  p^  -\-  P4  hinzu. 

D)  Vjon  jeder  Schaar  eine  Erzeugende  und  in  der  hierdurch   be- 
st, iucimten  Tangentialebene  noch  ein  Punkt  ausserhalb  der  F^: 

S^  +  T,,  S,  +  T,  +  aU',   S,  +  T„  S,  +  T,,  J7; 
Translationen:   keine;  i>,;  ft  -p^;    p^,  Pj^  +  ^p^]   ft,  1)3,  p^]   2\,  ft^ 
f*^    -\-Pi]  alle. 

£)  Von  jeder  Schaar  eine  doppeltzählende  Erzeugende: 

S,,  T,;  S,,  T,  +  U',   S,  +  U,  T,  +  tT;   Ä„  T„  T; 
nslationen:  keine;  p^-^  ft,  ft;  PuP^+Pa\  Pu  P;^^  Pa,  »He. 

F)  Von  der  einen  Schaar  eine  doppeltzählende;  von  der  andern 
6i  * 

S„  T,  +  aU;   S,  +  U,  T,  +  aU-,  S„  T„  U; 

^-''■»■nslationen:   keine;  p,;  Pj,  ft;  p^,  j)^;  p,,  jpj,  jp^;   alle. 

O)  Von  jeder  Schaar  zwei: 

St  +  aU,  T,  +  bU;  S„  T^,  U; 
^  ^a-nslationen:   keine;  2Y1  Pu  ftS  Pif  Pi]  P17  P3;  Pi]   alle. 

VI.  Die  F2  eingliedrig: 

A)  Von  der  einen  Schaar  eine  doppeltzählende  Erzeugende,  von 

^**      andern  alle: 
,^  «,;  S,  +  I/;  Ä„   U-, 

*'^:n8lationen:  keine;  p^]  jp^,  jp,;  p^,  p^]  p^,  p^  +  p^-,  p^,  p^,  p^]  alle, 

B)  Von  jeder  Schaar  eine  doppeltzählende: 

^^.nslationen:    keine;    Pi;  p^  —  p^]  p^,  A+^i^i?  -Pi»  A»  ^5  Ihj  Ih, 
^  "^+P4;  alle. 

C)  Von  der  einen  Schaar  eine  doppelt  zählende;  von  der  andern 
'^^ «nslatiouen:  keine;  ft;  p^,  p,;  p^,  i)^;  Pi,  p^,  i>«;  alle. 
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D)  Von  der  einen  Schaar  zwei,  von  der  andern  alle: 

Translationen:  keine;   p^;  Ih,  P2]   Pi,  Psi  Pij  Pa^  Piy  Ps,  Pai    aUe. 

E)  Von  jeder  Schaar  zwei: 

Translationen:  keine;  ^^i?  Ä?  ä5  Ph  Pa]  Pit  Pzj  AJ   a'lö.     Ist  c 
so  kommt  noch  der  Fall:  p^^,  p^  +i^4  hinzu. 

VII.  Die  F^  nullgliedrig: 

Die  Gruppe:   X^f . . .  Xmf  hat  hier  entweder  die  Form    U  o 
sie  schrumpft  auf  die  identische  Transformation  zusammen. 

Freie  Translationen:  keine;  jp^;  p^—p^]  jPi,  p^]  Pj^,  P^+Pai  Pu 
Pn  Pi,  A;  Pi>  Pif  P!i+PA]  alle. 

Hiermit  ist  alles  soweit  vorbereitet,  dass  man  durch  ziemlich  ei] 
fache  Rechnungen  alle  Untergruppen  der  G^^  (29)  auf  Normalforme 
bringen  kann.  Hat  man  das  gethan,  so  findet  man  vermöge  d< 
Tabelle  (30)  auf  S.  249  sogleich  Normalformen  für  die  Untergruppe^ 
der  Gruppe  (25).  Doch  darf  man  nicht  vergessen,  dass  bei  der  B^  ** 
Stimmung  aller  Untergruppen  von  (29)  die  beiden  Schaaren  von  £'  £ 
zeugenden  der  Fläche  als  gleichberechtigt  angesehen  worden  sind,  m\ 
muss  daher  zu  den  Untergruppen  von  (25),  die  man  erhält,  noch 
dualistischen  hinzufügen,  am  besten  mit  Benutzung  der  dualistisch« 
Transformation  (34).  Uebrigens  ist  es  keineswegs  nothig,  zu  alli 
Untergruppen  von  (25)  die  dualistischen  hinzuzufügen,  in  einer  Anzi 
von  Fällen  liefert  die  dualistische  Transformation  (34)  keine  neu.  * 
Gruppen. 

Auf  diese  Weise  findet  man  Normalformen  für  alle  Untergrnpi^  < 
der  Gruppe  (25)  und  damit  Repräsentanten   für    alle  Typen   solchm. 
projectiver  Gruppen  des  Raumes   a;,  y,  z,   die   eine  Gerade  invarii 
lassen.     Aber  man  erhält  im  Allgemeinen  für  jeden   solchen    Tyj 
mehrere  Repräsentanten.     Die  Gruppen,  die  man  findet,  sind  nämL 
zwar  innerhalb  der  Gruppe  (25)  nicht  mit  einander  gleichberechii 
aber  es  kann  unter  ihnen  solche  geben,   die   innerhalb   der  fünfze^ 
gliedrigen  allgemeinen  projectiven  Gruppe   mit  einander  gleichbei 
tigt  sind.     Man  hat  daher  bei  jeder  einzelnen  der  gefundenen  Grup 
zu  untersuchen,  ob  sie  ausser  der  Axe  des  Ebenenbüschels:  ie:  =  ca 
noch  eine   andre  Gerade  invariant  lässt.     Thut  sie  das   nicht,   so 
ist  sie  innerhalb  der  allgemeinen  projectiven  Gruppe  mit  keiner  and< 
der  gefundenen  Gruppen   gleichberechtigt;   thut  sie  es,  so  führt 
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lie  betreffende  Gerade  durch  eine  projective  Transformation  in  die  Axe 
es  Ebenenbüschels:  jet  «»  const.  über  und  erkennt  dann  leicht;  ob  die 
Tix±€rgruppe  durch  geeignete  Wahl  dieser  Transformation  in  eine  andre 
er     gefundenen  Untergruppen  verwandelt  werden  kann. 

Wir  haben  nunmehr  gezeigt,  wie  man  alle  projectiven  Gruppen 
.odcn  kann,  die  eine  Gerade  invariant  lassen  und  sogar  die  Mittel  an- 
gegeben, um  für  jeden  Typus  von  solchen  Gruppen  einen  und  niu: 
in^n  Repräsentanten  zu  erhalten.  Die  wirkliche  Durchführung  der 
rtoTderlichen  Rechnungen  unterlassen  wir  und  begnügen  uns  damit, 
11  e  projectiven  Gruppen  aufzustellen,  die  zwar  eine  Gerade,  aber  weder 
ine  Ebene  noch  einen  Punkt  in  Ruhe  lassen. 

Soll  eine  Untergruppe  von  (25)  keinen  Punkt  und  auch  keine 
'b^ne  invariant  lassen,  so  darf  die  ihr  entsprechende  Untergruppe 
ou  (29)  jedenfalls  keine  Erzeugende  der  F^  (28)  invariant  lassen,  es 
ornmen  daher  nur  die  beiden  Fälle:  I  und  IV,  E  in  Betracht. 

Im  ersten  Falle  enthält  die  betreffende  Untergruppe  jedetifalls 
eoVis  infinitesimale  Transformationen  von  der  Form: 

Si  +  cCiiPi  H f-  «I4Ä7     Ti  +  /Sni>i  H +  ßi^PA 

(»=1,2,3) 

^^d  ausserdem  möglicherweise  noch  eine  von  der  Form: 
^  ir^ie  Translationen  treten  entweder  gar  keine  auf  oder  alle. 


Kommen   alle  Translationen   frei  vor,   so   haben    wir   die  beiden 
^-^nappen: 

(38^  |^1>    ^2;    ^97    ^1}    ^2»    ^3?     Pl)    P2f    Psf    Pa 

[Si,  S^,  Äg,  Ti,  Tg,  Tg,  U,  ft,  P2,  Ps,  Pa» 

Kommt  keine  freie  Translation  vor  und  tritt  1/  +  •  •  •  nicht  auf,  so 
■üiaclit  man  «j^  . .  .  «24  durch  Einführung   neuer  x^  , . .  x^  gleich  Null 
und  erkennt  sodann  durch  Combination,  dass  alle  a  und  ß  verschwin- 
den; tritt  die  Transformation   U -{ auf,  so  bringt  man  sie  zuerst 

^^^i'ch  Einführung  neuer  x^  . .  .x^  auf  die  Form  U  und  findet  nachher 
^^rch  Combination,  dass  alle  a  und  ß  null  werden.  Das  giebt  die 
**®ideii  Gruppen: 

(39\  f^i;  ^2;  '^s;   ^D   ^2;   ^8 

[Äi,  S^,  Sg,  Tj,  Tg,  Tj,  ü. 

Im  zweiten   Falle  enthält   die   betreffende  Untergruppe   von  (29) 
J^^eufaijg  jrei  Transformationen  von  der  Form: 
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S,  +  Ti  +  anpi  -| f-  auPi     (««i.«,»), 

wozu  noch  eine  von  der  Form: 

treten  kann.  Freie  Translationen  kommen  nach  S.  252  entweder  i^ 
vor  oder  es  kommt  p^  —  p^  vor  oder  i^i,  i>2>  Ä+i^4  oder  endlich  s 
Pu  P27  A»  Pa- 

Tritt  J7  +  •  •  •  ^^^}  so  bekommen  wir  ohne  Weiteres  die  Grup] 

^1  +  ^i>  ^2  +  ^2;  ^8  +  ^8;    U,  JPs  —  Ä 

^1   +  Tl>    ^2  +  ^i9    ^8  +  ^3}     Uy   p^j  ft>    Ps  +JP4 
lÄ,  +  Tj,   Ä|  +  ^2>   ^3  +  ^8;    f^>  Pi;  A>  Pzi  Pa' 


(40) 


Tritt   ?7-|-  * '  *  nicht  auf^  so  ist  eine  kleine  Rechnung  nöthig. 

Es  gebe  zunächst  keine  freien  Translationen.  Durch  Einf&hni 
neuer  Xi  und  x^  macht  man  a^i  und  a^  gleich  Null.  Gombinirt  m 
dann  8^+  T^  +  •  -.  und  Äj  +  Jj  H mit  Äg  +  T^ H ,  so  komr 

2(5'i  +  Ti)  +  2aiijpi  -  2ai8ft  —  («„  +  a^^p^ 
2(^8  +  T^)  —  2a8iA  +  2a82A  +  («2»  +  «24)i>2; 
also  ergiebt  sich: 

«12  "^  «J3  =  «U  =  «81  =  «83  =  ^4  =  0,       «J3  +  «24  =  0. 

Ferner  wird: 

(S,+  T,  +  a,,p,,     iS3+T8  +  «82l>2)=-(Ä2+^2)  +  K-«82)(P8  + 

demnach  muss  o^s  =  «^4  «=  0  sein  und  a^^  =  Og^.     Durch  Einfuhr* 
eines   neuen  x^   wird   endlich   o^j    und   damit   auch  a^2  ^=  ^   ^^^ 
finden  die  Gruppe: 

(41)  S,  +  T„  s,  +  r,,  S,  +  T,. 

In   den   übrigen  Fällen   ergeben    sich    auf  genau  dieselbe  Weise 
Gruppen: 

1^1  +  ^17  ^2  +  ^if  ^8  +  ^8>  Pz  —Pa 
Äi  +  2^1,  s,  +  r„  S3  +  Ts,  i>i,  1>2,  Ä  +1>4 
^1  +  ^11  ^2  +  ^2?  ^3  +  ^8;  fti  Pif  Pi7  Pa  • 

Damit  sind  alle  Untergruppen  der  Gj^  (29)  gefunden^   die  keine 
zeugende  der  Fläche  (28)  in  Ruhe  lassen. 

Die  Untergruppen  von  (25),  die  den  Gruppen  (38)  bis  (42) 
sprechen,  lauten  folgendermassen : 


Die  imprimitiTeD  projectiTen  Grappen  des  gewölmlichexi  Banmes.       257 


(43) 


xq,  xp  —  yq,  yp,  r, 
xq,  xp  —  yq,  yp,  r, 
xq,  xp  —  yq,  yp,  r, 

«3  +  r^yq  +  ^^  yp 

xq  +  r,  yg  +  irr,  yp 
xq  +  r,yq  +  zr,  yp 
xq  +  r,yq  +  zr,  yp 
^q  +  'r,yq  +  zr,  yp 
^q  +  r,yq  +  zr,  yp 
«3  +  r,yq  +  zr,  yp 
[xq  +  r,yq  +  zr,  yp 


^P  +  yq  +  2^r,  z  (xp  +  yq  +  zr) 

xp  +  yq  +  2jer,  z{xp  +  yq  +  zr),  xp  +  yq 

xp  +  yq  +  ^zr,  zixp  +  yq-^-zr),  p,  q,  zp,  zq 

—  z(xp  +  yq  +  zr) 

—  z(xp  +  yq  +  zr),  xp  +  yq 

—  z(xp  +  yq  +  zr),  p  +  zq 

—  e{xp  +  yq  +  zr),  xp  +  yq,  p  +  zq 

—  z{xp  +  yq  +  zr),  q,  zp,  p  —  zq 

—  z{xp  +  yq  +  zr),  xp  +  yq,  q,  zp,  p  —  zq 
^z{xp  +  yq  +  zr),  p,  q,  zp,  zq 

—  z(xp  +  yq  +  zr),  xp  +  yq,  p,  q,  zp,  zq. 


^s  sind  das  zusammen  mit  der  Gruppe  (25)  selbst  die  Repräsentanten 
aller  Typen  von  projectiven  Gruppen,  bei  denen  eine  Gerade,  aber 
^^eder  ein  Punkt  noch  eine  Ebene  invariant  bleibt. 

Zum  Schlüsse  wollen  wir  noch  alle  invarianten  Untergruppen  der 
Gruppe  (29)  bestimmen,  um  die  invarianten  Untergruppen  von  (25) 
angeben  zu  können. 

Die  Gruppe  (29)  lässt  auf  der  unendlich  fernen  ebenen  M^  keine 
^bene  Mannigfaltigkeit  invariant,  jede  ihrer  invarianten  Untergruppen 
enthält  daher  entweder  alle  Translationen  i>i . .  1>4  oder  gar  keine. 
Enthielte  sie  gar  keine,  so  hätten  alle  ihre  infinitesimalen  Trans- 
formationen die  Form: 

4 

«1^1  +  «2^«  +  ^S,  +  ß,T,  +  ß,T,  +  ß,T,  +2^'  y,i>,, 


alU 


die  a,  ß  nicht  alle  verschwinden  dürften,  durch  Combination  mit 
,.j?4  käme  man  aber  sofort  auf  einen  Widerspruch;  also  muss  sie 
Translationen  enthalten. 

Die  Translationen  p^  ...i>4  erzeugen,  für  sich  genommen,  schon 
invariante  Untergruppe  von  (29).     Umfasst  nun  eine  invariante 
ti^ergruppe  von  (29)  ausser  l>i  . . .  i>4  noch  andre  infinitesimale  Trans- 
%nationen,  so  kann  man  die  stets  so  wählen,  dass  sie  eine  invariante 
"tergruppe  der  G^  (36)  erzeugen,  die  invarianten  Untergruppen  dieser 
können  wir  aber  nach  8.  210  sofort  hinschreiben.    Demnach  ergiebt 
^^ii,  dass   unsre    G^  (29)   die    folgenden   invarianten    Untergruppen 

Pu  Pi,  Ps,  P*]  Piy  Pt,  P»>  Pi>   P" 

Pi)  Ptt  Pat  PiJ    ^u  Si,  Ä,;  Pi,  Pi,  Pi,  Pt,  S,,   St,  Ä,,    U 


U 


-4) 


iPit  Pt7  Psf  Ptt  ^n  ^»}  ^«;  Pu  Pi,  Pai  Pu  Ti,  r„  T„  u 
Pu  Pi)    Pu    P*>    ^1,    ^i)    ^3)     ^1}    ^i>    ^8- 


Li«,  TliMtIo  dei  Tnn>fonii»tioDsgrapp«i.  m. 
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Damit  sind  auch  die  invariaDten  Untergruppen  von  (25)  gefunden^  wir 
brauchen  sie  aber  wohl  nicht  erst  hinzuschreiben. 

Die  Methoden  zur  Bestimmung  aller  projectiven  Gruppen  des 
Baumes  x^  y^  z^  die  entweder  einen  Punkt  oder  eine  Gerade  oder  eine 
Ebene  invariant  lassen^  sind  hiermit  zur  Genüge  besprochen.  Wir 
machen  zum  Schlüsse  nochmals  darauf  aufmerksam^  dass  die  Ent- 
wickelungen  des  gegenwärtigen  und  des  vorhergehenden  Paragraphe 
eine  wirksame  Prüfung  der  Bechnungsergebnisse  ermöglichen,  andrer- 
seits aber  ergänzen  sie  auch  einander.  In  §  58  haben  wir  ja  all» 
projectiven  Gruppen  bestimmt,  die  einen  Punkt  oder  eine  Ebene,  a 
keine  Gerade  invariant  lassen  —  diese  Gruppen  mussten  uns  natürlic 
in  dem  gegenwärtigen  Paragraphen  entgehen.  Dagegen  konnten 
Gruppen  y  bei  denen  eine  Gerade,  aber  kein  Punkt  und  auch  kei 
Ebene  invariant  bleibt,  in  §  58  nicht  mit .  berücksichtigt  werden 
sie  sind  dafür  in  dem  gegenwärtigen  aufgestellt. 

Hat  man  alle  projectiven  Gruppen  des  Raumes  x^  y,  z  bestim 
so  kann  man  ohne  Schwierigkeit  auch  alle  linearen  homogenen 
in  vier  Veränderlichen  finden;  man  braucht  zu  diesem  Zwecke  nur 
in  Kapitel  6  entwickelten  Methoden  anzuwenden. 

§  60. 

Die  einzige  primitive  projective  Gruppe  des  Raumes  x^  y,  z,  de 
Untergruppen  wir   noch  nicht  näher  untersucht  haben,   ist  die  ze 
gliedrige   projective  Gruppe    eines   nicht   ausgearteten    linearen 
plexes*).     Wir  wollen   in  aller  Kürze  angeben,   wie  man  ihre  Un 
gruppen  leicht  finden  kann. 

Wird  der  lineare  Complex  durch  die  Gleichung: 

(45)  dz  -\-  xdy  —  ydx  =  0 

dargestellt,  so  lautet  nach  S.  125  seine  zehngliedrige  projective  Gru 
folgendermassen : 

P  —  yr,   q  +  xr,   r 
xq,   xp  —  yq,   yp,   xp  +  yq  +  2zr 

zp  —  y{oop  +  yq  +  zr),     zq  +  x{xp  +  yq  +  zr) 

z{xp  +  yq  +  zr). 


(46) 


*)  In  seiner  Dissertation  (Archiv  for  Math,  og  Naturv.  Bd.  16,  1892)  hat  H^^'' 
Knothe  eine  sorgfältige  Bestimmung  aller  Untergruppen  der  genannten  Groj^     P® 

geliefert.    Die  Methoden,  die  er  dabei  benutzt,  rühren  von  Lie  her,  der  Hä \^ 

Knothe  die  im  Folgenden  auseinandergesetzte  Behandlung  dieses  Problems  m — ^  *^ 
getheilt  hatte. 


r 
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Wie  eDtscheidet  man  nun,  was  für  Typen  von  Untergruppen 
diese  Gruppe  (46)  enthält  und  wie  findet  man  für  jeden  Typus  einen 
Repräsentanten? 

Unter  den  primitiven  projectiven  Gruppen  des  Raumes  x,  y,  js 
(s-  S.  226  f.)  giebt  es  offenbar  keine ,  die  in  der  Gruppe  eines  linearen 
Coinplexes  enthalten  sein  kann,  demnach  ist  jede  Untergruppe  von 
(46)  imprimitiv  und  lässt  daher  nach  S.  236  entweder  eine  gewundene 
Curve  dritter  Ordnung  oder  eine  Gerade  oder  einen  Punkt  mit  der 
hindurchgehenden  Gomplexebene  invariant. 

Bleibt  bei  einer  Untergruppe  von  (46)  wecler  eine  Gerade  noch 
ein  Punkt  invariant,  so  ist  sie  noth wendig  die  dreigliedrige  projective 
Griruppe  einer  gewundenen  Curve  dritter  Ordnung.  Diese  Curve  muss 
dem  Complex  angehören.  Da  nun  bekanntlich  jede  der  cx>^  Gurven 
dritter  Ordnung  des  Complexes  durch  eine  projective  Transformation, 
die  den  Complex  invariant  lässt ^  in  jede  andre  übergeführt  werden 
kcmn,  so  sind  die  betreffenden  dreigliedrigen  Untergruppen  von  (46) 
alle  innerhalb  (46)  mit  einander  gleichberechtigt  und  bilden  nur  einen 
X*ypiis  von  Untergruppen.     Zum  Repräsentanten  dieses  Typus  wählen 

die  Gruppe: 

p  +  2xq  —  yr,   xp  +  2yq  +  ^zr 

< 

.  ^i  +  ^{pp  +  ya  + ^'d  —  ^yp 

k>ei     der  die  dem  Complexe  (45)  angehörige  Curve  dritter  Ordnung: 

C48>  y  =  x\     ^=-y 

invariant  bleibt  (vgl.  S.  186). 

Lässt  eine  Untergruppe  von  (46)  eine  Gerade  invariant ^  so   ist 
das   entweder  eine  Nichtcomplexgerade  oder  eine  Complexgerade. 

Die  grösste  Untergruppe  von  (46),  bei  der  eine  Nichtcomplex- 
gerade invariant  bleibt,  ist  sechsgliedrig  und  kann  die  Form: 

xci,  xp  —  yqy  yp 

< 

\r,  xp-{-yq  +  2zr,  z{xp  +  yq  +  er) 

^''«alten,  wenn  wir  als  invariante  Gerade  die  Axe  des  Ebenenbüschels: 

**•  const.  wählen.    Die  Gruppe  (49)  ist  aber  augenscheinlich  mit  der 

^chögliedrigen   projectiven  Gruppe   einer    nicht    ausgearteten    Fläche 

*^^it«n  Grades  gleichzusammengesetzt,  ihre  Untergruppen  können  daher 

^^^     S.  203  f.  sofort  angegeben    werden   und  es  bleibt   nur  noch   zu 

^^«uchen,  ob  es  unter  den  so   erhaltenen  Untergruppen   von  (49) 

^l^e  giebt,  die  innerhalb  (46)  mit  einander  gleichberechtigt  sind. 

Die  grösste  Untergruppe  von  (46),   bei  der   eine  Complexgerade 
"">*iant  bleibt,  ist  siebengliedrig  und  hat  die  Form: 


C47) 


(49) 


«fVI 
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(50) 


P  —  yr,  q  +  oor,  xq,   yq  +  er 
r,  xp  +  iEfr,   ßq  +  X  (xp  +  yq  +  isr)^ 


wenn  wir  zur  inyarianten  Comp] exgeraden  die  Axe  des  Ebenenbüschel 
X  *=  const.  wählen.  Die  Gruppe  (50)  nun  ist  gleichzusammengese 
mit  der  siebeogliedrigen  Gruppe  der  Euklidischen  Bewegungen  und  d 
AehnlichkeitstransformatioDen  (s.  S.  211).  Man  erkennt  das  aus  d 
Tabelle: 


(51) 


r=P,  q  +  xr='-r,  xq  =  q 
xp  +  er^xp  —  yq,   yq  +  0r^xp  +  yq  +  gr 
l J9  —  yr  =  20p  +  yr,  zq  +  oo(xp'\-yq  +  »r)  =  —  (2iergr  + 


in  der  beide  Gruppen  holoedrisch  isomorph  auf  einander  bezogen  si^cz^«^ 
Auf  Grund  der  Entwickelungen  auf  S.  211  ff.  können  wir  daher  ob^  K^f 
Weiteres  alle  Untergruppen  von  (50)  hinschreibeu  und  es  bleibt  wie^^« 
nur  zu  untersucheu,  ob  gewisse  unter  den  so  erhaltenen  Untergrup^iD^^n 
von  (50)  innerhalb  der  Gruppe  (46)  mit  einander  gleichberechtigt  sL  ^3.^. 

Jetzt  fehlen  nur  noch  die  Untergruppen  von  (46),  die  einen  Pus::&]zt 
mit  seiner  Polarebene  invariant  lassen,  aber  keine  Gerade. 

Wählen  wir  zum  invarianten  Punkt  den  Pol  der  unendlich  fer: 
Ebene  in  Bezug  auf  unsern  Complex,  so  hat  die  grösste  Untergru 
von  (46),  bei  der  unser  Punkt  invariant  bleibt,  die  Form: 


(52) 


p  —  y^,  q  +  xr,  r, 

1^2;   ^P-yq,    yP>  xp  +  yq-{-2zr. 


Wir  müssen  daher  noch  alle  Untergruppen  von  (52)  bestimmen,       *^w 
keine  Gerade  invariant  lassen. 

Die  Gruppe  (52)  enthält  eine  eingliedrige  invariante  Untergrup  X^' 
nämlich  r,  die  sechsgliedrige  Gruppe: 

(53)  Py  q,  xq,  xp  —  yq,  yp,  xp  +  yq 

ist  daher  augenscheinlich  meroedrisch  isomorph    mit   ihr.     üeber^  '^ 
erkennt  man  leicht,  dass  (53)  aufgefasst  als  projective  Gruppe  &i^^^^^ 
Ebene  x,  y  die  unendlich  fernen  Punkte  dieser  Ebene  genau  so  tra*^*' 
formirt,  wie  (52)  die  00^  Complexgeraden  der  unendlich  fernen  Eh^^^ 
des  Raumes  x,  y,  e.    Ferner  erhält  man  aus  jeder  Untergruppe  9  ^^D^ 
(52)  durch  Weglassung  aller  Glieder  mit  r  eine  verkürzte  Gruppe       V^ 
die  mit  g  holoedrisch   oder  meroedrisch  isomorph   ist  und  die  ihiti-^^' 
seits  in  der  Gruppe  (53)  steckt.    Sind  g  und  g   zwei  gleichberechtigt^ 
Untergruppen  von  (52)^  so   sind  offenbar  die  zugehörigen  Gruppen 
und  /  innerhalb  (53)  mit  einander  gleichberechtigt 
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Soll  nun  eine  Untergruppe  g  von  (52)  keine  Gerade  invariant 
lassen,  so  darf  sie  jedenfalls  keine  Gomplexgerade  der  unendlich  fernen 
Ebene  festhalten,  die  zugehörige  verkürzte  Gruppe  y  muss  demnach, 
als  Gruppe  der  Ebene  Xy  y  aufgefasst,  die  unendlich  fernen  Punkte 
dieser  Ebene  dreigliedrig  transformiren.  Daraus  aber  folgt  (vgl.  S.  95), 
dass  y  durch  geeignete  Transformationen  der  Gruppe  (53)  eine  der 
vier   Formen: 


(54) 


xq,  xp  —  yq,  yp 

xq,  xp  —  yq,  yp,  xp  +  yq 

xq,  xp  —  yq,  yp,  p,  q 

xq,  xp  —  yq,  yp,  xp  +  yq,  p,  q 

erhalten  kann.  Enthält  daher  g  die'  Transformation  r,  so  muss  es 
auf   eine  der  Formen: 

(55)         P«'  "^  ^  ^«'  '^^'  _ 

\xqj  xp  -  yq,  yp,  xp-^-yq^  2zr,  r 

(55'^      p2;  ^p  —  y^f  ypy  P  —  yrfQ  +  ^^  ^ 

[xq,  xp  —  yq,  yp,  xp  +  yq +  2zr,  p- yr,  q  +  xr,  r 

gebracht  werden  können.  Enthält  es  dagegen  r  nicht,  so  kann  die 
zugehörige  verkürzte  Gruppe  y  jedenfalls  nicht  die  dritte  oder  vierte 
unter  den  Formen  (54)  haben,  denn  sonst  enthielte  g  zwei  Trans- 
formationen von  der  Form: 

P  —  y^  +  ^^j   q  +  xr  +  ßr 

*^ud  durch  Combination  würde  sich  im  Widerspruch  mit  der  gemach- 
ten Voraussetzung  die  Transformation  r  ergeben.  Hat  aber  y  eine 
^^T^  beiden  ersten  unter  den  Formen  (54),  so  kann  g,  wie  man  leicht 
sieht,  auf  eine  der  beiden  Formen: 

xq,  xp  -  yq,  yp 

xq,  xp  —  yq,  yp,  xp  +  yq 

K^oraeht  werden,  diese  Gruppen  lassen  aber  ebenso  wie  die  Gruppen 
^  ^)   die  Gerade:  a;  =y  =  0  invariant,  sie  gehören  also  nicht  hierher. 
^        A^ir  sehen  hieraus,  dass  jede   Untergruppe  von  (46),  die  keine 
'^^e  invariant  lässt,  innerhalb  (46)  entweder  mit  einer  der  zwei  Grup- 
C65')  oder  mit  der  Gruppe  (47)  auf  S.  259  gleichberechtigt  ist. 
^.  Schliesslich  wollen  wir  noch   zeigen,   dass  jede  Untergruppe  der 

f^{3e  eines  linearen  Complexes  mit  sich  dualistisch  ist. 
\Vird  die  Gleichung  des  linearen  Complexes  (45)  in  der  Form: 


'^j 


fl —  a  +  xy  —  yx  =  0 
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geschrieben^  so  bestimmt  sie  eine  dualistische  Transformation 
als  homogene  Berührungstransformation  dargestellt^  folgendern 
lautet : 

(57)  r^     ^  r'  r 

Da  diese  dualistische  Transformation  jede  einzelne  infinitesimale  \ 
formation  der  Gruppe  (46)  invariant  lässt;  führt  sie  offenbar  aue 
Untergruppe  von  (46)  in  sich  über. 

Hier  mögen  noch  einige  Bemerkungen  folgen,  die  sich  auf  die  £ 
muDg  der  projectiven  Gruppen  des  i?,  beziehen. 

Die  grOsste  projective  Gruppe  des  Itn^  die  eine  ebene  r^-fach 
dehnte  Mannigfaltigkeit  Mq  invariant  lässt,  hat  die  Form: 

Hier  sind  die  P  paarweise  vertauschbar  und  erzeugen  eine  invariante 
gruppe,  die  S  erzeugen  eine  Gruppe,  die  mit  der  allgemeinen  projc 
Gruppe  des  Rq  gleichzusammengesetzt  ist,  die  T  eine  mit  der  allgei 
projectiven  Gruppe  des  R^^q^i  gleichzusammengesetzte,  endlich  ist 
S  mit  jedem  T,  und  U  mit  allen  S  und  T  vertauschbar.  Kennt  ma 
alle  projectiven  Gruppen  des  Bq  und  des  Bn-^q—i^  so  kann  man  fl 
wie  in  Kapitel  10  alle  Untergiiippen  der  Gruppe  ?7,  5^  . .  .,  2\  .  .  . 
und  dann  durch  solche  Betrachtungen  wie  in  §  59  alle  Untergruppe 
(58),  also  alle  projectiven  Gruppen  des  i2„,  die  eine  ebene  Mq  in^ 
lassen. 

Besonders  einfach  ist  die  Bestimmung  aller  integrabdn*)  proje 
Gruppen  des  7?«.  Jede  solche  Gruppe  lässt  nämlich  nach  Abschn.  I,  i 
mindestens  eine  ebene  3/^.1  invariant  und  trausformirt  deren  Punkte 
eine  integrable  projective  Gruppe.  Kennt  man  daher  alle  integrabeli 
jectiven  Giiippen  des  Rn—it  so  erfordert  die  Bestimmung  aller  dera 
Gruppen  des  Rn  nur  die  Auflösung  linearer  Gleichungen. 

Auch  die  Betrachtungen  des  §  55  lassen  sich  zur  Bestimmung  ge 
projectiver  Gruppen  des  i2„  verwerthen. 


*)  Integrabel  nennen  ^ir   aus  später  anzuftibrenden   Gründen  jede 
von  der  in  Abscbn.  1  auf  S.  265  definirten  Znaammensetzang. 


Abtheilung  IV, 

Untersachungen  fiber  verschiedene  Arten  von  Grappen  des 

n-fach  ausgedehnten  Raumes. 

Die  endlichen  continuirlichen  Gruppen  der  Ebene  haben  wir  in 
^htheilung  I  sämmtlich  aufgestellt.  Von  den  endlichen  continuirlichen 
^i'uppen  des  gewohnlichen  Raumes  haben  wir  in  Abtheilung  II  eine 
J^Tosse  Zahl  bestimmt^  die  Bestimmung  aller  ist  nur  deshalb  unter- 
blieben, weil  sie  zu  viel  Raum  in  Anspruch  nehmen  würde,  nicht 
'^^gen  besonderer  Schwierigkeiten. 

Anders  ist  es  im  Räume  Yon  beliebig  vielen,  also  etwa  von  n 
Dimensionen.    Wir  haben  vorläufig  noch  gar  keine  Aussicht,  alle  Grup- 
P^n  dieses  Raumes   aufstellen  zu  können,  ja  nicht  einmal  alle  primi- 
^iveD  Gruppen  des  n-fach  ausgedehnten  Raumes  sind  wir  im  Stande 
anzugeben.    Wir  begnügen  uns  deshalb  hier  mit  einigen  Untersuchungen 
<iber    mehrere  besondere  Gruppen  des  R,  und  zwar  sind   das  lauter 
*^Ppen,  die  uns  schon  in  den  Fällen:  n  =  2  und  n  =  3  begegnet 
sind    und   die   aus   den   damals  besprochenen  Gruppen   durch  Verall- 
gemeinerung auf  den  Raum  von  n  Dimensionen  erhalten  werden. 

Ein  Kapitel  —  das  letzte  der  Abtheilung  —  ist  der  Betrachtung 

reeller  Gruppen  gewidmet.     Wir  haben  uns  bisher  die  Veränderlichen 

und    die  Parameter  einer  Gruppe  stets  als  complexe  Grossen  gedacht, 

^^    diesem  Kapitel  dagegen  setzen  wir  voraus,  dass  die  Veränderlichen 

^nd    die  Parameter  auf  das  Gebiet  der  reellen  Zahlen  beschränkt  sind. 

VVir  verwenden  dazu  ein  ganzes  Kapitel,  weil  die  Fragen,  die  sieb  bei 

der   Beschränkung  auf  das  Reelle  darbieten,  an   und  für  sich  äusserst 

anziehend  sind,  dann  aber  auch,  weil  wir  in  der  nächsten  Abtheilung, 

^ß'    den  Untersuchungen  über  die  Grundlagen  der  Geometrie,  gewisse 

featze   über  reelle  Gruppen  brauchen. 
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Kapitel  14. 

Gruppen,   die   mit  gewissen  projeotiven  Gruppen  gleioliBiisanimen- 

gesetzt  sind. 

Wir  suchen  hier  alle  Gruppen  in  möglichst  wenig  Veränderlichen, 
die  mit  gewissen  projectiven  Gruppen  des  Rn  gleichzusammengesetzt 
sind,  nämlich  entweder  mit  der  aligemeinen  projectiven  Gruppe  des 
Bny  oder  mit  der  allgemeinen  linearen  oder  endlich  mit  der  speciellen 
linearen  Gruppe  dieses  Raumes.  Bei  der  allgemeinen  projectiven  Gruppe 
des  Rn  gehen  wir  noch  einen  Schritt  weiter,  indem  wir  auch  alle  mit 
ihr  gleichzusammengesetzten  Gruppen  in  n  -|-  1  Veränderlichen  auf- 
stellen. 

Es  liegt  in  der  Natur  der  Sache,  dass  man  in  ähnlicher  Weise 
viele  andre  Probleme  dieser  Art  lösen  kann. 

§  61. 

Die  allgemeine  projective  Gruppe  des  ü»  enthält,  wie  wir  wissen, 
gerade  n  (n  +  2)  =  ^  Parameter,  sie  möge  daher  kurz  G/f  heissen. 

Es  sei  nun  @y  eine  mit  G^f  gleichzusammengesetzte  Gruppe  in 
m  Veränderlichen  x^  . . ,  oOm  und  die  Zahl  m  sei  so  klein  als  möglich; 
dann  ist  m  nothwendig  gerade  gleich  n,  denn  wäre  m  <  n,  so  ent- 
hielte ®i^  Untergruppen  mit  mindestens  N — m>N — n  Parametern, 
während  es  doch  in  G^f  keine  Untergruppe  mit  mehr  als  N  —  n  Para- 
metern giebt  (s.  Abschn.  I,  S.  206,  Satz  3  und  Theor.  101,  S.569).  Aus 
demselben  Grunde  ist  klar,  dass  die  Gruppe  @y  in  den  n  Veränder- 
lichen Xi  . .  ^  Xn  transitiv  sein  mnss. 

Um  die  möglichen  Formen  der  &ff  zu  bestimmen,  denken  wir 
uns  ihre  infinitesimalen  Transformationen  in  der  Umgebung  eines 
Punktes  iTj^  . . .  Xn^  von  allgemeiner  Lage  nach  Potenzen  von  x^  —  Xj®, . . ., 
Xn  —  Xn^  entwickelt. 

Da  die  &,y  transitiv  ist,  enthält  sie  gerade  N — n=Bn(n-\-  1)  un- 
abhängige infinitesimale  Transformationen,  die  in  den  x^  —  x^^  von 
der  ersten  oder  von  höherer  Ordnung  sind  (s.  Abschn.  I,  8.  217); 
diese  infinitesimalen  Transformationen  erzeugen  eine  tt  (n -|- l)-glied- 
rige  Untergruppe  g'  der  &ff,  die  mit  der  allgemeinen  linearen  Gruppe: 

(1)  Pkj    XkPv       (t,  »=l...n) 

des  Rn  gleichzusammengesetzt  ist  (a.  a.  0.  S.  205,  Satz  2  und  S.  569). 
Unter  den  infinitesimalen  Transformationen  der  ®,v  giebt  es  ferner 
möglicherweise  gewisse  von  zweiter  und  höherer  Ordnung  in  den 
Xy  —  Xy^j  die  erzeugen  dann  eine  Untergruppe  g"  der  ®j^,  die  in  g' 
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ak  inTariante  Untergruppe  enthalten  ist.  In  derselben  Weise  ist  durch 
die  etwa  vorhandenen  infinitesimalen  Transformationen  dritter  und 
höherer  Ordnung  eine  Untergruppe  g'"  bestimmt,  die  sowohl  in  g" 
als  in  g'  invariant  ist  u.  s.  w.  Verstehen  wir  endlich  unter  s  die 
höchste  in  @y  vorkommende  Ordnung  einer  infinitesimalen  Transfor- 
mation,  so  erzeugen  auch  alle  infinitesimalen  Transformationen  s^^ 
Ordnung  von  &ir  eine  gewisse  Untergruppe  g^*\  die  in  jeder  der 
Gruppen  g',  g"  . . .  g^'""^^  invariant  ist. 

Nun  giebt  es  in  der  Umgebung  des  Punktes  x^  . . ,  Xn  überhaupt 
nicht  mehr  als  nn  solche  unabhängige  infinitesimale  Transformationen 
▼on  erster  Ordnung  in  den  Xy  —  x^^,  aus  denen  sich  keine  infinitesi- 
male Transformation  zweiter  oder  höherer  Ordnung  linear  ableiten  lässt, 
QQsre  Gruppe  &n  muss  daher  jedenfalls  gewisse  infinitesimale  Trans- 
formationen von  zweiter  Ordnung  in  den  x^  —  x^  enthalten.  Hieraus 
^<^lgt,  dass  die  oben  definirte  Zahl  s>l  ist,  zugleich  ergiebt  sich, 
dass  die  infinitesimalen  Transformationen  von  g(')  paarweise  vertausch- 
bar sind  (a.  a.  0.  S.  264,  Satz  9). 

Andrerseits  ist  die  Gruppe  g^'^  eine  invariante  Untergruppe  der  g' 

ond    die  g'  ist   gleichzusammengesetzt   mit   der   allgemeinen   linearen 

^''uppe  (1)  des  JR,»;  von  dieser  Gruppe  (1)  wissen   wir  aber  (a.  a.  0. 

Theor.  99,  S.  562);  dass  sie  nur  drei  invariante  Untergruppen  enthält, 

dämlich  diese: 


(2) 


n 


Xtft 


Pkf    XkPvj   XkPk   —  XvPv       (*,  y  =  l...»;  *  +  »'). 


Da 
Tr 


gO 


xiun  unt^r  den  Gruppen  (2)  blos  eine  aus  lauter  vertausch  baren 
eformationen  besteht  und  zwar  die  n-gliedrige:  p^  .  . .  p^^  so  kön- 
^ir  schliessen,  dass  g^'^  n-gliedrig  ist. 

"Ware  ä  >  2,  so   wären  die  infinitesimalen  Transformationen   von 

toch  noch  mit  denen  von  g^*~*^  vertauschbar,   denn  durch  Combi- 

^^^n  einer  infinitesimalen  Transformation  von  g^'^  mit  einer  von  g^*"^^ 

^^en  wir  eine  Transformation  von  mindestens  (2  s  —  2)**'  Ordnung 

^^•Iten   und   die   müsste   wegen  2«  —  2  >  s  identisch    verschwinden; 

^^^«rdem  aber  müsste  g^*"^^  als  eine  invariante  Untergruppe  von  g' 

^     einer  der  beiden  noch  übrigen  unter  den  Gruppen  (2)  gleichzu- 

v^   ^^mengesetzt  sein.      Da   nun  die  Gruppe:  Pi  ^ .  >  Pn    zu   keiner   der 

^  ^^en   andern  Gruppen  (2)  in   der  Beziehung   steht,   in    der   gW  zu 

^         *^  stehen  müsste,  so  würden  wir  auf  einen  Widerspruch  stossen, 

^  heisst:  s  kann  nicht  grösser  als  2,  es  muss  vielmehr  gerade  =  2  sein. 

Demnach  enthält  unsre  Gruppe  @^  in  der  Umgebung  des  Punktes 
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Xi  , . .  Xn^  von  allgemeiner  Lage  nur  infinitesimale  Transformationen 
von  nuUter,  von  erster  und  von  zweiter  Ordnung  und  zwar  n  unaV 
hängige  von  zweiter  Ordnung  und  femer  nn  unabhängige  von  erster 
Ordnung,  aus  denen  sieh  keine  von  zweiter  oder  höherer  Ordnung 
ableiten  lässt.  Wir  können  somit  auf  &s  unmittelbar  die  Entwicke- 
lungen  des  Kap.  29  von  Abschn.  I  (S.  625  u.  627 — 629)  anwenden  und 
bekommen  so  das 

Theorem  13.     In  weniger  als  n  Veränderlichen  gieht  e$  keine 
Gruppen,   die  mit  der  allgemeinen  projectiven  Gruppe  des  Bn 
gleichzusammengesetzt   sind;    in    n    Veränderlichen    sind   alle^^^^ 
Gruppen  von  dieser  Zusammensetzung  mit  der  allgemeinen  pro-- 
jectiven  Gruppe  des  Bn  ähnlich. 

Wesentlich  schneller  gelangt  man  zur  Bestimmung  von  @ir,  wenr 
man  sich  auf  das  Theor.  81,  S.  446  von  Abschn.  I  stQtzt. 

Man    weiss  ja,    dass    die    allgemeine    projective    Oruppe    des 
nur   zwei  Typen   von  Untergruppen   mit    gerade    N  —  n   Paramete 
enthält  und  dass  als  Repräsentanten   dieser  beiden  Typen  die  beid 
Gruppen : 

Pkf    XkPv  (*,»=!...») 


'^m 


1 
gewählt  werden  können  (Abschn.  I,  Theor.  101,  S.569).   Man  weiss  fern 
dass  sich  die  allgemeine  projective  Gruppe   des  B^  derart  holoedris 
isomorph  auf  sich  beziehen  lässt,  dass  die  beiden  genannten  Grupp 
einander  entsprechen  (a.  a.  0.  Satz  4).    Das  vorhin  angeführte  Theor 
81  zeigt  daher,  dass  alle  transitiven  Gruppen  in  n  Veränderlichen, 
mit  der   allgemeinen  projectiven  Gruppe    des  Bn   gleiche  Zusamm 
Setzung    haben,    unter    einander  und  also   auch   mit    der   allgemein 
projectiven  Gruppe  des  ü»  ähnlich  sind. 

§  62. 

Jetzt   zur   Bestimmung   aller   Gruppen,   die   mit  der   allgemeirB.^ 
linearen  Gruppe: 

(1)  Pk,    XkPv       (*»  »'  =  l...»i) 

des  Bn  gleichzusammengesetzt  sind  und  dabei  möglichst  wenige,  ^iV^'^o 
sicher  nicht  mehr  als  n  Veränderliche  enthalten. 

Es  lässt  sich  zeigen,  dass  die  gesuchten  Gruppen  sämmtlich  tri"-      ^^' 
sitiv  sind. 

In  der  That,  m  sei  eine  Zahl  von  solcher  Beschaffenheit,  dass         ^^ 
in  m  Veränderlichen   noch  Gruppen   giebt,    die   mit   der  Gruppe       '^^) 


ej 
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gleicLzusammengesetzt  sind;  während  in  weniger  als  m  Veränderlichen 
keine  Gruppen  dieser  Art  möglich  sind.     Wäre  nun: 

m 

^kf=  ^  Ikf^ix^  ,.  ,Xn)^       (*=.!. ..n  («  +  !)) 
1  ^^h 

eioe  intransitive,  mit  (1)  gleichzusammengesetzte  Gruppe,  so  würde 
der  Haum  x^  . .  .XmVi  c»'  (m  —  Z)-fach  ausgedehnte  Mannigfaltigkeiten 
zerfallen,  die  bei  der  Gruppe:  X,/*...  alle  einzeln  invariant  blieben, 
and  da  die  Gruppe  (1)  blos  drei  invariante  Untergruppen  enthält,  so 
mUsste  die  Gruppe:  X^f . , .  die  Punkte  jeder  solchen  (w  — Z)-fach 
ausgedehnten  Mannigfaltigkeit  durch  eine  holoedrisch  isomorphe  Gruppe 
tra.iisformiren  (s.  Abschn.  I,  S.  310,  Satz  8),   es    gäbe    also    schon    in 

w  /<m  Veränderlichen  eine  mit  (1)  gleichzusammengesetzte  Gruppe; 

das     aber  würde  unsrer  Voraussetzung  über  die  Zahl  m  widersprechen. 

Da  hiermit  bewiesen  ist,  dass  die  gesuchten  Gruppen  alle  tran- 
sitiv sind,  so  können  wir  uns,  um  sie  aufzustellen,  auf  das  Kap.  22  des 
Abschn.  I  stützen,  nur  müssen  wir  vorher  die  grössten  Untergruppen 
von  (1)  bestimmen,  die  weder  in  (1)  selbst  invariant  sind,  noch  eine 
invariante  Untergruppe  von  (1)  enthalten. 

Ist  g  eine  der  eben  definirten  Untergruppen  von  (1),  so  hat  die 
Zahl  der  Parameter  von  g  den  Werth:  w(n  +  1)  —  m,  wo  m  sicher 
^icht  grosser  als  n  ist;  ausserdem  leuchtet  ein,  dass  g  nicht  alle 
'^  l'ranslationen:  j^i  .  .  •  i?»  enthalten  kann,  denn  die  ei*zeugen  ja  eine 
invariante  Untergruppe  von  (1).  Wir  können  daher  annehmen,  dass 
^  gerade  g  <  n  und  nicht  mehr  unabhängige  infinitesimale  Trans- 
lationen enthält,  und  da  alle  g-gliedrigen  Gruppen  von  Translationen 
innerhalb  der  allgemeinen  linearen  Gruppe  (1)  mit  einander  gleich- 
^^öi'echtigt  sind  (s.  Abschn.  I,  S.  558,  Satz  1),  so  können  wir  insbeson- 
^**ö   erreichen,  dass  g  gerade  die  Translationen  Pi  • . .  Pq  enthält. 

Unter  der  gemachten  Voraussetzung  kommt  in  g  jedenfalls  keine 
^^     (n  —  5)  (^  +  1)  unabhängigen  infinitesimalen  Transformationen: 

Pq^V,      X^Pq^v  f  '  ,  XqPq^r       (»"=1...»»  — g) 

und  ebensowenig   eine  daraus   linear  abgeleitete  Transformation, 
sich  sonst  durch  Combination  mit  Pi  > » -Pq  eine  der  ausgeschlos- 
"l^^^^n  Translationen  ergeben  würde.     Demnach  können  wir  schliessen, 
**^     die  Zahl  m  wenigstens  so  gross  ist  wie  (n —  5)(^+l);  andrer- 
ist aber  m^n,  folglich  ergiebt  sich : 

in-q-l)q<0. 


8 
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Wegen  g  <  n  ist  diese  Bedingung  nur  für  g  =  0  und  j  =  n  —  1  er- 
füllt; demnach  ist  m  =  n^  das  heisst:  die  in  Rede  stehenden  Unter- 
gruppen von  (1)  haben  gerade  n(n  -f-  1)  —  n  =  nn  Parameter^  über- 
dies ergiebt  sich^  dass  sie  entweder  gar  keine  oder  gerade  n —  1 
unabhängige  infinitesimale  Translationen  enthalten.  Für  n  =  \  fallt 
natürlich  dieser  Unterschied  weg. 

Enthält  eine  nn-gliedrige  Untergruppe  ?on  (1)  gar  keine  Trans- 
lationen, so  ist  sie  von  nn  unabhängigen  infinitesimalen  Transforma- 
tionen  von  der  Form: 

n 

(3)  XkPv  +  ^^  UkvtPi     (*.»^  =  i...») 

1 

erzeugt;  sie  enthält  also  jedenfalls  eine  infinitesimale  Transformation 
von  der  Gestalt: 


IS 

^*{Xt+CCt)pr. 


Führen  wir  jedes  Xr  -|-  Ot  als  neues  Xt  ein ,  so  bekommt  die  zuletzt- 
genannte Transformation  die  einfache  Form: 


2' 


J  Xt  Pf  , 
l' 

und  combiniren  wir  die  mit  den  Transformationen  (3),  so  finden  wir, 
dass  alle  ajtvt  verschwinden.     Wir  erhalten  also  die  Gruppe: 

(4)  XkPv     (*,  *'  =  i...»i), 

das  ist  die  grösste  Untergruppe  von  (1),  die  den  Punkt  a;i  =  0, . . ., 
Xn  '==  0  invariant  lässt. 

Enthält  andrerseits  eine  nn-gliedrige  Untergruppe  von  (1)  die 
n  —  1  Translationen:  p^  .  . .  pn-i,  sonst  aber  keine  Translationen,  so 
kann  in  keiner  ihrer  infinitesimalen  Transformationen  ein  Ausdruck 
von  der  Form: 

vorkommen,  sonst  würde  sich  ja  durch  Gombination  mit  einer  der 
Transformationen  p^,..prt^i  die  ausgeschlossene  Translation  p^  er- 
geben; die  betreffende  Untergruppe  ist  in  Folge  dessen  von  nn  unab- 
hängigen infinitesimalen  Transformationen  von  der  Form: 

Pv,    XvPk  +  arkPn,     XnPk  +  «*!>«,     ^nPn  +  «J>» 

(r,  4:  =  1 .  .  .  I» —  1) 

erzeugt  (vgl.  Abschn.  I,  S.  562).  Führt  man  hier  x^-}-  a  als  neues 
Xn  ein  und  combinirt  man  darauf  Xn2>n  mit  den  übrigen  Transforma- 
tionen, so  erkennt  man,  dass  die  Untergruppe  die  einfache  Form: 
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JPr,   OCrPky   XnPky    XnPn       (",  *=  1  •  •  •  n  —  1) 

ftlten  hat.     Augensclieinlich  ist  das   die  grosste  Untergruppe  yon 
C^  ^j  bei   der   die   (n  —  l)-fach   ausgedehnte   ebene   Mannigfaltigkeit: 
-  0  inyariant  bleibt. 

Hiermit  sind  die  oben  definirteu  Untergruppen   von  (1)  gefunden, 
das  gewonnene  Ergebniss  festzuhalten,  formuliren  wir  es  in  einem 

Satz  1.     Wenn  eine  Untergruppe  der  allgemeinen  linearen  Gruppe: 

^  Pf*7   ^mP^       0",»  =  l...n) 

Rn  Jceine  Gruppe  enthcUt,  die  in  der  allgemeinen  linearen  invariant 

so  hat  sie  höchstens  nn  Parameter;  hat  sie  gerade  nn  Parameter,  so 

sie  innerhaib  der  allgemeinen  linearen  Gruppe  entweder  mit  der  Gruppe: 

mit  der  Gruppe: 

Pkf    XkPj,    XnPj,   XnPn       (*, /=  1  •  •  •  n  —  1) 

ereckHgt 

Ist  n  B»  1;  so  fallen  die  beiden  Gruppen  (4)  uud  (5)  augenschein- 

^i^fc  zusammen,  ist  aber  w>  1,  so  sind   sie    weseutlich  von  einander 

'^^iJ"8chieden,  denn  die  Gruppe   (4)  steckt,  wie  man   sich  leicht  über- 

Äövigt,  in  keiner   grossem  Untergruppe   von   (1),   während  (5)  in  der 

0*^»+ l)-gliedrigen  Gruppe: 

Pky    XkPjf    XnPj,  Pn,    XnPn       (*,>=1    .«  — 1) 

«ritlalten  ist 

Nunmehr  können  wir  ohne  Weiteres  die  Entwickelungen  des  Kap.  22 

^on  Abschn.  I  anwenden.     Wir  finden   auf  diese   Weise,   dass  es   in 

Weniger  als  n  Veränderlichen  keine  mit  (1)  gleichzusammengesetzte  tran- 

^^tive  Gruppe  giebt  und  dass  in  n  Veränderlichen  blos  zwei  Typen  von 

''^^nsitiven  Gruppen  mit  dieser  Zusammensetzung  vorhanden  sind.    Der 

wne  Typus  ist  durch  die  Untergruppe  (4)  bestimmt,   er  besteht  aus 

lauter  primitiven  Gruppen  und  wird  durch  die  Gruppe  (1)  selbst  reprä- 

s^^tirt;   der  zweite  durch  die  Untergruppe  (5)  bestimmte  Typus   be- 

Ä^ht  aus  imprimitiven  Gruppen  (vgl.  Abschn.  I,  Theor.  91,  S.  521), 

auch  für  ihn  können  wir  leicht  einen  Repräsentanten  angeben,   denn 

^ir  bissen,  dass  es  im  22»  eine  imprimitive  projective  Gruppe  giebt, 

die  mit  der  allgemeinen  linearen  Gruppe  (1)  gleichzusammengesetzt  ist 

(a.  a.  0.  S.  569). 

Schliesslich  sprechen  wir  noch  das  Theorem  aus: 

Theorem  14.     In  weniger  als  n  Veränderlichen  giebt  es  keine 
Gruppe,  die  mit  der  allgemeinen  linearen  Gruppe: 
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(1)  Pf,f    Xf,Pr       OiiV^l...») 

des  Bn  gleichzusammengesetzt  wäre;  in  n  Veränderlichen  gieht 
es  blos  zwei  Typen  von  Gruppen  mit  dieser  Zusammensetzung:  --z^  ^ 
Repräsentant  des  einen  Typus  ist  die  allgemeine  lineare  Oruppe^^ 
(1)  selbst,  als  Repräsentant  des  andern  Typus  kann  die  impri-^  ^^ 
mitive  Gruppe: 

in 
Pvy     XkPv,     XnPny    Xk  ^f  XtPt 
1 
(»•  =  I  .  .  .  n ;     4:  =  I  .  .  .  n  —  1) 

dienen^  die  aus  allen  projectiven  Transformationen  des  iZ.  b 
steht,  bei  denen  ein  gewisser  unendlich  ferner  Punkt  invaria- 
bleibt.    Ist  n  =  1,  so  fallen  beide  Typen  zusammen. 

§  63. 

Was  wir  im  yorigeo  Paragrapheo  für  die  allgemeine  lineare  Gru^ 
des  Rn  geleistet  haben,  soll  jetzt  auch  für  die  specielle  lineare  Grup 

/•JN  \!Pt^}    ^mP*>    ^ftPM  ^vPv 

l  O',  V=  1  .  ..  »;     /4  4:r) 

durchgeführt  werden. 

Da  die  Gruppe  (7)  ausser  der  Gruppe :  Pi  -  •  >  Pn  keine  inYariikX3.te 
Untergruppe  enthält,  so  ergiebt  sich  zunächst  genau  wie  auf  S.  2^&   f., 
dass  jede  mit  (7)  gleichzusammengesetzte  Gruppe  in  möglichst  w&TMig 
Veränderlichen  nothwendig  transitiv  ist.     Um  aber  diese  transitiv^o 
Gruppen  aufstellen  zu  können,  müssen  wir  offenbar  zuerst  alle  Unter- 
gruppen  von   (7)   bestimmen,   die   möglichst   yiele  Parameter   hab^o, 
jedoch  nicht  alle  n  Translationen:  Pi  » -  >  Pn  enthalten. 

Wie  im   vorigen  Paragraphen  sieht  man  ein,   dass  jede  der  ei^^i^ 
defiuirten  Untergruppen  gerade  w*  +  **  ~"  1  —  n  —  n*  —  1  ParameC>-®^ 
hat  und  dass  sie  entweder  gar  keine  infinitesimalen  Translationen  ei 
hält  oder  gerade  n  —  1  unabhängige,  im  letzteren  Falle   können 
annehmen,  dass  sie  i>i  .  . .  Pn-^i  enthält. 

Kommen   keine  Translationen   vor,  so  ist  die   betreffende  Dnte 
gruppe  von  n*  —  I  unabhängigen  infinitesimalen  Transformationen  vor-^ 
der  Form: 

n  n 

^mP*  +2'  ^f^^^P^^   ^JPJ  —  ^nPn  +^  ßjrPt 
1  1 

(,« ,  1=  1  .  .   n ;    u  ^  r\   j  =1  .  .  .  n  —  1) 

erzeugt.     Durch  paarweise  Combination  der  n  —  1  letzten  unter  diese 
Transformationen  erkennt  mau,  dass  alle  ßj^  einander  gleich  sind  ui 
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isLS&  alle  übrigen  ßjt  yerschwinden  mit  Ausnahme  der  ßjj]  führt  man 
is^hä^r  Xj '\-  ßjj  als  neues  Xj  und  Xn —  ßin  als  neues  Xn  ein,  so  erhält 
xzu3:xre  Untergruppe  die  Form: 


n 


Xfi 


P"  +  2'  '^t'^^P*'  ^jPj  —  ^«i*' 


h  Anwendung  der  Klammeroperation  ergiebt  sich  schliesslich,  dass 
11^     a^tt  verschwinden. 

Kommen  die  w  -  1  Translationen:  p,  . . .  pn-x  vor,  so  enthält  die 
^^'t:'*"€ffende  Untergruppe  ausserdem  noch  r? — 1 — (w  —  1)  unabhängige 

itesimale  Transformationen  von  der  Form: 

^JPJ  —  XnPn  +  CCjP^,     XnPj  +  ßjPn 

^jPk  +  ^JkPm 
(i,  *  =  l...ii  — 1;   i  +  *); 

Tt  man  aber  hier  Xn  —  cc^  als  neues  Xn  ein  und  combihirt  man 
J^  XiPi  —  XnPn  xuit  den  übrigen  infinitesimalen  Transformationen, 
fndet  man,  dass  die  Untergruppe  die  einfache  Form: 

PJ}    ^jPJ  —  ^nPn,    XnPj,    XjPk 

Damit  haben  wir  den 

Satz  2.     Wenn  eine  Untergruppe  der  speciellen  linearen  Oruppe: 

«es  H^  ieine  Gruppe  enthält,  die  in  der  speciellen  linearen  invariant  isty 
'SO  iicU  sie  höchstens  nn  —  1  Parameter';  hat  sie  gerade  ww  —  1  Para- 
"•^'e/er,  so  ist  sie  innerhalb  der  speciellen  linearen  Gruppe  entweder  mit 
^^^  Crruppe: 

^^)  XuPvf     Xf^Pu   —  XyPy       0/,  r  =  l...n;  /4  :}:») 

^«er  fiiit  cler  Gruppe: 

(Ö)  {Pjf   ^jPJ  —  ^nPn,   XnPjy   XjPk 

,  1  U,  *  =  1...«— 1;  ;  +  *) 

^^chberechtigt 

Aehnlich  wie  im  vorigen  Paragraphen  folgt  hieraus  das 
Theorem  15.    In  weniger  als  n  Veränderlichen  giebt  es  keine 
^^ppCf  die  mit  der  speciellen  linearen  Gruppe 

^*^  P,,,    XftPv,  XftPft  —  XyPp       Oi,  »  =  1...»;   /i  +  y) 

^^    Hn  gleichzusammengesetzt  wäre;  in  n  Veränderlichen  giebt 
*^  ^los  zwei  Typen  von  Gruppen  mit  dieser  Zusammensetzung: 
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Repräsentant  des  einen  Typus  ist  die  specielle  lineare  Oru 
(7)  selbst,   als  Repräsentant   des   andern    Typus   kann  die 
primitive  Gruppe: 


(10) 


n  n 

Pvf     XkPvy     XkPk    +     X^  ^tlßty    Xk     XfXxPt 

1  1 

(»ssl...»!;  it=:l...n  —  1;  »^*) 


dienen,  es  ist  das  die  grösste  invariante  Untergruppe  der  c^sil- 
gemeinsten  projectiven  Gruppe  des  R^,  die  einen  gewissen  ^^^' 
endlich  fernen  Funkt  invariant  lässt  Ist  n=l,  so  fallen  he  ^^^ 
Typen  zusammen. 


§  64. 


au 


Jetzt  haben  wir  noch  alle  Gruppen  in  n  -j-  1  Veränderlichen 
bestimmen,  die  mit  der  allgemeinen  projectiven  Gruppe  des  i2«  glei       ^ 
zusammengesetzt  sind. 

Die  intransitiven  Gruppen  von  der  verlangten  Beschaffenheit 
zugeben  ist  sehr  leicht.     Ist  nämlich  y  eine  solche  intransitive  Gm 
so  denken  vrir  uns  die  Veränderlichen  x^. , ,  Xn^i  so  gewählt,  dass 
allgemeinste  Invariante  von  y  eine  willkürliche  Function  von  Xm^i . .  ,a^='-*»-fi 
wird.    Betrachten  wir  jetzt  in  y  die  Veränderlichen  aj^+i .  •  •  Xn^i  als  c^  on- 
stant,  so  erhalten  wir  eine  transitive  Gruppe  /  in  den  m  ^n  }^^  ^'' 
änderlichen  x^ ,  . .  Xmy  und  da  y  einfach  ist,  so  muss  diese  Grupp^^      / 
mit  y  holoedrisch   isomorph   sein   (s.  Abschn.  I,  S.  310,  Satz  8);     ^b^hb 
Theorem  13,  S.  266  ergiebt  sich  daher,  dass  m  «»  n  ist  und  dass       / 
durch  eine  Punkttransformation   in  den  n  Veränderlichen  x^. .  .Xm       ^ 
die   allgemeine  projective   Gruppe  des   Rn    übergefQhrt  werden 
Damit   ist   aber  zugleich   bewiesen,   dass  y   selbst   durch   eine 
transformation  des  Raumes  o;^  .  . .  Xn^\  mit  der  Gruppe: 

n 

Ptii    XfiPvy    Xfi    yj  XtPx       Cu,»«!...«) 

1 

ähnlich  ist. 

Etwas   grössere   Vorbereitungen    erfordert   die    Aufstellung   all 
transitiven    Gruppen   des   iZn+i,   die  mit    der    allgemeinen   projective 
Gruppe   des  Rn   gleichzusammengesetzt   sind.     Um   diese   Aufstellung^ 
leisten  zu  können,  müssen  wir  zuerst  alle  projectiven  Gruppen  des  R^ 
bestimmen,  die  gerade  N  —  (n  +  1)  ^  w^  +  w  —  1  Parameter  habe 
Das  soll  jetzt  geschehen. 

Es  empfiehlt  sich,  unter  den  gesuchten  projectiven  Gruppen  d 


Ghnppen,  die  mit  gewißseo  projectiven  gleichzasammengesetzt  sind.     273 

R^     zunächst   alle    die   aufzustellen^    die    in   der   allgemeinen   linearen 
Gruppe: 

(1)  Pfif  ^ftPy      (//,  y^i...«) 

stecken. 

Enthält  eine  (w*  +  n — l)-gliedrige  Untergruppe  g  von  (1)  keine 
iixfixiitesimale  Transformation  von  der  Form: 

n  n  n 

11  1 

*<>    enthält  sie  sicher  n^  +  w  —  1  unabhängige  infinitesimale  Transfor- 
i^ationen  von  der  Gestalt: 

Phf    ^f*Pr  +  «^r  U,      XjPj  —  XnPn  +  ßj  U 
(^,y  =  l...n;  fi  ^  *\  J  =  1 . .  .n  —  1), 

^urch  Combination  ergiebt  sich  aber  sofort^  dass  alle  a^y  und  ß^  ver- 
8ch\^inden,  dass  also  g  mit  der  speciellen  linearen  Gruppe: 

V*^  Pf^i    XftPt}    XfiPft X^Pr        (/«,  »  =  l...n;   /*  :^i') 

^zusammenfällt 

Enthält  andrerseits  g  eine  Transformation  von  der  Form  (11),  so 
^hren  wir  rr»  +  Or  als  neues  Xt  ein  und  bekommen  an  Stelle  von  g 
^lue  Untergruppe  g'  von  (1),  die  U  enthält     Wäre  nun  n  «=  1,  so  be- 
stände g'  blos  aus  der  Transformation:  • 
(12)  x^pi] 

^ir  können  daher  n>l  annehmen.  Für  n>l  ist  auch  n*+n  — l>n*, 
9  enthält  also  sicher  gewisse  Translationen;  enthielte  es  weniger  als 
^  unabhängige  infinitesimale  Translationen,  so  enthielte  es  nothwendig 
^     Transformationen  von  der  Form: 

n 

^^Py  +^  CCfiVtPt         (A/,f=l...n), 
1 

^'araus   würde    sich    aber    durch    Combination    mit   den    vorhandenen 

1  J^anslationen  ein  Widerspruch  ergeben,  folglich  kommen  in  g'  ausser 

^    auch  noch   alle  n  Translationen  p^  . . .  pn  vor.     Erinnern   wir   uns 

J^tzt,  dass  g'  {fi^  -]-  n  —  l)-gliedrig  sein  soll,  so  erkennen  wir,  dass  g' 

^^t  der  speciellen  linearen  homogenen  Gruppe: 

S^ade  V?  —  2  unabhängige  infinitesimale  Transformationen  gemein  hat, 
uie  natürlich  eine  (n*  —  2)-gliedrige  Untergruppe  erzeugen;  aber  die 
eben  erwähnte  Gruppe  (8)  ist  mit  der  allgemeinen  projectiven  Gruppe 
<le8  i2«_i  gleichzusammengesetzt  und  enthält  daher  keine  Untergruppen 
mit  mehr  als  (n  —  1)  (n  +  1)  —  (n  —  1)  =  n* —  n  Parametern  (s.  Abschn. 

Li«,  Theorie  der  Tranaformationsgruppen.    TTT,  13 
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I,  S.  558  und  569),  eine  (n^  —  2)-gliedrige  Untergruppe  en 
demnach  nur  dann,  wenn  n  =  2  ist.  Wir  sehen  hieraus^  < 
Untergruppe  g'j  die  U  und  alle  Translationen  enthält^  blos 
n^2  auftreten  kann;  da  ferner  die  specielle  lineare  homogen« 
des  JSg  blos  einen  Typus  von  (2^  —  2)-gliedrigen  Untergruppe] 
und  da  als  Repräsentant  dieses  Typus  die  Gruppe:  x^p^,  x^^ 
gelten  kann  (s.  S.  19  und  Theor.  2,  S.  17),  so  kann  die 
n  =  2  auftretende  Gruppe  g'  auf  die  Form: 

(13)  pi,  jp2,  x^p^y  x^p^  —  x^p^,  x^p^  +  x^p^ 

gebracht  werden;  es  ist  das  die  grosste  projective  Gruppe  de^ 
der  die  unendlich   ferne  Gerade  und   der  unendlich    ferne   Pi 
Geraden:  x^=0  in  Ruhe  bleiben,  also  die  projective  Gruppe 
wissen  Linienelements  der  Ebene  oc^y  x^  (vgl.  S.  96). 

Damit  sind  alle  (w*  +  n —  l)-gliedrigen  projectiven  Gru 
Rn  gefunden,  die  der  allgemeinen  linearen  Gruppe  (1)  angel 

Wir  erinnern  ferner  daran,  dass  die  allgemeine  projectiv 
Ga-  des  Rn  derart  holoedrisch  isomorph  auf  sich  selbst  bezo 
den  kann,  dass  den  infinitesimalen  Transformationen: 

Pfi7  ^nPry   U,  x,jr 
der  Reihe  nach  die  folgenden: 

X^U,       XyPf^,      U,      P^ 

entsprechen  (s.  Abschn.  I,  S.  555).     Denken  wir  uns  die  Gjf 
Weise  holoedrisch  isomorph  auf  sich  bezogen,  so  entsprechei 
eben  aufgestellten  Untergruppen  der  allgemeinen  linearen  Gi 
gewisse  (n^  '\- n  —  l)-gliedrige  Untergruppen  der  Gruppe: 

(14)  XftPvj  XfiU     c«,  "  =  1  ...j»), 

wir  wollen  auch  diese  Untergruppen  noch  bestimmen. 

Der  Gruppe  (7)  entspricht  die  grosste  invariante  Uutergr 
(14)  nämlich: 

X^  Pt  j      Xfi  Pfi  Xy  Py  f      Xfi  u 

da  nun  (14)  die  grosste  projective  Gruppe  des  I?«  ist,  die  de 
Xi  =0,  . . .,  Xn  =  0  invariant  lässt,  so  ist  klar,  dass  (15)  di 
projective  Transformation  des  2?«  in  die  früher  erwähnte  Gi 

Pvj  XkPvf  XkPk-{'  U,  XkU 

,  (v  =  1  .  .  .  n ;   i-  =i  1  . .  .  n  —  1 ;   v  +  Ä) 

Übergeführt  werden  kann. 

Der  Gruppe  (12)  entspricht  wieder  die  Gruppe  (12).  De 
(13)  endlich  entspricht  die  Gruppe: 


(15)  [ 


(10) 
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also  die  grosste  projective  Gruppe  der  Ebene  x^^^  x^,  die  den  Punkt 
Xj^  =  ^2  =  0  und  die  Gerade:  a;^  =  0  invariant  lässt;  es  ist  klar,  dass 
diese  Gruppe  (16)  mit  der  Gruppe  (13)  durch  eine  projective  Trans- 
formation der  Ebene  x^,  x^  ähnlich  ist. 

Fassen  wir  die  gewonnenen  Ergebnisse  zusammen,  so  können  wir 
sagen:  ist  eine  {n^  -{-  n  —  l)-gliedrige  projective  Gruppe  des  Ji„  in 
einer  der  beiden  Gruppen:  (1)  oder  (14)  enthalten,  so  ist  sie  innerhalb 
der  allgemeinen  projectiven  Gruppe  des  ü»  mit  einer  der  folgenden 
Gruppen  gleichberechtigt:  wenn  w  >  2  ist,  entweder  mit  (7)  oder  mit 
(10),  wenn  w  =  2  ist,  entweder  mit  (7)  oder  mit  (10)  oder  mit  (13), 
wenn  n  =  1  ist,  entweder  mit  (7)  oder  mit  (12);  fär  n  =  1  fallen 
nämlich  die  beiden  Gruppen  (7)  und  (10)  zusammen. 

Nach  diesen  Vorbereitungen  nehmen  wir  ganz  allgemein  die  Auf- 
gabe in  Angriff,  alle  {n^  '\-  n —  l)-gliedrigen  projectiven  Gruppen  des 
Hn  ZU  bestimmen,  und  zwar  theilen  wir  diese  Gruppen  in  zwei  Klassen: 
zur  ersten  Klasse  rechnen  wir  alle,  die  eine  nicht  ausgeartete  perspec- 
tive Transformation  enthalten,  eine  Transformation  also,  die  innerhalb 
^^r  allgemeinen  projectiven  Gruppe  des  JBn  niit:  x^p^-^-  •  •  •  +  XnPn 
gleichberechtigt  ist,  zur  zweiten  Klasse  rechnen  wir  alle,  die  keine 
solele  Transformation  enthalten. 

Wir  suchen  zuerst  alle  der  ersten  Klasse  angehorigen  Gruppen; 
^l^x^e  Bestimmung  kommt  offenbar  hinaus  auf  die  Bestimmung  aller 
\^^  +  w  —  l)-gliedrigen  projectiven  Gruppen,  die  U  enthalten. 

G  sei  eine  solche  Gruppe  und: 

^ei  irgend  eine  infinitesimale  Transformation  von  G\  dann  gehören 
auch  die  Transformationen: 

n  n 

(SU) = 2  ^f*Pf^  -  S  y^^''  ^ 
1  1 

n  m 

i{SU)U)  =  ^a,p,  +  2^^^/^  U 

der  Gruppe  G  an,  folglich  lassen  sich  in  G  n^  -{-  n  —  1  unabhängige 
infinitesimale  Transformationen  so  auswählen,  dass  jede  von  ihnen  eine 
der  drei  Formen: 

18* 
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besitzt. 

Wir  dürfen  n>l  voraussetzen,  denn  für  n  =  1  fallt  6r  mit  3 
schon  oben  erwähnten  Gruppe:  x^p^  zusammen.  Ist  nun  n  >  1^ 
können  unmöglich  alle  Transformationen  von  G  die  Form:  Sßf^^x^ 
besitzen^  sondern  es  müssen  auch  noch  Transformationen  vorkomm  • 
die  eine  der  beiden  andern  Formen  haben.  Hiemach  sind  eine  Red 
von  Fällen  zu  unterscheiden^  jenachdem  G  gar  keine,  einige  oder  dm 
Translationen,  gar  keine,  einige  oder  alle  Transformationen  Uyf^Xj^ 
enthält;  doch  ist  Yon  vornherein  zu  bemerken,  dass  alle  TransIatioK: 
und  alle  Transformationen:  Zy^x^U  niemals  ^ gleichzeitig  auftrel 
können,  sonst  würde  sich  nämlich  durch  Combination  ergeben,  dass 
mit  der  allgemeinen  projectiven  Gruppe  selbst  zusammenfiele. 

Zwei  von  den  möglichen  Fällen  sind  schon  erledigt,  der  nämli< 
wo  G  keine  Transformation  von  der  Form:  Uy/^Xfiü  und  der,  wo 
keine  Translation  enthält,  im  ersten  Falle  ist  nämlich  G  eine  XJnU 
gruppe  der  allgemeinen  linearen  Gruppe  (1),  im  zweiten   eine  Unt« 
gruppe  von  (14). 

Die  Behandlung  der  noch  übrigen  Fälle  wird  dadurch  wesentli^ 
vereinfacht,  dass  jeder  Gruppe  G  von  der  verlangten  Beschaffen]]« 
eine  Gruppe  G'  von  derselben  Beschaffenheit  entspricht^  sobald  ms 
die  allgemeine  projective  Gruppe  des  iZ»  in  der  auf  S.  274  ange^ 
benen  Weise  holoedrisch  isomorph  auf  sich  selbst  bezieht.  Wirklic: 
zu  untersuchen  brauchen  wir  in  Folge  dessen  nur  den  Fall,  dass 
gewisse,  möglicherweise  alle  Transformationen:  27 y^ a?;*  J7  enthält  ur: 
gewisse,  aber  nicht  alle  Translationen.  Haben  wir  diesen  Fall  erledig 
so  haben  wir  nur  noch  zu  jeder  gefundenen  Gruppe  G  die  entsprechend 
Gruppe  6r'  hinzuzufügen. 

In  dem  I^alle,  der  noch  zu  untersuchen  ist,  wird  G  eine  gewiss 
Anzahl,  etwa  q  (0<g<n)  unabhängige  infinitesimale  Translationen 
enthalten;  wir  können  annehmen,  dass  p^  *  --  Pq  diese  Translationen 
sind.  Hieraus  folgt,  dass  in  G  keine  infinitesimale  Transformation  vor 
kommt,  die  aus  den  (n  — g)(g-t'l)  folgenden: 

linear  ableitbar  ist,  da  aber  G  (n^  -^  n  —  l)-gliedrig  sein  soll,  ist  dB 
nur  möglich,  wenn: 

{n-q)(a+  1)<»+1 
oder: 

q{n  —  q  —  1)  ^  1  • 
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Wegen  9  <  n  wird  hier  die  linke  Seite  nie  negativ^  also  kommen  nur 
zwei  Möglichkeiten  in  Frage: 

«(w  — a  — 1)  =  0,     g(M  — g— 1)  =  1; 

die  erste  ergiebt  g  =  n — 1,  da  q  nicht  verschwinden  kann,  die  zweite 
liefert: 

n  =  q+  1  +  j, 

was  nur  angeht,  wenn  2  =  1  und  gleichzeitig  n  =  3. 

Ist  q  =>  l  und  n  =  3 ,  so  enthält  G  keine  Transformation   yon 
der  Form: 

«2l>2  +  «3P3  +  A^iÄ  +  ßz^iPs, 

es  kann  nicht  einmal  ein  Glied  von  dieser  Form  in  einer  infinitesi- 
malen Transformation  von  G  additiv  vorkommen,  sonst  würde  man 
durch  Combination  mit  pj^  oder  mit  U  auf  einen  Widerspruch  stossen. 
G  kann  demnach  nur  die  Form  haben: 


(17) 


Pl7    ^iPl}    ^iPl7    ^sPlf    ^iPi7    ^zP%y     ^2i>8»     ^8Ä 

X^  Uy   x^  U,   x^  U. 

l^as  ist  wirklich  eine  Gruppe  mit  3^  +  3  —  1  =  11  Parametern,  näm- 
"ch  die  grösste  projective  Gruppe  des  Raumes  x^,  x^y  x^,  bei  der  die 
^örade:  a:^  "*"  ^  =  ^  invariant  bleibt  Die  elfgliedrige  Gruppe  G\ 
^*©  dieser  Gruppe  (14)  entspricht,  lässt  ebenfalls  eine  Gerade  invariant, 
^'o  ist  daher  mit  (14)  durch  eine  projective  Transformation  des  B^ 
^^lich  und  braucht  also  nicht  angegeben  zu  werden. 

Ist  andrerseits  q  =  n  —  1,  so  enthält  G  die  infinitesimalen  Trans- 
'ör Ovationen:   J>i  . . .  Pn—ij  U,  dagegen  keine  Transformation  von  der 

«—1 

f^Pn+^  ßiXjPn, 
1 

^icht   einmal   eine   mit   einem   additiven   Gliede   von   dieser  Form 
*^^en  wir  daher: 

^1  ^n  — 1  1 


•  •  • 


n     '  H  n 


^Stelle  von  x^ , .  ,Xn  als  neue  Veränderliche  ein,  so  verwandelt  sich 
■^^  eine  Gruppe  G,  die  keine  Transformation  enthält  mit  einem  ad- 

^'^«n  Gliede  von  der  Form: 

j»— 1 


CCO(^nU—y}  ßjXjU 


«  Abschn.  I,  S.  566  f.),  also  in   eine  Untergruppe  der  allgemeinen 
^ren  Gruppe  (1).  Alle  (n*+n  — l)-gliedrigen  Untergruppen  von  (1) 
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kennen  wir  aber  scbon^  also  liefert  dieser  Fall  nichts  neues;  auch  die 
G  entsprechende  Gruppe  G'  ist  mit  einer  der  schon  aufgestellten 
Gruppen  durch  eine  projective  Transformation  des  iZ»  ähnlich. 

Nunmehr  sind  alle  (n^ -\- n —  l)-gliedrigen  projectiven  Gruppen 
gefundefn^  die  unsrer  ersten  Klasse  (s.  S.  275)  angehören ;  es  fehlen 
also  nur  noch  die  der  zweiten  Klasse,  die  keine  mit  U  gleichberech- 
tigte infinitesimale  Transformation  enthalten.  &  sei  eine  dieser  Gruppen 

Wir  wollen  zunächst  annehmen,  dass  @  auch  keine  Translation^ 
enthält.  Da  U  sicher  nicht  vorkommt^  wird  ®  in  diesem  Falles 
n^  -j-  n  ~  1  unabhängige  infinitesimale  Transformationen  von  der  Form 


1 

n 

1 
n 

x^ü+yyU  +^  ytxPt 

1 
Ou,  »  =  i...ni  /u  4='';  y  =  i...n  —  i) 

enthalten.  Hier  sind  vor  allen  Dingen  die  a^y  und  aj  sämmtlich  giei 
Null,  woYon  man  sich  durch  Combination  leicht  überzeugen  k 
Ferner  lässt  sich  genau  wie  auf  S.  270  erreichen,  dass  alle  jS^y«  u 
ßjt  null  werden,  dabei  erhält  @  die  Form: 

»^ftPv)     *^fiPn  ^v  Pv 


Nun  ist: 


Sr  =  XyU+  yr  U+^  y'rxPt 

1 

(//,  r=l  ..  .n;  /u  +  ")  • 


{XrPf,y  Xu  U—  yifiPv)  ^XrU+  y^fip/u 

und  endlich: 

(Xf,  U  —  yvf^Pry     XvU+  yr^iPf^)  =   —  yy'fi  (2U+  Xf^Pf,  +  XrPr), 

wäre  daher  y^^,  =J=  0-,  so  würde  @  die  Transformation:  2f7  +  a;^,|)^ -f^ 
+  XvPv  enthalten  und  in  Folge  dessen  auch  U  selbst,  was  ausge  ^^ 
schlössen  ist.  Demnach  ist  y^'^  =  0  und  ®  ist  eine  Untergruppe  de^ ' 
Gruppe  (14),  von  der  aber  kennen  wir  bereits  alle  («*  +  ^  —  l)-glied^J 
rigen  Untergruppen,  wir  finden  also  hier  nichts  neues. 

Zu  bemerken  ist,  dass  die  vorstehenden  Betrachtungen  nur  füi^ 
n  >  1  anwendbar  sind^  das  schadet  aber  auch  nichts,  da  wir  ja  bereite 
in  Kap.  2  alle  projectiven  Gruppen  in  einer  Veränderlichen  bestimmr 
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habexu  Femer  ist  zu  bemerken^  dass  die  vorstehenden  Betrachtungen 
zugleich  den  Fall  erledigen,  dass  ®  keine  Transformationen  yon  der 
Fox-in:  Uy^^Xf^U  enthält. 

Jetzt  brauchen  wir  nur  noch  einen  Fall  zu  untersuchen ,  den 
uä^zdlich,  dass  ®  gewisse,  ja  möglicherweise  alle  Transformationen: 
^^  "y*A  Xfi  U  enthält  und  gewisse,  aber  nicht  alle  Translationen.  Die 
^h^oglichkeit  des  Auftretens  aller  Translationen  lässt  sich  offenbar  auf 
diesen  Fall  zurückführen. 

@  enthalte  also  q  (0  <  g  <  n)  unabhängige  infinitesimale  Trans- 
l2^±ioDen,  etwa  Pi -» » Pq»  Da  17  nicht  vorkommen  darf  und  ebenso- 
^^  6  XX  ig  eine  mit  ü  gleichberechtigte  Transformation,  so  enthält  @  keii^e 
ixxfiziitesimale  Transformation,  die  sich  aus  den  (n  —  ä)  (ff  +  1)  +  1 
rx  ^olistehenden : 

^9  Pq+Jf  ^Pq  +  Jf'">  ^qPq-^J     0  =  i. ..*-«) 
Ixixear  ableiten   lässt.     Andrerseits   ist   aber  ®  (w*  +  n  —  l)-gliedrig, 
slIso  ergiebt  sich: 

(n-«)(2+l)  +  l^n+l 

oder:  ^(m  —  g  —  1)  <  0  und  somit:  q  =  n  —  1.  Da  XnPn-h^Pn  eine 
nicht  ausgeartete  perspective  Transformation  ist,  darf  @  auch  keine 
Transformation  von  der  Form:  x^pn-^-ccp^  enthalten,  also  überhaupt 
l^eine  infinitesimale  Transformation,  die  aus  den  n  +  1: 

iX^nPm  Pn,   X^Pny  .  .  .  Xn-lPn 

iin ear  abgeleitet  werden  kann.     Führen  wir  daher:  • 

n  n  m 

*^    Stelle  von  x^  . , .  Xn  als  neue  Veränderliche  ein,  so  verwandelt  sich 
®     ixi  eine  Gruppe  ®,  die  keine  Transformation  von  der  Form: 


n 


1 

öxxtliält«  die  Gruppen  von  dieser  Beschaffenheit  haben  wir  aber  bereits 
^oec  erledigt.     Demnach  ergiebt  sich  auch  hier  nichts  Neues. 

Damit  sind  alle  (n*  +  ^ — l)-gliedrigen  projectiven  Gruppen  des 
'*     gefunden: 

Dheorem  16.    Die  allgemeine  projective   Gruppe  des  ü«  ent- 
'^^^>   sobald  n>  3  ist,  nur  zwei  Typen   von  (n^ -}- n  —  l)'glied- 
Oe^^    Untergruppen;    Repräsentant    des   einen    Typus    ist    die 
^^^ielle  lineare  Gruppe: 

(7)  \p^y   Xf^Pf,   X^Pf,  —  XrPv 
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Repräsentant  des  andern  Typus  die  Gruppe: 


(10) 


n  n 

p^y   XiPr,   XkPk  +^  ^tPt,    ^k^  XtPt 

l  1 

(r  =  l...«;  *  =  l...n  —  1;  »  +  *), 


Überdies  kann  die  allgemeine  projective  Gruppe  des  jB,  der- 
holoedrisch  isomorph  auf  sich  selbst  beeogen'werden,  dass  j& 
Untergruppe  vom  ersten  Typus  eindeutig  umkehrbar  eine  % 
zweiten  Typus  entspricht  Ist  n  =  3,  so  kommt  jsu  den  bei. 
genannten  Typen  von  (n*  +  ♦*  —  l)'gliedrigen  Untergrupi 
noch  ein  dritter  hineu,  der  durch  die  Gruppe: 


(17) 


IPij  ^iPu  ^iPif  ^sPn  ^iPif  ^zP%}  ^%Pz7  ^sA 

8  8  8 


■■^2 


1  1 


repräsentirt  wird,  Ist  n  =  2,  so  kommt  ebenfalls  ein  drii 
Typus  hinzu,  dessen  Repräsentant  die  Gruppe: 

(13)  i)i,  i^s,  x^py^,  x^Pi,  x^p^ 

ist.  Für  w=l  endlich  fallen  die  beiden  zuerst  genannt 
Typen  zusammen,  es  tritt  aber  dafür  noch  ein  Typus  auf,  a 
durch  die  Gruppe 

(12)  x^p, 

f^epräsentirt  wird. 

Jetzt  sind  wir  soweit,  dass  wir  in  n  +  1  Veränderlichen  au 
alle  transitiven  Gruppen  angeben  können,  die  mit  der  iV-gliedri^ 
allgemeinen  projectiven  Gruppe  des  R^  gleichzusammengesetzt  sii 
wir  stützen  uns  dabei  auf  das  Kapitel  22  von  Abschnitt  I. 

Die  beiden  Typen  von  Untergruppen,  die  durch  (7)  und  (10)  rej 
sentirt  werden,  liefern  nur  einen  Typus  von  JV-gliedrigen  transiti 
Gruppen  in  w  +  1  Veränderlichen  und  zwar  sind  die  Gruppen  die 
Typus  alle  systatisch,  da  die  Gruppe  (7)  in  der  aligemeinen  linea 
(1)  invariant  ist  (s.  Abschn.  I,  S.  520,  Satz  9).  Repräsentirt  wird 
betreffende  Typus  durch  die  specielle  lineare  homogene  Gruppe: 

( 18)  X^  Pv  ,    XfxP^  —  XvPv       {ti,v=^l...n-\-l\  fi^v) 

f 

in  n  +  1  Veränderlichen. 

Die  Gruppe  (17)  ist  die  grösste  projective  Gruppe  des  JS^,  bei 
eine  gewisse  Gerade  dieses  Raumes  invariant  bleibt,  sie  ist  in  kei 
grösseren  Untergruppe  der  allgemeinen  projectiven  Gruppe  G^^  des 
enthalten  und   liefert  daher  in  vier  Veränderlichen   einen  Typus  ^ 
primitiven  mit  dieser  G^r^  gleichzusammengesetzten  Gruppen  (s.  a.  a 
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Ttk&OT.  91,  S.  521).  Um  einen  Repräsentanten  für  den  betreffenden 
r3rp't:is  zu  erhalten,  denken  wir  uns  die  cx)^  Geraden  des  R^  auf  die 
Puniste  eines  R^  abgebildet  und  sodann  die  Gruppe  dieses  R^  aufge- 
stellt, die  angiebt,  in  welcher  Weise  die  oo*  Geraden  des  ü,  bei  der 
6rj^  unter  einander  vertauscht  werden.  Wir  finden  auf  diese  Weise 
als     Repräsentanten  unsers  Typus  die  fänfzehngliedrige  Gruppe: 


(19) 


Pfif 

Xf^Pv  —  ^vPfiy 

1 

4 

1 

4 

1 

(/i,  r=l. 

JL 

.4) 

aller  conformen  Transformationen  des  R^.  In  der  That,  es  ist  be- 
käQxit,  dass  die  oo^  linearen  Complexe  des  R^  einen  ebenen  fünffach 
ausgedehnten  R^  bilden,  in  dem  die  cx)^  Geraden  des  R^  durch  eine 
niclixt  ausgeartete  Mannigfaltigkeit  zweiten  Grades  F^  dargestellt  wer- 
den. Femer  weiss  man  aus  einer  Bemerkung  von  F.  Klein,  dass  die 
^^c>*  linearen  Complexe  des  R^  bei  der  allgemeinen  projectiven  Gruppe 
G^is  dieses  Raumes  gerade  so  transformirt  werden,  wie  die  Punkte  des 
J^5  tei  der  grössten  projectiven  Gruppe  F,5  dieses  Raumes,  die  jene  F^ 
inv'^.riant  lässt.  Demnach  transformirt  die  G^^  die  oo*  Geraden  des 
■^^3  gerade  so,  wie  die  Fjg  die  cx>*  Punkte  der  bewussten  F^  transfor- 
,  die  Fi5  aber  transformirt  ihrerseits  die  cx>*  Punkte  der  JPg,  wenn 
die  Coordinaten  dieser  Punkte  in  geeigneter  Weise  wählt,  durch 
^iö      Gruppe  aller  conformen  Transformationen  des  R^. 

Die  Gruppe  (13)  ist  die  grösste  projective  Gruppe  der  Ebene,  die 

Qiix      gewisses  Linienelement   dieser  Ebene    invariant  lässt,   sie   steckt 

^b^j^  in  (Jej.  allgemeinen  linearen  Gruppe  der  Ebene  und  liefert  daher 

^^     drei  Veränderlichen  einen  Typus  von  imprimitiven  Gruppen,  die  mit 

^^ir     allgemeinen    projectiven  Gruppe   G^   der  Ebene   gleichzusammen- 

ges^tzt  sind.     Einen  Repräsentanten  dieses  Typus  erhält  man,   wenn 

^^^^-m  sich  die  cx>'  Linienelemente  der  Ebene  durch  die  G^  transformirt 

^^x^lt  und  sie  sodann  auf  die  Punkte  eines  R^  abbildet.    Man  braucht 

^'^     diesem  Zwecke  nur  die  allgemeine  projective  Gruppe  Gg  der  Ebene 

^^     erweitern,  indem  man  X2  als  Function  von  x^  ansieht  und  den  ersten 

^^  Serentialquotienten : 

^^tnimmt   (vgl.  Abschn.  II,  S.  5,    Satz    1),    dabei   ergiebt    sich   die 
^^vippe: 
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(20) 


^iPl  —  VPs;   ^iA  +  A 
^i'^Pl  +  ^l^2P2  +  (^  —  ^1^9)  Pi 

die  uns  auch  schon  auf  S.  167  begegnet  ist. 

Die  Gruppe  (12)  endlich  liefert  in  zwei  Veränderlichen  einen  Typus 
von  imprimitiven  mit  der  allgemeinen  projectiven  Gruppe  des  jR^  gleich- 
zusammengesetzten Gruppen.  Ein  Repräsentant  dieses  Typus  ist  die 
Gruppe : 

(21)  Pi  +  Piy      ^iPi+XiP2  7      ^l^Pl  +  ^^Pi 

oder  auch  die  mit  ihr  ähnliche  Gruppe: 

(22)  pi  +  Zjft,    x,pi  +  2x^p^,    (a:,»  —  x^p^  +  x^x^Ptj 

die  grosste  projective  Gruppe  der  Ebene  x^,  x^f  bei  der  der  Kegel- 
schnitt: x^  —  -^a?!*  =  0  invariant  bleibt  (vgl.  S.  76). 

Nunmehr  können  wir  unsre  Ergebnisse  zusammenfassen: 

Theorem  17.    Ist  n  >  3,  50  giebt  es  in  n  -}-  1   Veränderliche 
nur  einen  Typus  solcher  transitiver  Gruppen,  die  mit  der  all 
gemeinen    projectiven    Gruppe    des    B»    gleicheusammengesetjr^ 
sindf  Repräsentant  dieses  Typus  ist  die  specielle  lineare  homo^ 
gene  Gruppe: 

(18)  ^fiPrj    ^fiPfi  —  ^rPv       0*,  r=l...i»+l;/«  ^i') 

in  n  +  1   Veränderlichen.    Ist  n  ^  3,  so  giebt  es  in  n  +  1    Ve 
änderlichen  ausser  dem  eben  genannten  noch  je  einen,  aber  au 
nur  einen  Typus  transitiver  Gruppen  von  der  betreffenden  Z 
sammensetzung;  repräsentirt  wird  dieser  Typus  für  n  =  3  dur 
die  Gruppe  (19)  aller  conformen  Transformationen  des  iJ^,  f^ 
n  =  2  durch  die  Gruppe  (20),  die  aus  der  allgemeinen  projc 
tiven  Gruppe  der  Ebene  durch  Erweiterung  erhalten  wird,  fü 
w  =  1  durch  die  grosste  projective  Gruppe  der  Ebene,  die  eine- 
nicht  ausgearteten  Kegelschnitt  invariant  lässt    Dagegen  gie 
es,  welchen  Werth  auch  n  haben  möge,  in  n  +  1  Veränderlichem 
stets  nur  einen  Typus  intransitiver  Gruppen,  die  mit  der  allge 
meinen  projectiven  Gruppe  des  Rn  gleichzusammengesetzt  sin 
einen    Repräsentanten    dieses    Typus    erhält    man,    wenn   man 
zu  der  allgemeinen  projectiven  Gruppe  des  Rn  noch  eine  (n  +  l)* 
Veränderliche  aj^+i  hinzufügt,  die  nicht  transformirt  wird. 
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Kapitel  15. 

gemeines  über  gewisse  primitive  projeotive  Gruppen  des  n-faoh 

ausgedehnten  Baumes. 

Aus  den  Entwickelungen  des  Kapitels  12  folgt  unter  Anderm  der 
e:  Eine  primitive  projective  Gruppe  des  dreifach  ausgedehnten  Rau- 
\  kann  niemals  durch  eine  nichtprojective  Punkttransformation  wie- 

in  eine  projective  Gruppe  übergeführt  werden.  Es  muss  dahin 
teilt  bleiben  y  ob  dieser  Satz  auch  für -alle  primitiven  projectiven 
ppen  des  R„  gilt;  wir  werden  aber  zeigen,  dass  er  jedenfalls  für 
'isse  unter  ihnen  gilt,  nämlich  für  die^  die  Verallgemeinerungen  der 
nitiven  projectiven  Gruppen  des  B^  sind.  Wir  benutzen  dabei 
z  andre  Methoden  als  in  Kapitel  12  und  erhalten  daher  zugleich 
(n  neuen  Beweis  für  einen  Theil  der  Ergebnisse  dieses  Kapitels. 

Hiermit  ist  die  Aufgabe  bezeichnet^  deren  Erledigung  das  gegen- 
tige  Kapitel  gewidmet  ist*). 

§  65. 

Um  die  folgende  Untersuchung  zu  vereinfachen,  denken  wir  uns 
ächst  eine  beliebige  projective  Gruppe  G  des  i2„  vorgelegt  und 
;en,  ob  es  eine  nichtprojective  Transformation  giebt,  bei  der  G 
ier  in  eine  projective  Gruppe  übergeht.  Wir  werden  diese  Frage 
eine  andre  zurückführen,  deren  Beantwortung  in  jedem  einzelnen 
le  wesentlich  leichter  ist. 

Die  Allgemeinheit  unsrer  Untersuchung  wird  offenbar  nicht  beein- 
'htigt,  wenn  wir  uns  G  von  vornherein  durch  eine  projective  Trans- 
ciation  auf  eine  solche  Form  gebracht  denken,  dass  der  Punkt: 
=a  . . .  =  a:„  =  0  der  Gruppe  gegenüber  ein  P  unkt  von  allgemeiner 
Q  ist.    Diese  Voraussetzung  wollen  wir  daher  von  jetzt  ab  machen. 

Ist  nun  T  eine  nichtprojective  Transformation,  bei  der  G  wieder 
&ine  projective  Gruppe  übergeht,  und  sind  S  und  S'  irgend  zwei 
i^ctive  Transformationen,  so  ist  stets  auch:  T' =52^/8'  eine  nicht- 
iective  Transformation,  die  G  in  eine  projective  Gruppe  überführt, 
iken  wir  uns  insbesondere  die  projectiven  Transformationen  S  und 
geeignet  gewählt,  so  können  wir  immer  erreichen,  dass  T'  den 
ikt:  a^i  =  •  •  •  ==  0:«=  0  invariant  lässt  und  sich  in  der  Umgebung 

*)  Die  in  diesem  Kapitel  benutzte  Methode  hat  Lie  schon  in  den  Leipziger 
ichten  von  1890  angewendet  und  damit  eine  Anzahl  von  Sätzen  bewiesen,  die 
den  Theoremen  18  und  19  wiedergegeben  und  yeryollständigt  sind  (a.  a.  0. 
tl3,  Satz  13;  S.  316,  Satz  14;  S.  300,  Satz  4  und  5;  S.  318,  Satz  15). 
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dieses  Punktes  regulär  verhält^  wir  können  also  immer  erreichen,  das 
r  die  Form  hat: 

n 

(1)  Vi  =2}  (^iv^v-\ «  =  1...»), 

1 

wo  die  weggelassenen  Glieder  in  x^  . , .  Xn  von  höherer  als  der  ersten^:  ^ 
Ordnung  sind  und  wo  die  Determinante  der  a,>  nicht  verschwindet^^.^ 
Demnach  giebt  es  eine  nichtprojective  Transformation  von  der 
gebenen  Beschaffenheit  dann  und  nur  dann,  wenn  es  eine  nichtpn 
jective  Transformation  von  -der  Form  (1)  giebt,  bei  der  sich  G  vried( 
in  eine  projective  Gruppe  verwandelt 

Aber  auch  die  Transformationen  von  der  Form  (1)  können  no< 
durch  einfachere  ersetzt  werden.     Da  nämlich  die  Determinante  d  . 
a,>  nicht  verschwindet,  so  stellen  die  Gleichungen: 


(2)  y<  =2  "•■ 


Xv       (»  =  1  . . .  ») 


eine  projective  Transformation  des  12»  dar,  überdies  leuchtet  ein,  d 
man  jede  nichtprojective  Transformation  von  der  Form  (1)  dadurcL^^ 
erhalten  kann,  dass  man  zuerst  eine  gewisse  nichtprojective  Trans  ^' 
formation  von  der  Form: 

(3)  Xi  ^=  Xi  -^  •  •  '     (1  =  1...») 

ausfahrt  und   sodann   die  projective   Transformation  (2).     Eine  nicht-        ^ 
projective  Transformation   T  von  der  verlangten  Beschaffenheit  giebt 
es  in  Folge  dessen  dann  und  nur  dann,  wenn  es  eine  nichtprojective 
Transformation  von  der  Form  (3)  giebt,   bei  der  G  wieder   in   eine 
projective  Gruppe  übergeht 

Wünscht  man  also  sfu  entscheiden^  ob  eine  vorgelegte  projective  Gruppe 
G  des  Rn  durch  eine  nichtprojective  FunkttransformaHon  dieses  Baumes 
in  eine  projective  Gruppe  übergeführt  werden  kann,  so  hai  man  folgender' 
massen  zu  verfahren:  man  bringe  zunächst  G  durch  eine  geeignete  projec- 
tive Transformation  auf  eine  solche  Form  ®,  dass  der  Punkt:  Xi«»  0,..., 
x^  =»  0  der  Gruppe  ®  gegenüber  ein  Punkt  von  allgemeiner  Lage  ist; 
Ikat  man  das  gethan,  so  braucht  man  nur  noch  zu  untersuchen^  ob  es  eine  ^ 
nichtprojective  Transformation  von  der  Form: 

(3)  Xi  =  a?, -f-  •  •  •    (.  =  1 . . .  «) 

giebt f  bei  der  Qi  uneder  in  eine  projective  Gruppe  übergeht. 

Wenden  wir  jetzt  die  hiermit  gewonnene  Regel  auf  die  primitive] 
projectiven  Gruppen  des  JR»  an,  die  aus    den   primitiven   projective 
Gruppen  des  ü,  (s.  Theor.  11,  S.  226)  durch  Verallgemeinerung  auf 
Dimensionen  erhalten  werden. 
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§  66. 

In  diesem  Paragraphen  untersuchen  wir  die  allgemeine  projective, 
die    allgemeine  lineare  und  die  specielle  lineare  Gruppe  des  jß». 
Ca  die  specielle  lineare  Gruppe: 

des    Itn  sowohl  in   der  allgemeinen  linearen   als   in   der   allgemeinen 

projectiven  enthalten  ist,  so  liegt  es  nahe,  mit  der  speciellen  linearen 

Gruppe  zu  beginnen;  gelingt  es  uns  nämlich  zu  zeigen,  dass  diese  nur 

durch  eine  projective  Transformation  wieder  in  eine  projective  Gruppe 

übergeführt  werden  kann,   so   ist   dasselbe  offenbar   zugleich  für  die 

beiden  andern  Gruppen  bewiesen. 

Der  Gruppe  (4)  gegenüber  ist  der  Punkt:  iCi  =  »--  =  a:»=0  schon 
ein  Punkt  von  aUgemeiner  Lage,  wir  können  also  ohne  Weiteres  unsre 
oben  abgeleitete  Regel  anwenden  und  haben  demgemäss  die  allgemeinste 
Transformation  von  der  Form  (3)  zu  bestimmen,  bei  der  die  Gruppe 
(4)   in  eine  projective  Gruppe  übergeht. 

Terwandelt  sich  (4)  bei  der  Transformation  (3)  wieder  in  eine 
projective  Gruppe,  so  erkennt  man  mit  Berücksichtigung  von  Abschn.  I, 
S.   196  f.  sofort,  dass  vermöge  (3)  Gleichungen  von  der  Form: 


(5) 


ik 


l...n 


Xf,Pv  =  Xf,Pv  +^  yfittXt  ü" 


1...R 


X, 


Pu  —  ^vPr  =  Xf^Pn  —  XyPv  +^    ^fiytXt  IV 


\ 
\ 


"^»teilen,  wo   U'  zur  Abkürzung  für:  x^p^  +  •  •  *  +  Xnp'n  geschrieben 
^^t  Und  wo  dfivt  hei  der  Vertauschung  von  ft  und  v  das  Zeichen  wechselt. 

Zunächst  wollen  wir  annehmen,  dass  n>l  ist. 

In  diesem  Falle  ergiebt  sich  durch  Combination: 

{XfiP^y   XrPfi)  =  iP/il>/i  —  XrPv 

=  xI^pI,  —  x'rPv  +  Yy/ivX^  U' —  ytivfiXylTy 
die  öftrt  sind  also  durch  die  y^^vt  vollständig  bestimmt.    Ferner  wird: 

{p^flPfi  XvPvj     XfiPv)    ^=    ZXfxPy 

=  2xl^p^  +  2yf,r^iX^  U'—  Y^rrXyl]' 
{XrP^f    XftPft  — XrPv)  =  2Xr Pfi 

=  2xrP^  —  yviifiX^  ir+  2yr^^XrU\ 


(6) 
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mithin  verschwinden  alle  y^yt  mit  Ausnahme  allein  der  yf^r/i  i 
y^fiy  und  wir  haben  einfach: 

^fiPv  ^^  ^fiPv  "p  y^iVfi^fi  ^ 

XyP^   =   XyPii    +    yyftyXr  U' 
XftP^    —   XyPr   =  X^P^   Xypl    +    YvflvXli   TT   yf^yfi  Xy  U' 

C",  r  =  l. ..«;/*:}:  r). 

Ist  n  <=»  2,  so  ist  jedes  yftvf^  durch  -das  v  allein  voUstän 
stimmt^  weil  es  dann  zu  jedem  v  nur  ein  ft  giebt^  das  der  Bedi 
/A  =4="  ^  genügt  Ist/ andrerseits  n  >  2  und  ist  r  =)==  f^  ^^d  =f=  v, 
kommen  wir: 

(XfiPtf  Xtpy)  =»  a;^i>r  =  xlip'y  +  yxvtxl  U\ 

also   ist  stets:   ytvt=  y^i^^j  das  heisst:    auch  für  n>2  häng 
Yfivfi  nur  von  dem  i/  ab.     Wir  können  daher  für  y^y^  einfach 
ben  yy  und  für  yyf^y  dementsprechend  y^^  so  dass  die  Gleichun 
in  der  Form: 

X^Py  =  X^p'y   +    yv  i*^/«'  ?/' 
iX?/il>/*   —   XyPy    =   a:^^^;  —  O^v^v    +    y^  X^    ü'  yy  Xy  U' 

(/i,  y=  1  .  .  .n;  /i  4:  V) 

erscheinen.    Um  diese  Gleichungen  noch  weiter  zu  vereinfachen, 
wir  uns  den  Umstand  zu  Nutze,  dass  die  infinitesimalen  Tran 
tionen  auf  der  rechten  Seite  sämmtlich  die  (n  —  l)-fach  ausg 
ebene  Mannigfaltigkeit: 

n 

1 
invariant  lassen;    wir  verlegen  nämlich   diese  Mannigfaltigkeii 
die  projective  Transformation: 


(6') 


< 


(7)  Xy= ^ {v=l...n) 

^  +  y}YrXi 


ins  Unendliche  und  bekommen  so   an  Stelle  der  Gleichungen 
nachstehenden: 


(Q")        .  iXfxPy   =   XfiPy  ,       XftPf,    XyPv  =  XfiPfi   XyPy 

Dabei  ist  noch  besonders  hervorzuheben^  dass  die  projective 
formation  (7)  die  Form:  a?;.' =  a:l+  •  •  •  besitzt,  wo  die  weggel 
Glieder  von  zweiter  und  höherer  Ordnung  in  den  x'  sind. 

Es  bleibt  uns  jetzt  nur  noch  übrig,  die  allgemeinste  T 
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mation  von  der  Form:  x{  =  rr,-  +  *  * '  zu  bestimmen,  bei  der  die 
Gruppe  (4)  wieder  in  eine  projective  Gruppe  übergeht  und  vermöge 
deren  insbesondere  die  Relationen  (6")  bestehen.  Wir  werden  finden, 
(lass  diese  Transformation  schon  durch  die  Gleichungen  (6'')  vollständig 
bestimmt  ist. 

Aus  (6")  erhält  man: 

und    ctlso: 


X'     '    •""  x" 


SR  miß  Sß  Stt 

^flP/i  ^vPv    =   "  V^     Pm^  '  ^^^  Pv] 

y  fi 


da    dieser   Ausdruck   gleich  aj^jp^  —  XvPr  sein   muss,   so   ergiebt  sich 
weiter : 


X    X 

Xy    —  . 

X..     ' 


was    nur   möglich   ist,    wenn   die   Transformation:  Xi'=  a:,  +  • '  *   die 
Form   hat: 

\^)  a;/'=  Xi ,  q(xi  , .  .Xn)     (» =  i • . - «) , 

unter    q   eine   gewohnliche  Potenzreihe    von   der   Form:    1  +    •  •    ver- 
standen.    Nun  aber  folgt  aus   (8): 

n 

»/    f^  ^^  dg     // 

^mP^  —  ^A*  •  Q  'P^  T"  y^f  ^fi  ^t  "g^  Pf 

und    hier  muss  die  rechte  Seite  die  Form: 


/r      rt  if 


^nPv  ^fl  •  Q  •  Pv 

'*8.beix,  also  müssen  alle  n  Differentialquotienten  von  q  verschwinden 
"^^  Q  muss  gleich  1  sein.  Demnach  ist  die  identische  Transformation: 
^'  *==  a;,  die  einzige  Transformation  von  der  Form:  ic/'=  a;,  +  •  •  •, 
^^^•raöge  deren  die  Gleichungen  (6")  bestehen. 

A/^erbinden  wir  dieses  Ergebniss  mit  dem  früher  Gesagten,  so  er- 
^^rien   wir,   dass  jede  Transformation:   a:,'=  rr,  +  *  •  •>    ^^^    ^^^   ^^® 
^^Ppe  (4)   wieder  in  eine  projective  Gruppe  übergeht,  projectiv   ist 
^^d    die  Form: 


X 

xi 


'     -  '  (1  =  1..    n) 


n 


^^^tzt.    Damit  ist  aber  nach  §  65  zugleich  bewiesen,   dass  die  spe- 

^^^lle  lineare  Gruppe  (4)  im  Falle  n  >  1  niemals  durch  eine  nichtpro- 

3eclive  Transformation  wieder  in   eine  projective  Gruppe   übergeführt 

werden  kann.     Wie  wir  schon   auf  S.  285  erwähnten,   folgt  endlich 
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hieraus,  dass  für  n  >  1  auch  die  allgemeine  projective  und  die  allg< 
meine  lineare  Gruppe  des  Bn  nur  bei  projectiven  Transformation« 
wieder  in  projective  Gruppen  übergehen. 

Ist  n  =  1,  so  besteht  die  specielle   lineare  Gruppe  (4)  blos   

der  Translation  p  und  es  giebt  allerdings  nichtprojective  Transforrt^^^^^« 
tionen,  bei  denen  diese  Gruppe  wieder  in  eine  projective  Gruppe  ül>^^ 
geht;  die  Bestimmung  aller  derartigen  nichtprojectiven  Tran8forma.t^^- 
neu  hat  keine  Schwierigkeit,  wir  wollen   es  deshalb  dem  Leser  ü>>  ^^ 
lassen,    sie    auszuführen.     Dagegen    gilt    für    die    allgemeine    liae^^^^ 
Gruppe:  p,  xp  und  für   die   allgemeine   projective:  jp,  a?j),  a^p   a^j»ci 
jetzt  noch  der  Satz,  dass  sie  nur  bei  projectiven  Transformationen     /n 
projective  Gruppen  übergehen  können. 

In  der  That,  wenn  die  allgemeine  lineare  Gruppe:  p,  xp  des  M^ 
durch  eine  Transformation  von  der  Form:  x'=  x  '\-  -  >  -  wieder  in  &ine 
projective  Gruppe  übergeht,  so  bestehen  vermöge  dieser  Transforcaaa- 
tion  Gleichungen  von  der  Form: 

p  =  p  -{-  ax p  +  ßx^p' 

Hieraus  ergiebt  sich  durch  Combination: 

(j),  xp)  =jp  =y+  ^yocp' '\-  (ay  —  ß)^'^Pi 
es  ist  also:  a  =  2y  und:  ay  —  ß  =*  ß  und  demnach: 


(9)  ("""'.t 

[xp  =  xp 


Verbindet  man  diese  Gleichung  mit   der  zweiten  der  Gleichungen  ^     ^^^h 


so  findet  man: 

X  = 


1  +  yx'  ' 

die  Transformation:  x'=  x  '\-  •  -  -  ist  also  projectiv.    Damit  ist  be 
sen,  dass  die  Gruppe:  p,  xp  wirklich  nur  durch  eine  projective  Tra 
formation  wieder  in  eine  projective  Gruppe  übergeführt  werden  k 
zugleich   ist  klar,  dass  von  der  Gruppe:  p,  xp^  o?p  dasselbe  gilt 

Fassen  wir  nunmehr  die  gewonnenen  Ergebnisse  in  einem  Th 
reme  zusammen: 

Theorem  18.     Die  allgemeine  projective  und  die   allgeme^^ 
lineare  Gruppe  des  En  können  durch  eine  nichtprojective  Pun  ^^^ 
tr  ans  formation  des  Rn  niemals   wieder  in  projective   Grupg^ 
Übergeführt   werden;   ist  n>l,   so  gilt  dasselbe  auch  von 
speciellen  linearen  Gruppe  des  En. 

Man  kann  den  Theil  dieses  Theorems,  der  sich  auf  die  allgemei 
projective  Gruppe  bezieht,  natürlich  auch  so  ausdrücken:  die  prqjedwt^^^^ 
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formoHonen  sind  die  einzigen  PunJcUransformationen  des  JR«,  bei 
die  cUlgemeifie  projective  Gruppe  dieses  Ramnes  in  sidh  übergeht 

§  67. 

7ir  wollen  jetzt  von  drei  andern  primitiven  projectiven  Gruppen 
,  zeigen,  dass  sie  ebenfalls  nur  durch  projective  Transformationen 
•  in  projective  Gruppen  übergeführt  werden  können.  Es  sind  das 
3  die  Gruppe: 

p^ ,  x^pv  —  XvPu     (/* ,  y  =  1  • .  •  n) 
aklidischen  Bewegungen,  zweitens  die  Gruppe: 

aklidischen  Bewegungen  und  der  Äehnlichkeitstransformationen^ 
1  drittens  die  grösste  continuirliche  projective  Gruppe  des  JB», 
r  eine  nicht  ausgeartete  (n  —  l)-fach  ausgedehnte  Mannigfaltig- 
weiten Grades  invariant  bleibt;  denken  wir  uns  die  betreffende 
gfaltigkeit  durch   eme   projective  Transformation  auf  die  Form: 


n 


f  Xr^+1  =  0 


;ht,  so  wird  die  zuletzt  genannte  Gruppe  in  der  Gestalt: 

Pn  +  Xu  U,     X^Pr  X^p^       (/u ,  y  =  l  . . .  n) 

inen.  Wir  beschränken  uns  dabei  von  vornherein  auf  den  Fall 
,  da  der  Fall  n  ==  1  zu  wenig  Interesse  darbietet, 
►a  die  Gruppe  (11)  die  Gruppe  (10)  als  Untergruppe  enthalt,  so 
len  wir  offenbar  nur  von  den  beiden  Gruppen  (10)  und  (13)  zu 
{en,  dass  sie  niemals  durch  nichtprojective  Transformationen  in 
tive  Grup})en  übergeführt  werden  können.  Aber  auch  die  Grup- 
Oj  und  (13)  brauchen  wir  nicht  jede  für  sich  zu  behandeln,  wir 
Q  sie  vielmehr  mit  einem  Schlage  erledigen,  indem  wir  die  all- 
lere  Gruppe: 

Pti  -{-  C  ,  XfiU ,       X^,Pv  XrP^       f/i ,  V  =  1  . .  .  n) 

hten,  von  der  sie  beide  besondere  Fälle  sind. 

>ie  Gruppe  (14)  hat  bereits  eine  solche  Form,  dass  der  Punkt: 
' '  =  Xn  =  0  ein  Punkt  von  allgemeiner  Lage  ist;  nach  S.  284 
wir  daher  nur  nöthig,  zu  untersuchen,  welche  Transformationen 

er  Form:  rr/=  Xi  4-  •  •  •  es  giebt,  bei  denen  (14)  wieder  in  eine 

tive  Gruppe  übergeht. 

>t:    a:/ =  a;,  +  •  •  •   eine   Transformation  von  der  eben   defiuirten 

affenheit,  so  bestehen  vermöge  dieser  Transformation  Gleichungen 

tr  Form: 

,  Theorio  dor  TrauHformationagnippeu.    IIL  19 
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1...»  1...« 


(15) 


Pf,  +  cx,,Ü  =  !>;  +^ a,,kj xtp/  +^  ßf^k xt U' 


l...n 


Sf^y  =  S^r  +^  Yt^^kX'tU' 


k 


(16) 


WO  zur  Abkürzung  5^»  für  rr^p,  —  rr^jp^  und  S^\  für  xj^pr  —  Xr 
geschrieben  ist  und  wo  natürlich  jedes  yf,pk^  —  y^/ik  sein  muss. 

Es  sei  nun  zunächst  n  >  2  und  /t^  v,  t  seien  irgend  drei  v- 
schiedene  unter  den  Zahlen  1 . .  .n,  dann  ergiebt  sich: 

=  S/.t+YttrX^U'—  (y^tf.  +  YM^t)xrU'+  Yf^^rX^U' 
und  somit: 

,  Yht^  +  Yrxu  +  y^r*  =  0. 

Die  letzte  dieser  Gleichungen  liefert^  wenn  v  und  x  vertauscht  werde 

mit  Berücksichtigung  von:  y*»^  =  —  y^t/i  ergiebt  sich  daher  einfac 
y^tfi  =  0,  das  heisst:  alle  y^y^  mit  drei  von  einander  verschieden 
Zeigern  sind  null.  Andrerseits  folgt  aus  den  ersten  der  Gleichung 
(16),  dass  jedes  Yf^t^  =  —  Ytuf*  nur  von  dem  r,  nicht  aber  von  d< 
^  abhängt y  dass  wir  also  Y/it/i  =  Y*  setzen  können  und  dementsprechei 
y^tr  =  —  Yfi-  Mithin  hat  die  zweite  Reihe  der  Gleichungen  (15)  < 
einfache  Form: 

Sf,y  =  S^r  +  YyX'fiW —  Ym^Ü' 

(^ ,  r  =3  1  . .  .  «)  . 


(17)  { 


Schliesslich  ist  zu  bemerken,  dass  in  dem  bisher  ausgeschlossen 
Falle:  n  «=  2  die  betreffenden  unter  den  Gleichungen  (15)  sich  seh 
von  vornherein  in  der  Form  (17)  schreiben  lassen;  wir  können  dal 
die  Voraussetzung  n  >  2  jetzt  wieder  fallen  lassen. 

Wie  man  sich  leicht  überzeugt,  bleibt  bei  allen  infinitesimal 
Transformationen,  die  auf  der  rechten  Seite  von  (17)  stehen,  < 
(n  —  l)-fach  ausgedehnte  ebene  Mannigfaltigkeit: 


n 

2y*^*  + 1  =  0 


invariant.    Wir  verlegen  daher  genau  so  wie  im  vorigen  Paragraph 
diese  Mannigfaltigkeit  durch  die  projective  Transformation: 
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"  _  <  (t  =  1  .  .  .  n) 


(18)  Xi 

ins    Unendliclie   und   bekommen   an   Stelle   der  Gleichungen   (17)    die 
nachstehenden: 

(\i'  \  I  ^t^py  —  ^^Pfi  ■=  ^'t^p'y  —  ^^p1^ 

l  (ft  ,  V  a  1  . . .  n) , 

wahrend  die  erste  Reihe  der  Gleichungen  (15)  die  Form: 

P^i+cXf,U  =  p|,+^  a\, kj XipJ'  +  ^  ß^kXkU" 

kj  k 

{fl  msal  .  .  .n) 

erhält. 

Combinirt  man:  Pf^-^-cXf^ü  mit:  x^tPr  —  Xvjp^  (v=^u)f  so  ergiebt 
sich   vegen  (19)  und  (17'): 

n 

Pt  +  CXrU  =  pi  +^*  xi  {a/i*/ii>r  —  a^'jbrjpjx'}  — 

1 

n 

—  xi    {^firjX^  —  ttf^^j  Xr\  Pß    — 
1 

demnach  ist:  ßi^  =  ^^,'^  und  für  beide  kann  ß'  gesetzt  werden.  Andrer- 
seits erhalten  wir  ß^u  ■=  —  ßiivj  aber  diese  Grösse  ist  im  Falle  n>2 
stets  gleich  Null,  denn  für  n  >  2  giebt  es  in  der  Reihe  1  . . .  n  keine 
von  V  verschiedene  Zahl  ft,  die  v  gegenüber  ausgezeichnet  wäre.  Com- 
öinirt  man  ferner  den  vorhin  gefundenen  Ausdruck  für:  pv  +  cx^U 
"^1^-  x^p^  __  2:^j)^  —,  Xypl,  —  x'lipij  so  ergiebt  sich: 


Pi^ 


+  cXf,  ü  ===p^  + /?  ^i'  {^likfiPl  +  a/iibi'i)r  }  + 


1 


1 

CCfirvXfiPfi  ^fXfififiXpPp  -j- 

^Ä^v/u  XfiPr  "7~  ^^fifiifXr  Pfi  ~\~ 

+  ß'x;u''+ß;,x;u". 

vergleicht  man  das  mit  (19),  so  erkennt  man,  dass  alle  a^'jb^,  in 
d^oen  keine  der  Zahlen  Je,  j  gleich  ^  oder  i/  ist,  verschwinden,  und 
d^ss  ausserdem  auch  a^iv^,  (^'ft/int  ^'f^^ftf  ^ßh^  gleich  Null  sind;  da  aber 
f^  und  V  zwei  beliebige  Zahlen  der  Reihe  1  . . .  n  sind,  so  folgt  hier- 

19* 
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aus,  dass  überhaupt  alle  a^i>  verschwinden  und   dass  die  Gleichung' 
(19)  die  Form  besitzen: 

Pr  +  ex,  ü=p;  +  ß'x;  ü"-  /j;.x;'  t/" 

Hier  ist^  wie  wir  oben  sahen^  für  n  >  2  das  ßl^y  stets  gleich  Null. 

Nunmehr  erhalten  wir   durch  Gombination  von:  p^  +  ^^z*  U 
Pr  +  <^^r  ^' 

C  {^tP^i  —  ^nPr)  =  ß'  {^rPli  —  ^IPy)  — 

—  ß^r  \xliPi,  +  X^pl  +  2  ü"'  }  , 

also  mit  Berücksichtigung  von  (17'):  /3'=c  und  ^^'^  =  0  auch  i 
Falle  n  =  2.  Die  Gleichungen  (19')  können  in  Folge  dessen  dar« 
die  nachstehenden  ersetzt  werden: 


(19")  { 


Pf,  +  cx^  17  =  j)^  4-  cxl,  ü' 

(/<  =  1  . .  .  n) . 


n 


Verbinden   wir  endlich  diese  Gleichungen  mit  den  Gleichungen  [Yl'" 
die  sich  auch  schreiben  lassen: 

^i"  {Pr  +  <^^v  Ü)  Xr  {Pft  +  CXf^  U)  = 

=  ^'ii  {p'v  +  cxv  U")  —  x^(p'^  +  cx^  U"), 

so  erkennen  wir,  dass:  x'/^  =  x^i  ist 

Nach    dem   Früheren    ist  hiermit    bewiesen,    dass   die   projectivi 
Transformation: 

X. 

1 

1 

die  allgemeinste  Transformation  von  der  Form:  a;/=  Xi  +  *  •  ^^t,  be* 
der  die  Gruppe  (14)  wieder  in  eine  projective  Gruppe  übergeht,  wiJ 
erhalten  demnach  das: 

Theorem  19.  Ist  w  >  1,  so  hann  die  Gruppe  der  Euklid^ 
sehen  Bewegungen  des  lin  nur  durch  eine  projective  Transfof^ 
mation  dieses  Raumes  wieder  in  eine  projective  Gruppe  über' 
geführt  werden;  dasselbe  gilt  von  der  Gruppe,  die  aus  den  Euklm 
dischcn  Bewegungen  und  den  AehnliehJceitstransforniationc 
besteht,  U7id  ausserdem  auch  noch  von  der  grössten  eontinuir 
liehen  projectivcn  Gruppe  des  li^,  bei  der  eine  nicht  ausgeartet 
{n-  -  l)'fach  ausgedehnte  Mannigfaltigkeit  zweiten  Grades  ifm 
variajit  bleibt. 
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Da  es  in  Räumen  von  gerader  Dimensionenzahl  nur  ausgeartete 
esire  Complexe  giebt,  so  kann  der  projecti^en  Gruppe  eines  nicht 
;  gearteten  linearen  Complexes  des  R^  nur  in  Räumen  von  ungerader 
uensioneuzahl  eine  primitive  projective  Gruppe  entsprechen.  Die 
reffende  Gruppe  haben  wir  auch  schon  früher  kennen  gelernt  (s. 
sclm.  II,  S.  521  f.).     Wir  fanden,  dass  der  lineare  Complex: 

n 

1 
1    Haumes  ig?,  aj^  . .  .  a;„,  y^  . . .  y«,  bei  der  projectiven  Gruppe: 

Pf^  —  »iur,  q^,  +  x^r,  r,  U  +  zr 

x^qy  +  aJrff/i,  Xf,py  —  y^qj,,  y^p^  +  VyPh 

^Pfi  —  Vt^  üy  zq^,  +  x^U,  z ü 

(jit  V  =  1  . . .  n) 

a.xnant  bleibt;  dabei  haben  wir  jetzt  von  der  Abkürzung: 


) 


V*  (Xf,p^  +  y^q^,)  +  zr=U 

1 

brauch  gemacht 

Da  der  Punkt:  a:^  =  y^  =  ^  ==  0  ein  Punkt  von  allgemeiner  Lage 
so  haben  wir  nach  S.  284  nur  «nöthig,  alle  Transformationen  von 
Porm; 

^  {x^  =  Xf,  +  "  ',  y/i  =  y/*  +  •  •  •,  z^z-i 

bestimmen,    bei   denen   die  Gruppe  (21)  wieder  in  eine  projective 
*  rpe  übergeht. 

Ist  (22)  eine  Transformation  von  der  eben  definirten  Beschaffen- 
t,  so  besteht  vermöge  (22)  jedenfalls  eine  Relation    von  der  Form: 

n 

■>      U  +  er  =  U'  +  z'r'  +  ^'  {a,x:,U'+  ß^y', U' }  +  ye  U'. 

1 

^X'  lässt  die  infinitesimale  Transformation  auf  der  rechten  Seite  die 
-^e  Mannigfaltigkeit: 

n 

1 
^^ariant;  verlegen  wir  daher  diese  Mannigfaltigkeit  durch  die  projec- 
^^e  Transformation: 
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"  —    ^  "  —       f*  a" 


(22')  { 


(24) 

ins  Unendliche^  so  bekommen  wir  an  Stelle  von  (23)  die  einfach« 
Gleichung: 

(23')  V^-ZT=  V"'\'si'r\ 

Ueberdies  ist  klar,  dass  wir  nunmehr  nur  noch  die  allgemeinste  Trans 
formation  von  der  Form: 

a?;'  =  a:^  4 ,  yl^yt.-\ ,  /'—  ^  H 

(/U  a  1 .  . .  n) 

aufzusuchen  haben,  vermöge  deren  die  Gruppe  (21)  wieder  in  eis 
projectiye  Gruppe  übergeht  und  vermöge  deren  die  Gleichung  (2S 
besteht. 

Unter  den  gemachten  Voraussetzungen  zieht  die  Transformati  ^ 
(22 ')  auch  Gleichungen  von  der  Form: 

XfiPr  —  y^qji  e*  x'^'gi  —  y'^q^  -(-... 

y^ijPv  +  y^jp/*  =  y^pi+vivli  H — 

nach  sich,  wo  die  weggelassenen  Glieder  auf  der  rechten  Seite  übe  ^sr 
aus  den  infinitesimalen  Transformationen: 

"    TT"  "   TT  ff  "   Tlft  . 

z  TT  j  Xvü  j  yvU      (V  =  i . . .  n) 

linear  abgeleitet  sind;  durch  Comt)ination  mit:  U '\-  zr  ^^^  J7"+  ^'^ 
erkennt  man   aber  sofort ,  dass  diese  nicht  mitgeschriebenen  6li^ « 
sämmtlich  verschwinden  und  hat  somit: 

'^m9*        i       *^vQf*    ^ftQv   "t"    ^vQft 

Xf,pr  —  yrqfi  =  x'l^pr  —  y'yq^ 

VnPy  +  y^Ph  =  vIp^  +  yipJ*' 

Hieraus  ergiebt  sich  zunächst: 

a;r"  .      a/'      r.        ar  .       a/' 


(25) 


X, 


+  ^^äi7=^'    y^ä^  +  y'äF  =  ^    C",^=i...-) 


also  ist  y  von  den  Xy  und  y^  frei  und  eine  Function  von  z  allein; 
andrerseits  aber  erhält  man: 

2z  ^-f  =  2z', 

dz  ' 

also  wird:  z"=^z.     Ferner  ist: 

x^Qf,  =  xlq^y    y^Pf,  =  yl^pl,, 
es  ergiebt  sich  daher: 
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das    lieisst: 

oder: 


VvPv  ^u9u 


Xii  =  Xfi .  (>  \X^ . » ,  Xnf    y^  , .  •  y^y  sj 

yß  =  y^'Q(xi, .  .Xn,   yi . . .  y»,  ^) 

(/( s=  1  . .  .  n) . 

Nun    aber  bekommen  wir: 

n 

^^    I    "^^        I       dg     »f    ,         do      //l 
x^g^  —  »^PJ^  +^  flfM  I»«  g^  P*  +  y«  ^  ?*  ) 

n 

y^Pf.  =  y^pjp^  +^'  y^  l^*äf"^*  +  y*  af"  3*J 

und  diese  Ausdrücke  müssen  bezüglich  mit  rc^'g^'  und  y^p^  überein- 
stimmen; folglich  verschwinden  alle  Diflferentialquotienten  von  q  nach 
^6Q  x^  und  y^,  das  heisst:  (>  ist  höchstens  eine  Function  von  0  allein. 
Endlich  ergiebt  sich  aus  (23'): 


U+zr=(Q  +  2,  ll)  ^  (x.p;  +  y.q;)  +  2^/ 
^  1 

=  c/   +  ;sr  r  , 

^*8o  ist  auch  ^  =»  0,  mit  andern  Worten:  q  ist  eine  Gonstante  und 

*^ar  hat  es  o£fenbar  den  Werth  1. 

Die  einzige  Transformation  (22^  von  der  oben  definirten  Beschaf- 
f<&nheit  ist  demnach  die  identische  Transformation;  hieraus  aber  ergiebt 
Sieh  sofort,  (|ass  die  allgemeinste  Transformation  (22);  bei  der  die 
wuppe  (21)  wieder  in  eine  projective  Gruppe  übergeht,  projectiv  ist 
^d    die  Form: 

X  fJ  z 

(/u  =  1 . . .  n) 

^®sit^^^  unter  F  einen  Ausdruck  von  der  Form: 

n 
JP„   1   —  ^  {a^Xr  +  ßyyy)  —  ^Y^ 

^®*'8tanden.     Also: 

Theorem  20.    Die  projective  Gruppe  eines  nichtausgearteten 
*^^arew  Complexes  im  Baume  von  2m  +  1   Dimensionen  Tcann 
^*"   durcJi  eine  projective  Transformation  dieses  Raumes  wie- 
^^  in  eine  projective  Gruppe  übergeführt  werden. 
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Hiermit  ist  die  Aufgabe,  die  wir  uns  in  der  Einleitung  des  geg 
wärtigen  Kapitels  gestellt  haben,  vollständig  erledigt. 


Kapitel  16. 

BestJTnmnng  aller  endlichen  continairlichen  Gruppen  des  22^ 

die  möglichst  transitiv  sind. 

In  üebereinstimmung  mit  der  Ausdrucksweise  der  Substitution 
theorie  nennen  wir  eine  r-gliedrige  Gruppe  des  JJ„  m-facfa  transitiv  ^; 
wenn  sie  mindestens  eine  Transformation  enthält,  bei  der  m  gegeb^^'* 
Punkte  von  allgemeiner  gegenseitiger  Lage  in  m  beliebig  gewal»!*^ 
Punkte  dieser  Art  übergejien,  während  sie  keine  Transformation  e:*^*^ 
hält,  bei  der  m  -\-  1  gegebene  Punkte  von  allgemeiner  gegenseiti^f"^^ 
Lage  in  m  +  1  beliebig  gewählte  derartige  Punkte  übergeführt  werd^^^ 

Hält  man  bei  einer  w-fach  transitiven  Gruppe  des  J?«  {  Punl^^*^ 
von  allgemeiner  gegenseitiger  Lage  fest,  so  werden  die  Punkte  des  -^^*' 
stets  noch  transitiv  transformirt,  wenn  /  <  m  ist,  dagegen  intransit':^^ 
wenn  Z>w  ist.  Hieraus  folgt,  dass  bei  einer  m-fach  transitiv  ^^^ 
Gruppe  des  Hn  Km  Punkte  noch  keine  Invariante  haben,  dass  ^t^ 
gegen    m -\-  \    Punkte    mindestens    eine    Invariante    haben**).     M^^^^ 


*)  Diese  Ausdrncksweise ,  die  wir  schon  in  Abschn.  I  auf  S.  681  angewenc:^^^ 
haben,  hat  allerdings  insofern  etwas  missliches,  als  man  nach  ihr  znm  Beisi^ 
jede  transitive  Gruppe  des  i^^^,  die  weniger  als  2n  Parameter  enthält,   eii 
transitiv  nennen  müsste,  während  wir  doch  gewohnt  sind,  nur  die  n-gliedri^^* 
transitiven  Gruppen  des  JR^^  als    einfach    transitiv    zu    bezeichnen  (s.  Abschn  ^ 
S.  212).     Da  jedoch  der  Begriff  m-fach  transitiv  überhaupt  nur  in  dem  gegenur^ 
tigen  Kapitel  eine  Holle  spielt,  so  glauben  wir  die  Bezeichnung  „m-fach 
tiv^^  beibehalten  zu  dürfen,  ohne  Missverständnisse  befürchten  zu  müssen. 

**)  In  seiner  Arbeil  „Erweiterung  des  Invariantenbegriffs  (Math.  Ann.  Bd. 
S.  423  ff.)  beschäftigt  sich  Herr  Killing  mit  den  Invarianten  mehrerer  Poxs 
gegenüber  einer  endlichen  continuirlichen  Gruppe  und  leitet  eine  Reihe  S&tse  iS 
diese  Invarianten  ab.     Diese  Sätze  sind  jedoch  sämmtlich  schon  in  den  Entwich 
lungen  auf  S.  218—220  von  Abschn.  I  enthalten;  auch  der  Satz,  dass  jede  Gri 
vollständig    bestimmt   ist,    wenn    mau    die  Invarianten   genügend    vieler  Pux:» 
gegenüber  der  Gruppe  kennt,  macht  hiervon  keine  Ausnahme,  denn  dieser 
folgt  unmittelbar  aus  der  a.  a.  0.  auf  S.  220  gemachten  Bemerkung,  dass 
stets  zu  einer  Zahl  q^^^  kommt,  die  verschwindet,  während  zugleich  auch  alle 
len    Q„^\ii  ?m4.2  •  •  •  gl^'ich  Null  sind,     üebrigens  hat  Herr  Killing  überseb^^*^' 
dass  die  endlichen  Gleichungen  der  Gruppe  im  Allgemeinen  durch  die  Invarian<€^^ 
nicht  eindeutig  bestimmt  sind,   sie  sind  es  nämlich  nur  dann,   wenn  man  als  In- 
varianten die  Uauptlösungen  des  vollständigen  Systems  wählt,  das   die  Invariin« 
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erkannt  daher  leicht,  dass  man  auch  sagen  kann:  Eine  r-gliedrige 
Grt^^jope  des  Rn  ist  dann  und  nur  dann  m-fach  transitiv,  wenn  bei  ihr 
crs^  m  +  1  Piinkte  eine  Invariante  haben ,  währeiid  m  oder  weniger 
Ptt'W^Jde  noch  "keine  Invariante  haben  (vgl.  Abschn.  I,  S.  218  ff.). 

In  Abschnitt  I  auf  S.  632  haben  \nr  bereits  zwei  Sätze  über  die 

Grrx:ippen    mit  möglichst   grosser  Transitivität   aufgestellt.     Der    erste 

dieser  beiden  Sätze  sagt  aus,  dass  die   Zahl  m  höchstens  den  Werth 

n  — f— 2  haben   konne^   der   zweite,   dass   jede    (n  +  2)-fach   transitive 

Grxxppe  des  22«  mit  der  allgemeinen  projectiven  Gruppe  dieses  Raumes 

'älixilich  sei.     Wir  sehen  uns  jedoch   veranlasst,  hier  auf  diese  Sätze 

zurückzukommen. 

Die  damaligen  Beweise  beider  Sätze  enthalten  nämlich  eine 
Lücke*),  denn  es  wird  in  diesen  Beweisen  als  selbstverständlich  an- 
genommen, dass  bei  einer  m-fach  transitiven  Gruppe  des  jB^,  die  oo"~^ 
Linienelemente  durch  jeden  festgehaltenen  Punkt  von  allgemeiner  Lage 
{in  —  l)-fach  transitiv  transformirt  werden,  es  wird  also,  so  können 
wir  es  ausdrücken,  von  der  Transitivität  der  Gruppe  im  Endlichen 
sogleich  auf  die  Transitivität  der  Gruppe  im  Infinitesimalen  geschlos- 
sen; dieser  Schluss  ist  aber  im  Allgemeinen  unzulässig  und,  wenn  er 
auch  im  vorliegenden  Falle  richtig  ist,  so  bedarf  er  immer  noch  einer 
näheren  Begründung. 

Wir  werden  deshalb  jetzt  die  damals  aufgestellten  Sätze  von 
^^ueni  beweisen,  aber  auf  einem  ganz  andern  Wege.  Das  Folgende 
^st  demnach  nicht  sowohl  eine  Ausfüllung  der  früher  gebliebenen 
^^cke,  als  vielmehr  eine  vollständig  neue  Ableitung  jener  Sätze,  eine 
Ableitung,  die  zum  grössten  Theil  von  ziemlich  elementarem  Charakter 
^^^f  sie  macht  nämlich  wenigstens  beim  Beweise  des  ersten  der  beiden 
^atze  von  dem  schwierigen  Begriffe  der  Transitivität  im  Infinitesimalen 
^^^    keinen  Gebrauch. 

Die  Bestimmung  der  endlichen  continuirlichen  Gruppen  von  mög- 
^^nst  grosser  Transitivität  wird  uns  in  den  beiden  ersten  Paragraphen 
"^s  gegenwärtigen  Kapitels  beschäftigen.  Im  dritten  Paragraphen  bringen 
^^^^  <iann  noch  gewisse  Untersuchungen,  die  einen  ganz  ähnlichen  Zweck 

.  ^    ^lefinirt.  —    Eine  Bemerknng,  die  in  Abschn.  I  nicht  ausdrücklich    gemacht 

.  '  ^*iag  hier  noch  erwähnt  werden,  sie  besteht  darin,  dass  die  Invarianten  be- 

^bi^  vieler  Punkte  gegenüber  einer  r-gliedrigen  Gruppe  sich  im  ungünstigsten 

*^Ue  durch  die  Invarianten  von  r  Punkten  ausdrücken  lassen.    Diese  Bemerkung, 

^^^  Herrn  Killing  entgangen  ist,  folgt  ohne  Weiteres  aus  Abschn.  I,  S.  66,  Satz  6; 

^^^  bat  zuerst  in  den  Leipziger  Berichten  von  1889,  S.  288  darauf  hingewiesen. 

*  *)  Hierauf  hat  Lie  bereits  im  WH.  91—92  in  seinem  Seminare  aufmerksam 

gemacht  und  zugleich  die  hier  folgenden  neuen  Beweise  beider  Sätze  mitgetheilt. 
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verfolgen,  wir  zeigen  da  nämlich,  dass  sich  fOr  die  primitiven  Orapp  ^^^ 
des  Rn  eine  blos  von  der  Zahl  n  abhängige  obere  Granze  angeln»  .^^ 
lässt;  welche  von  den  Gliederzahlen  dieser  Gruppen  sicher  niem^Ba^^g 
überschritten  wird.  Diese  Untersuchungen  sind  jedoch  nur  als  v^^>xu 
läufig  zu  betrachten,  denn  die  Gränze,  zu  der  wir  gelangen,  ist  xic:::^oh 
viel  zu  hoch;  es  muss  späteren  Arbeiten  vorbehalten  bleiben,  dm^^^e 
obere  Gränze  auf  ihren  niedrigsten  Werth  zurückzuf&hren. 

§  69. 

Wir  beweisen   zunächst  den  Satz,  dass  eine  endliche   contiraiair- 
liehe  Gruppe  des  ü»  höchstens  (n  -f  2) -fach  transitiv  sein  kann. 

Für  n  =  1  ist  dieser  Satz  sicher  richtig,  denn  erstens  giebt  es 
auf  der  einfach  ausgedehnten  Mannigfaltigkeit  keine  endliche  contixiair' 
liehe  Gruppe  mit  mehr  als  drei  Parametern  (s.  S.  3)  und  zweitens  ist 
jede  dreigliedrige  Gruppe  der  einfach  ausgedehnten  Mannigfaltigkeit 
noth wendig  (1  +  2) -fach  transitiv;  dass  es  auch  wirklich  dreigliedrig® 
Gruppen  giebt,  zeigt  die  allgemeine  projective  Gruppe  der  betreffend ^'^ 
Mannigfaltigkeit. 

Um  nun  den  Satz  allgemein  zu  beweisen,  nehmen  wir  an,  diw^^^ 
er  für  den  Raum  von  n  und  für  alle  Räume  von  weniger  Dimenaion^^'*' 
richtig  ist,  und  zeigen,  dass  er  unter  dieser  Voraussetzung  auch  L 
Räume  von  n  -{~  1  Dimensionen  gilt.     Da  er  für  n  >»  1  sicher  ricU 
ist,  ist  er  dann  für  jedes  n  bewiesen. 

Wir  nehmen  also  als  bewiesen  an,  dass  in  keinem  Räume  v 
w  <  w  +  1  Dimensionen  eine  endliche  continuirliche  Gruppe  ezisti 
deren  Transitivität  grösser  ist  als  (iw  +  2)-fach;  wir  werden  beweise 
dass  unter  dieser  Voraussetzung  im  Räume  von  n  -f-  1  Dimension 
keine  endliche  continuirliche  Gruppe  existirt,  deren  Transitivität  gross 
ist  als  (n  +  3) -fach. 

Es  sei  G  eine  endliche  continuirliche  Gruppe  des  JRn+iy  die  m5^ 
liehst  transitiv  ist.     Da  die   allgemeine  projective  Gruppe  des  JR» 
schon  (n  -{-  3)  -  fach  transitiv  ist,  muss  dann  G  mindestens  auch  (n  -j- 
fach  transitiv  sein;  zugleich  ist  klar,  dass,  wenn  G  V-gliedrig  ist 
mindestens  den  Werth  (n  +  1)  (w  +  3)  haben  muss. 

Wir  zeigen  zunächst,  dass  G  nothwendig  primitiv  ist. 

In  der  That,  wäre  G  imprimitiv,  so  zerlegte  es  den  iZn^i  in  el. 
invariante   Schaar  von  oo*"  (n  +  1  —  m)-fach    ausgedehnten 
faltigkeiten  Mn+i— m  (0<m<n  +  l);  durch  jeden  Punkt  von  allgemeiiv 
Lage  ginge  eine  und  nur  eine  solche  Mannigfaltigkeit  und  diese  bliel?^ 
stets  mit  in  Ruhe,  sobald  man  den  betreffenden  Punkt  festhielte.    Bei 
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iv^Qrden  nun  die  <x>  Mannigfaltigkeiten  der  bewussten  Schaar  durch 
3  isomorphe  Gruppe  &  unter  einander  vertauscht  und  diese  Gruppe 
köunte  als  eine  endliche  continuirliche  Gruppe  in  m  <  n  +  1  Ver- 
lerlichen  höchstens  (m  +  2)-fach  transitiv  sein,  das  heisst,  sobald 
ti  w  +  2  verschiedene  Mn+i— m  von  allgemeiner  gegenseitiger  Lage 
ihielte,  könnten  die  00»"  M»-^i— m  nicht  mehr  transitiv  transformirt 
rden.  Hielte  man  nun  auf  w  +  2  verschiedenen  tAn+i—m  von  all- 
aeiner  gegenseitiger  Lage  je  einen  Punkt  von  allgemeiner  Lage  fest, 
blieben  die  betreffenden  fAn+i^m  sämmtlich  in  Ruhe  und  es  wür- 
i  daher  die  00"*  M,-!-!—«  nicht  mehr  transitiv  transformirt;  dann 
jr  würden  offenbar  auch  die  Punkte  des  Rn+i  nicht  mehr  transitiv 
Qsformirt,  das  heisst  G  wäre  überhaupt  nur  (m  +  2) -fach  transitiv, 
o  im  günstigsten  Falle,  wenn  nämlich  m  den  Werth  n  hätte,  gerade 
-f-  2) -fach  transitiv,  während  es  doch  mindestens  (n  +  3)-fach  tran- 

V  sein  sollte.    Das  ist  ein  Widerspruch,  folglich  muss  G  primitiv  sein. 
Denken  wir  uns  jetzt  die  infinitesimalen  Transformationen  von  G 

der  Umgebung  eines  Punktes  a?!^  ...  a;«  4.1    von    allgemeiner   Lage 
'\x  Potenzen  von:   x^  —  ^ly-'}  äJh+i  —  ä;„-^i  entwickelt. 

Die  r-gliedrige  Gruppe  G  ist  als  primitive  Gruppe  zugleich  tran- 

V  und  enthält  daher  in  der  Umgebung  von  x^  ...  Xn^  gerade  r  —  w  —  1 
il)hängige  infinitesimale  Transformationen  von  erster  oder  höherer 
inung  in  den  Xr  —  xj^]  diese  infinitesimalen  Transformationen  er- 
gen  eine  (r  —  n  —  l)-gliedrige  Untergruppe  g  von  G  (s.  Abschn. 
ä.  205,  Satz  1).  Unter  den  infinitesimalen  Transformationen  von  g 
in  es  höchstens  (n  +  1)^  solche  geben,  die  in  den  Xp  —  Xt^  von  der 
t;en  Ordnung  sind  und  aus  denen  sich  keine  von  zweiter  oder  höhe- 

Ordnung  linear  ableiten  lässt.  Nun  ist  aber  r  mindestens  gleich 
■+  1)  (n  +  3)  und  also  r  —  n  —  1  mindestens  gleich:  (n  + 1)  (n  +  2), 
Slich  enthält  g  mindestens:  (n  +  1)  (n  +  2)  —  (n  +  1)'  =  m  -f  1 
abhängige  infinitesimale  Transformationen,  die  in  den  Xp  —  x^^  von 
öiter  oder  höherer  Ordnung  sind. 

Nach  Abschnitt  I,  Theor.  29,  S.  192  gehört  zu  g  eine  endlichoe 
^itive  ganze  Zahl  s  von  solcher  Beschaffenheit,  dass  g  noch  in- 
itesimale  Transformationen  von  s*®'  Ordnung  in  den  Xv  —  Xv^  ent- 
1 1,  dagegen  keine  von  (s  +  1)^'  oder  höherer  Ordnung.  In  unserm 
He  ist  diese  Zahl  s  mindestens  gleich  2.  Nehmen  wir  daher  an, 
^s  g  gerade  l  unabhängige  infinitesimale  Transformationen  von  s^' 
^dnung  enthält,  etwa: 


f 
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SO  folgt  aus  Abschn.  I,  S.  263  f.,  dass  Z^f , . ,  Zif  paarweise  vertausc 
bar  sind  und  eine  invariante  Untergruppe  von  g  erzeugen. 

Ist  die  Gruppe:   Z^f . , .  Zif  intransitiv^  so   bestimmen   die  61e5 
chungen : 

ZJ^O,...,ZJ=0 

ein  bei  g  invariantes   vollständiges  System,    das  mindestens   eine  L» 
sung  besitzt;  g  ist  also  im  primitiv  und  infolgedessen^  wie  die  Entwick 
lungen   auf  S.  298  f.   zeigen,  höchstens  (M  +  2)-fach   transitiv.     Hi 
aus  ergiebt  sich  sofort,  dass  G  selbst  in  diesem  Falle  höchstens  (n  -)- 
fach  transitiv  sein  kann. 

Ist  andrerseits  die  Gruppe:  Z^f . .  .  Zif  transitiv,  so  enthält 

n+1    unabhängige  infinitesimale   Transformationen:    3i/^'-«8«H j^i 

die  durch  keine  Relation: 

n-fl 


'\ 


2 


verknöpft  sind.     Da  nun  alle  Zf  paarweise  vertauschbar  sind ,  so  &.  i:aid 
es  auch  die  Qf  und  Qif . . .  Qn+if  erzeugen  daher  eine  (n+l)-glm.^^- 
rige   einfach  transitive  Gruppe  von   vertauschbaren  .TransformatioEi  ^sn. 
Nach  Abschn.  I,  Theor.  64,  S.  340  ist  diese  Gruppe  durch  eine  Puc^Sst- 
transformation  des  Rn^i  mit  der  Gruppe: 

ähnlich;  bedenken  wir  überdies,  dass  jede  infinitesimale  Transformar'fci cn 
in  yi  . . .  yn-f  1,  die  mit  allen  infinitesimalen  Transformationen  (1)   v«r- 
tauschbar  ist,  aus  den  Transformationen  (1)   linear  abgeleitet  w«rdl«D 
kann,  so  erkennen  wir,  dass  die  Gruppe:  Z^f , . .  Zif  mit  der  Grupiw: 
81/  •••  3»+i/^  ^'^sammenfiillt  und  demnach  selbst  mit  der  Gruppe  (1) 
ähnlich  ist.     Schliesslich   ist  noch  zu  beachten,   dass  Z^f . . .  Zif  exxe 
invariante  Untergruppe  von  g  ist;   g  muss  sich   also  bei  EinfQhroxig 
der  neuen   Veränderlichen  y^  . . .  y„^i  in  eine   Gruppe  y  verwandelt; 
ih  der  (1)  als  invariante  Untergruppe  steckt.     Nun  aber  ist  leicbt    ^^ 
sehen,  das  jede  Transformation,  bei  der  die  Gruppe  (1)  invariant  bleit^^ 


der  allgemeinen  linearen  Gruppe  des  JBn+i  angehört,  und  da  diese  a^ 
meine  lineare  Gruppe  blos  (n  +  1)  {^  +  2)  Parameter  hat,  so  konncr--^ 
wir  schliessen,  dass  g  in  dem  vorliegenden  Falle  höchstens  (n+ 1)  («+2^^'^ 
Parameter   enthält.     Kehren   wir    daher  zu   G  zurück,    so  finden  wir, 
dass  G  höchstens  (w  +  l)(n  +  3)-gliedrig  sein  kann,  und   damit  ist 
bewiesen,  dass  G  auch  in  dem  hier  betrachteten  Falle  höchstens  (w+3)- 
fach  transitiv  ist. 

Durch   die   vorstehenden   Auseinandersetzungen   ist  gezeigt^  dass 
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»er  Satz  wirklich  auch  für  den  Kaum  von  n  -{-  1  Dimensionen  richtig 

sobald  er  in  jedem  Räume  von  weniger  Dimensionen  gilt;  da  er 
X  in  dem  Räume  von  einer  Dimension  sicher  richtig  ist,  so  ist  er 
xmehr,  wie  wir  schon  früher  hervorhoben,  allgemein  bewiesen.  Wir 
dnen  also  sagen: 

Theorem  21.     Im  Baume  von  n  Dimensionen  giebt  es  keine 

'iUche  continuirliche  Gruppe,  deren  Transitivität  grösser  ist 

?   (w  +  2)-/*rtCÄ,  mit  andern   Worten:  hei  jeder  endlichen  con- 

-uirlichen   Gruppe  des   Rn   haben  n  +  3   Punkte    mindestens 

i  e  Invariante  *). 

Ausserdem  liefern  uns  die  bisherigen  Entwickelungen  noch  den 
^enden 

Satz  1.  Ist  eine  endliche  continuirliche  Gruppe  des  Rn  (n  +  2)-/acA 
•p-isitiv,  haben  also  bei  ihr  n  -{-  2  Punkte  nocih  keine  Invariante^  so  ist 
se  Gruppe  sicher  primitiv.  Zerlegt  andrerseits  eine  imprimitive  end- 
'*€  continuirliche  Gruppe  des  Rn  diesen  Raum  in  eine  invariante  Schaar 
s^  00"*  (n  —  m)'fach  ausgedehnten  Mannigfaltigkeiten,  so  ist  sie  hoch- 
fMS  (fn  +  2)'facli  transitiv,  das  heisst,  bei  ihr  hohen  w  +  3  Punkte 
Unfalls  eine  Invariante, 

Hier  wollen  wir  noch  die  beiden  Sätze  ausdrücklich  aufstellen: 

Satz  2.  Sind  die  infinitesimalen  Transformationen  einer  transitiven 
^t<ppe  des  Rn  paarweise  vertauschbar ^  so  ist  die  Gruppe  einfach  tratir 
it)  und  durch  eine  Punkttransformation  des  Rn  mit  der  Gruppe: 
• '  •  Pn  (liier  Translationen  dieses  Raumes  ähnlich, 

Satz  3.  Im  Rn  giebt  es  keine  unefulliche  Gruppe  van  Punkttrans- 
'niationcfi,  in  der  die  Gruppe:  Pi  . ,  .  Pn  oll^r  Translationen  des  Rn  als 
'<iriante  Untergruppe  enthalten  wäre;  die  grösste  endliche  Gruppe  des 
,  in  der  die  Gruppe:  Pi  .  . .  Pn  aller  Translationen  als  invariante 
^ergruppe  steckt,  ist  die  allgemeine  lineare  Gruppe  dieses  Raumes, 

Diese  beiden  Sätze  sind  in  den  auf  S.  300  angestellten  Betrach- 
geu  enthalten. 

§  70. 

Nunmehr  ist  noch  der  Satz  zu  beweisen,  dass  jede  {n  -f-  2) -fach 
'^sitive  Gruppe  des  Rn  gerade  n(n  -f-  2)-gliedrig  ist  und  durch  eine 
^Uttransformation  in  die  allgemeine  projective  Gruppe  dieses  Rau- 
■*   übergeführt  werden  kann. 

"^  Es  ist  selbstverständlich,  dass  für  die  Transitivität  der  nncDdlichen  con- 
ttwirlichen  Gruppen  keine  solche  obere  Gränze  angebbar  ist,  das  zeigt  schon  die 

ü^'ndliche  Gruppe  aller  Punkttransforniationen,  die  offenbar  unendlichfach  tran- 

itw  iat. 
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Auch  dieser  Satz  ist  für  n  =  1  sicher  richtig^  denn  in  der  ei  _ 
fach   ausgedehnten  Mannigfaltigkeit  giebt  es,   wie  wir  wissen  ^   keir 
Gruppen  mit  mehr  als  drei  Parametern  und  jede  dreigliedrige  Grup^ 
ist   mit  der   allgemeinen   projectiven   Gruppe    dieser  Mannigfaltigk::::: 
ähnlich  (s.  Theor.  1,  S.  6).    Wir  verfahren  daher  wie  im  vorigen  Pa.*^ 

graphen,  das  heisst  wir  nehmen  an^  dass  unser  Satz  in  jedem  Bau . 

von  n  und  von  weniger  Dimensionen  richtig  ist;  und  zeigen,  dass — 
dann  auch  im  Räume  von  n  -)-  1  Dimensionen  gilt. 

Wir  setzen  also  voraus,  dass  es  für  n  ^  1  in  jedem  Räume  ^^ 
m<w+l  Dimensionen  bewiesen  ist,  dass  alle  (w  +  2)-fach  t^mn 
sitiven  Gruppen  des  betreffenden  Raumes  mit  der  allgemeinen  proj^ 
tiven  Gruppe  dieses  Raumes  ähnlich  sind;  unter  dieser  Yoraussetzu^ 
suchen  wir  alle  (w  +  3) -fach  transitiven  Gruppen  des  2J»-f.i. 

Ist  G  eine  Gruppe  von  der  verlangten  Beschaffenheit,  so  hat  ^ 
mindestens  (n  +  1)  (w  +  3)  Parameter  und  ist  sicher  primitiv.  W^ 
im  vorigen  Paragraphen  betrachten  wir  nun  in  der  Umgebung  ein^ 
Punktes:  rr^^  ...  Xn+i  von  allgemeiner  Lage  alle  infinitesimalen  Tran^ 
formationen  von  G,  die  in  den  Xt  —  x^^  von  erster  oder  höherer  Ord 
nung  sind.  Die  von  diesen  infinitesimalen  Transformationen  erzeugte 
Untergruppe  nennen  wir  wieder  (/;  von  g  wissen  wir  dann  Folgendes 
g  hat  mindestens  (w  +  1)  (w  +  2)  Parameter  und  ist  gerade  (n  +  2)- 
fach  transitiv,  es  enthält  ferner  jedenfalls  gewisse  infinitesimale  Trans- 
formationen von  zweiter  Ordnung  in  den  x^  —  a:^^;  ist  endlich  s  >  1 
die  höchste  Ordnung,  die  eine  in  g  vorkommende  infinitesimale  Trans- 
formation haben  kann,  so  sind  alle  infinitesimalen  Transformationer 
^.ter  Ordnung: 

(; ■=  1  ...l) 


d£!f^f^2'    tjr{x,...X.  +  ,)§f 


von  g  paarweise  vertauschbar  und  erzeugen  eine  invariante  Untergruppa 
von  g. 

Hier  sind  nun  zwei  Fälle  zu  unterscheiden,  denn  die  Gruppe 
X/^Y .  . .  X/*Y  kann  entweder  transitiv  sein  oder  intransitiv;  dies 
beiden  Fälle  müssen  wir  getrennt  behandeln. 

Wenn  die  Gruppe:  dij^'Y  . . .  X/*Y  transitiv  ist,  so  ist  sie, 
wir  im  vorigen  Paragraphen  gesehen  haben,  einfach  transitiv  und 
der  Gruppe: 

(l)  K     K  Jf.. 


Die  endlichen  Gruppen  von  möglichst  grosser  Transitiyität.  303 

urch  eine  Punkttransformation  ähnlich;  überdies  verwandelt  sich  g 
ii  EinföhruDg  der  Veränderlichen  y,  . . .  yn+i  in  eine  Gruppe  ^'  von 
sparen  Transformationen,  ^un  aber  hat  g  und  also  auch  g  minde- 
6138  (n-j-  l)(n-|-  2)  Parameter  und  andrerseits  hängt  die  allgemeinste 
lioare  Transformation  des  iZ»-f.i  gerade  von  (w  +  l)(n  +  2)  Para- 
ei;eni  ab,  folglich  müssen  g  und  ^'  beide  gerade  (n+l)(n  +  2) 
3LX*ameter  haben  und  g'  insbesondere  muss  mit  der  allgemeinen  linearen 
rizappe  des  22»+ 1  zusammenfallen. 

Es  lässt  sich  zeigen,  dass  man  hierdurch  auf  einen  Widerspruch 
efthrt  wird. 

In  der  That,  die  allgemeine  lineare  Gruppe  g'  des  iZn+i  ist  pri- 
litiv  und  transformirt  die  oo**  Linienelemente  durch  jeden  festgehal- 
3iien  Punkt  von  allgemeiner  Lage  in  allgemeinster  Weise.  Dasselbe 
1V18S  natürlich  auch  von  der  mit  g  ähnlichen  Gruppe  g  gelten,  und 
a  g  eiue  Untergruppe  von  G  ist,  so  muss  auch  G  die  cx)*  Linien- 
lemente  durch  jeden  Punkt  von  allgemeiner  Lage  in  allgemeinster 
Veiae  transformiren.  Bedenken  wir  daher,  dass  G  eine  endliche  con- 
inuirUche  Gruppe  ist  und  dass  es  mindestens  (w  +  l)(w  +  3)  Para- 
meter enthält,  so  erkennen  wir  aus  Abschn.  I,  Theor.  112,  S.  631,  dass 
^  gerade  (n+l)(n+3)-gliedrig  ist  und  dass  es  bei  geeigneter  Wahl  der 
^eiinderlichen  x^  . . ,  iPn+i  mit  der  allgemeinen  projectiven  Gruppe  des 
^-fi  zusammenfällt.  Bei  dieser  Wahl  der  Veränderlichen  wird  aber 
/  die  grösste  projective  Gruppe  des  JBn-i-i,  bei  der  ein  Punkt  x^ . . . 
^^i  von  allgemeiner  Lage  invariant  bleibt,  g  wird  also  imprimitiv, 
*^ährend  es  doch  primitiv  sein  sollte.  Das  ist  ein  Widerspruch,  folg- 
tet kann  der  Fall,  dass  die  oben  besprochene  Gruppe:  H^'^f . . .  X/'Y 
'^^sitiv  ist,  hier  gar  nicht  eintreten. 

Betrachten  wir  jetzt  den  zweiten  noch  möglichen  Fall,  dass  die 
^^ppe:  X.W/' . . .  3E,(')/*  intransitiv  ist 

In  diesem  Falle  ist  die  Gruppe  g^  wie  wir  schon  im  vorigen  Para- 

^''^phen  gesehen  haben,  imprimitiv,  sie  zerlegt  also  den  jRn+i  in  eine 

l^^öxiante  Schaar  von   oo"*  (n  +  1  —  w)-fach  ausgedehnten   Mannig- 

^Vtigteiten,  wo  m  eine  der.  Zahlen   1,  2,  . . .  n  ist     Nun  aber  kann 

^<ih  S.  301,  Satz  1  eine  endliche  continuirliche  Gruppe  des  Bn-f  i,  die 

A^u  Raum  in  dieser  Weise  zerlegt,  höchstens   (m  +  2)-fach  transitiv 

sein,  andrerseits  soll  aber  ^  gerade  (n  +  2)-fach  transitiv  sein,  folglich 

ergiebt  sich,  dass  m  «=  n  ist  und  dass  g  den  Bn-\-i  iii  eine  invariante 

Schaar  von  oo*»  Curven  zerlegt 

Um  g  näher  zu  bestimmen,  denken  wir  uns  an  Stelle  von  x-^ . ..a;„^i 


304  Abtheilung  IV.    Kapitel  16.    §  70. 

solche  neue  Veränderliche  t/^  . . .  ^n+i   eingeführt;   dass   die  eben  ei 
wähnten  cx)*  Curven  durch  die  Gleichungen: 

(2)  j^i  =  const.,  . . .,  y»  •=  const. 

dargestellt  werden.     Bei  Einführung  dieser  neuen  VeräDderlichen 
hält  g  die  Form: 


n 


ZJ  Vky(yi '"  yn)qv  +  Vk,  «+i(yi  •  •  •  y»+i)«f»+i 
1 

{k=^l.  3...)  . 

Die  Curven  (2)  ihrerseits  werden  bei  g  durch  die  mit  g  isomorphe  v^ 
kürzte  Gruppe: 

n 

(3)  ^  fikv  (Vi   '"yn)qx     (*=  1.  2  . . . ) 

1 

transformirt.    Da  nun  aber  g  {n  -j-  2) -fach  transitiv  ist;  muss  es  ofifefi* 
bar  auch  die  oo'«  Curven  (2)  (n  +  2) -fach  transitiv  transformiren,    die 
mit  g  isomorphe  Gruppe  (3)  in   den  n  Veränderlichen  ^i  . . .  y»  mus8 
also  ebenfalls  (w  +  2)-fach  trrV»sitiv  sein.    Uuter  den  gemachten  Vor- 
aussetzungen  ist   daher  diese   Gruppe   (3)    durch   eine   Ponkttransfor- 
mation  des  Rn  uiit  der  allgemeinen  projectiven  Gruppe  dieses  Raumes 
ähnlich;  das  heisst  sie  kann  bei  geeigneter  Wahl   von  y^  .  .  .  y»   die 
Form: 


(Z* 


J   Vv  qk,    Vr  ^  Vt  qt       (*,  f  =  1  . . .  n) 


erhalten.  Die  Gruppe  g  selbst  bekommt  bei  dieser  Wahl  der  Ver- 
änderlichen y  eine  solche  Gestalt,  dass  sie  erstens  n  (n  -j-  2)  un3.b- 
hängige  infinitesimale  Transformationen  von  der  Form: 

qk  +  f^kiVi  '  '  •  y»+i)(?«+i 
yrük  +  ßvk(j/i  .  .  .  y„4-i)Y«+i 


(4) 


n 


y.  >f  y,qt  +  y»  (y,  • . .  y,+i)g,+i 


(*,  »•  =  1  .  .  .  n) 

enthält  und  zweitens  noch  eine  gewisse  Anzahl,  etwa  h  unabhängi^^^ 
infinitesimale  Transformationen: 

(5)  -^iCyi  •  •  •  !/n+i)^n+i,  .  .  .,  FÄ(y,  .  .  .  y»+i)2«-fi, 

bei  denen  jede  einzelne  der  cx>"   Curven  (2)   invariant  bleibt.     Die  in^*^ 
finitesimalen  Transformationen  (5)  erzeugen  hier  eine  A-gliedrige  in^ 
Variante  Untergruppe  von  g  (s.  Abschu.  I,  S.  307,  Satz  5);  die  Zahl  h  dieser 
infinitesimalen  Transformationen  (5)  ist  mindestens  gleich  n  -f-  2,  denn 
die  Gruppe  g  muss  ja  mindestens  (n-|-l)(n  +  2)  Parameter  enthalten. 
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Da  die  invariante  Untergruppe  (5)  von  g  nicht  auf  die  identische 
^abstitution  zusammenschrumpfen  kann^  transformirt  sie  die  Punkte 
eder  Geraden  (2)  von  allgemeiner  Lage  mindestens  eingliedrig,  sie 
ianii  daher  (vgl.  S.  155),  wenn  man  eine  geeignete  Function  von 
i/i  .  .  .  yn-\-\  als  neues  yn-\-i  einführt,  stets  auf  eine  der  drei  Formen: 

(5')  Fy^  (y,  . . .  yn)qn-\-iy  . . .,  i^*(yi . . .  y»)g«+i 

gebracht  werden,  ohne  dass  sich  dabei  die  infinitesimalen  Transforma- 
tionen (4)  wesentlich  ändern;  doch  kann  die  dritte  von  diesen  Formen 
jedenfalls  nur  dann  auftreten,  wenn  7i=  \  ist,  denn  nur  in  diesem 
Falle  ist  die  Gliederzahl  der  Gruppe  (5'")  gleich  w  +  2,  was  ja  der 
kleinste  Werth  ist,  den  diese  Gliederzahl  haben  kann. 

um  nun  die  Ergebnisse,  die  wir  über  die  Gruppe  g  erhalten  haben, 
zur  Bestimmung  der  Gruppe  G  verwer*nen  zu  können,  wollen  wir  uns 
ins  Gedächtniss  zurückrufen^  in  welchem  Zusammenhange  die  Gruppen 
9  und  G  stehen. 

Wir  gelangten  zu  g,  indem  wir  in  dem  (n  +  l)-fach  ausgedehn- 
ten Räume  der  Gruppe  G  einen  Punkt:  x^^  . . .  Xn-\.i  von  allgemeiner 
^^age    festhielten:   g   ist   nichts    andres    als    die   grösste  continuirliche 
iJntergruppe  von  G,  bei  der  dieser  Punkt  invariant  bleibt     Nun  ist 
^ser  ganzer  Zweck  nur  der,  zu  beweisen,  dass  G  mit  der  allgemeinen 
P^9Jectiven  Gruppe  des  ün+i   ähnlich  ist,   und   dieser  Zweck   ist   er- 
i'eicht,  wenn  es  uns  gelingt  zu  beweisen,   dass   die  grösste  continuir- 
«fhe  Untergruppe  g  von  G,  die  den  Punkt  ^,»  . . .  a:»V,  stehen  lässt, 
die    C50"  Linienelemente  durch    diesen  Punkt  in   allgemeinster  Weise, 
^^®    lieisst:  n{n  -^^  2)-gliedrig  transformirt;  denn  besitzt  g  diese  Eigen- 
schaft, so  ist  G  als  eine  endliche  continuirliche  Gruppe  mit  mindestens 
^  ■+-  1)  (n  +  3)   Parametern   sicher    mit    der   allgemeinen   projectiven 
**'uppe  des  Bn^i  ähnlich  (s.  Abschn.  I,  Theor.  112,  S.  631). 

Versuchen  wir  daher,   ob  sich  aus  den  bisher  gefundenen  Eigen- 

»ch äfften   der    Gruppe  g   schliessen   lässt,    wie    diese  Gruppe    die   cx)" 

^^^iieoelemente  durch  den  invarianten  Punkt  x^  . . ,  xi-\'i  transformirt. 

Es    ist   klar,    dass    die    cx)**    Linienelemente    durch    den   Punkt: 

^    ...  Xn-\-i  bei  g  durch  eine  mit  g  isomorphe  Gruppe  g  transformirt 

"werden  und  dass  diese  Gruppe  g  projectiv  ist. 

Holoedrisch  isomorph  mit  g  kann  g  nicht  sein,  denn  g  enthält 
mindestens  (n  +  1)  (n  +  2)  Parameter,  während  g  aU  eine  projective 
Gruppe  des  Raumes  von  n  Dimensionen  höchstens  n{ii-\-2)  Parameter 

Lie,  Theorie  der  Transformationagnippen.    lU.  20 
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enthält.      Demnach   ist    g    sicher   nur   meroedrisch    isomorph   mit 
Andrerseits  darf  g  nicht  aus  lauter  vertauschbaren  Transformatione 
bestehen   und   überhaupt  keine    integrahle  Gruppe   sein    (vgl.  8.  262 
Wäre   nämlich    g   integrabel^    so    Hesse   es    nach    Abschn.  I,  S.  58 
Satz  4  mindestens  ein  Linienelement  durch  den  Punkt  x^^  , ,  .  x^j^v 
Biube;  bei  G  wäre  also  mit  jedem  Punkte  von  allgemeiner  Lage  e 
hindurchgehendes   Linienelement   invariant    verknüpft.      Hieraus    aW 
würde  folgen,  dass  G  ein  simultanes  System  von  gewohnlichen  Di 
rentialgleichungen  invariant  Hesse,  das  heisst  G  wäre  imprimitiv^  w&.]i. 
rend  es  doch^  wie  wir  wissen,  primitiv  sein  muss. 

Auf  Grund  dieser  Bemerkungen  werden  wir  jetzt  leicht  dazu 
langen,  die  Gliederzahl  von  g  zu  bestimmen. 


Nach  Abschn.  I,  S.  305  kann  man  die  Zusammensetzung  aller  'mmii 
g  isomorphen  Gruppen  sofort  angeben,   sobald    man   alle  invariaiM.^0 
Untergruppen  von  g  kennt.     Nun  haben  wir  gesehen,    dass  g  d«.7cli 
Einführung   gewisser  neuer  Veränderlicher:   y^  ...  yn+i  entweder      auf 
die  Form:  (4),  (5')  oder  auf  die  Form:  (4),  (5")  oder  endlich  auf    die 
Form:  (4),  (5'")  gebracht  werden  kann,  auf  die  letzte  Form  allerdmugs 
jedenfalls  nur  dann,  wenn  n  den  Werth  1   hat     Wir  müssen   daJber 
diese  drei  möglichen  Formen  von  g  der  Keihe  nach   durchgehen    rmi 
bei  jeder  Form  die  auftretenden  invarianten  Untergruppen  bestimmeo; 
jede  solche  invariante  Untergruppe  liefert  uns   die  Zusammensetziiog 
einer  Gruppe,  die  mit  g  isomorph  ist,  wenn  g  auf  die  gerade  betracli- 
tete  Form  gebracht  werden  kann.     Unter  den  so   gefundenen  Zosam- 
mensetzungen  müssen  wir  endlich  alle  die  ausschliessen,  die  integrab^^^ 
sind,  denn  g  darf  ja  nicht  integrabel  sein;  die  dann  noch  übrigen  Z^^' 
sammensetzungen  sind  die  einzigen,  die  g  möglicherweise  haben  kar^-'^ 
Dabei  ist  jedoch  immer  noch  zu   berücksichtigen,   dass    g   höchste:^^* 
w(«  +  2)-gliedrig  sein  kann. 

Lässt   sich  g  auf  die  Form   (4),  (5')  bringen,  so  sind,   was  d:r    ^^ 
invarianten  Untergruppen  von  g  anlangt,  zwei  Fälle  zu  unterscheide^^ 
Jede  invariante  Untergruppe  der  Gruppe  (4),  (5')  enthält  nämlich  en^^^^ 
weder  nur  infinitesimale  Transformationen  von  der  Form  (5')  oder  si     ^ 
enthält  auch  mindestens  eine  infinitesimale  Transformation,   die  sicE^ 
nicht  aus  denen  von  der  Form  (5')  linear  ableiten  lässt. 

Der  erste  Fall  liefert  lauter  solche  mit  der  Gruppe  (4),  (5')  isO' 
morphe  Gruppen,  die  mindestens  w  (n  -f-  2)  Parameter  enthalten.  Der 
zweite  Fall  dagegen  kommt  hier  überhaupt  nicht  in  Betracht.  Ent- 
hält nämlich  eine  invariante  Untergruppe  der  Gruppe  (4),  (5')  auch 
nur  eine  infinitesimale  Transformation  von  der  Form: 
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2  Oyqr+^  h.y^qr  + 


r  kv 

I  . . . n  l ...  u 


V  t 

die  flr;  Z^ibr  und  Cr  nicht  alle  verschwinden,  so  enthält  sie  über- 
n{n  '\-  "i)  infinitesimale  Transformationen  von  der  Form  (4) 
)schn.  I,  S.  560)  und  liefert  daher  eine  mit  der  Gruppe  (4), 
>morphe  Gruppe^  deren  infinitesimale  Transformationen  paar- 
3rtau8chbar  sind;  oben  aber  haben  wir  gesehen^  dass  die  Trans- 
}nen  von  g  nicht  paarweise  vertauschbar  sein  dürfen, 
sst  sich  g  andrerseits  auf  die  Form  (4),  (5")  bringen  ^  so  er- 
leb über  die  invarianten  Untergruppen  ganz  ähnliches.  Ent- 
mlich  eine  invariante  Untergruppe  der  Gruppe  (4),  (5")  nur 
limale  Transformationen  von  der  Form  (5"),  so  liefert  sie  eine 

Gruppe  (4),  (5")  isomorphe  Gruppe,  die  mindestens  n(n-|7  2) 
ter   hat.     Enthält   dagegen   eine    invariante   Untergruppe    der 

(4)y  (5")  auch  nur  eine  infinitesimale  Transformation  von  der 
6),  in  der  nicht  alle  a,,  hk^y  Cy  verschwinden,  so  enthält  sie 
ipt  n  (n  +  2)  infinitesimale  Transformationen  von  der  Form  (4) 
fert  eine  mit  der  Gruppe  (4),  (5")  isomorphe  Gruppe,  die 
i    mit   der    Gruppe    (5'')  isomorph  und   infolgedessen    integra- 

Ir  sehen  hieraus  Folgendes:  wenn  g  die  Form  (4),  (5')  oder 
m  (4),  (5")  erhalten  kann,  so  muss  g  mindestens  w(n-f-2) 
ter  enthalten.  Da  nun  g  nicht  mehr  als  w(n  +  2)  Parameter 
m  kann,  so  enthält  es  in  beiden  Fällen  deren  gerade  n  (n  -|-  2) 

die  allgemeine  projective  Gruppe  des  22». 
rch    die    vorstehenden   Betrachtungen   ist   die   Frage  nach   der 
sahl  von  g  vollständig  erledigt,  sobald  n  >  1  ist,  dagegen  muss, 

«=»  1  ist,  noch  berücksichtigt  werden,  dass  g  möglicherweise 
m  (4),  (5'")  also  mit  andern  Worten  die  Form: 

1  kann. 

Ute  dieser  Fall  eintreten,  so  müsste  g  mit  der  Gruppe  (7)  iso. 
sein  und  zwar  meroedrisoh  isomorph,  da  es  als  eine  projective 
der  einfach  ausgedehnten  Mannigfaltigkeit  höchstens  dreigliedrig 
.nn.  Nun  aber  enthält  die  Gruppe  (7)  blos  zwei  invariante 
•uppen,  nämlich:  q^,  y^q^,  y^^q^  und  q^,  y^q^,  y^q^\  jede  mit 
roedrisch  isomorphe  Gruppe,  die   sich  nicht   auf  die  identische 

20» 


4 
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Transformation  reducirt,  was  ja  bei  g  ausgeschlossen  ist,  ist  daher 
dreigliedrig  und  mit  der  Gruppe:  q^,  tfiQif  Vi'^i  gleich  zusammengesetzt 
Damit  ist  bewiesen,  dass  g  auch  in  diesem  Falle  mit  der  allgemeinen 
projectiven  Gruppe  des  JR„  identisch  ist.  Erwähnt  sei  übrigens,  dass 
der  hier  betrachtete  Fall,  dass  sich  g  auf  die  Form  (7)  bringen  lässt, 
in  Wirklichkeit  nie  eintreten  kann*),  doch  thut  das  hier  nichts  zur 
Sache,  denn  es  genügt  uns  ja,  zu  wissen,  dass  g  die  nöthige  Gliedel^ 
zahl  haben  müsste,  wenn  der  Fall  wirklich  einträte. 

Nunmehr  ist  bewiesen,  dass  die  Gruppe  g  unter  allen  Umständen 
mit  der  allgemeinen  projectiven  Gruppe  des  Rn  zusammenfallt,  dass 
also  g  unter  den  gemachten  Voraussetzungen  die  oo**  Richtungen  durch 
den  invarianten  Punkt  Xi^,.,Xn^i  in  allgemeinster  Weise  transfor-^, 
miri  Hieraus  aber  folgt,  wie  wir  schon  auf  S.  305  hervorhoben,  das^^ 
G  durch  eine  Punkttransformation  des  i2n+i  mit  der  allgemeinen  prc^:^ 
jectiven  Gruppe  dieses  Raumes  ähnlich  ist;  der  Satz,  den  zu  beweise^^ 
wir  uns  vorgenommen  hatten,  ist  also  nach  S.  302  allgemein  b»^c^ 
wiesen. 

Wir  sprechen  diesen  Satz  folgendermassen  aus: 

Theorem  22.  Ist  eine  endliche  continuirliche  Gruppe  d^^g 
n-fach  ausgedehnten  Raumes  (w  -f"  2)-fach  transitiv,  besitz  en 
also  w  +  2  Funkte  der  Gruppe  gegenüber  noch  keine  Invarian  te, 
während  w  +  3  Punkte  mindestens  eine  Invariante  haben,  so 
ist  diese  Gruppe  gerade  n  {n -{- 2)'gliedrig  und  durch  ef  ne 
Funkttransformation  des  Rn  mit  der  allgemeinen  projectit^  en 
Gruppe  dieses  Raumes  ähnlich. 

Beim  Beweise  des  vorstehenden  Satzes  haben  wir  das  Theor^oi 
112  des  Abschnitts  I  benutzt,  das  sich  auf  die  endlichen  continijs-i'' 
liehen  Gruppen  mit  möglichst  grosser  Transitivität  im  Infinitesimal  1^" 
bezieht.  Es  ist  nicht  ohne  Interesse,  dass  man,  auch  ohne  di^^^^ 
Theorem  zu  benutzen,  zum  Ziele  kommen  kann,  dass  man  also  2l\^^^^ 
beim  Beweise  des  vorstehenden  Theorems  den  Begriff  der  Transi*'^" 
vität  im  Infinitesimalen  vermeiden  kann.  Man  würde  zu  diesem  Zweo3^^ 
folgendermassen  verfahren: 

Man  bestimmt  zunächst  alle  Gruppen  von  der  Form  (4),  {p  Jj 
(4),  (5")  und  (4),  (5'")  und  bringt  sie  durch  geeignete  Wahl  v^^^ 
y„-|.i  auf  gewisse  Normalformeu;  die  hierzu  erforderlichen  Rechnun^^" 


*)  Das  folgt  schon  aas  unsrer  Aufzäblnng  aller  endlichen  Gmppen  der  £b^^^ 
(S.  71—73). 
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i,  wie  wir  schon  auf  S.  178  erwähnt  haben,  nicht  schwierig  und 
iz  ähnlich  den  auf  S.  155 — 170  durchgeführten.  Hat  man  diese 
ippen  bestimmt,  so  muss  man  noch  feststellen,  welche  von  ihnen 
-|-  2) -fach  transitiv  sind  und  welche  von  den  (n  -f  2) -fach  transi- 
?n  unter  ihnen  in  einer  (n  +  3) -fach  transitiven  Gruppe  enthalten 
d.  Auch  diese  Untersuchung  macht  nicht  die  geringsten  Schwierig- 
ten. 

Schliesslich  sei  noch  erwähnt,  dass  man  durch  ähnliche  Betrach- 
gen  auch  alle  (n-j-  l)-fach  transitiven  Gruppen  des  2i„  finden  kann. 

§  71. 

In  §  69  haben  wir  gezeigt,  dass  für  die  Transitivität  der  endlichen 
ttinuirlichen  Gruppen  des.ü»  eine  obere  Gränze  angebbar  ist,  denn 
B  solche  Gruppe   kann,  wie  sich  ergeben  hat,   höchstens  (n  +  2)- 
h  transitiv  sein.     In  §  70  fanden  wir  sodann  für   die  Gliederzahl 
(n  +  2) -fach  transitiven  Gruppen  des  Rn  eine  obere  Gränze,  indem 
bewiesen,  dass  eine  solche  Gruppe  nicht  mehr  als  n(n-|-2)  Para- 
ter enthalten  kann.    Hierdurch  werden  wir  ganz  von  selbst  auf  die 
^ge  geführt,  ob  sich  nicht  auch  für  die  Gliederzahlen  andrer  Kate- 
ien  von  Gruppen  des  ü„  derartige  obere  Gränzen  angeben  lassen. 
Die  Gliederzahl  der  transitiven  Gruppen  des  R^  hat,  sobald  n>l 
keine  obere  Gränze,   denn  schon  in  der  Ebene  giebt  es  transitive 
ippen  mit  beliebig  vielen  Parametern  (s.  S.  71  fiF.).     Dagegen  liegt 
sehr  nahe  zu  vermuthen,  dass  für  die  Gliederzahl  der  primitiven 
ippen  des  Rn  eine  derartige  obere  Gränze  existirt,  denn  wir  wissen, 
a  jede  primitive  Gruppe  der  Ebene  höchstens  acht,  jede  primitive 
ippe  des  gewöhnlichen  Kaumes  höchstens  15  Parameter  enthält. 

In  der  That  werden  wir  jetzt  zeigen,  dass  sich  für  die  Glieder- 
1  der  primitiven  Gruppen  des  Rn  eine  obere  Gränze  angeben  lässt. 

Es  sei  G  eine  endliche  continuirliche  primitive  Gruppe  des  ü„ 
1  es  sei,  wie  wir  ohne  Beschränkung  der  Allgemeinheit  annehmen 
nnen,  der  Coordinatenanfang  dieser  Gruppe  gegenüber  ein  Punkt 
n  allgemeiner  Lage.  Die  Gruppe  enthält  dann  in  der  Umgebung 
8  Coordinatenanfangs  n  unabhängige  infinitesimale  Transformationen: 

)  J'i  +  •  •  •  >  1^2  +  •  •  •  7  •  •  •  >  JP»  +  •  •  • 

n  nullter  Ordnung  in  den  x^  ferner  X^  unabhängige  infinitesimale 
ansformationen  von  erster  Ordnung,  aus  denen  sich  keine  von  zweiter 
?r  höherer  Ordnung  linear  ableiten  lässt,  endlich  überhaupt  A«  un- 
hängige  infinitesimale  Transformationen  von  A:^^'  Ordnung,  ans  denen 
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sich  keine  von  (Ä;  -f-  1)^'  oder  höherer  Ordnung  linear  ableiten  läsi 
Da  die  Gruppe  endlich  ist,  giebt  es  überdies  eine  endliche  positi' 
ganze  Zahl  s  ^  1  von  solcher  Beschaffenheit,  dass  die  Gruppe  zw; 
noch  infinitesimale  Transformationen  von  s^'  Ordnung  enthält,  dageg« 
keine  von  (s  +  !)*•'  oder  höherer  Ordnung  (s.  Abschn.  I,  Kap.  11). 

Gelingt  es  uns  nun  nachzuweisen,  dass  die  Zahl  s  bei  keiner  pi 
mitiven  Gruppe  des  Rn  eine  blos  von  der  Zahl  n  abhängige  obe 
Gränze  überschreiten  kann,  so  ist  damit  zugleich  bewiesen,  dass  d 
Gliederzahlen  der  primitiven  Gruppen  des  22»  eine  blos  von  der  Za 
n  abhängige  obere  Gränze  nicht  überschreiten  können,  denn  eine  Grup 
des  Bnf  bei  der  die  Zahl  s  nicht  grösser  ist  als  die  endliche  positi 
ganze  Zahl  m,  enthält  offenbar  höchstens  soviele  Parameter,  wie  die  c 
gemeinste  ganze  Function  7w**"  Grades  von  n  Veränderlichen. 

Um  nun   zu  einer  solchen  oberen  Gränze  für  die  Zahl  s  zu 
langen,   betrachten  wir  zunächst  die  infinitesimalen  Transformation 
6**'  Ordnung: 

(9)  x/'V . . .  xi;y 

der  Gruppe.  Da  wir  s  offenbar  grösser  als  1  voraussetzen  koi^ 
sind  diese  infinitesimalen  Transformationen  paarweise  yertauscTK 
und  erzeugen  eine  A«-gliedrige  invariante  Untergruppe  der  Grupj^^ 


(10) 


X.c)/- 

. . .  XV.V 

X^Wf 

. . .  x^'/- 

• 

• .  xi'-\V 

x/'V     . 

• .  xi'jf, 

die  von  allen  infinitesimalen  Transformationen  erster  bis  s^^  Ordx^ 
von  G  erzeugt  wird  (s.  Abschn.  I,  S.  263  und  S.  264,  Satz  9). 

Wäre  die  Gruppe  (9)  transitiv,  so  wäre  sie  nach  S.  301,  Ssi 
einfach  transitiv  und  mit  der  Gruppe: 

^1  •  •  •  ^« 
aller  Translationen  des  Rn  ähnlich,  zugleich  verwandelte  sich  ^ 
Gruppe  (10),  in  der  (9)  als  invariante  Untergruppe  enthalten  ist,  fc 
Einführung  der  neuen  Veränderlichen  yi  . . .  y»  in  eine  lineare  Grupj 
des  jRn.  Hieraus  würde  zunächst  folgen,  dass  die  Gruppe  (10)  höc! 
stens  n  (n  +  1)  Parameter  enthielte  und  also  G  selbst  höchstei 
n(n-\-2)  Parameter.  Ausserdem  würde  sich  ergeben,  dass  s  d( 
Werth  2  hätte.  Wäre  nämlich  s  >  2,  so  wären  die  infinitesimal) 
Transformationen  s*®'  und  (s — 1^'"  Ordnung  der  Gruppe  (10)  paarwei 
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Tertauschbar,  die  Gruppe  (10)  enthielte  also  miDdestens  eine  infini- 
tesimale Transformation^  die  von  den  Transformationen  (9)  unabhängig 
und  mit  ihnen  allen  vertauschbar  wäre;  das  aber  ist  unmöglich,  denn 
£s  giebt  im  22»  keine  lineare  infinitesimale  Transformation,  die  mit 
allen  Translationen  dieses  Raumes  vertauschbar  ist,  ohne  selbst  eine 
Translation  zu  sein. 

Der  Fall,  dass  die  Gruppe  (9)  transitiv  ist,  braucht  demnach  gar 
nicht  weiter  berücksichtigt  zu  werden. 

Ist  die  Gruppe  (9)   intransitiv,   so   giebt   es   unter   den   A,  Glei- 
chungen : 

(11)  z/'V=o,...,xi;y=o 

weniger  als  n,  etwa  gerade  m  von   einander  unabhängige,    die  Glei- 
chungen (11)  bestimmen  daher  ein  m-gliedriges  vollständiges  System, 
und   da  die  Gruppe  (9)  in    der  Gruppe  (10)  invariant  ist,   so  bleibt 
dieses   vollständige   System   oflfenbar   bei    der   Gruppe   (10)   invariant, 
ferner   ist   klar,    dass   die   infinitesimalen    Transformationen   s*®'  und 
(^  —  !)*•'  Ordnung  von  (10)  wieder  eine  invariante  Untergruppe  von 
(lO^  erzeugen,  es  ergiebt  sich  also,  dass  auch  die  Gleichungen: 

x/^V    =0,...,  xi;y   =0 

x/^-iY=o,  ...,xi;r;y=o 

®^^  bei  der  Gruppe  (10)  invariantes  vollständiges  System  bestimmen, 
"^äre  nun  das  vollständige  System  (12)  auch  blos  w-gliedrig,  wären 
^Iso    die  Gleichungen: 

(^^)  X,('-V=  0,  .  .  .,  XilZif=  0 

sannritlich  eine  Folge  der  Gleichungen  (11),  so  würden  die  Ausdrücke: 

(r  =!  1  . . .  n) , 

"^^  Bich  offenbar  aus  den  infinitesimalen  Transformationen: 

Unear  ableiten    lassen,    sämmtlich    vermöge    (11)    verschwinden,   das 

^'gliedrige  vollständige  System  (11)  gestattete    daher  nicht  blos  die 

^finitesimalen  Transformationen  (10),  sondern  auch  die  Transformatio- 

^^11  (8),  das  heisst  es  gestattete  die  ganze  Gruppe  G;    die  Gruppe  G 

^äre  demnach  gegen  unsre  Voraussetzung  imprimitiv. 

Befinden  sich  daher  unter  den  Gleichungen  (11)  gerade  m<w 
von  einander  unabhängige,  so  befinden  sich  unter  den  Gleichungen 
(12)  mindestens  w  +  1  von  einander  unabhängige. 


(12) 
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Ist  das  vollständige  System  (12)  noch  nicht  n-gliedrig  und  i^^ 
5>2,  so  kann  man  noch  weiter  gehen.  Dann  bestimmen  nämlich 
die  Gleichungen: 

(i  =  1  .  .  .  Xg\  k  =  1  •  .  •  ^.Y 1  W=  *  •  •  •  ^« g) 


(14)  { 


wieder  ein  vollständiges  System,  das  bei  der  Grappe  (10)  invariant 
bleibt.  Wären  nun  die  Gleichungen  (14)  alle  eine  Folge  von  (12), 
80  müssten  die  Ausdrücke: 

(r  =  1  . . .  ^^;    k  ^  l , . .  Xg_^) 

sämmtlich  vermöge  (12)  verschwinden,  das  vollständige  System  (L2) 
bliebe  daher  bei  der  ganzen  Gruppe  G  invariant,  G  wäre  also  wieder 
gegen  unsre  Voraussetzung  imprimitiv.  Demnach  können  wir  schliess^D, 
dass  sich  unter  den  Gleichungen  (14)  mindestens  eine  befindet,  die 
keine  Folge  von  (12)  ist. 

Fährt  man  in  dieser  Weise  fort,  so  findet  man  schliesslich  Fol- 
gendes: Ist  die  Zahl  s,  die  zu  der  primitiven  Gruppe  G  gehört,  gros  sex 
als  n,  so  giebt  es  unter  den  Gleichungen: 


(15) 


(»)/•  A  V(«) 


x;"f      =0, ...,  xy;/-       =o 


(.-1) 


x/<-'v  =0, . ..,  xr,z;f   =0 

.  ...  • 


stets  n  von  einander  unabhängige. 

Nunmehr  ist  es  leicht  eine  obere  Gränze  anzugeben,  die  von  o^ 
Zahl  s  sicher  nicht  überschritten  wird;  die  Gränze,  die  wir  meix^^^^f 
ist  der  Werth:  s  =  2n  4-  1. 

Wäre  nämlich  5>  2n  +  1,  so  wäre:  2  (s  —  n)  —  1  >$,  die  infinit^^^' 
malen  Transformationen  (s  —  «)*®'  und  höherer  Ordnung  der  GiapS^ 
(10)  wären  also  nach  Abschn.  I,  S.  264,  Satz  9  paarweise  vertausch!?^'' 
und  erzeugten  eine  Gruppe.     Da  es  solcher   infinitesimaler  Transfi^-^ 
mationen  mindestens  n  -{~  I  ▼on  einander  unabhängige  giebt,  so  wär^ 
diese  Gruppe  mindestens  (n -f- l)-gliedrig,  sie  müsste  andrerseits  tran^ 
sitiv  sein,  weil  sich,   wie  oben  gezeigt  wurde,   schon  unter  den  Glei- 
chungen (15)  gerade  n  von  einander  unabhängige  befänden.    Aber  das 
ist  unmöglich,   denn  nach  Satz  2,  S.  301  ist    eine  transitive  Gruppe 
des  Rn,  deren  Transformationen  paarweise  vertauschbar  sind,   gerade 
n-gliedrig,  folglich  kann  s  niemals  >  2w  +  1  sein. 
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Wir  sprechen  dieses  Ergebniss  in  einem  Theoreme  aus: 

Theorem  23.  Eine  endliche  continuirliche  primitive  Gruppe 
Rn  enthält  in  der  Umgebung  eines  Punktes  x^ ,..Xn^  von  all- 
einer  Lage  niemals  infinitesimale  Transformationen,  deren 
nung  in  den  Xy  —  Xy^  grösser  ist  als  2n4-l,  die  Gruppe  hat 
?r  sicher  nicht  mehr  Parameter  als  die  allgemeinste  ganBC 
ction  (2w  +  l)'*'"  Grades  von  n  Veränderlichen. 

Man  könnte  aus  den  eben  durchgeführten  Entwicklungen  noch 
;e  andere  Sätze  ableiten ,  zum  Beispiel  ist  leicht  zu  sehen ,  dass 
er,  wenn  es  unter  den  Gleichungen  (11)  gerade  n  —  m  von  ein- 
r  unabhängige  giebt,  die  Zahl  s  nicht  grosser  sein  kann  als 
-|-  3.  Wir  wollen  uns  aber  mit  dem  Theoreme  23  begnügen, 
;  dieses  Theorem  zeigt  doch  wenigstens,  dass  die  Gliederzahlen  der 
litiven  Gruppen  des  Bn  eine  gewisse  Gränze  nicht  überschreiten 
]en,  und  das  ist  vorläufig  genug.  Aber  auch  nur  vorläufig,  denn 
legt  auf  der  Hand,  dass  unsre  obere  Grunze  für  die  bewussten 
derzahlen  noch  viel  zu  hoch  gegriffen  ist,  die  wirkliche  Gränze  ist 
Dicht  einmal  für  n  =  1.  Mit  der  Zeit  wird  es  unzweifelhaft  ge- 
rn, auch  für  beliebiges  n  die  wahre  Gränze  anzugeben  und  da 
sich  aller  Wahrscheinlichkeit  nach  herausstellen,  dass  eine  primi- 
Gruppe  des  Rn  niemals  mehr  als  n  (n  +  2)  Parameter  enthalten 
1  und  dass  die  zugehörige  Zahl  s  höchstens  gleich  2  ist. 
Da  wir  uns  einmal  darauf  eingelassen  haben,  Yermuthungen  auf- 
3lleu,  so  mag  hier  gleich  noch  eine  andre  Yermuthung  ausgesprochen 
len. 

Wir  haben  gesehen,  dass  jede  primitive  Gruppe  eines  Raumes  von 
3  Dimensionen  auf  eine  solche  Form  gebracht  werden  kann,  dass 
infinitesimalen  Transformationen  den  Veränderlichen  nur  solche 
achse  ertheilen,  die  ganze  rationale  Functionen  der  Veränderlichen 
Es  ist  zu  vermuthen,  dass  dieses  Gesetz  nicht  blos  auf  die  ge- 
lten Räume  beschränkt  ist,  sondern  überhaupt  für  Räume  von 
jbig  vielen  Dimensionen  gilt.  Im  Falle  n  =  4  hat  sich  diese  Ver- 
hung  bereits  bestätigt. 
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Kapitel   17. 

Gruppen  des  Ra  mit  einer  invarianten  Gleiohnng  von  der 

Xt  fkvip^x  •  • .  ^«)  dxkdxy  =  0. 

Jb»- 

Wenn    eine    Gruppe    des   ü»    eine    Differentialgleichung    zwei^D 
Grades: 

1 . .  ■  n 

(1)  ^   fkv  (^1    .  .  .  Xn)  (IXkdXy  =  0        {fkr  =  fvk) 

kv 

mit  nicht  identisch   verschwindender  Determinante  invariant  lässt,       ^^ 
besitzt  sie  offenbar   die  folgende  Eigenschaft:    hält  man  einen  Pa:9=^^ 
a?!®. . .  Xn^  von  allgemeiner  Lage  fest,  so  werden  die  oo*— *  Richtung"^^* 
x^ :  x^'i  ' '  '  :  Xn    durch   diesen  Punkt   bei   den   noch  übrig  bleiben^^ei^ 
Transformationen  der  Gruppe  derart  transformirt,  dass  die  Gleichi:»-^? 
zweiten  Grades: 


n 


(2)  2/i,(x,"...a;„«)x;a;/=0 

kv 

invariant  bleibt  (vgl.  Abschn.  I,  Kap.  28);  hier  hat  natürlich  die  Do 
minante: 

einen  von  Null  verschiedenen  Werth. 

Wir  wollen  in  dem  gegenwärtigen  Kapitel  eine  gewisse  Kate^o^* 
von  Gruppen  dieser  Art  untersuchen;   wir   wollen   nämlich  alle    con- 
tinuirlichen  Gruppen    von  Punkttraiisformationen  des   2Z»  bestimmeü^ 
die  eine  Differentialgleichung  von  der  Form  (1)  invariant  lassen  xmd 
dabei  so  beschaffen  sind,  dass  die  cx)"— ^  Richtungen:  a?/:  •  •  • :  rc,'  dorci 
jeden  festgehaltenen  Punkt  x^^  . . ,  Xn    von  allgemeiner  Lage  in  mög- 
lichst allgemeiner  Weise  transformirt  werden,  das  heisst  in  so  allge- 
meiner Weise,  als  es  die  Invarianz  der  Gleichung  (2)  zulässt*).    Wii 
werden  sehen,  dass  für  n  >  2  alle  continuirlichen  Gruppen  von  dieser 
Beschaffenheit  endlich  sind  und  auf  bestimmte  einfache  Normalformen 
gebracht  werden  können. 

*)  Die  hierinit  bezeichnete  Aufgabe  ist  zuerst  von  Lie  gestellt  and  erledigt 
worden  und  zwar  auf  dem  Wege,  der  im  Folgenden  auseinandergesetit  wird 
(8.  Arch.  for  Math,  og  Naturyid.  Bd.  X,  S.  389  ff.,  Kristiania  1885).  Auf  den  Zu- 
Hammenhang  dieses  Problems  mit  dem  berühmten  Biemannschen  Satxe  über 
Differentialausdrücke  zweiten  Grades  kommen  wir  später  za  sprechen. 
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Der  erste  Theil  dieses  Ergebnisses,  nämlich  der  Satz,  dass  die 
betreffenden  Gruppen  alle  endlich  sind,  ist  ein  besonderer  Fall  eines 
allgemeinen  Satzes,  den  wir  in  dem  Schlussparagraphen  des  Kapitels 
ableiten  werden.  In  §  77  zeigen  wir  nämlich;  dass  überhaupt  jede 
continuirliche  Gruppe  von  Punkttransformationen  des  22»,  die  eine  in 
den  dXv  homogene  Gleichung  von  der  Form: 

invariant  lässt,  im  Allgemeinen  nur  von  einer  endlichen  Anzahl  von 
Parametern  abhängt,  sobald  die  Gleichung  in  den  dxi,  nicht  linear  ist. 

§  72. 

Wir  suchen  also  jetzt  zunächst  alle  continuirlichen  Gruppen  des 
^»,  die  eine  Gleichung  von  der  Form  (1)  invariant  lassen  und  die 
vorhin  angegebenen  Eigenschaften  besitzen. 

Der  Einfachheit  wegen  nehmen  wir  wie  gewöhnlich  an,  dass: 
.x:^  =  a;^  =  . . .  =  a;„  -B  0  ein  Punkt  von  allgemeiner  Lage  ist.  Ausser- 
dem aber  wollen  wir  ^och  voraussetzen,  dass  die  zum  Punkte:  a:i®=---- 
=  Xn^  =  0  gehörige  Gleichung  (2)  die  einfache  Form: 

CS)  <*  +  •••  +  ^n"  =  0 

besitzt.     Diese  Voraussetzung  können  wir    verwirklichen,   indem   wir 

durch  eine  lineare  homogene  Transformation: 

n 
1 

€in  Stelle  der  Xu  die  neuen  Veränderlichen  Xk  einführen;  an  die  Stelle 
cler  Xk    treten  ja  dann  die  Grössen: 


—  / 


Xk=^  CCkpX^'      (k  =  l...H)^ 
1 

durch  geeignete  Wahl  der  Transformation  (4)  können  wir  daher  immer 
erreichen^  dass  die  Gleichung: 

1...« 

2'/V*(0...0):r,V=0 

die  Form  (3)  erhält. 

Nach  Abschn.  I,  Theor.  109,  S.  603  ordnet  jede  der  gesuchten 
Gruppen  dem  Punkte:  a:i  =  0,...,a:«  =0  eine  gewisse  lineare  homogene 
Gruppe  in  den  Veränderlichen  x{ .  . ,  x^  zu  und  diese  lineare  Gruppe 
giebt  an,  in  welcher  Weise  die  cx)""~^  Richtungen:  t(\  •  •  • :  a?»'  durch 
den  Punkt:  a?!  =  0, . .  .,  a:»  =  0  transformirt  werden,  sobald  man  den 
betreffenden   Punkt  festhält.     Wir   müssen    daher    vor   allen    Dingen 
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untersuchen,  was  für  lineare  homogene  Gruppen  im  vorliegenden  Falle 
auftreten  können. 

Die  allgemeinste  lineare  homogene  Gruppe,  bei  der  die  Gleichung 

(3)  invariant  bleibt,  wird  von  den  —^ — f-  1   unabhängigen  infini- 

tesimalen  Transformationen : 

(5)  Xy'pk  —  XkPry      Xj^Pi   + h  XnPn        (".  *  =  1  •  •  •  ») 

erzeugt.  Unter  ihren  infinitesimalen  Transformationen  giebt  es  eine, 
aber  auch  nur  eine,  bei  der  alle  cx)»—^  Richtungen:  a;/:  •  •  • :  a;/  in 
Ruhe  bleiben.     Demnach  ist  klar,  dass  die  genannte  Gruppe  die  oo"*"^ 

Richtungen  durch  den  Punkt:   a?!  =  •  •  •  =  a?«  =  0   — — ^— ^-gliedrig 

transformirt. 

Nun  soll  die  dem  Punkte:  x^^^O, . .  .^Xn  =0  zugeordnete  lineare 
homogene  Gruppe  so  beschaffen  sein,  dass  sie  die  Gleichung  (3)  in- 
variant lässt  und  dabei  die  Richtungen  Xii-'iXn    in  möglichst  allg 

meiner  Weise,  das  heisst   also  -gliedrig  transformiri    Folglic 

sind  zwei  Fälle  denkbar:  entweder  ist  die  betreffende  lineare  homogen 

Gruppe  mit  der  Gruppe  (5)  identisch  oder  sie  ist  eine  -^ — ö— ^-glie 

rige  Untergruppe  von  (5). 

Im  zweiten  Falle  darf  die  dem  Punkte:  a^j  =  0, . .  .,a;«  =  0  zug 
ordnete  lineare  homogene  Gruppe  natürlich  die  infinitesimale  Tran 
formation:    a?i i?/ +  •  •  •  +  a?» j?«'    nicht    enthalten,    sie    ist    daher   v< 

Y  "b —  unabhängigen  infinitesimalen  Transformationen  von  der  Foi 

XyPk—  a;/|)/+  ayr,{x^p^-\ +  x^Pn) 

(it,  f  =  1  .  . .  n) 

erzeugt,  wo  üy),  =  —  a^v  eine  Constante  bezeichnet,     Ist  «>2,  so         ^r^t- 
kennt  man  durch  Gombination  sofort,  dass  alle  a^jt  verschwinden,         ^^k^ 
dagegen  n  =  2,  so  braucht  die  Constante  «i,»  nicht  zu  verschwind  ^"^^t 
sie  kann  vielmehr  jeden  beliebigen  Werth  haben.    Auch   sonst  best^^^^* 
zwischen  m  =  2  und  n  >  2  ein  sehr  wesentlicher  Unterschied.     WSi^' 
rend  nämlich  für  n  >  2  alle  Gruppen  des  2J„  von  der  hier  verlangte-^^ 
Beschaffenheit  endlich  sind,  giebt  es  für  n  =  2  auch  unendliche  Grop — 
pen,  die  unsre  Forderung  erfüllen. 

Wir  werden  deshalb  den  Fall  n  =  2  vorläufig  ausschliessen,  dock 
wollen  wir  in  einem  besondern  Paragraphen  auch  die  endlichen  con- 
tinuirlichen  Gruppen,  die  unter  diesen  Fall  gehören,  aufstellen;  yi\x 
können  das  sehr  leicht,  da  wir  bereits  alle  endlichen  continoirlichen 
Gruppen   der  Ebene   bestimmt  haben  (s.  Kap.  4).     Dagegen    werden 
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<lie  unendlichen  continuirlichen  Gruppen^  die  im  Falle  n  «»  2  auf- 
sn,  erst  später  kennen  lernen^  wenn  wir  alle  unendlichen  continuir- 
licli^ji  Gruppen  der  Ebene  aufstellen. 

Wenn  wir  n  grosser  als  2  voraussetzen,  wie  es  von  jetzt  ab  bis 
atif  "Weiteres  geschehen  soll,  so  giebt  es  nach  dem  Vorhergehenden 
111:1  X-  ^wei  lineare  homogene  Gruppen,  die  dem  Punkte:  a^^  =  •  •  •  =  a;„  =  0 
zu^^ ordnet  sein  können,  nämlich  erstens  die  Gruppe: 

un<i      zweitens  die  Gruppe: 

(^-)  Xrpit  —  XkPri     XiPj'-\ \-  XnPn        (v,  *  =  l  . .  .  n). 

^^^^»:Ä»ach  können  wir  nunmehr  über  die  Beschaflfenheit  der  gesuchten 
^>^^J^I>peu  Folgendes  aussagen: 

Jede   dieser  Gruppen  enthält  entweder  gerade      ^  oder   ge- 

r&d^        1 — o h  1  solche  unabhängige  infinitesimale  Transformationen 

▼on       erster  Ordnung  in  x^  •  -  *  Xn,  aus  denen  sich   keine  infinitesimale 
Traxxsformation  von  zweiter  oder  höherer  Ordnung  linear  ableiten  lässt. 

1^   beiden  Fällen  treten  -^ — - —  infinitesimale  Transformationen  erster 

^^dxxung  von  der  Form: 

^^f  >     im   ersten  Falle  nur  diese,   im  zweiten  Falle  kommt  aber  noch 
^*ö     infinitesimale  Transformation: 

^iJPl  H +  ^nPn  +  •  •  •    =   V 

«in^xi.    Die  weggelassenen  Glieder  sind  hier  jedesmal  von  zweiter  oder 
öocU  höherer  Ordnung  mx,...Xn. 

Da:  a?!  =  0, .  . .,  a:»  =  0  ein  Punkt  von  allgemeiner  Lage  ist,  so 
^*^^xnt  jedenfalls  auch  eine   infinitesimale  Transformation  von  nullter 
''^^O.ung  in  x^. .  .Xn  vor,  etwa: 

^iPi  H [-^nPn-i , 

^    Natürlich  A^  . . .  A»  nicht  alle  verschwinden  dürfen  und  wo  die  weg- 

o^l^ssenen  Glieder  von  erster  oder  höherer  Ordnung  in  x^  , ,  .x^  sind. 

^^ch  Combination  mit  den  Stk  erkennt  man  jedoch  sehr  leicht,  dass 

^      ^tiabhängige  infinitesimale   Transformationen   nullter  Ordnung   von 

^^^    Form: 

Pv  -{-'"  =  Pt       (»■  =  1  . . .  n) 

^^ftreten.     Nach  Abschn.  I,  S.  217,  Satz  5   sind   also   die  gesuchten 
^Tuppen  sammt  und  sonders  transitiv. 

Ueber  die  infinitesimalen  Transformationen  nullter  und  erster  Ord- 
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nungy  die  vorkommen  können^  sind  wir  jetzt  im  Reinen;  es  bleibt  nocbi 
zu  untersuchen  y  welche  Form  die  etwa  auftretenden  infinitesimalen 
Transformationen  zweiter  und  höherer  Ordnung  haben. 

Wenn  eine  der  gesuchten  Gruppen  die  infinitesimale  Transforma- 
tion zweiter  Ordnung: 

1  ...n 
tkj 

enthält^  so  muss  sie  auch  die  Transformation  erster  Ordnung: 

1  ...n 

(7)  {P,W)  =  2'^h,,,x,pj  +  -- 

enthalten;  folglich  müssen  sich  die  Glieder  erster  Ordnung  in  (7)  ent- 
weder aus  den  Gliedern  erster  Ordnung  der  Sn  allein  oder  aus  den 
Gliedern  erster  Ordnung  der  Transformationen  8ik  und  U  linear  ab- 
leiten lassen.     Hieraus  ergiebt  sich,  dass  Relationen  von  der  Form: 

(8)  h,ij-^brSk  =  0       ik:^S) 

bestehen  müssen  und  ausserdem  solche  von  der  Form: 

(9)  hyi:k  =  ivvr,^ 

WO  die  Coefficienten  hykk  natürlich  sämmtlich  verschwinden,  wenn  U 
nicht  in  der  Gruppe  vorkommt. 

Sind  die  Zahlen  Vy  h,  j  alle  drei  von  einander  verschieden,  so  er— 
giebt  sich  aus  (8)  durch  Yertauschung  der  Zeiger: 

^vkj  =  —  ivjk  =  —  ft/v*  =  6/ifcr  = 
=  hkjr  =   —  ikrj  =  —  ^tkj  , 

also  hrkj  =  0.  Die  einzigen  unter  den  Coefficienten  6,*/,  die  nicht  zu 
verschwinden  brauchen,  sind  demnach  die  mit  mindestens  zwei  gleichen 
Zeigern,  nämlich: 

irkky     ^kvk)     hkkv' 

Dabei   ist,   wie  wir  wissen,  6^^.*  =  bk^k  und   ausserdem  gelten  wegen 

(8)  und  (9)  die  Gleichungen: 

hkr  =   hrk  =    —   hrkk  =   -—  ^ii  v        (»•+*), 

so  dass  nunmehr  alle  möglicherweise  nicht  verschwindenden  Coeffi- 
cienten brkj  durch  die  brrv  ausgedrückt  sind. 

Enthält  die  gesuchte  Gruppe  die  Transformation  U  nicht,  so  sind 
nach  dem  Frühem  alle  bwv  =  0,  es  verschwinden  daher  überhaupt 
alle  brkj\  die  Gruppe  enthält  alsdann   gar  keine  infinitesimale  Trans- 


Gmppen  mit  einer  inYarianten  Gleicbong:  Zfj^^dXj^dx^^^^O.  319 

cjnation  von  zweiter  OrdnuDg  Id  den  x  und  ebensowenig  solche  von 

Lerer  Ordnung^  das  heisst  sie  enthält  blos  die 

n  (n  —  1)        n(n  +  l) 
~       1.2  1.2 

bhängigen  infinitesimalen  Transformationen  P,,  5^jt. 
Kommt  dagegen   U  in  der  Gruppe  vor,  so  können  infinitesimale 
nsformationen   zweiter  Ordnung  auftreten^   und  zwar  hat  jede  der- 
b:ige  Transformation  die  Form: 

n  n  n  n 

111  1 

:>  die  weggelassenen  Glieder  von  der  dritten  und  von  höherer  Ord- 
L:KDg  in  x^  . . .  Xn  sind.  Nun  aber  bekommt  man^  wenn  t,  k,  j  drei 
:K-schiedene  Zahlen  sind: 

n 

[Stky  ^  hvVy+   .  .  . j  =  hkVr  —  htVk  H , 

1 

{Skjy  hkVt  —  hfVk'^ )  =  htVj  H , 

^»n  daher  eine  der  verlangten  Gruppen  überhaupt  eine  infinitesimale 
'"ansformation  von  zweiter  Ordnung  enthält,  so  kommen   in  ihr  alle 
Transformationen: 


Vr  =  2Xy  ^  XkPk  —  y}  Xk    'Pv-^ (»-  =  1  .  .  .  n) 


^*';  in  jeder  andern  infinitesimalen  Transformation  von  zweiter  Ord- 
^^Sy  die  der  Gruppe  angehört,  lassen  sich  die  Glieder  zweiter  Ord- 
^^g  aus  den  Gliedern  zweiter  Ordnung  von  V^  . , ,  Vn  linear  ableiten. 
Durch  paarweise  Combinatiou  von  F^  . . .  F«  ergeben  sich  keine 
^^itesimalen  Transformationen  von  dritter  Ordnung,  denn  die  Glieder 
^tter  Ordnung  in  der  Reihenentwicklung  von  (FyF*)  verschwinden 
^^tisch.  Trotzdem  wäre  es  denkbar,  dass  in  einer  der  gesuchten 
^^ppen    auch    infinitesimale   Transformationen    dritter   Ordnung   auf- 

Es  sei: 


n 


2  |>i)v  +   •  •  • 

l 

'^^e  solche  infinitesimale  Transformation  dritter  Ordnung,  ^^^^ . . .  S«^^^ 

seien  die  in   ihr   vorhandnen  Glieder   dritter   Ordnung.     Durch   Com- 

wination  mit:  |)t  +  •  •  •  ergiebt  sich  eine  infinitesimale  Transformation 

^on  zweiter   Ordnung,    die    ebenfalls    der   Gruppe    angehört,    folglich 

müssen  die  5»^'^  ^^^^  Bedingung  von  der  Form: 


^  •,  diese  ^*^*  ^      >»a;»i''"  1 

«it  \^^«'  *,  ,v  aicVi  Tiic\vt9  o,  «j,  ^  "  denn  ^^Z^ 

.    ,  es  .etse^-C^V^^'^  ^^^^  ^^^,^,  der  ^^^  ' 

c,>.  eine  P»"*^    ,...„  *.y»''*'^'  . ,  ,ie  atisser««*^ 


^^,^v^^l  solch« 
oder      !.'-& 
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Skr  =  XkPr  —  XrPk  H ,     ü=  X^lh  H h  ^»P»   +  '  *  * 

(*• ,  r  =  1  . .  .  n ;  k<v). 

Tritt  der  erste  dieser  beiden  Fälle  ein,  so  enthält  die  Gruppe  keine 
fiitesimale  Transformation  von  zweiter  oder  Höherer  Ordnung;  tritt 
egen  der  zweite  Fall  ein,  so  etithält  die  Gruppe  entweder  keine  infini- 
malen  TransfomuUionen  zweiter  Ordnung  oder  sie  enthält  deren  gerade 
iti-abhängige  von  der  Form: 

n  n 

Vr  =  2Xr  ^  XkPk  —  ^  OCk^  -  Pi^  -\ (»=1...»»). 

1  l 

^piitesimale  Transformationen  dritter  oder  'noch  höherer  Ordnung  können 
h    hier  nicht  vorkommen. 

Die  Beschränkung,  dass.  in  Skv  das  k  stets  <  i/  sein  soll,  kann 
igens  auch  fallen  gelassen  werden,  nur  muss  dann  immer  Svk^^ — Sk> 

also  Skk  =  0  gesetzt  werden,  was  wir  im  Folgenden  thun  wollen. 

Aus  dem  vorhin  Gesagten  ergiebt  sich,  dass  blos  drei  verschie- 
e   Fälle  zu  unterscheiden  sind:  jede  Gruppe  von  der  verlangten  Be- 

afifenheit  ist  entweder  von  n  -| — r— ^  oder  von  n  -| ^  ~    ^  +  1 

1     •     A  1     .     A 

r    von  n  -| — f- 1  +  w  unabhängigen  infinitesimalen  Transfor- 

tionen  erzeugt.  Demnach  giebt  es,  sobald  w  >  2  ist,  sicJher  keifte 
üdliclie  continuirliche  Gruppe,  die  unsre  Forderungen  erfüllt  Das 
a.11  und  für  sich  schon  ein  beachtenswerthes  Ergebniss. 

Wir  werden  jetzt  die  drei  Fälle,  auf  die  wir  geführt  worden  sind, 
Kein  behandeln. 

§  73. 

Zuerst  suchen  wir  alle  Gruppen,  die  von  gerade:  n  -j — V~*;  +  ^ 
^l>hängigen  infinitesimalen  Transformationen  von  der  Form: 


'P,^=Pt^^ — ,    u=2j  ^rPt  + 


Skv   =  XkPv  —  XrPk  +  •  •  • 

0* ,  4-,  r  =  1  .  .  .  n ;   5j{.y  +  S^j.  =  0) 

•^ugt  sind. 

Zwischen  den   Skt  und   U  bestehen  offenbar  Relationen  von  der 
>t'in: 

{SkvU)  =  0,    (SkvSjfi)  ==  SvjSkfi  —  SvftSkj  —   SkjSffi  4"  ^kftSrJ 

^0  B^j   für   v=j   den    Werth    1,   für   v=j=i   ^^'^   Werth   0   besitzt, 
'erner  ist: 
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w —  1        n 


1  *-i-i 


also,  wenn  wir  die  rechte  Seite  als  neues  Pu  einführen: 


(12) 


(P,  U) 


(/i  =  1  .  .  .  »)  . 


Um  nunmehr  die  Coefficienten  ßkv  und  ß  in  der  Gleichung: 

n  —  1       n 
iP,Sjr)  =  a,j  Pr  -  B^rPj  +3  ^T   ß^'S,*  +  ß^ 


1      k  +  l 

zu  bestimmen,  bilden  wir  die  Identität: 

{(P^Sjr)  U)  +  iiSjr  U)P,)  +  {(UP,)Sjr)  =  0, 

die  wegen  (11)  und  (12 j  die  Form: 

erhält;    demnach  sind  alle  ßky,  ß  gleich  Null. und  wir  haben  einfach: 
(13)  {P^Sjt)  =  e^jPt—  Sf,tPj    (/',y,t  =  i...n). 

Jetzt  sind  noch  die  Ausdrücke: 

n  n  —  1       y» 

1  1      k-j-i 

zu  berechnen.     Zu  diesem  Zwecke  bilden  wir  die  Identität: 


oder: 


((p^p>)  ü)  +  m  u)  p„)  +  ({up,)  Pj)  -  0 

((P,Pj)U)  =  2{P,Pj) 


und  finden  so: 

Hiermit  ist  bewiesen,  dass  eine  jede  Gruppe  von   der  Form  (10) 
—h--^—-\'  1  infinitesimale  Transformationen  Pn.  Skv,  U  enthält,  die 

durch   die  Relationen   (11)  ...  (14)  verknüpft  sind,  also   durch  genau 
dieselben  Relationen,  wie  die  infinitesimalen  Transformationen  der  Gruppe : 


(15) 


1 

(/^,  *,  v  =  l  .  .  .  n)  , 


die  aus  den  Euklidischen  Bewegungen  und  den  Aehnlichkeitstransfor- 
mationen  des  J?„  besteht.  Auf  Grund  des  Theorems  110,  S.  614  von 
Abschn.  I  können  wir  daher  schliessen,  dass  jede  Gruppe  von  der 
Form  (10)  mit  der  Gruppe  (15)  durch  eine  Punkttransformation  des 
Raumes  x^  , . .  Xn  ähnlich  ist. 

Dasselbe   Ergebniss   hätten   wir    übrigens    auch   ohne    die    eben 
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durchgeführten  Rechnungen  gewinnen  können;   da  nümlich  unter  den 
infinitesimalen  Transformationen  (10)  eine  von  der  Form: 


^tPr  + 


vorkommt,  so  hätten  wir  ohne  Weiteres   das  Theor.  111,  Abschn.  I, 
S.  G18  anwenden  können. 

§  74. 

Jetzt  Sachen  wir  alle  Gruppen,  die  yon  gerade  n  -| — K--^-  +  1  +  n 
infinitesimalen  Transformationen  von  der  Form: 


(16) 


Skr  =  XjtPv  XyPk  + 


•     •     • 


1  1 

erzeugt  sind. 

Zwischen  den    F^,  und  den  Skv  und   U  bestehen  augenscheinlich 
Relationen  von  der  Form: 


f<F^  n)  =  0,  (ur;)  =  r,„  (s,* v^)  =  s.^Vj  -  «.„n 

(/u,  A,  /=  1  .  .  .  n) . 


(17)  t 

Femer  ist: 

(USk.)  =  a*vi  F,  H h  a^rn  F«, 

also,  wenn  wir  Sty  —  «*,!  Fj  —  •  •  •  —  «*»„  F«  als  neues  Äitr  einführen: 

(18)  {USkt)  =  0    (*,»  =  ...»). 

Zur  Bestimmung  der  Coefficienten  ßt  in  den  Gleichungen: 


(SkjSf,,)  =  SjfjtSkv  —  BjvSkit  —  ^kfi  Sjv  +    ^krSjf,  +  ^7  /Jr  Fr 

1 

bilden  wir  die  Identität: 

mjS^;)  u)  +  ((s„,  cr)Ä>)  +  ({us,j)8,r)  =  0, 

deren    zweites   und    drittes  Glied  null    werden;   wir   finden,  dass  alle 
ß^    null  sind,  und  haben  somit  einfach: 

x|C)%  li^kjSf^t)  ■=«  Sjf,Skv —  BjpSkfi  ■—  BkfxSji,  -f-  SkvSjfji 

Jetzt   müssen    wir   noch    die  P^    so    normiren,  dass   die   übrigen 
Relationen  eine  möglichst  einfache  Form  erhalten. 

21* 
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Es  ist: 

n  —  1       n  n 

(P,  U)  =  P,  +2?  y}  n.Ä,  +  y  ?7+2  y*  ^'  > 

führen  wir  daher: 

n —  l       n  *  n 

1       *+l  1 

als  neues  P^,  ein,  so  bekommen  wir: 

(20)  (P^U)  =  P^      (/.  =  !...«). 

Ferner  bilden  wir  die  Identität: 

{(PkS.r)  U)  +  ((S„.  U)P,)  +  ({UP,)S^r)  =  0, 

die  sich  wegen  (18)  und  (20)  auf: 
reducirt;  aus  ihr  ergiebt  sich  sofort: 

(21)  (PitS/* »)  =  fJt/i  Pv  —  £kr  V^i       (*.  /i.  v  =  1 .  .  .  n) . 

In  derselben  Weise  liefert  die  Identität: 

((P,  V,)V)-\-  ((Fv f7) Pt)  +  ((Ü-P*)  F,)  =  0, 
deren  zwei  letzte  Glieder  sich  aufheben^  die  Relation: 

(22)  {PkVr)  =  2B,,U+2S,k     (*,»  =  !...") 

Endlich  zeigt  die  Identität: 

dass  die  Gleichungen: 

(23)  (PkPy)    =0       (*.r=l...«) 

bestehen. 

Jede  Gruppe  von   der  Form  (16)  enthält  demnach  — ~^i     ^ 

infinitesimale  Transformationen:  P^,  Skt,  U,  ^^  die  in  den  Beziehungen: 
(17)  . .  .  (23)  stehen;  genau  in  denselben  Beziehungen  stehen  aber 
auch  die  infinitesimalen  Transformationen  der  Gruppe: 


(24) 


n 


1 


n 


2Xj^^  XrPr  -Pj^Xr^, 
1  1 

aus  dem  schon  oben  benutzten  Theor.  110  auf  S.  614  von  Abschn.  I 
ergiebt  sich  daher,  dass  jede  Gruppe  von  der  Form  (16)  mit  der 
Gruppe  (24)  durch  eine  Punkttransformation  des  Raumes  a:,  . .  ,  Xn 
ähnlich  ist. 


(26)  { 
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Hätten  wir  das  Theor.  111,  Abschn.  I,  S.  618  benutzen  wollen,  so 
wären  wir  zu  diesem  Ergebnisse  ohne  alle  Rechnung  gelangt. 

§  75. 
Es  handelt  sich  schliesslich  noch  um  die  Bestimmung  aller  Grup- 
pen, die  von  gerade  n  H ~Z      unabhängigen  infinitesimalen  Trans- 

Formationen  von  der  Form: 

Pv  =  Pv   -\ 

(25)  Skr  =  XkPt  —  x^pk  +  •  •  • 

erzeugt  sind*).    Die  Zahl  n  wird  >2  vorausgesetzt. 

Von  vornherein  ist  klar,  dass  zwischen  den  Skv  Relationen  von 
der  Form: 

{SjkSfit)  =  SkfiSjv  —  BjftSkv  —  ^kvSjfii  -f-  SjpSkfi 

(>»  *i  fi  f  =  l  ...n) 

bestehen,  wo  StfA  verschwindet  oder  gleich  Eins  ist,  jenachdem  h  und 
fi  verschieden  oder  gleich  sind.  Unter  diesen  Relationen  merken  wir 
uns  die  folgenden  noch  besonders  an: 

(2G')         {SikSi^i)  =  Sik)  (&*Si,8)  =  -^  Sikf  (SikSki)  =  Si, 2, 
wo  Ic  natürlich  grösser  als  2  sein  muss.     Ausserdem   ist  zu  beachten, 
dass  Sjk,  mit  zwei  verschiedenen  S  combinirt,  stets   verschiedenes  er- 
giebt,  es  sei  denn,  dass  beide  Male  Null  herauskomme. 

Unser  Bestreben  muss  jetzt  sein,  die  Relationen,  durch  die  jedes 
P^  mit  den  Sjt  und  mit  den  übrigen  P»  verknüpft  ist,  auf  möglichst 
einfache  Formen  zu   bringen.     Wir  werden   das  erreichen,   indem  wir 

*)  Bei  der  Behandlung  dieses  Falles  (im  norwegischen  Archive,  Bd.  X, 
S.  399  £f.,  1885)  sah  sich  Lie  veranlasst,  zwischen  geradem  and  ungeradem  n  zu 
unterscheiden.  Bald  darauf  (1886)  fand  Engel,  dass  diese  Unterscheidung  un- 
nöthig  ist  und  auf  dem  im  Texte  befolgten  Wege  vermieden  werden  kann ;  diesen 
We^  hat  dann  auch  Lie  in  seinen  Seminarvorträgen  an  der  Universität  Leipzig 
l»enatzt.  Neuerdings  hat  Eilling  ebenfalls  die  Aufgabe  erledigt,  ohne  die  Unter- 
scheidung zwischen  geradem  und  ungeradem  n  einzuführen,  aber  sonderbarer- 
weise erwähnt  er  dabei  Lies  viel  ältere  Lösung  der  Aufgabe  gar  nicht  (s.  Grelles 
Joarnal,  Bd.  109,  S.  179  ff.,  1892).  —  In  der  citirten  Arbeit  giebt  Herr  Kill  in  g 
drei  Begründungen  der  Rie  mann  sehen  Theorie  der  Grundlagen  der  Geometrie. 
Die^^e  drei  Bebandlungen  sind  indess  sehr  wenig  originell,  da  sie  sich  auf  Lip- 
bchitzB  und  in  noch  grösserer  Ausdehnung  auf  Lies  Untersuchungen  stützen. 
Herrn  Killings  Behandlung  des  Biemann-Helmholtzschen  Problems  enthält 
mehrere  grobe  Fehler.  —  Wir  wollen  übrigens  nicht  unerwähnt  lassen,  dass  die 
folgr^nden  Rechnungen  auch  für  n  «=»  2  zur  Bestimmung  aller  Gruppen  von  der 
Form  (26)  führen. 
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die  Py  in  geeigneter  Weise  normiren,  (Jas  heisst,  indem  wir  an  Stelle 
jedes  Pk  einen  geeigneten  Ausdruck  von  der  Form: 

1  ...n 

fit 

als  neues  Py  einführen  (vgl.  Abschn.  I,  S.  610). 
Es  bestehen  Relationen  von  der  Form: 

n  —  1      n 

1        A  +  l 

n —  1       n 

{P,S,,)  =  -  P.  -^'^ißkjS.j', 

führen  wir  in  diesen: 

n  —  1        n 
n —  1       n 

P,  +  «i.»6V,  +^>^  a*,Äi 
als  neue  P^  und  P^  ein,  so  erhalten  wir: 

n 

(P,  5., ,)  =       P,  +^  { a,^  Sij  +  «,,  5», } 

n 


(P,5...)  =  -  I\  -2]  \ßuBu-\-  ßvS,j]  . 

3 

Um  eine  noch  grössere  Vereinfachung  zu  erreichen,  setzen  wir: 


n 


JV  =  J^. +^M  fiu  5^i>  +  P»i  Ä., } 
und  bekommen: 


n 


(P/  Sm)  =     ■?^«'  +2  { (««>  -  ^*^  -  **«)  -Su  + 

3 

+  («2^  +  Aij  —  ll2j)  Sij  ] 


3 
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Offenbar  können  wir  hier  nicht  alle  Goefficienten  zum  Verschwinden 
bringen^  wir  wählen  daher  die  A  und  ft  so,  dass  die  Gleichungen: 

^2>  4"  f*li  "^  ^1>;      f*2;  —  ^IJ  =  «SJ       0  =  3...  n) 

erfüllt  werden,  auf  diese  Weise  ergiebt  sich  wenigstens:  (P//Si,2)  =  P2'. 
Lassen  wir  jetzt  noch  die  Striche  weg  und  denken  wir  uns  ausserdem 
Pg  .  .  .  P»  durch  die  Gleichungen:  (PiiSu)  =  Pk  bestimmt,  so  haben 
wir  die  Relationen: 

(Pl/Sl,2)  =  Pa,    (PiSu)  =  Pt        (*  =  3...n) 

^^'^  ^  (P,Äx,2)  =  -  I\  -^J  (ßiJS^J  +  ß',jS,j)  . 

Durch  das  angewendete  Verfahren  sind  alle  P  soweit  normirt, 
dass  uns  nur  noch  2(n  —  2)  willkürliche  Parameter  zur  Verfügung 
stehen;  setzen  wir  nämlich: 

n 
3 

und  daher  den  Relationen  (27)  entsprechend: 


n 


P.  =  (.PxSx,»)  =  A  -2^(P.><S,,  -  p.,S.,) 

3 

n 

3 
(it=33  .  .  .n), 

SO  bekommen  wir: 

n 

(P.Äm)  =  -  P.  -2(PvSv  +  ßijS^j), 

3 

das  lieisst:  die  Gleichungen  (27)  behalten  bei  Einführung  von  1\  .  ,  . 
P^  ihre  Form,  welche  Werthe  auch  die  Parameter  pi>,  q^j  haben 
mögen. 

um  die  qij  zu  verwerthen,  benutzen  wir  die  n  —  2  Gleichungen: 

n  —  1       n 


aus  denen  sich  ergiebt: 

n 

(P,S,*)  =  (P,  Su)  -  QikSr,,  +^  (»,y5*,; 

3 

indem  wir   Qu  ^  «1^2  setzen,  erreichen  wir,  dass  die  n — 2  Ausdrücke 
(PjiSi*)   von  iSi,2  frei  werden. 
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Nicht  so  bequem  lassen  sich  die  Q^k  verwerthen;  wenn  n>3  ist, 
können  wir  sie  allerdings  benutzen,  um  die  Ausdrücke  (PiSik)  zu  ver- 
einfacheu;  ist  aber  n  =  3,  so  geht  das  nicht.  In  diesem  Falle  wird 
nämlich : 

also  hängt  der  Ausdruck  (Pj  ^2,3)  von  ^2,3  gar  nicht  ab,  ja  man  kann 
sich  sogar  leicht  überzeugen ,  dass  für  n  =  3  überhaupt  alle  neun 
Ausdrücke  (PaÄ^,)  von  (»2,3  frei  werden.  Wollen  wir  daher  den  Fall 
n  =  3  zugleich  mit  dem  Falle  w  >  3  erledigen,  so  dürfen  wir  die  ^2^ 
nicht  zur  Vereinfachung  der  (P^/S^»)  benutzen,  sondern  zur  Verein- 
fachung der  (PkPv)- 

Es  besteht  eine  Relation  von  der  Form: 

n  n —  1       n 

(AP.)  =2  «^■Pr+2*2  **>^*>5 

1  1    Ir^i 

bei  Einführung  der  P  erhält  diese  die  Gestalt: 

n  n  n  —  1       n 

(AÄ)  =^a,P,  -  2^J  Q,jPj  +2  S  ^^^-Sf*,, 

1  3  1       A-fl 

durch  geeignete  Wahl  der  Q2j  können  wir  es  somit  dahin  bringen, 
dass  (Pj  Pg)  von  P3  .  .  .  P„  frei  wird,  dabei  ist  es  ganz  gleichgültig, 
ob  n  =  3  oder  >  3  ist. 

Nachdem  wir  auf  diese  Weise  alle  verfügbaren  Parameter  unter- 
gebracht haben,  lassen  wir  die  Striche  über  den  P»  weg;  zwischen 
Fl  .  .  .  Pn  und  Äi,2,  /Si,3;  •  •  •  Sin  habcu  wir  dann  die  Relationen  (27) 
und  ausserdem  wissen  wir,  dass  alle  (P^S^k)  (Ä  >  2)  von  S^  frei 
sind,  sowie  dass  (J^P^)  jedenfalls  P3  .  .  .  P„  nicht  enthält.  Da  alle 
Py  vollständig  normirt  sind,  müssen  wir  nunmehr  die  übrigen  Rela- 
tionen zwischen  den         "t    ^  infinitesimalen  Transformationen   P^,  Stj 

durch  Bildung  Jacobischer  Identitäten  erhalten. 

Zunächst  bilden  wir  für  Ä>2  die  beiden  Identitäten: 

( ((P.  S,,)  S,,,)  +  Pt  -  (P,S,,)  =  0 

((P.SiO^i,«)  -  iP%s,k)  +  Pk  + 


(28) 


n 


+  y/  ßij  Skj  +  ßik  5^1,2 . 
3 

Von  diesen  zeigt  die  erste,  dass  (P2S'2Jt)  die  Form  hat: 


n 


(29)  (P,  S,,)  =  P,  +2  (y,;  S.,  +  y,j  S,,) , 

8 
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denn  der  Ausdruck  {{PiS%k)Si%)  ist  von  den  P,  frei  und  enthält  höch- 
stens solche  S^^,^  bei  denen  ein  Zeiger  gleich  1  oder  gleich  2  ist,  5i,2 
dagegen  enthält  er  nicht.  Da  von  dem  Ausdruck  ({P%Sik)Su^  das- 
selbe gilt^  so  zeigt  die  zweite  der  Identitäten  (28),  dass  alle  ßit 
null  sind  und  dass  im  Falle  n  >  3  zugleich  .alle  ßij  verschwinden. 
Folglich  hat  der  Ausdruck  für  {P^St^i)  die  einfache  Gestalt: 

(27-)  (P,S,.,)  =  -P.-/5fi'i,3, 

wo  ß  jedenfalls  dann  gleich  Null  ist,  wenn  n  >  3,  zugleich  erhalten 
die  Relationen  (28)  die  Form: 

r28')  ((PiS8*)Si,2)  =  ((P2S^u)Äi,2)  =  (P2S2*)  -  P*. 

Um  die  y\j  und  y^j  zu   bestimmen,   bilden   wir  die  beiden  Iden- 
titäten zwischen  Pi,  Si*,  /Si,2  und  zwischen:   P^,  S^k,  ß^i,»;  sie  lauten: 

rSO^         f  (^^'»m)  -  (Pia»)  -  (P^Sn)  =  0 

*•     ^        1  ((P»5»*) S1.O  +  (P«Si*)  +  (Pi S,t)  -  /J .  e,,Su»  =  0 . 

Nun  ist  in  Folge  von  (29): 

n 
3 

also  ergiebt  sich  aus  (30): 

(PkS,^2)  =  (P^S,k)  +  (P,S,k) 

n 

nieraus  folgt: 

n 

((PiS«)  <?.,*)  +  {{PiSu)Si,,)  =  .1^^  (y,;5,,  +  yyS,j), 

a 

nach   (28')  und  (29)   hat   aber   die   linke  Seite   dieser   Gleichung   den 
Werth: 

n 

a 

mithin  verschwinden  die  yi;  und  y^j  sämmtlich  und  wir  haben: 

(P^Su)  =  Pk 
('^0  \{PiS^k)  +  iP.Sn)  =  (P*S,,2)  =  \ßek,Si^, 

Jetzt  bilden  wir  die  nachstehenden  Identitäten: 


(32) 


,((PtS„)Ä.2)  +  {F,Su)  -  ^ßeksSu  =  0 
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(34)  ((P*Su)S«*)  +  ^ßBksS,^,  -  {iP,S,i;)Sn)  =  0, 

in  deueu  natürlich  fc  >  2  angenommen  wird. 

Aus  der  ersten  der  Identitäten  (32)  geht  hervor,  dass  (Pt-Sn)  die 
Form  hat: 


n 


(35)  (P*  5»)  =  -  P,  +^J  {hfj  S,i  +  hi')S,j) , 

3 

hier  ist  aber  jedenfalls  Äifi  gleich  Null;  da  nämlich  (PiSik)  von  Si,2 
frei  ist,  so  ist  {(PiS2k)Sik)  von  S^k  frei,  die  erste  der  Identitäten 
(33)  zeigt  in  Folge  dessen,  dass  auch  (PkSik)  das  S^k  nicht  enthält. 
Wird  der  Werth  Yon  (PkS^k)  in  die  zweite  der  Identitäten  (32) 
eingesetzt,  so  kommt: 

(PkS.k)  =-  Pi-  ßSi,z  +  ^ßSk^Su  + 

3 

werden  endlich  die  Werthe  von  {PkSik)  und  (PkS^k)  in  (34)  eingesetzt, 
so  ergiebt  sich: 

n 


n 


+  ^ße,,Si,,+  (P,Su)  -^  h^']Sti==0, 


3 


denn  Ai*  ist  ja  gleich  Null.     Wir  finden  somit: 

n 

(7^.  .SW)  -  (Pä  äO  =  /J£*.,5,,, -  2^^  Ai'^Ä.y , 

3 

also  mit  Benutzung  von  (31): 

n 

fPi  'S.*)  =  |/5f*sSi,»  -2^  4>s»r, 

3 

da  aber  (P1S2*)  von  Äi,2  frei  ist,   auch   im  Falle  w  =  3,   so    niuss  ß 
auch  im  Falle  n  =  3  verschwinden  und  wir  bekommen: 

n 
I  (P2Ä.)  =    -    P,/  ,     (P*Ä„j   =0       (*  >  3)  . 

Aus  (33)  erhalten  wir  ausserdem  noch: 
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n 


1 
n 

(P*s»)  =  -  p,  +2/  (1  -  **>)  M*'  Äu , 

1 

was  mit  (35)  und  (36)  verglichen  zeigt,  dass  alle  h^j  und  alle  A/i 
verschwinden. 

Dass  auch  alle  hij  null  sind,  in  denen  Je  und  j  verschiedene 
Werthe  haben,  ist  nicht  schwer  zu  beweisen;  nöthig  ist  das  natürlich 
nur  fQr  n  >  3. 

Um  den  Nachweis  zu  führen,  bilden  wir  die  Identitäten: 

i{PiSit)Si,)  +  (PiS*^)  -  ((PiS,^)S»)  =  0 
i(P»S,,)St^)  +  (P,Ä^)  -  ((P25,^)Su)  =  0, 

in  denen  k  und  ft  zwei  von  einander  verschiedene  Zahlen  bedeuten, 
die  beide  grösser  als  2  sind.     Wir  finden: 

{PiSkfi)  =  hiftSik —  Äu  Ä/i 

{PiSkfi)  =  hikSifi  —  hifiSik 

und  setzen  diese  Werthe  in  die  Identität  zwischen  P,,  P^,  Skfi  ein, 
was  mit  Berücksichtigung  von  (27)  und  (31)  liefert: 

da  aber  (P1P2)  von  P3  .  .  .  P„  frei  ist,  so  enthält  der  Ausdruck 
((PjPg)/?*^)  überhaupt  keine  Glieder  mit  P^  .  ,  ,  Pny  es  ergiebt  sich 
also: 

A«  =  A^  =  0. 

Demnach  sind  wirklich  auch  alle  h^ij  =  0,  das  heisst,  es  bestehen 
Relationen  von  der  Form: 

XP^s,,,)=    p„  (Pi,?x*)  =  Pt,   (Pi/Sf„)  =  o 

(P»S,,,) P„    (P»5„)  =  P*,    (P»5,*)  =  0 

(38)  {         (P,S,„)  =.  (p,Ät^)  =  (P*5i,,)  =  0 

(PkSijd P.,    (P*Su) P, 

(*,  //  >2;   A  +  i'O. 

Für  den  Fall  n  ^=  3  sind  hierin  bereits  alle  Relationen  zwischen 
je  einem  Pr  und  je  einem  S^^  enthalten.  Um  diese  Relationen  auch 
für  n  >  3  alle  zu  bekommen,  bilden  wir  die  Identitäten: 

{{Pi8ik)S,.)+  0+0  =  0 

((PiMS^^O  -P. +0  =  0, 
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iu  denen  Ar,  ^,  v  irgend  drei  von  einander  und  von  1  verschiedene 
Zahlen  bedeuten;  wegen  (38)  ergiebt  sich  hieraus: 

(P,S^.,)  =  0,     {P,S,.)  =  P,. 

Damit  sind  die  gewünschten  Relationen  auch  für  n  >  3  sämmtlich 
bestimmt;  sie  lassen  sich  augenscheinlich  in  die  einzige  Gleichung: 

(39)  {PkSftv)  =  ^kfiPv  —  BkvP^i    (*> ,",  1^  =  1 ...  »•) 
zusammenfassen. 

Jetzt  sind  nur  noch  die  Ausdrücke  (PkPv)  zu  berechnen. 
Die  Identität: 

((PiP0'Si,2)  + 0  +  0  =  0 

zeigt,   dass  (PiPg)  auch  von  P^  und  Pj  frei  ist,  dass   es  also   über- 
haupt kein   P  enthält;  zugleich  ist  klar,  dass  in  (PiPg)  kein   Stj   mit 
einem   Zeiger  1    oder   2   vorkommen   kann,  mit   alleiniger  Ausnahme 
von  51,2.     Wenn  daher  n  =  3  ist,  so  haben  wir:  {P1P2)  =*  «Si,». 
Ist  w  >  3,  so  bilden  wir  die  Identität: 

((PjP,)Ä^..)=0       (/.,r>  2;    ;.  +  »). 

Wäre  n>4,  so  würde  hieraus  sofort  folgen:  (Pi  Pg)  ==äS'i,2,  im  Falle 
n  ==  4  ergiebt  sieh  jedoch   blos,  dass 

(40)  •    (PiP,)  =  aS,,,  +  i»6\4 

sein  muss.  In  dieser  Gleichung  sind  daher  alle  möglichea  Fälle  zu- 
sammengefasst,  wenn  wir  nur  berücksichtigen,  dass  b  für  n  =  3  und 
n  >  4  stets  null  ist. 

Aus  den  Identitäten: 

((P.P2)Sm)  +  (-P»^i)  =  0 
folgt  nunmehr: 

und  demnach: 

0  =  ({l\P,)l\)-\-  ((P,P,)P,)  +  ((P,Pi)P.)  =  -  36P,, 

das  heisst,  b  verschwindet  auch  für  n  =  4. 

Es   ist   also:   (P1P2)  =  aiSi,2,   schliesslich   zeigen  noch   die  Iden- 
titäten : 

i[P,P,)S,,)  -  (PtP,)  =  0 

((P,POSi,)-(PtPO  =  o, 

dass  die  Gleichungen: 

(P,P,)  =  aSu,   {PkPr)  =  aStr 
gelten.     In  den  Gleichungen: 
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(41)  iPkPv) '-^^  aSk,     (Ä,r  =  i...„) 

sind  daher  alle  Relationen  zwischen  je  zwei  von  den  F^  enthalten. 
Die  Grösse  a  kann  verschwinden,  braucht  es  aber  nicht. 

Ist  a  =  0,  so  sind  die    ~r-^—    infinitesimalen  Transformationen 

Pr,  Pkfi  durch  die  einfachen  Relationen: 

(42)  (P»S^,)  =  «*^P,  -€*vP^,    (P*PO  =  0 

^  Ü,  *,  /*,  1^=1...  «) 

verknüpft^  also  genau  durch  dieselben  Relationen  wie  die  infinitesi- 
maleu  Transformationen  der  Gruppe: 

(43)  py,    XkPv  —  XvPk       (V.  A:  =  1  .  .  .  n) 

aller  Euklidischen  Bewegungen  des  Rn.  Nach  dem  Theorem  110  auf 
S.  614  von  Abschn.  I  ist  daher  in  diesem  Falle  die  Gruppe  Py,  Skiit 
mit  der  Gruppe  (43)  durch  eine  Punkttransformation  des  Raumes 
x^  .  .  .  Xn  ähnlich. 

Ist  dagegen  a  =f=  0,  so   führen  wir  --  Pv  als  neues  P^  ein  uud 

y  a 

haben  dann   zwischen   den  —  infinitesimalen    Transformationen 

Prj  Skfi  die  Relationen: 

C44)  {  (P,S^,)  =  e,^Pr  -  ejtrP,.,  (P^Pr)  =  Ä, 

Ui  *»  Mi  »'  =  l...n). 

Genau  dieselben  Relationen  bestehen  aber  zwischen  den  infinitesima- 
len Transformationen  einer  schon  auf  S.  289  erwähnten  Gruppe,  näm- 

lieh  zwischen  den  -^  —  unabhängigen  infinitesimalen  Transforma- 
tionen : 

n 

(45)  Pv  Xy  ^/  XtPr  ,     XkPv  XrPk  (*,  t  =  1 .  . .  «)  , 

1 

der  grössten  continuirlichen  projectiven  Gruppe  des  i?«,  hei  der  die 
(n  —  l)-fach  ausgedehnte  Mannigfaltigkeit  zweiten  Grades: 

(46)  x,^^ +  Xn'=l 

invariant  bleibt.  Dem  vorhin  benutzten  Theorem  zufolge  ist  daher 
für  a=|=0  die  Gruppe  Pt,  Sf,r  mit  der  Gruppe  (45)  durch  eine  Punkt- 
transformation des  Raumes  Xi  .  ,  .  x^  ähnlich. 

Hiermit  ist  die  zu  Anfang  des  Kapitels  gestellte  Aufgabe  für  9i>2 
vollständig  erledigt,  wir  können  also  das  Theorem  aussprechen: 
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Theorem  24.  Lässt  eine  continuir liehe  Gruppe  eines  Bau 
mes  Xj^  . . ,  Xn  von  mehr  als  zwei  Dimensionen  eine  Differential 
(jleichung  eweiten  Grades: 


t .  ..n 

X,    fkvi^i    .  .  .  Xn)dXkdXp  =  0 

kr 


invariant,    deren   Determinante  nicht    identisch  verschwinde 
und  transformirt  sie  ausserdem   die  Richtungen  durch  jed^ 
festgehaltenen  Punkt  von  allgemeiner  Lage  in  möglichst  allg 

meiner  Weise,  also  gerade  —  j— ö — gliedrig,  so  ist  diese  Grup 
stets  endlich  und  hat  entweder  — ^^^-  oder  ^ ^^    --—  -f-  1   öc^ 
12  Parameter;    im  ersten   Falle   ist   sie  durch  e  ^ 

Punhttransformation  des  Raumes  x^  .  .  .  Xn    entweder  mit     ^ 
Gruppe: 


(I) 


Pk,    ^nPv  —  XvP^       (*,//,  r=l...ii) 


oder  mit  der  Gruppe: 


(II) 


n 


Pk  —  3Ck  ^  XtPr,    Xf,pr Xr  p,, 

1 
(t ,  ^ ,  r  =  1 .  .  .  n) 


ähnlich,  im  0 weiten  Falle  ist  sie  mit  der  Gruppe, 


(III) 


Vk 


n 

,    XfiPv  —  XrPf,,    ^  XrPx 


(Ä- ,  1/ ,  y  =  1  .  . .  n) 


ähnlich,  im  dritten  mit  der  Gruppe: 


(IV) 


1 


n 


2Xk^  XrPt  —  Pk^  X^ 
1  1 

(Ä,  ^<,  1=  1  ...n) 


und  zwar  ebenfalls  jedesmal  durch  eine  Punlcttransformafio\ 
des  Raumes  x^  ,  .  ,  Xn» 
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Offenbar  ist  jede  der  Gruppen  (I)  .  .  .  (IV)  primitiv;  denn  hält 
den  Punkt  von  allgemeiner  Lage:  rPi  =  0,  .  .  .,  ar»  =  0  fest,  so 
>l^ibt  jedesmal  in  dem  Räume  der  cx)*»~^  Richtungen:  x^i'^ix»  durch 
3i^  sen  Punkt  nur  die  Mannigfaltigkeit  zweiten  Grades :  a:/*-) —  •  +  a;«*  =  0 
sriant,  dagegen  keine  ebene  Mannigfaltigkeit  von  Richtungen.  Da 
unser  Theorem  für  w  >  2,  also  insbesondere  auch  für  w  =  3  bo 
sen  ist,  so  liefern  die  vorstehenden  Entwicklungen  zugleich  eine 
-fcevie  Begründung  gewisser  Ergebnisse  des  Kapitels  7  (vgl.  S.  122  und 
3.    126—137). 

§  76. 

Nunmehr  wenden  wir  uns  zu  dem  bisher  ausgeschlossenen  Falle 
>»  =2,  wir  begnügen  uns  aber,  wie  schon  früher  angekündigt,  mit 
der  Aufstellung  aller  endlichen  continuirlichen  Gruppen  des  R^,  denen 
<lie  hier  verlangten  Eigenschaften  zukommen. 

Es  handelt  sich  also  darum,  in  zwei  Veränderlichen  x^,  x^  alle 
endlichen  continuirlichen  Gruppen  aufzustellen,  die  eine  Gleicbimg  von 
der  Form: 

(47)         a  (a:i,  x^ dx^  +  2/3  (rp^,  x^)  dx^ dx^  +  y  (^u  ^2)  ^^i  =  0 

'^it  nicht  identisch  verschwindender  Determinante:  ß^  —  ay  invariant 
lassen  und  die  ausserdem  die  00^  Richtungen:  dx^ :  dx^  durch  jeden 
lestgehaltenen  Punkt  von  allgemeiner  Lage  in  möglichst  allgemeiner 
'»'  eise  transfomiiren. 

Halten  wir  einen  Punkt  x^y  x^  von  allgemeiner  Lage  fest,  so 
"bleiben  offenbar  unter  den  cx>^  Richtungen:  dx^  :  dx^  durch  diesen 
"unUt  jedenfalls  die  beiden  in  Ruhe,  die  durch  die  Gleichung: 

«  {^1,  V)  dx^^  +  2/J  (iCi^  V)  dx^  dx^  +  y  {x,^,  <)  dx^^  =  0 

"^stimmt  sind;  sollen  daher  diese  cx>^  Richtungen  in   möglichst  allge- 
itteiixer  Weise   transformirt   werden,    so   müssen  sie  noth wendig  ein- 
gue<i]^g  transformirt  werden.     Andrerseits  folgt  aus  der  Invarianz  der 
b^^den  vorhin  definirten  Richtungen,  dass  jede  der  gesuchten  Gruppen 
i^ei    verschiedene  Schaaren  von  je  cx>^  Curven  der  Ebene   x^y  x^  in- 
^aiiant  lässt  (s.  S.  60).     Da   wir   nun   alle   endlichen   continuirlichen 
Gruppen  der  Ebene  kennen,  die  zwei  verschiedene  Schaaren  von  je  00^ 
Curven  invariant  lassen  (s.  S.  73),   so   brauchen  wir  nur  unter  diesen 
alle  die  aufzusuchen,  bei  denen   die  00^  Richtungen  durch  jeden  fest- 
gehaltenen Punkt  von  allgemeiner  Lage  gerade  eingliedrig  transformirt 
werden. 

Auf  diese  Weise  ergiebt  sich,  dass  jede  endliche   continuirliche 
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Gruppe  der  Ebene  von  der  hier  verlangten  Besehaö'enheit  bei  geeig- 
neter Wahl  der  Veränderlichen  eine  der  folgenden  Formen  erhalte« 
kann: 

(48)  i?„  jo^,  a^iPi  +  ca^2Ä     (c+  d 

(49)  Piy    P,,    ^iPu    ^^Pi 

(51)  1),,  x,p^,  ari^pi;  i?^,  a;,jPi 

(52)  1\,   Piy    X,l),,    X^^p^',  Ply  P27    ^iPi,   ^2Pi9   ^P\ 

(53)  i\,  Pi,  x,p„  x^p,,  Xi^pi,  Vä- 

Während  es  also  für  n  >  2  nur  vier  verschiedene  Typen  von  d  -^r- 
artigen  Gruppen  giebt^  erhalten  wir  für  n  =  2  acht  Typen,  von  deizz^en 
zwei  iütransitiv  sind  und  einer  einen  wesentlichen  Parameter  enth^^i.lt. 

Die  Gruppen  (51)  und  (52)  lassen  wir  bei  Seite,  da  es  für  n 
keine  ihnen  entsprechenden  Gruppen  giebt.     Die  übrigen  Gruppen 
gegen  lassen  sich  auf  solche  Formen  bringen,  dass  die  Analogie 
den  Räumen  von  mehr  als  zwei  Dimensionen  deutlich  hervortritt, 
der  That,  die  Gruppe  (50)  ist  (vgl.  S.  76  und  88)  durch  eine  Pni 
transformation  der  Ebene  Xi,  x^  ähnlich   mit  der  dreigliedrigen 
jectiven  Gruppe: 

p,—x,  {x,p^  +  x^p^),    i>,  —  x^  {x^p^  +  x^p^) 

X1P2        ^iPi 

des  Kegelschnitts: 

x,^  +  a;,*  -  1  =  0. 

Die  Gruppen  (48),  (49)  und  (53)  andrerseits   verwandeln  sich  bei         der 
Punkttransformation: 

li/'x)  Xt    ^~~   X*     ~J~    *  Xa   ,         Xu     •  X'i     '~~~'    %Xa 

der  Reihe  nach  in  die  Gruppen: 

(48')  jp/,  1)2',  rr/i)/-  <jPi'+  c{x/p,'+  x^p^) 

(49')  p/,  iV,  x{p^—x^p,\  x^p^+x^p^ 

[Piy  P27   ^iPi-^iPiy    ^lPi+  ^tPt 

2x^{x^p;+  x^p;)  ~i)/(a;/*  +  a;,'^) 

12^:2' (^i>/+  x^Pi)  —  WC^i'^  +  ^t)^ 

wo  das  c   durch  die  Gleichung: 

,       %  (1  +  c) 
1  —  c 

defiuirt  ist  und  also  jeden  endlichen  Werth  annehmen  kann. 

Wie  man  sieht,  entsprechen  die  Gruppen  (50'),  (49'),  (53')  geuar 


(50') 


(53') 
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m.  früher  für  n>2  gefundenen,  die  Gruppe  (48')  allerdings  hat  für 
r=»-2  nur  dann  ein  Analogon,  wenn  c   verschwindet. 

§  77*). 

Wir  haben  gesehen^  dass  es  keine  unendlichen ,  sondern  nur  end- 
hke  continuirliche  Gruppen  giebt,  die  eine  Gleichung  von  der  Form: 

l...n 

)  ^  fkr  (iCi    .   .   .  Xn)  clXk  dXr  =  0 

kv 

iii  nicht  verschwindender  Determinante  invariant  lassen  und  die  oo""~^ 
nienelemente  durch  jeden  festgehaltnen  Punkt  von  allgemeiner  Lage 
möglichst  allgemeiner  Weise  transformiren.  Damit  ist  aber  noch 
dneswegs  bewiesen,  dass  überhaupt  jede  continuirliche  Gruppe,  die 
ae  Gleichung  (1)  mit  nicht  verschwindender  Determinante  invariant 
sst^  endlich  ist,  es  bedarf  vielmehr  noch  einer  besondern  Unter- 
icliang,  wenn  man  feststellen  will,  ob  sich  die  Sache  so  verhält. 
^a.tt  nun  aber  diese  Untersuchung  für  die  Gleichungen  von  der  Form 
^  allein  durchzuführen,  wollen  wir,  wie  oben  auf  S.  315  angekündigt 
urde,  lieber  gleich  eine  beliebige,  in  den  dxt  homogene  Gleichung 

■4:)  Sl{x^  .  .  .  Xn,  dx^  .  .  .  dXn)  =  0 

^t^rachten.  Wir  werden  sehen,  dass  die  grosste  continuirliche  Gruppe 
»rk  Punkttransformationen,  bei  der  eine  solche  Gleichung  invariant 
eibt,  unter  gewissen  Voraussetzungen  stets  endlich  ist. 

Wäre  die  Gleichung  (54)  in  den  dXv  linear,  wäre  sie  also  eine 
f  äff  sehe  Gleichung,  so  gestattete  sie  sicher  eine  unendliche  con- 
^mirliche  Gruppe  von  Punkttransformationen;  den  Fall,  dass  die  Glei- 
iiiug  (54)  linear  ist,  müssen  wir  daher  von  vornherein  ausschliessen. 
^ir  können  ferner  ohne  Beschränkung  der  Allgemeinheit  voraus- 
'tÄen,  dass  die  Gleichung  (54),  als  Gleichung  in  den  dx^  betrachtet, 
"^«ducibel  ist,  dass  sie  also  nicht  in  mehrere  Gleichungen  für  dx^  . . .  dXn 
^i^fallt.  Diese  Voraussetzung  wird  immer  erfüllt  sein,  wenn  wir  uns 
v4:)  von  vornherein  nach  einem  der  dxp  aufgelöst  denken,  also  etwa 
^^  der  Form: 

^0  0)   in   der   Umgebimg   irgend   eines    allgemein    gelegenen   Werth- 
Bystems  seiner  Argumente  in  eine  gewöhnliche  Potenzreihe  entwickelt 


*)  Da  die  £Dtwicklungen  der  späteren  Kapitel  von  denen   des  §  77   ganz 
nnabhängig  sind,  so  kann  der  Leser  diesen  Paragraphen  zunächst  überschlagen. 

Lie,  Theorie  der  Transformationsgruppen.   III.  22 
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ist.     Natürlich  darf  hier  das  Product:  dXn^ico  keine  lineare  Fimcti< 
von  dXi  ,  .  .  dxn—i  sein. 

Da  jedes  Werthsystem  Xv,  dx^  ein  Linienelement  des  JB«  bestimi 
so  ordnet  die  Gleichung  (54')  jedem  Punkte  x^  .  .  .  Xn  von  allgemeirr^^ 
Lage  eine  Schaar  von  oo"~^  hindurchgehenden  Linienelementen  ^^ 
und  diese  Schaar  bildet  unter  den  gemachten  Yoraussetzongen  &x:k:^^ 
krumme^  nicht  zerfallende  Mannigfaltigkeit  in  dem  Räume  der  oo*»^ — -j 
durch  den  Punkt  gehenden  Linienelemente.  Denken  wir  uns  nna 
jedem  Punkte  des  Rn  alle  hindurchgehenden  ebenen  (n  —  l)-fach 
gedehnten  Mannigfaltigkeiten: 

(55)  En  —  ^»  =  Pi  (El  —  Ä^i)  H h pn^i(ln-i  —  a^-i) 

construirt,  die  die  eben  besprochene  Schaar  von  oo"~^  Linienelementen 
berühren^  so  erhalten  ¥rir  in  jedem  Punkte  eine  Schaar  von  unendlich 
vielen  hindurchgehenden  Mannigfaltigkeiten  (55).    Berücksichtigen 
daher^  dass  jeder  Punkt  x^  , . .  Xn  zusammen  mit  einer  hindurchgeh« 
den    ebenen    Mannigfaltigkeit   (55)    ein  Jf^—i- dement*)   des   JR, 
stimmt;  so  erkennen  wir^  dass  durch  die  Gleichung  (54 ')  zugleich 
gewisse  Schaar  von  üfn^i- dementen  des  Rn  gegeben  ist 

Die  Gleichungen  dieser  Schaar  von  Jlf„_i -dementen  sind  leic^lii 
zu  bestimmen. 

Zunächst  ist  klar,  dass  die  ebene  Mannigfaltigkeit  (55)  dann  ULnd 
nur  dann  durch  das  Linienelement:  x^...Xn^  dx^  , , .  dx»  hindiur^ih- 
geht,  wenn  p^  . .  .pn  die  Gleichung: 

n— 1 

(56)  dxn  —^PkdXk  =  0 

1 
befriedigen.     Setzen  wir  nun: 

und: 

(O  (Xi  ,  ,  .  Xny     iTj'  .  .  .  Xn  —  'i)  =  ©', 

80  finden  wir  sofort,  dass  die  Mannigfaltigkeit  (55)    die  dem  Yxxt^^ 

*)  8.  Abschn.  II ,  S.  103  f.    Dort  wird  allerdings  nur  die  Bezeichnung:  t*-^ 
ment  des  Bn*^  eiogefübrt  und  in  dem  ganzen  zweiten  Abschnitt  ist  nur  von  ,«^^ 
menten"  die  Rede.    Hier  jedoch,  wo  ja  auch  von  Linienelementen  des  B%  i^ 
sprochen  wird,  brauchen  wir,  um  Verwechselungen  vorzubeugen,  den  AuBdruC*^" 
„Element  einer  (n  —  l)-fach  ausgedehnten  MannigfiEdtigkeit  des  Jß»^  oder  kfln^f' 
„3/n— i-element  des  Bn\    Diese  Ausdrucksweise  ist  nicht  bloe  leicht  versttad- 
lieh ,  sondern  entspricht  auch  unserm  früheren  Gebrauche  in  der  Ebene  und  im 
gewöhnlichen  Räume,  denn  wir  nannten  ja  die  Elemente  der  Ebene  auch  Linien- 
elemente  und   die   Elemente   des  Raumes  auch  Flächenelemente  (s.  Abachu.  II, 
S.  4  u.  47). 


I 
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-  .  Xn  zugeordnete  Schaar  von  cx)""^  Linienelementen    stets   dann, 
r    auch  nur  dann  berührt,  wenn  die  Gleichungen: 

n— 2 


^1  ""  i7.V'*"'    '^''-^~'Zxi 


1  " 


:ehen;  die  Gleichungen  der  vorhin  definirten  Schaar  von  -5f„— i- 
menten  des  i?«  werden  demnach  erhalten,  wenn  man  a:/  . . .  rr^—s 

Qu)  wegschafft. 
Wie  viele  von  a:/ . . .  Xn—'i  freie  Gleichungen  sich  aus  (57)  ergeben, 

hängt  von  der  Beschaffenheit  der  Determinante: 

'  ^  ±  ^^.  •  •  •  äa:;^^ 

Verschwindet  diese  Determinante  nicht  identisch,  so  erhält  man 
(57)  durch  Wegschaffung  der  x   nur  eine  Gleichung: 

Jchen  x^  , .  .Xnj  ]h  >  -  -  Pn—i  allein,  verschwindet  dagegen  die  Deter- 
atite  identisch,  so  erhält  man  aus  (57)  ein  System  von  mindestens 
i    unabhängigen  Gleichungen  zwischen  x^  . . .  Xn,  Pi .  >  *  l)n— i« 

Wir  wollen  uns  auf  den  Fall  beschränken,  dass  die  Determinante 
I  nicht  identisch  verschwindet,  wir  wollen  also  mit  andern  Worten 
elimen,  dass  die  Schaar  der  oo**"~^  Linienelemente,  die  dem  Punkte 
.  .Xn  durch  die  Gleichung  (54')  zugeordnet  wird,  cx)*»"^  verschie- 
5  durch  diesen  Punkt  gehende,  (n  —  l)-fach  ausgedehnte  Tangen- 
^benen  besitzt,  oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  dass  diese 
aar  von  cx>*""*  Linienelementen  in  dem  (n  —  l)-fach  ausgedehnten 
^txie  aller  (x>*~^  Linienelemente  durch  den  Punkt  x^  .  . ,  Xn  eine 
^t  abwickelbare  Mannigfaltigkeit  bildet.  Unter  Einführung  dieser 
chränkung  wird  es  uns  ohne  Schwierigkeit  gelingen,  zu  zeigen, 
s   die  grösste  continuirliche  Gruppe  von  Punkttransformationen  des 

bei  der  die  Gleichung  (54')  invariant  bleibt,  nur  von  einer  end- 
^en  Zahl  von  Parametern  abhängt 

Den  Fall,  dass  die  Determinante  (58)  identisch  verschwindet, 
Ben  wir  ganz  bei  Seite,  weil  er  sich  nicht  so  allgemein  erledigen 
ist. 

Wir  setzen  also  voraus,  dass  die  Determinante  (58)  von  Null 
rschieden  ist  und  dass  die  Gleichung  zwischen  x^  . . .  Xn,  Pi  >  >  .i?«— i, 
3  sich  aus  (57)  durch  Wegschaffung  der  x  ergiebt,  die  Form  (59)  hat. 

22* 
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Die  Grossen  pj^...pn~-i  sind  ursprünglich  nichts  andres  als  d; 
Coordinaten  der  (n — l)-fach  ausgedehnten  Ebenen  (55),  die  dorc 
einen  beliebigen  Punkt  x^  . , ,  Xn  gehen;  die  Gleichung  (59)  ist  dah< 
nach  ihrer  Ableitung  im  Grunde  nur  eine  andre  analytische  Darstc 
lung  des  geometrischen  Gebildes,  das  durch  die  Gleichung  (54^  del 
nirt  "wird.  Nun  aber  zeigt  die  Gleichung  (56),  dass  man  |>i  . .  .|)»_ 
auch  als  die  partiellen  Differentialquotienten  einer  Function  Xn  d* 
Veränderlichen  x^  . , ,  Xn^i  betrachten  kann;  die  Gleichung  (59)  las 
sich  daher  auch  als  eine  partielle  Differentialgleichung  erster  Ordnui 
mit  der  unbekannten  Function  Xn  auffassen. 

Diese  Auffassung  der  Gleichung  (59)  werden  wir  im  Folgend 
zu  Grunde  legen.  Da  nämlich  die  Gleichung  (59)  in  gewiss« 
Sinne  nur  eine  andre  Form  der  Gleichung  (54')  ist,  so  ist  klar,  d« 
diese  beiden  Gleichungen  gegenüber  allen  Punkttransformationen  c 
jRn  invariant  mit  einander  verknüpft  sind;  hieraus  aber  folgt,  dass  4 
Inbegriff  aller  Punkttransformationen  des  ü»,  die  (54')  invariant  lasa 
identisch  ist  mit  dem  Inbegriff  aller  Punkttransformationen,^  bei  dex 
die  partielle  Differentialgleichung  erster  Ordnung  (59)  invariant  blei 
Haben  wir  daher  bewiesen,  dass  die  grösste  continuirliche  Gruppe  -^ 
Punkttransformationen  des  Rn,  die  (59)  invariant  lässt,  blos  endl: 
ist,  so  ist  damit  auch  für  die  Gleichung  (54')  dasselbe  bewiesen. 

Wir  müssen  jetzt  Einiges  aus  der  Integrationstheorie  der  pi 
tiellen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  als  bekannt  vorai. 
setzen*). 

Die  partielle  Differentialgleichung  (59)  scheidet  unter  den  oc*"^ 
Jlf„-i-elementen  des  Rn  eine  Schaar  von  oo^"-^  Elementen  aia 
Diese  cx)*"*"*  Elemente  lassen  sich,  wie  aus  der  Integrationstheor: 
der  partiellen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  bekannt  ist,  i 
ganz  bestimmter  Weise  in  oo*"~^'  solche  Elementmannigfaltigkeite 
anordnen,  dass  jede  dieser  Elementmannigfaltigkeiten  gerade  oo^  El( 
mente  enthält  und  dass  jedes  Element  von  allgemeiner  Lage,  das  d( 
Gleichung  (59)  genügi,  einer  und  nur  einer  derartigen  Elementmannij 
faltigkeit  angehört.  Man  bezeichnet  diese  cx)^"—*  Elementmannigfalü] 
keiten  als  die  Charakteristiken  der  Differentialgleichung  (59). 

Nun  ordnet  aber  in  unserm  Falle  die  Gleichung  (59)  jedem  Punk 

'*)  Die  hier  benutzten  Sätze  ans  der  Integrationstheorie  dieser  Differentiü 
gleichnngen  sind  allgemein  bekannt;  in  Abschn.  II  sind  sie  nicht  mit  entwickc 
worden,  weil  es  da  überhaupt  nicht  ansre  Absicht  war,  eine  vollständige  Theoi 
der  partiellen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  zu  geben.  Wir  werdi 
jedoch  in  dem  gegenwärtigen  Abschnitte  noch  einmal  auf  diese  Integrationstheoi 
zurückkommen. 
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Yon  allgemeiner  Lage  eine  solche  Schaar  von  cx)*»-"^  hindurchgehenden 
Jf„_i-elementen    zu,  die  einen   Kegel   von    cx)"-^   durch   den   Punkt 
gehenden  Linienelementen  umhüllt,  den  Kegel  nämlich,   der  von  der 
Gleichung  (54')  dem  Punkte  zugeordnet  wird.     Demnach    bestimmen 
die  cx)*»— 3  Charakteristiken  von  (59),  als  Punktgebilde  des  i?„  aufge- 
fasst,   eine  Schaar  von  cx)***—^    Curven  dieses   Raumes  und  es  gehen 
durch  jeden  Punkt  des  Rn  gerade  co**""^  solche  Curven.     Denkt  man 
sich  durch  jeden  Punkt  des  Raumes  die  cx)**"^  hindurchgehenden  Cha- 
rakteristiken gelegt,  so  erhält  man  cx)**  verschiedene  (n  —  l)-fach  aus- 
gedehnte Punktmannigfaltigkeiten,  die  sämmtlich  Integralmannigfaltig- 
keiten der  Differentialgleichung  (59)   sind,  die   sogenannten   Integral- 
conoide  von  (59).   Da  jede  Charakteristik  c»^  verschiedene  Punkte  ent- 
hält, gehen  durch  sie  offenbar  auch  gerade  oo^  solche  Integralconoide. 
Für  uns  sind  die  Charakteristiken  und  die  Integralconoide  deshalb 
^chtig,  weil  jede  Punkttransformation   des  i?„,  bei  der  die  Differen- 
tialgleichung  (59)   invariant  bleibt,    zugleich   auch    die   Schaar    ihrer 
(X;2n— 8   Charakteristiken  und  die  Schaar  ihrer  cx>*»  Integralconoide  in- 
variant lässt 

Denken   wir  uns  jetzt  die  cx^^"— ^  Charakteristiken  von  (59)  mit 
einer  («  —  l)-fach  ausgedehnten  ebenen  Mannigfaltigkeit  E  von  allge- 
meiner Lage  geschnitten.     Jede  Char^eristik  von   (59)   trifft  E  im 
allgemeinen  nur  in  einem  Punkte  und  das  zu  diesem  Punkte  gehörige 
-^n — 1- dement  der  Charakteristik   bestimmt  auf  E  einen  Punkt  mit 
einer  hindurchgehenden  ebenen  (n  —  2)-fach  ausgedehnten  Mannigfal- 
tigkeit, es  bestimmt  also  mit  andern  Worten  ein  gewisses  Mn^i-ele- 
^^xxt  von  E.    Jeder  Charakteristik  von  (59)  ist  auf  diese  Weise  ein 
S^'^isses  Jlfn— 2 -dement  von  E  zugeordnet.     Andrerseits  ist  klar,  dass 
^^'oh  jedes  M»—«- dement  von^  stets  eine  gewisse,  aber  noth wendig  dis- 
^*"öte  Anzahl  von   solchen  Jf««!- dementen   des  R^  hindurchgeht,  die 
Gleichung  (59)  genügen.     Folglich  bestimmt  jedes  Jf„-_2-element 
E  eine  gewisse  discrete  Anzahl  von  Charakteristiken  der  Diffe- 
•'^^tialgldchung  (59). 

Hieraus  ergiebt  sich,  dass  zwischen  den  oo^»— ^   Charakteristiken 

(59)  und    den  oo^"~"*  Jlfn-_2-elementen  von  E  ein  Entsprechen 

^^"t.tfindet,  das  jedenfalls  innerhalb  eines  gewissen  Bereiches  von  Cha- 

^^teristiken  und  eines  gewissen  Bereiches  von  21/»— 2-elementen  ein- 

^^^tig  umkehrbar  ist.     Wir  können  uns  daher  die  oo^'»— ^  Charakteri- 

^^'^-'^en   von  (59)  geradezu  auf  die  oo^«— ^  Jlf„_2-elemente  von  E  ab- 

S^t>ildet  denken.      • 

Bei  der  so  definirten  Abbildung  werden   offenbar  zwei  unendlich 
^^^^chbarte  Charakteristiken  von  (59),  die  einen  Punkt  gemein  haben, 
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durch   zwei  unendlich  benachbarte,  vereinigt  liegende  Jtf«_2-elemen" 
von   E  abgebildet.     Den  cx)**— *  Charakteristiken   eines   beliebigen  T 
tegralconoids  von  (59)  entsprechen   daher   innerhalb  E  cx)*"~*  Jtf»—   ^  _ 
demente,   von   denen   je   zwei  unendlich   benachbarte  vereinigt  lieg^:^^ 
mit  andern  Worten  <x)**— *  J[fn_2-elemeute   von  JB,  die  eine  ElemeK:^t;> 
mannigfaltigkeit  bilden.    Demnach  werden  die  oo*  Integralconoide  v 
(59)  auf  E  durch  oo"  (n  —  2) -fach  ausgedehnte  Elementmannigfalb: 
keiten    abgebildet;    da    überdies    die    oo»*"*  Charakteristiken ^    die    ^of 
einem  Integralconoid  liegen,  E  im  Allgemeinen  in  oo""~*   verschiede- 
nen Punkten  treffen,   so   ist   klar,   dass   die  c»**  Elementmannigfall^i^. 
keiten  von  E,  die  den  cx)**  Tntegralconoiden  von  (59)  entsprechen,    als 
Puuktmannigfaltigkeiten  im  Allgemeinen  (n  — 2) -fach  ausgedehnt  aind. 
Schliesslich   ist   noch  zu  bemerken,   dass   durch  jedes   ilf«.s-elemeiit 
von  E  gerade  oc*  von  den  eben   besprochenen  c»"   (n  —  2) -fach   aus- 
gedehnten  Punktmannigfaltigkeiten   gehen;    es  folgt   das   daraus,  dass 
durch   jede  Charakteristik   von    (59)    gerade  oo^   Integralconoide   von 
(59)  gehen*). 

Wählen  wir  also  J,  Ei  .  •  .  E«— 2  ^u  Coordinaten  der  Punkte  von  JE 
und  j,  El  . . .  En— 2,  Pi  •  •  •  p/1-2  zu  Coordinaten  der  JfM-s-elemente  Ton 
E,  so  entspricht  innerhalb  eines  gewissen  Bereiches  jeder  Charaki>«i- 
ristik  von  (59)  eindeutig  umkeh4)ar  ein  Element:  j,  Ei  ...£«—2,  pi  ...|)« — s- 
Den  cx)"  Tntegralconoiden  von  (59)  entsprechen  00*  Elementmanni^' 
faltigkeiten  von  E,  die  als  Punktgebilde  (n  —  2) -fach  ausgedehnt  sL»^^ 
und  in  Folge  dessen  durch  Gleichungen  von  der  Form: 

(00)  |j  ==  9^  (fi  •  •  •  i*n-2;  a^i . . .  Xn),   fti  =  ^Y 

l  (^*  =  1  .  .  .  «  —  2) 

dargestellt  werden;  die  Parameter  dieser  Schaar  neimen  wir  äj  ... 
weil  jedes  Integralconoid  von  (59)  durch  einen  gewissen  Punkt  x^... 
des  Itn  bestimmt  ist.     Endlich  wissen  wir  noch,  dass  durch  jedes  El 
ment:    },  Ei  •  •  •  En— 2,    pi  . . .  pn_2    gerade    00^   Mannigfaltigkeiten  d^^ 
Schaar  (60)  hindurchgehen;  hierin   liegt,   dass    sich  aus   (60)  gera^ 
4  {n  —  2)  («  —  1)  --  1    unabhängige    von    Xi  . .  .  Xn    freie    Relationet-^ 
zwischen  den  ^  (w  —  2)  (w  —  1)  partiellen  Differentialquotienten  srweiter^ 
Ordnung: 

(61)  >:r~?7  "=  P""     ^'  »'  =  i-.'»-2) 

*)  Die  liier  beschriebene  Abbildung  der  Charakteristiken  von  (69)  auf  die 
ilfn_2- elcmente  eines  {n —  l)-fach  ausgedehnten  Raumes  haben  wir  fQr  den  Fall 
n  ==  3  bereits  auf  S.  126  ff.  kennen  gelernt,  nur  stellten  wir  sie  dort  auf  etwas 
andre  Weise  her. 
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von  j  ergeben  und  dass  sich  alle  DiflPerentialquotienten  zweiter  und 
höherer  Ordnung  von  j  durch  j,  Ei  . . .  E«— «,  Pi  •  • .  P»-2  und  durch 
einen  der  Differentialquotienten  (61)  etwa  durch  pn  ausdrücken  lassen. 
Demnach  ist  jede  Mannigfaltigkeit  der  Schaar  (60)  vollkommen  be- 
stimmt, wenn  ein  ihr  zugehöriges  Element:  j,  Ei  . . .  In— 2)  Pi  •  •  •  pn—2 
und  ausserdem  noch  der  Werth  eines  gewissen  unter  den  Differential- 
qüotienten  (61),  etwa  der  Werth  von  pik  gegeben  ist. 

Nunmehr  wollen  wir  annehmen,  dass  G  die  grösste  continuirliche 
Gruppe  von  Punkttransformationen  ist,  bei  der  die  Gleichung  (54') 
oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  die  Gleichung  (59)  invariant 
bleibt. 

Die  Gruppe  G  vertauscht,  wie  wir  schon  erwähnten,  die  oo*"—' 
Charakteristiken  von  (59)  unter  einander  und  zwar  natürlich  durch 
eine  gewisse  isomorphe  Gruppe  &.  Da  jede  Transformation  von  G, 
bei  der  alle  Charakteristiken  von  (59)  in  Ruhe  bleiben,  nothwendig 
mit  der  identischen  Transformation  zusammenfallt,  so  ist  überdies  klar, 
oass    ®  mit  (x  holoedrisch  isomorph  ist. 

Bilden  wir  jetzt  die  00^*»—^  Charakteristiken  von  (59)  in  der  vor- 
^^^     l)eschriebenen   Weise   auf  die  oo^»--^  üf« —8 -demente   von   E   ab, 
^     Verwandelt  sich  &  in   eine  mit   G  holoedrisch  isomorphe   Gruppe 
^       in  den  Veränderlichen  j,  j^  . . .  e«— 2,  Pi  . . .  pn-«.     Nun  aber  führt 
^      ^wei    unendlich    benachbarte    Charakteristiken    von   (59),   die   sich 
^*^rieiden,  stets  in  zwei  Charakteristiken  von  derselben  Beschaffenheit 
^ber*;  andrerseits  aber  entsprechen  zwei  unendlich  benachbarten  Cha- 
rakteristiken dieser  Art  zwei   unendlich   benachbarte  Elemente:   j,  jy, 
^>    \ind  2  +  dj,   Ev  +  ^E^;   P*  +  ^Pv,   die   vereinigt   liegen.     Folglich 
^^giebt   sich,  dass  die  Gruppe  &'  nichts  andres  ist  als    eine  gewisse 
^tuppe   von  Berührungstransformationen   des  Raumes   J,   Ei  •  •  •  E«— 2. 
Erinnern  wir  uns  endlich,  dass  G  die  Schaar  der  cx)"  Integralconoide 
Ton  (59)  invariant  lassen  muss  und  dass  diese  Integralconoide  in  dem 
fiaume    j,  Ei«'-E»-»    durch    die  00*»  Elementmannigfaltigkeiten   (60) 
abgebildet  werden,   so  erkennen  wir,  dass   die  Gruppe  @'  die  Schaar 
der  oo"*  Elementmannigfaltigkeiten  (60)  invariant  lassen  muss. 

Ist  }^,  Ei°  •  •  •  i^n-v  Pi^  •  •  •  l^n-s  irgend  ein  Element  von  allgemei- 
ner Lage  in  dem  Räume  j,  Ei  •  •  •  En— 29  so  gehen  nach  dem  Frühern 
durch  dieses  Element  gerade  00^  von  den  Elementmannigfaltigkeiten 
(60)  und  jede  dieser  Elementmannigfaltigkeiten  ist  vollständig  bestimmt, 
wenn  der  zu  dem  Element  j^,  eA  P^^  gehörige  Werth  des  Differential- 
quotienten zweiter  Ordnung  p,*  gegeben  ist.  Die  in  &'  enthaltenen 
Berührungstransformationen,  bei  denen  das  Element  J^,  Ev^  Pv^  ^^  Ruhe 
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bleibt^  vertauschen  natürlich  die  cx^  besprochenen  Elementmannigfal 
tigkeiten  unter  einander  durch  eine  Gruppe  und  es  lässt  sich  zeigei 
dass  diese  Gruppe  höchstens  dreigliedrig  ist. 

In  der  That,  die  eben  definirten  Beröhrungstransformationen  trans 
formiren  offenbar  die  cx)^  besprochenen  Elementmannigfaltigkeiten  gena 
so,  wie  sie  den  Differentialquotienten  p^^  transformiren,  sobald  man  i 
ihren  Gleichungen  überall  J,  jv,  py  durch  j*^,  j^®,  py^  ersetzt  und  aL 
Differentialquotienten  zweiter  Ordnung  von  j  durch  pik  ausgedrüci 
hat.     Ist  aber: 


(62)         ( 


i'=z(g,E,p),  j;  =  =,  (ä,  E,  p) ,  p»  =  n,  (j,  E,  p) 

(v  =  1  .  .  .  n  —  8) 

die  allgemeinste  Berührungstransformation  von  &',  bei  der  das  Elem^ 
j®,  Ev®,  py^  in  Ruhe  bleibt,  so  werden  die  Differentialquotienten  zwe5 
Ordnung  p^'^  von  j'  offenbar  rationale  Functionen  der  p^y  mit  Co^ 
cienten,  die  Functionen  von  J,  Ei  .  .  .  E«— 2;  Pi  •  •  •  pn—2  sind.  Setzt  ex 
daher:  i  =  f,  h=h^}  pi  =  )^»^  und  drückt  man  alle  pf,y  durch 
aus,  so  erhält  man  eine  Gleichung  von  der  Form: 

(63)  P/k=^W{Pa), 

wo  die  Function  W  nur  eine  endliche  Anzahl  von  Parametern  c 
hält.  Da  nun  die  Gleichung  (63)  angiebt,  in  welcher  Weise  die  • 
durch  j®,  Er^  py^  gehenden  Mannigfaltigkeiten  (60)  transformirt  werd* 
so  ist  klar,  dass  diese  Mannigfaltigkeiten  durch  eine  endliche  cc 
tinuirliche  Gruppe  der  einfach  ausgedehnten  Mannigfaltigkeit  transfc 
niirt  werden.  Aus  Theor.  I,  S.  6  ergiebt  sich  schliesslich,  dass  ö 
betreffende  Gruppe  höchstens  dreigliedrig  sein  kann. 

Hiermit  ist  bewiesen,  dass  die  Transformationen  von  ®',  die  er 
Element  5^,  e^^;  pv^  ^on  allgemeiner  Lage  invariant  lassen,  die  oc 
durch  dieses  Element  gehenden  Mannigfaltigkeiten  (60)  höchstens  dre 
gliedrig  transformiren.  Kehren  wir  daher  zur  Gruppe  G  zurück,  i 
finden  wir,  dass  die  Transformationen  von  (r,  die  eine  Charakterist 
von  (59)  invariant  lassen,  die  00^  Integralconoide  von  (59),  die  dur( 
diese  Charakteristik  gehen,  höchstens  dreigliedrig  transformiren. 

Nun  hat  es  keine  Schwierigkeit  mehr,  zu  beweisen,  dass  G  en 
lieh  ist. 

Halten  wir  nämlich  eine  der  00^»— ^  Charakteristiken  von  (59)  fe 
so  werden  die  00^  hindurchgehenden  Integralconoide  höchstens  dr 
gliedrig  transformirt;  soll  daher  nicht  blos  die  Charakteristik,  sende 
auch  jedes  hindurchgehende  Integralconoid  in  Ruhe  bleiben,  so  si 
höchstens  2n  —  3  4-3  =  2n  Bedingungen  zu  befriedigen.  Nun  erfBll 
die  00^  Integralconoide,  die  durch  eine  Charakteristik  von  (59)  gelv 
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gaDzen  Bn  gerade  einmal;  das  heisst  durch  jeden  Punkt  Ton  all- 
L^iner  Lage  im  Bn  geht  eines  und  nur  eines  dieser  oo^  Integral- 
>ide.  Andrerseits  ist  klar^  dass  es  keine  lineare  partielle  Differen- 
^leichung  erster  Ordnung  giebt,  der  alle  oo»  Integralconoide  von 
•  genügten,  denn  jedes  Element  der  nichtlinearen  partiellen  Diffe- 
;ialgleichung  (59)  gehört  sogar  cx>^  verschiedenen  der  oo"  Integral- 
3ide  an.  Halten  wir  demnach  n  verschiedene  Charakteristiken  von 
emeiner  gegenseitiger  Lage  fest  und  ausserdem  bei  jeder  dieser 
irakteristiken  alle  oo^  hindurchgehenden  Litegralconoide;  so  gehen 
2I1  jeden  Punkt  von  allgemeiner  Lage  n  feste  Integralconoide,   die 

nur  in  diesem  Punkte  schneiden,  es  bleibt  also  jeder  Punkt  von 
emeiner  Lage  und  demnach  überhaupt  jeder  Punkt  des  Raumes  in 
le.  Da  nun  das  Festhalten  der  n  Charakteristiken  und  der  hin- 
^ligehenden  Integralconoide  höchstens  2nn  Bedingungen  repräsen- 

so  leuchtet  ein,  dass  G  sicher  nicht  mehr  als  2nn  Parajneter 
islten  kann,  dass  es  also  endlich  ist. 

Damit  ist  unsre  Aufgabe  erledigt  und  wir  haben  das 

Theorem  25.    Ist  die  Gleichung: 

F(xi  ,  .  ,  Xn,  dx^  .  .  .  dxn)  =  0 

'ien  dx  homogen  und  als  Gleichung  in  dx^  .  .  .  dXn  betrachtet 
educibel  und  ordnet  sie  überdies  jedem  Punkte  Xj^  .  .^Xn  von 
femeiner  Lage  einen  solchen  Kegel  von  oo*""*  Linienelemen- 
'  dx^  .  .  .  dXn  zu,  der  oo^—^  verschiedene  durch  den  Punkt 
.  .  Xn  gehende  (n  —  l)'fach  ausgedehnte  Tangentialebenen 
itzt,  so  ist  die  grösste  continuirliche  Gruppe  von  Punhttrans- 
99^ationen  des  Bn,  bei  der  die  Gleichung:  F=0  invariant 
'-^t,  nothwendig  endlich  und  enthält  sicher  nicht  mehr  als 
^   Parameter, 

Offenbar  kann  dieses  Theorem  auch  so  gefasst  werden: 

Theorem  26.  Ist  die  partielle  Differentialgleichung  erster 
t  nung\ 

SI{X^.  .   .Xn,    Pi   .  .   ,  Pn-l)  =  0        (i)r  =  ^) 

^ eschaffen,  dass  die  oo*«""*  (n—  l)'fach  ausgedehnten  Ebenen: 

sie  jedem  Punkte  x^  .  ,  .  Xn  von  allgemeiner  Lage  zuordnet, 
*cn  durch  den  Punkt  x^  .  .  ,  Xn  gehenden  Kegel  von  n  Dirnen- 
'^^en  umhüllen,  so  ist  die  grösste  continuirliche  Gruppe  von 
'^^nkttransformationen  des  Bn,   bei  der  die  Gleichung:   £1  =  0 
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invariant  bleibt,  endlich  und  enthält  sicher  nicht  mehr  als  2nn 
Parameter, 

Die  Methoden,  deren  wir  uns  im  Vorstehenden  bedient  haben, 
führen  unter  Umständen  auch  dann  noch  zum  Ziele,  wenn  ein  System 
von  ni  <  n  —  1  in  Bezug  auf  die  dx  von  einander  unabhängigen  Glei- 
chungen : 

/  dxi  dx^_,\ 

(64)  F,{x,...Xn,j^^ ^n/"  ^     (^  =  i.-.«) 

vorgelegt  ist.  Ohne  uns  auf  die  Ausführung  der  hierzu  erforderliefaen 
Betrachtungen  einzulassen,  wollen  wir  nur  mittheilen,  dass  die  grösste 
continuirliche  Gruppe  von  Punkttransformationen,  bei  der  das  System 
(64)  invariant  bleibt,  jedenfalls  dann  endlich  ist,  wenn  die  folgendem 
Bedingungen  erfüllt  sind:  erstens  muss  das  System  von  partiellem' 
Differentialgleichungen  erster  Ordnung,  das  mit  dem  System  (64)  in 
variant  verknüpft  ist,  aus  gerade  m  Gleichungen: 

(65)  Slft{Xi  .   .   .  Xn,    Pi   .  .   .i>n— l)  =  0       (iu  =  l...in) 

bestehen,  die  in  Bezug  auf  j)^  .  .  .  Pn—i  ▼on  einander  unabhängig  und 
nicht  linear  sind  und  zweitens  muss  das  System  (65)  unbeschränkt  in- 
tegrabel  sein,  das  heisst^  es  müssen  die  Ausdrücke: 

öämmtlich  vermöge  (65)  verschwinden. 


Kapitel   18. 

Einige  Eigenschaften  der  im  vorigen  Kapitel  gefondenen  Gmp; 

Was  die  Gruppen  (I),  (II)  und  (III)  auf  S.  334  bedeuten,  hab« 
wir  schon  gesehen:  (I)  ist  die  Gruppe  aller  Euklidischen  Bewegung« 
des  jRn,  (III)   ist  die  Gruppe  der  Euklidischen  Bewegungen  und  d-^    ^ 
Aehnlichkeitstransformationen,  (II)  endlich  ist  die  projective  Grupp'-^ 
einer  nicht  ausgearteten,  (n —  l)-fach  ausgedehnten  Mannigfaltigke -^  ^ 
zweiten  Grades  und  kann  daher  auch  kurz  als  eine  Gruppe  von  nich^^ 
euklidischen  Bewegungen  des  Jt„  bezeichnet  werden. 

Demnach  bleibt  nur  noch  die  Bedeutung  der  Gruppe  (IV)  festzu- 
stellen, was  im  nächsten  Paragraphen  geschehen  soll.  Hieran  schliesst 
sich  ein  Paragraph  über  gewisse  charakteristische  Eigenschaften,  die 
den  Gruppen  (I)  und  (II)  gemeinsam  sind,  femer  ein  Paragraph  über 
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c/ie  Zusammensetzung  der  Gruppen  (1)  .  .  .  (IV).  In  einem  vierten 
i'^ra^graphen  werden  dann  noch  zwei  wichtige  Sätze  über  die  Gruppe 
(II)     loewiesen. 

§  78. 
TJnter  den  infinitesimalen  Transformationen  der  Gruppe: 


(IV) 


1 


n 


2Xf,^  XrPt  —  Pf,  ^'  Xr^ 

1  1 

(Mt  V  =  1 .  . .  n) 

säiricl  die  in  der  ersten  Reihe  stehenden  Euklidische  Bewegungen  und 
A^elnulichkeitstransforraationen  des  ü»,  alle  diese  lassen  daher  die 
Clloichung: 

(1)  dx,^'\ \'dXn'  =  0 

i^^v^riaut.  Man  überzeugt  sich  ferner  durch  eine  einfache  Rechnung, 
tlie^  lier  auszuführen  wohl  nicht  nöthig  ist,  dass  auch  die  iniinitesi- 
^^*^l«n  Transformationen  in  der  zweiten  Reihe  von  (IV)  die  Gleichung 
( ^  )  invariant  lassen.  Hieraus  folgt,  dass  die  ganze  Gruppe  (IV)  die 
C^lt^ichung  (1)  invariant  lässt.  • 

Wir  behaupten,  dass  für  « >  2  die  Gruppe  (IV)  überhaupt  die 
S'*"össte  continuirliche  Gruppe  von  Punkttransformationen  des  JZ«  ist, 
^^i       der  die  Gleichung  (1)  invariant  bleibt. 

In  der  That,  es  sei  G  die  betreffende  grosste  continuirliche  Gruppe, 

•^-^^n  muss  G  jedenfalls  die  Gruppe  (IV)  als  Untergruppe   enthalten. 

^^ *^ eurerseits  aber  müssen  bei  G  die  oo*»— ^  Richtungen:   dx^^  :  •  ••  idXn 

^*^^^*^ch  jeden  festgehaltenen  Punkt  von  allgemeiner  Lage  derart  trans- 

^^^^^Äznirt  werden,  dass  die  Gleichung  (1)  invariant  bleibt,  demnach  müs- 

^^^^     diese    Richtungen   in    möglichst   allgemeiner   Weise   transformirt 

^^^^^»"den,   soweit  es  die  Invarianz  der  Gleichung  (1)   erlaubt.     Nehmen 

^^*  **  daher  noch  unser  Theorem  24  auf  S.  334  zu  Hülfe,  so  erkennen 

*;  dass  G  nicht  mehr  Parameter  enthalten  kann  als  die  Gruppe  (IV), 

^^*^^  heisst,  dass  G  mit  der  Gruppe  (IV)  zusammenfallt. 

Nun  ist  es  üblich,  jede  Punkttransformation  des  jB„,  bei  der  die 
-i- Eichung  (1)  invariant  bleibt,  als  eine  confornie  Transformation  dieses 
^^tnes  zu  bezeichnen.  Demnach  können  wir  auch  sagen:  In  jedetn 
*^^*»>i€  von  n>2  Dimensionen  ist  die  Gruppe  (IV)  die  grösste  continuir- 


*    Gruppe  von  confortnen  Transfonnationen, 
Man  kann  dieses  Ergebniss  benutzen,  um  für  n  >  2  überhaupt  alle 
^formen  Transformationen  des  jR«  zu  bestimmen. 
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Bei  jeder   conformen  Transformation   des  2?«   muss   offenbar  iL^ 
Gruppe   (IV)   als   die    grösste   continuirliche    Gruppe    von   conforme 
Transformationen    dieses    Raumes    invariant    bleiben.     Umgekehrt   i 
jede  Transformation  des  Rn,  bei  der  die  Gruppe  (IV)  invariant  blei 
nothwendig  eine  conforme  Transformation,  denn  die  Gruppe  (IV)  las 
ausser  der  Gleichung  (1)  keine  andre  Gleichung  von  dieser  Form  i 
variant.     Wollen  wir  daher  die  allgemeinste  conforme  Transformati 
des  Bn  bestimmen^   so  haben  wir  nur  die  allgemeinste  Punkttransfi 
mation  des  Rn  aufzusuchen,  bei  der  die  Gruppe  (IV)  in  sich  überge 
Das  soll  jetzt  geschehen*).  • 

Jede  Transformation,  bei  der  die  Gruppe  (IV)  in  sich  überge 
hat  die  Form: 

n 
1 

wo  Xfi^  und  Xr'^  zwei  Punkte  von  allgemeiner  Lage  sind,   wo    fer 
die  weggelassenen  Glieder  auf  der  rechten  Seite  von  der  zweiten 
von  höherer  Ordnung  in  den  x^t  —  x^^  sind  und  wo  endlich  die  De 
minante  der  a^^  nicht  verschwindet.     Da  aber  die  Gruppe  (IV)  alU 
Translationen  p^  , . .  Pn  enthält,  so  können  wir  hier  Xfi  —  a:^®  als  ne 
x^  und  Xy  —  Xy'^  als  neues  Xv   einführen  und  können  uns  darauf 
schränken,  alle  Transformationen  von  der  Form: 

n 

(2)  Xy    =   yj'  ay^  X^,    H (»'  =  l...n) 

1 
aufzusuchen,  bei  denen  die  Gruppe  (IV)  in  sich  übergeht 

Jede  Transformation  (2)  von  der  verlangten  Beschaffenheit  lär^ssst 
die  Gleichung  (1)  invariant,  demnach  muss  auch  die  verkürzte  Tra:^c»-5- 
formation : 

n 

(3)  Xy   =  X^  ^VM  ^i"'        (1-  =  1  .  .  .  n) 


1 


diese  Gleichung  invariant  lassen  und  also  auch  die  Gruppe  (IV^  ^ 
sich  überführen.  Folglich  können  wir  die  Transformation  (2)  ^*' 
durch  erhalten,  dass  wir  zuerst  eine  Transformation  von  der  Fori«^  = 

(4)  Xf/  =^  Xfi  -}-  ' '  •    (ju =1 . . . ») 

ausführen,  bei  der  die  Gruppe  (IV)  in  sich  übergeht,  und  sodann-     ^'^ 


*)  In  Abschn.  I,  S.  360  f.  ist  eine  allgemeine  Methode  angegeben,  di^      *"^ 
Lösung  der  hier  gestellten  Aufgabe  benutzt  werden  kann;  die  hier  auaeinÄC«^^ 
gesetzte  Methode  ist  im  Grunde  nur  eine  dem  vorliegenden  Falle  angepasst^ 
gestaltuDg  jener  allgemeinen. 
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rr-fitnsfonnation  (3).    Suchen  wir  daher  zunächst  alle  Transformationen 
voxi     der  Form  (4),  bei  denen  die  Gruppe  (IV)  in  sich'  übergeht. 

Unter   den    gemachten  Voraussetzungen    bestehen    vermöge    der 
TircLxxsformaiion  (4)  Relationen  von  der  Form: 

n 
1 


^> 


'/     // 


XfxPr X^Pf^  =  Xf,  Pr    —  Xp  pI,  +  X^  ßfiyk  Vk 

1 
l...n 


ff 


l...n 


Pn  =  Pii'  +^  ^fiik (a:/ V -  Xkpl')  +^ ßf^k Vk\ 

ik  k 


^r  von  den  Abkürzungen: 


r  ^tPt 


U 


2x, 


fXtPt—p^, 


^  x^ 


/' 


rauch  gemacht  haben.    Um  diese  Relationen  zu  vereinfachen,  gehen 
davon  aus,  dass  V"  und  die   V^ü'  in  den  Beziehungen: 

lien,  dass  also  bei  den  endlichen  Transformationen  der  eingliedrigen 


ppe: 


u  X  r;'=  wy 


^^ens   die   ganze   Schaar  der   oo"  infinitesimalen   Transformationen: 
'^'  +  e^  Fj"  +  •  *  •  +  ^»  ^n"  und  ausserdem  jede  einzelne   der  infini- 
^ malen  Transformationen  F/'  invariant  bleibt  (s.  Äbschn.  I,  S.  252, 
^or.  43  und  S.  258 f.);  wir  versuchen  daher  die  y*  durch  eine  Trans- 
lation einer  derartigen  eingliedrigen  Gruppe  wegzuschaflFen. 
Bei  der  endlichen  Transformation: 


fff ff 


+ 1  w"x;'+  ^  w" w"x:  +  ■■■ 


(r  =3  1  .  . .  n) 


eingliedrigen  Gruppe   TF'Y  ergiebt  sich: 


F/'  =  t; 


r  "/ 


(r  =  i 
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vo  Q  und  die  Qk   gewisse  Functionen  von  t  sind,  die  sich  aas 
Differentialgleichungen : 

dg  dg^ 

dt'^^'      -dt^^' 

und    den    Anfangsbedingungen:    [p]f=o=^l;    [p^li=o=»0    bestimi 
(a.  a.  0.  Theor.  43),  es  wird  also: 

n 

i 
das  heisst:  wenn  wir  Ikt  =  —  yk  wählen,  so  erhalten  die  Gleichun^^^  -^g^ii 
(5)  bei  Einführung  der  ar/"  die  einfache  Form: 


(»') 


L    ==    U-\        Vr=    JV  (.  =  !...») 

n 

'ff      '/'  'ff       'ff    I      ^^Z    a  '        TT'f* 

XuPr  —  XtPf,   =  Xf,    Pr     —  Xy    p^    +^*  Rurk  Vk 

1 

1...W  1...W 

'/'      I        ^V  '         /       '"       '"  '"        "'\      I       ^^^    /»  '       TT — 


N 


*y*^* 


(6) 


71 

^^  r.7./i  1...« 


(/i  =  1  . . .  >l) 


•ff 


Durch  Combination   mit   der   Gleichung:    J7*=  U"    ergiebt  sich 
noch,  dass  die  ß^tk,  c^^liv,  ßitk  alle  verschwinden  und  aus  den  Reh 
nen:  U=  LT'.',  p^  =' Pfi'  folgt  dann  schliesslich:  x^  =^x^". 

Hiermit  ist  bewiesen,  dass   die   endlichen  Transformationen  der 

eingliedrigen  Gruppe: 


1 
die  allgemeinsten  Transformationen  von  der  Form  (4)  sind,  bei  J  t         aen 
die  Gruppe  (IV)  in  sich  übergeht.     Wir  erwähnen  noch,  dass   ^i^Eiese 
endlichen  Transformationen  die  Form: 


besitzen,  wie  man  sich  durch  Integration  leicht  überzeugt. 

Fassen   wir  das  Gesagte  zusammen,   so  erkennen  wir,  dass    J  ^^® 
Transformation,  bei  der  die  Gruppe  (IV)  invariant  bleibt,  in  der  F^^^^ 
darstellbar  ist:  STS^f  wo  S  und  S^  Transformationen  der  Gruppe  C^ 
selbst  sind,  während   T  eine  Transformation  von  der  Form   (3) 
zeichnet,  bei  der  die  Gleichung  (1)  invariant  bleibt 
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Nun  ist  aus  der  Theorie  der  quadratischen  Formen  bekannt^  dass 
:m  m  Falle  eines  ungeraden  n  die  Transformationen  (3)^  bei  denen  die 
<31eichung  (1)  invariant  bleibt,  stets  eine  continuirliche  Gruppe  bilden; 

iese  Gruppe  fallt  offenbar  mit  der  zusammen,  die  von  den  infinitesi- 

alen  Transformationen:      . 


<C7)  PiJij    Xf,p^  —  XrPfi,    ^^XtPt        0',»'  =  l...n) 

1 

erzeugt   wird,  sie  ist  also  in  der  Gruppe   (IV)  enthalten.     Demnach 

st  die  Gruppe  (IV)  bei  ungeradem  n  überhaupt  die  grösste  Gruppe 

won  conformen  Transformationen  des  Bn> 

Ist  andrerseits  n  gerade,  so  zerßlllt  der  Inbegriff  aller  Transfor- 

lationen  (3),  bei  denen  (1)  invariant  bleibt,  in  zwei  getrennte  Schaa- 

:Ären,  von   denen   die   eine  eine  continuirliche,   von  den  infinitesimalen 

IXransfonnationen  (7)  erzeugte  Gruppe  bildet,  während  die  andre  da- 

^Llurch  erhalten  wird,  dass  man  zuerst  die  allgemeinste  Transformation 

^iler  Gruppe  (7)  ausführt  und  sodann  eine  geeignete  ümlegung  des  Ji„, 

itwa  diese: 

P)  X^  ^=  X^f  •  •  *y    Xn — 1  =  Xn  —  l,    X^  =         X^j 

»ei  der  jede  Punktfigur  in  eine  zu  ihr  symmetrische   übergeht     Da 

:Äiun  die  Transformation  (8)  ihrerseits  die  Gruppe  (IV)  invariant  lasst, 

^0  ergiebt  sich,  dass  bei  geradem  n  die  allgemeinste  conforme  Trans- 

Tfformation  des  Rn  in  zwei  Schaaren  zerfallt,  deren  eine  die  Gruppe  (IV) 

ist,   während   die  andre  durch   Verbindung  der  Gruppe  (IV)  mit  der 

Transformation  (8)  erhalten  wird. 

Die  vorstehenden  Betrachtungen  liefern  uns  noch  ein  andres  be- 
achtenswerthes  Ergebniss. 

Es  ist  nämlich  bekannt,  dass  die  Euklidischen  Bewegungen,  die 
Umlegungen,  die  Aehnlichkeitstransformationen  und  die  Transforma- 
tionen durch  reciproke  Radien  im  jß„  lauter  conforme  Transformatio- 
nen sind  und  es  ist  femer  bekannt,  dass  diese  Transformationen 
zusammen  eine  Gruppe  bestimmen  —  die  sogenannte  „Gruppe  der  reci- 

proken  Radien^'  —  die  gerade  —  ö"     •  Parameter  enthält,   also 

genau  so  viele  wie  die  Gruppe  (IV).  Hieraus  können  wir  schliessen, 
dass  in  jedem  Baume  von  mehr  als  zwei  Dimensionen  die  Gruppe  aller 
conformen  Transformationen  mit  der  Gruppe  der  reciproke}%  Radien  zu- 
sammenfällt *). 

*)  Dieser  Satz  ist  für  n  =>  3  zuerst  von  Liouville  aufgebtellt  and  bewie- 
sen worden;  für  n  >•  3  hat  ihn  zuerst  Lie  aufgestellt  (1871,  s.  Math.  Ann.  Bd.  5, 
S.  186  Anm.);  einen  Beweis  für  beliehiges  n>2  hat  zuerst  Darboux  veröffentlicht. 
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Schliesslich  wollen  wir  noch  das  folgende  Theorem  beweisen 
Theorem  27*).    Ist  n>  1,  so  kann  die  Gruppe: 


(IV) 


Pf,    ^f'P*  —  ^rPfn    ^  X^pt 

1 

n  n 

^f^  ^tPt  -  P^^  Xx^ 
1  1 

(/i,  »  =  1  .  .  .n) 


niemals  durch  eine  Punkttransformation  in  eine  project  m 
Gruppe  übergeführt  werden. 

Für  n  >  1  ist  die  Gruppe  (IV)  oflFenbar  nicht  projectiv,  da  sie 
n  nicht  projective  infinitesimale  Transformationen  von  zweiter  Ordn  ung 
in  Xi  . , .  Xn  enthiilt.  Könnte  nun  die  Gruppe  (IV)  durch  eine  Puiakt- 
transformation : 

n 

(9)  Vr  =  t//  +^  «»'*•  (^*  ""  ^*")  H (-=  1  .  .  .  ») 

1 

in  eine  projective  Gruppe  G  übergeführt  werden,  so  müsste  G  n  ^^' 
finitesimale  Transformationen  von  zweiter  Ordnung  in  den  y,  —  *^* 
enthalten,  die,   weil  G  projectiv  wäre,  die  Form  hätten: 


n 


Nun   aber  erhalten   diese   infinitesimalen  Transformationen,   wenn 
Transformation  (9)  rückwärts  ausgeführt  wird,  die  Form: 


n 


X/  «»•*  (Xk-  Xk^)^  {Xt  —  Xr^)pt  H (.  =  !...«), 

1  1 

WO  die  weggelassenen  Glieder   von  der  dritten   und  von  höherer  0 
nung  in  den  Xk  —  Xk^  sind,  infinitesimale  Transformationen  von  die 
Form  sind  jedoch  augenscheinlich  in  der  Gruppe  (IV)  nicht  enthal 
also  kommen  wir  auf  einen  Widerspruch  und  somit  ist  unser  Theor 
bewiesen. 

§  79. 

Im  vorigen  Kapitel  haben  wir  Gruppen  betrachtet^  bei  denen  er" 
Gleichung: 

1 .  ..n 

Xi    fkr  (^1    •  .  •   Xn)  dXkdXy  =  0 

♦)  8.  Lie,  Leipz.  15er.  1890,  S.  312. 
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icht  verschwindender  Determinante  inyariant  bleibt.     Man  kann 
auch  verlangen ;  dass  nicht  blos   eine  solche  Gleichung,  sondern 
.X"  ein  Ausdruck  von  der  Form: 

1  ...n 
kr 

nicht  verschwindender  Determinante  invariant  bleibe. 

Soll  eine  continuirliche  Gruppe    einen   Ausdruck   von   der   Form 

t    invariant  lassen  und  soll  sie  ausserdem  die  oo"—^  Linienelemente 

^li  jeden   Punkt   von  allgemeiner   Lage   in   möglichst   allgemeiner 

ise  transformiren;   so  kann  man  stets  (vgl.  S.  315)  erreichen,  dass 

in  der  Umgebung  eines  Punktes  x-^  . . .  xj^  von  allgemeiner  Lage 
ifinitesimale  Transformationen: 

A  H y  "  >  Pn  -{ 

nuUter  Ordnung  und  ^n(n  —  1)  Transformationen: 

(Xr  —  Xy^)pk  —  {Xk  —  Xk^)py  H (*,  .  =  1  . . .  n) 

erster  Ordnung  enthält,  während  sie  dagegen  keine  Transformation 
«r  Ordnung  von  der  Form: 


;  {Xr  —  a;,ö)i)t  + 
1 

also  nach  S.  320  f.  auch  keine  Transformation  von   zweiter  oder 
erer    Ordnung    enthalten    kann.     Die   Entwicklungen    des    vorigen 
pitels  zeigen  daher  unmittelbar,  dass  das  Theorem  gilt: 

Theorem  28.  Lässt  eine  continuirliche  Gruppe  von  Punkt- 
^sformationen  des  jB„  einen  Differentialausdruck  zweiten 
€ides: 

l...n 
0  ^fkpix^'"  Xn)  dXk  dXy 

d  nicht  verschwindender  Determinante  invariant  und  trans- 

^mirt  sie  ausserdem    die   oo"~^   Linienelemente   durch  jeden 

tgehaltenen  Punkt  von  allgemeiner  Lage  in  möglichst  allge- 

iner  Weise,  so  enthält  sie  gerade  ^n^n-^-  1)  Parameter  und 

durch  eine  Punkttransformation  des  Bn   entweder  mit  der 

^uppe: 

Pt,    XjtPy  —  XrPk       (y,*=l...n) 

f  Euklidischen  Bctvegungen  oder  mit  der  projectiven  Gruppe: 

liie,  Theorie  der  Traneformationigruppen.  III.  23 
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(11) 


Pr   —   ^»  ^  ^tPlj     XkPv  —  X^Pk        (*.  »-  =  1  .  .  .  n) 
1 


der  Mannigfaltigkeit  zweiten  Grades: 

n 

ähnlich. 

lu  der  That  lässt  auch  die  Gruppe  (I)  den  DifFerentialaasdru.! 

(11)  dxi»  + 1-  dxj 

invariant  und  die  Gruppe  (II)  den  Differentialausdruck: 


:"k: 


(12) 


n 


9X, 


+ 


n  .  2 


1  -  /'.'«r 


Zugleich  ist  offenbar  jede  dieser  beiden  Gruppen  die  grösste  contin 
liehe  Gruppe  von  Punkttransformationen,  bei  der  der  betreffende  Di 
rentialausdruck  invariant  bleibt. 

Bemerkenswerth  ist,    dass  man  die  Gruppe  (II)  auf  eine 
Form  bringen  kann,  bei  der  der  zugehörige  invariante  Differential 
druck  wesentlich  einfacher  ist.    Zu  dieser  neuen  Form  der  Gruppe 
gelangt  man  folgendermassen: 

Die  conforme  Gruppe  (IV),  S.  334  lässt  die  Gleichung:  Hdx^ 
invariant  und  enthält  die  Gruppe  (I)  als  Untergruppe.    Es  liegt  d 
nahe,  zu  vermuthen,  dass  die  Gruppe  (IV)  auch  eine  Untergruppe 
hält,  die  mit  der  Gruppe  (II)  ähnlich  ist;  die  wird  dann  einen  E^ 
rentialausdruck  von  der  Form: 

p  (a:i  •  •  •  Xy)  (dx^  H (-  dxn^) 

invariant  lassen.     Wirklich  ündet  man  leicht,  dass  die  Gruppe: 


L:ffe- 


dre 

US- 

II) 


0 
ler 

Dt- 

ffe- 


(II') 


n 


JP/ 


.  —  \  |2x„"^a;,|>,  —p^^^Xr^ 


XfiJ>9         XrPft 


i/j,   1  =  1...  w), 


die  ja  eine  Untergruppe  von  (IV)  ist,  dieselbe  Zusammensetzung  '^^^ 
wie  die  Gruppe  (II),  und  daraus  kann  man  nach  Abschn.  I,  Theor-  ^^^t 
S.  614  schliessen,  dass  beide  Gruppen  durch  eine  Punkttransform ^-^^'^ 
des  jB„  ähnlich  sind.  Der  invariante  Differentialausdruck,  der  z*^  "^^ 
Gruppe  (ir)  gehört,  lautet: 
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n 

1 


(■  -  *2".-) 


in  der  That  die  vermuthete  Form. 
3rm  (13)  ist  deshalb  von  besonderem  Interesse^  weil  sie  mit 
Lstimmt,  die  Riemann  in  seiner  Habilitationsrede*)  ange- 
Man  sieht  hieraus,  dass  der  Inhalt  des  Theorems  28  mit 
iemann  aufgestellten  Satze  über  Differentialausdrücke  zwei- 
in einem  gewissen  Zusammenhange  steht^.     Freilich  ist 
Ausgangspunkt  Ton  dem  unsrigen  verschieden,  selbst  wenn 
absieht,  dass  Riemann  nur  reelle  Werthe  der  Veränder- 
. .  Xn   berücksichtigt.     Riemann   denkt    sich    nämlich   das 
3nt  des  Bn   durch   einen  Ausdruck   von  der  Form  (10)  be- 
\  verlangt,  dass  eine  gewisse  Covariante  des  Ausdrucks  (10), 
das  Krümmungsmass  des  Bn  bezeichnet,   für  alle  Punkte 
?s    denselben    Werth    habe.      Unter    dieser    Voraussetzung 
ass  der  Ausdruck  (10)   durch  eine  Punkttransformation  des 
Form: 

n 


t 
1 


(■  +  T  J  '.•)■ 


erden  kann.  Trotzdem  kann  man  sagen,  dass  unser  Theorem 
issem  Sinne  mit  dem  Riemannschen  Satze  übereinstimmt, 
sagt  nämlich  auf  S.  264  seiner  Abhandlung:  „Der  gemein- 
ikter  dieser  Mannigfaltigkeiten,  deren  Ejümmungsmass  con- 
:ann  auch  so  ausgedrückt  werden,  dass  sich  die  Figuren  in 
5  Dehnung  bewegen  können.  Denn  offenbar  würden  die 
ihnen  nicht  beliebig  verschiebbar  und  drehbar  sein,  wenn 
dem  Punkte  in  allen  Richtungen  das  Krümmungsmass  das- 
."  Hierin  liegt,  dass  Riemanns  Forderung,  das  Krüm- 
manns gesammelte  Werke  S.  264—269;  der  betreffende  Differential- 
let  sich  auf  S.  264.  Uebrigens  theilt  Riemann  seinen  Satz  mit,  ohne 
auszuführen;  den  vollständigen  Beweis  haben  erst  später  Lipschitz 
)ffel  geliefert. 

diesen  Zusammenhang  hat  Lie  bereit«  in  Bd.  X  seines  Archivs  auf 
wiesen  (Kristiania  1885). 

23* 
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mungsmass  solle  constant  sein,  mit  der  Forderung,  dass  sich  alle  Figid-i 
ren  ohne  Dehnung  bewegen  können,  äquivalent  ist.  Die  letztere  Foi 
derung  aber  kommt,  wie  hier  nicht  näher  ausgeführt  werden  soll,  aa 
die  Voraussetzung  unsers  Theorems  28  hinaus,  dass  bei  der  gesuchte] 
Gruppe  von  Transformationen  die  Linienelemente  durch  jeden  festge-^ 
haltenen  Punkt  von  allgemeiner  Lage  in  möglichst  allgemeiner  Weis^^  ^ 
transformirt  werden. 

§  80. 

Wir  wenden   uns  jetzt  zur  Untersuchung    der  Zusammensetzao  ^:; 
der  Gruppen  (I)  .  .  .  (IV). 

Die  Gruppe  (IV)  ist  einfach,  sobald  n  >  2  ist     Wäre  nämlich 
eine  invariante  Untergruppe  von  (IV)  und 

l...n  l...tt  l...n 

W=^  arPv  +^    ßkv{XkPp  —  XrPk)  +  ß^  SCrPr  + 
V  kv  V 

+^yy  {^Xr^XkPk—pv^Xk^ 

r  ^  k  k 

eine  infinitesimale  Transformation  von  F,  so   müsste  F  auch  die         in 
finitesimalen  Transformationen: 

(PkW)    (pj(p,W)) 

enthalten,  es  gäbe  daher  in  F  sicher  eine  infinitesimale  Transformabioz? 
von  der  Form: 

in  der  A^  . . .  A»  nicht  sämmtlich  verschwänden ;  durch  Combination 
dieser  Transformation  mit  den  Xk  p^  —  x^pk  würde  sich,  da  «  >  2  ist^ 
ergeben,  dass  F  alle  pt  enthielte,  femer  durch  Combination  der  pk  mit 
den  Transformationen: 

1 . .  .n  1 ...  71 


(14)  2a;v  /.  XtPt  —  Pv  ^  x^ 


Xi    XtPt—Pv^Xt''        (»'=l...n), 


r 


dass  in  F  auch  x^p^  +  ••  +  XnPn,  sowie  alle  XkPv  —  x^Pk  vorkämen, 
endlich  würde  man  durch  Combination  von:  X{p^  +  •  •  •  '■\-  x^Pn  mit 
den  Transformationen  (14)  erkennen,  dass  F  auch  alle  n  Transforma- 
tionen (14)  enthielte:  F  wäre  also  mit  der  Gruppe  (IV)  identiscL 
Demnach  ist  die  Gruppe  (IV)  wirklich  einfach. 

Was  die  Gruppe  (II),  S.  334  anbelangt,  so  ist  klar,  dass  sie  im 
Falle  w  =  3  nicht  einfach  ist,  denn  die  sechsgliedrige  projeetive  Gruppe 
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.er  nicht  ausgearteten  Fläche  zweiten  Grades  im  dreifach  ausgedehn- 
i  Baume  enthält  zwei  dreigliedrige  invariante  Untergruppen  (s.  S.  199  f.). 
r  Fall  n  >  3  erledigt  sich  durch  den  Umstand,  dass  die  projec- 
&  Gruppe  (II)   einer  nicht  ausgearteten  Fläche  zweiten  Grades  im 

mit  der  Gruppe  der  reciproken  Kadien  im  i2„^i  gleichzusammen- 
(ctzt  ist,  die  zuletzt  genannte  Gruppe  kann  ja  nach  einer  Bemer- 
üg  von  F.  Klein*)  aus  der  zuerst  genannten  durch  stereographische 
>jection  erhalten  werden;  da  nun  die  Gruppe  der  reciproken  Radien 
i  Rn^i  für  n  —  1  >  2  stets  einfach  ist,  wie  wir  oben  gezeigt  haben, 
auch  die  Gruppe  (II)  fttr  n  >  3  stets  einfach. 

Wir  haben  demnach  das 

Theorem  29**).     Die  continuirliche  Gruppe   der  reciproken 

dien  im  n-fach  ausgedehnten  Räume  ist  für  n>2  stets  ein- 

:h;  die  continuirliche  projective  Gruppe  einer  nicht  ausge- 

^eten    (n — l)'fach    ausgedehnten    Mannigfaltigkeit    zweiten 

ades  im  Baume  von  n  Dimensionen  ist  für  n>3  stets  einfach. 

Es  blieben  jetzt  noch  die  Gruppen  (I)  und  (III),  S.  334  zu  unter- 
Iien,  die  offenbar  nicht  einfach  sind,  da  sie  beide  die  Gruppe'  aller 
^nslationen  als  invariante  Untergruppe  enthalten.  Wir  begnügen 
s  aber  mit  den  folgenden  Bemerkungen: 

Ist  n  =  3  oder  >  4,  so  enthält  die  Gruppe  (I)  keine  andre  in- 
•iante  Untergruppe  als  die  schon  genannte:  Pi ...  Pn  und  die  Gruppe 
I)  enthält  ausser  p,...pn  nur  noch  die  Gruppe :  Pu  ^ . .  Pn,  x^Pi +-- 
a^nPn  und  die  Gruppe  (I)  als  invariante  Untergruppen;  ist  dagegen 
»=a  4,  so  treten  in  der  Gruppe  (I)  noch  zwei  und  in  der  Gruppe  (III) 
K^h  vier  andre  invariante  Untergruppen  auf.  Es  rührt  das  daher, 
•88  die  Gruppe: 

r  w  =  3  und  n  >  4  einfach  ist,  für  n  =  4  aber  zwei  dreigliedrige 
rariante  Untergruppen  enthält. 

§  81. 

Wir  beweisen  jetzt  noch  die  beiden  in  der  Einleitung  des  Kapitels 
gekündigten  Sätze  über  die  projective  Gruppe  einer  Mannigfaltigkeit 
eiten  Grades  im  ü,,;  der  erste  von  ihnen  lautet  folgendermassen: 

Theorem  30  ***).   Die  grösste  continuirliche  projective  Gruppe 

*)  Math.  Ann.  Bd.  5,  S.  267  (1871). 
♦*)  DieBee  Theorem  hat  Lie   zuerst  aufgestellt  und  bewiesen  (s.  Archiv  for 
:h.  Bd.  X,  S.  413,  Kristiania  1885). 
**♦)  Zuerst  aufgestellt  und  bewiesen  von  Lie,  Leipz.  Ber.  1890,  S.  819  f. 
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einer  nicht  ausgearteten  M annig faltigJceit  zweiten  Grades  dess.^^^ 
Bh  stecht,  wenn  n>l  ist,  in  Jceiner  grössern  continuirlicher^ <^ 
Untergruppe  der  allgemeinen  projectiven  Gruppe  dieses  Raumesss.  ^^ 

Für  n  =  2  ist  dieses  Theorem  richtig,  denn  nach  S.  94,  Theor.  *  ^ 
lässt  jede  coutinuirliche  Untergruppe  der  allgemeinen  projectiven  Grupp«^^ 
der  Ebene  entweder  eine  Gerade  oder  einen  Punkt  oder  einen  Eege'^^^^ 
schnitt  invariant;  da  nun  die  dreigliedrige  projective  Gruppe  ein^  ^«e 
nichtausgearteten  Kegelschnitts  weder  eine  Gerade,  noch  einen  PunB"_«t 
invariant  lässt,  so  steckt  sie  in  keiner  grossem  continuirlichen  Unt( 
gruppe  der  allgemeinen  projectiven  Gruppe  der  Ebene.  Hieraus  folj 
dass  wir,  um  unser  Theorem  zu  beweisen,  nur  zu  zeigen  brauche^ 
sobald  es  für  den  Kaum  von  n  —  1^2  Dimensionen  gilt,  gilt 
auch  für  den  von  n  Dimensionen. 

Wir  nehmen  also  an,  dass  unser  Theorem  für  den  Raum 
n  —  1  Dimensionen  richtig  ist,  und  betrachten  nun  im  Rn  die 
coutinuirliche  projective  Gruppe  G  einer  nicht  ausgearteten  Mancmmig- 
faltigkeit  zweiten  Grades.  Wir  werden  zeigen,  dass  jede  grössere  c^^oa- 
tinuirliche  projective  Gruppe  ®  des  ü,,,  in  der  G  enthalten  ist,  jqH 

der  allgemeinen  projectiven  Gruppe  dieses  Raumes  zusammenfallt 

Ist  P  ein  Punkt  von  allgemeiner  Lage  in  dem  iZn,   so  enev^m^geu 
alle  infinitesimalen  Transformationen  von  6r,  die  P  invariant  Ih^^seo 
eine  coutinuirliche  Gruppe,  bei  der  die  oo*»""^  Richtungen:  dx^i"-'^  dx 
durch    den  Punkt  P  durch   eine    coutinuirliche   projective    Gruppe  q 
transformirt  werden  und  zwar  ist  g  o£fenbar  die  grosste  continuir7/c/ie 
projective   Gruppe  einer   gewissen    nichtausgearteten   Mannigfaltigkeit 
zweiten  Grades  in  dem   jB«— i  jener  cx)'*"~^  Richtungen.     Andrersaifs 
erzeugen  alle  infinitesimalen  Transformationen  von  @,  die  P  invariant 
lassen,  eine  coutinuirliche  Untergruppe  von  ®,  bei   der  die  cx>"""^  be- 
sprochenen Richtungen  durch  eine  gewisse  projective  Gruppe  g  trans- 
formirt werden. 

Es  ist  klar,  dass  g  in  g  enthalten  ist;  nun  aber  steckt  g  unter 
den    gemachten   Voraussetzungen    in    keiner    grossem    continuirlichen 
Untergruppe  der  allgemeinen  projectiven  Gruppe  des  U»— i,  also  ergiebt 
sich,    dass    g    entweder    mit  g  oder  mit   der   allgemeinen   projectiven 
Gruppe  des  Raumes  jener  (x>**~^  Richtungen  zusammenfallt. 

Wäre  g  mit  g  identisch,  so  wäre  @  nach  dem  Theor.  24,  S.  334 
durch  oine  Puiikttransforraation  des  J?»  entweder  mit  der  Gruppe  der 
reciproken  Radien  des  JB„  ähnlich  oder  mit  der  Gruppe  der  Euklidi- 
schen Bewegungen  und  Äehnlichkeitstransformationen.  Das  erste  ist 
ausgeschlossen,  weil  die  Gruppe  der  reciproken  Radien  überhaupt  nicht 
durch  Punkttransformation  in  eine  projective  Gruppe  übergeführt  werden 
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kann  (s.  Theor.  21,  S.  352).  Aber  auch  der  zweite  Fall  kann  nicht 
eintreten,  denn  dann  wäre  &  nach  Theor.  19,  S.  292  mit  der  Gruppe 
3er  Aehnlichkeitstransformationen  durch  eine  projective  Transformation 
Ihnlich  und  Hesse  in  Folge  dessen  eine  (n  — l)-fach  ausgedehnte  ebene 
Mannigfaltigkeit  invariant;  während  doch  G  keine  solche  ebene  Man- 
nigfaltigkeit in  Ruhe  lässt  und  demnach  auch  in  keiner  projectiven 
jrrappe,  die  das  thut,  enthalten  sein  kann. 

Nunmehr  bleibt  blos  die  Annahme  übrig,  dass  g  mit  der  allge- 
3ieinen  projectiven  Gruppe  des  Bn—i  zusammenfällt.  Bei  dieser  An- 
nahme ist  &  nach  Abschn.  I;  Theor.  112^  S.  631  entweder  mit  der 
allgemeinen  projectiven  oder  mit  der  allgemeinen  linearen  oder  endlich 
mit  der  speciellen  linearen  Gruppe  des  i2„  ähnlich  und  zwar  durch 
sine  projective  Transformation  dieses  Raumes  (s.  Theor.  18,  S.  288). 
Die  zwei  zuletzt  genannten  Gruppen  kommen  aber  gar  nicht  in  Frage, 
da  sie  beide  je  eine  ebene  (n  —  l)-fach  ausgedehnte  Mannigfaltigkeit 
invariant  lassen,  also  ergiebt  sich,  dass  unter  den  gemachten  Voraus- 
setzungen die  allgemeine  projective  Gruppe  des  En  die  einzige  grossere 
continuirliche  projective  Gruppe  des  Rn  ist,  in  der  G  steckt. 

Damit  ist  unser  Theorem  allgemein  bewiesen.  Man  kann  es  übri- 
gens auch  noch  verallgemeinern  und  den  Satz  aussprechen:  Die  grössie 
projective  Gruppe  einer  nicfd  ausgearteten  Mannigfaltigkeit  zweiten  Grades 
des  Rn  ist  in  keiner  grössern  Untergruppe  der  allgemeinen  projectiven 
Gruppe  dieses  Raumes  enthalten.  Um  diesen  Satz  zu  beweisen,  würde 
man  sich  auf  das  Kap.  18  des  Abschnitts  I  zu  stützen  haben. 

Der  zweite  der  beiden  in  der  Einleitung  des  Kapitels  angekündig- 
ten Sätze  lautet  so: 

Satz  1.  Ist  n>\,  so  steckt  die  grösste  continuirlidie  projective 
Gruppe  eifier  nichtausgearteten  Mannigfaltigkeit  zweiten  Grades  des  Rn 
ausser  in  der  allgemeinen  projectiven  Gruppe  sonst  in  keiner  endlichen 
continuirlichen  Gruppe  des  ü«,  iei  der  die  cx)*»—^  Linienelemente  durch 
jeden  festgehaltenen  Punkt  von  allgemeiner  Lage  in  allgemeinster  Weise, 
das  heisst  gerade  (n*  —  1)  -gliedrig  transformirt  werden. 

Es  sei  h  die  grosste  continuirliche  projective  Gruppe  einer  nicht 
ausgearteten  Mannigfaltigkeit  zweiten  Grades  im  Rn  und  H  sei  eine 
endliche  continuirliche  Gruppe  des  Rn,  in  der  h  als  Untergruppe  ent- 
halten ist  und  bei  der  die  c»'*"~^  Linienelemente  durch  jeden  festge- 
haltenen Punkt  von  allgemeiner  Lage  in  möglichst  allgemeiner  Weise 
transformirt  werden.  Dann  behauptet  unser  Satz,  dass  H  die  allge- 
meine projective  Gruppe  des  Rn  ist. 

Li  der  That,  nach  Abschn.  I,  Theor.  112,  S.  631  ist  H  durch  eine 
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Punkttransformation  des  ü»  entweder  mit  der  allgemeinen  projectiy 
oder  mit   der  allgemeinen  linearen  oder   mit   der  speciellen  linear^ 
Gruppe  des  Rn   ähnlich.     Bei  dieser  Punkttransformation  verwand 
sich  h  o£fenbar  wieder  in  eine  projective  Gruppe ;  nach  Theorem 
S.  292  ist  daher  die  betreffende  Punkttransformation  nothwendig  p 
jectiy  und  U  ist  in  Folge  dessen  selbst  eine  projective  Gruppe. 
Theorem  30,  S.  357  zeigt  nunmehr,  dass  H  mit  der  allgemeinen  p^ 
jectiven  Gruppe  des  Bn  zusammenfällt. 


Kapitel  19. 

Die  reellen  Gruppen. 

Während  wir  bei  allen  bisherigen  Untersuchungen  die  auftrete^ 
den   Veränderlichen  und  Parameter   als   complexe  Grössen  betrachfc^'^^ 
haben,  wollen  wir  uns  jetzt  einmal  sowohl  die  Veränderlichen  als 
Parameter  auf  reelle  Werthe  beschränkt  denken  und  nur  Gruppen 
reellen  Transformationen  betrachten.    Wir  entwickeln  zunächst,  alle^ 
dings  nur  sehr  kurz*),   die   allgemeine  Theorie  der  reellen  Gruppei 
Sodann  yervollständigen  wir  die  Untersuchungen  der  ersten  Abtheilun^ 
soweit,  dass  wir  auf  der  Geraden  und  der  Ebene  alle  endlichen  reellem 
Gruppen  und  alle  reellen  projectiven  Gruppen  angeben  können.  Schlies«^ 
lieh  erledigen  wir  noch  die  in  Kapitel  17  behandelte  Aufgabe  inaheBOiC^^ 
dere  für  reelle  Gruppen. 

§  82. 
Es  sei: 

(l)  Xt  =  /*r  (Tj   .  .  .  Xn]    «i    .  .  .   ttr)       (»  =  1  .  .  .  «) 

eine  r-gliedrige  Gruppe  von  reellen  Transformationen.     Die  Transfa 
mationen  der  Gruppe  seien  paarweise   zu  einander  invers;   die  Pan< 
tionen  f^  . . .  fn  seien  zunächst  analytische  Functionen  ihrer  Argumen 
im  Weierstrassscheu  Sinne,  wir  denken  sie  uns  demnach,  indem 
unter  x^^  , ,  ,  Xn^,  a^  , , ,  ar^  ein  reelles  Werthsystem  von  allgemein 
Lage  verstehen,    als  gewöhnliche,   aber  natürlich  reelle  Potenzreih 
der  Xv  —  Xv^y  Ok  —  Uk^  gegeben. 


*)  Es  ist  nicht  schwer,  sich  bei  den  einzelnen  Theorien  von  Abschnitt  I  " 
II  klar  zu  machen,  wieweit  sie  sich  ohne  Aenderung  auf  reelle  Gruppen 
tragen  lassen  ond  wo  sie  umgestaltet  werden  müssen,  nm  auf  die  reelleD  Grn 
anwendbar  zu  sein.    Hier  besprechen  wir  nnr  einige  der  wichtigsten  Ponkte 
Abfichn.  I,  S.  1). 
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unter  diesen  Voraussetzungen  zeigen  die  Entwicklungen  der  Ku- 
pitel  2j  4  und  9  des  Abschnitts  I  unmittelbar ,  dass  die  Gruppe  (1) 
r    unabhängige  infinitesimale  Transformationen: 

n 

1  " 

entHält;  die  paarweise  in  Beziehungen  von  der  Form: 

r 

r) 
1 

tehcn,  und   zwar   sind   hier   die  ikj  reelle  gewöhnliche  Poteuzreihen 
on  I  Xy^  —  x^,  . .  .y  Xn  —  Xn^  uud  die  Ckjs  sind  reelle  Constanten. 
Ist  nun  andrerseits  irgend  eine  infinitesimale  Transformation: 

n 

df 


r 

2)  {X,Xj)^^^C,jsX,f    (*..  =  !... 


Zf=^tr{x^   ...a^n)    -^l 


eben,  in  der  die  f  reelle  gewöhnliche  Potenzreihen  sind,  so  leuchtet 
^  dass  die  Gleichungen: 

x^  =  a;..  +  -^  Zx^  +  j— 2  ZZxv  +  •  •  * 

(v  =  1  .  .  .  «) 

i    dem    reellen   Parameter   t   eine   eingliedrige  Gruppe    von   reellen 

nsformationen  darstellen,   eine  eingliedrige  Gruppe,    von    der    wir 

ürlich  sagen,  dass  sie  von  der  reellen  infinitesimalen  Transformation 

erzeugt  sei.    Verstehen  wir  daher  unter  e^  , . .  Cr  willkürliche  reelle 

rameter,  so  stellt  der  Ausdruck: 

^^^*^*"^  verschiedene  reelle  infinitesimale  Transformationen  dar,  die  eben- 
'^^  "%^iele  reelle  eingliedrige  Gruppen  erzeugen,  uud  es  ist  unter  den  oben 
^smachten  Voraussetzungen  klar,  dass  der  InbegriflF  dieser  cx)**-"^  ein- 
5-edrigen  Gruppen  eben  die  Gruppe  (l)  bildet.  Demnach  können  wir 
^en:  Jede  r-gliedrige  reelle  Gruppe  (1)  mit  paartveise  inversefi  Trans- 
mtianen  ist  von  r  unabhängigen  reellen  infinitesimalen  Transforma- 
'nen:  Xj/* . . .  Xrf  erzeugt,  die  paarweise  in  Beziehungen  von  der  Form 
"^  J  stehen,  unter  den  Ckj»  reelle  ZaMen  verstanden. 

Aber  aus  den  Entwicklungen  des  Kapitels  9  von  Abschnitt  I  geht 
gleich  hervor,  dass  auch  das  Umgekehrte  gilt:  Wenn  die  r  unäb- 
ngigen  reellen  infinitesimalen  Transformationen:  X^f , . ,  Xrf  paarweise 
Beziehungen  von  der  Form  (2)  stellen,  wo  die  Ckjs  reelle  Zahlen  he- 
""^^ten,  so  erzeugen  sie  eine  r-gliedrige  reelle  Gruppe  mit  paarweise  inver- 
i  Transformationen. 


362  Abtheüung  IV.    Kapitel  19.    §  82. 

Da  die  Functionen  in  den  Gleichungen  (1)  analytische  Fanctiom. 
ihrer  Argumente  sind,    so   behalten   die   Gleichungen  (1)  auch  da. 
noch  einen  Sinn,  wenn  mau  x^  . . .  rr»;  a^  . . .  Or   als  complexe  Fu 
tionen  ihrer  Argumente  aufifasst.    Andrerseits  ist  klar,  dass  die 
dingungen,  aus  deren  ErfuUtsein  die  Gruppeneigenschaft  der  Gleichun 
(1)  för  reelle  Werthe  von  x^  .  , ,  x»,  a^^  . .  •  ttr  folgt,  von  selbst  zugl 
für  die  complexen  Werthe  dieser  Grössen  erfüllt  sind.    Die  Gleichun 
(1)  bestimmen  demnach  unter  den   gemachten  Voraussetzungen .  avL 
dann  noch  eine  r-gliedrige  Gruppe,  wenn  man  die  x  und  a  als  co 
plexe  Grössen  auffasst,  natürlich  eine  Gruppe  von  complexen  Transs- 
formationen.     Der  Ausdruck  (3)  stellt  augenscheinlich  die  allgemei  :xie 
infinitesimale  Transformation  dieser  letzteren  Gruppe  dar,  sobald  m  ^am^^ 
in  ihm   die  Xy  als  complexe  Veränderliche  und  die  ßk  als  comp! 
Parameter  betrachtet.     Also: 

Zu  jeder  r-gliedrigen  reellen  Gruppe  Qr  in  n  reellen  Veränderlich 
die  durch  analytische  Gleichungen  dargestellt  tvirdj  gehört  eine  ganz 
stimmte  r-gliedrige  Gruppe  Gr  von   complexen   Transformatumen; 
Gruppe  Gr  ivird  erhalten,  wenn  man  die  Veränderlichen  und  die  Fi 
meter  von  gr  als  complexe  Grössen  auffasst. 

Die  enge  Beziehung,  in  der  die  Gruppe  Gr  zu  gr  steht,  legt 
nahe,  bei  der  Untersuchung  von  gr  stets  auch  Gr  mit  in  Betracht  ' 
ziehen;  es  ist  daher  wünschenswerth,  sich  allgemein  darüber  klar 
werden,  welche  Eigenschaften  beiden  Gruppen  gemeinsam  sind  ur 
worin  sie  sich  unterscheiden  können.  VTir  werden  deshalb  jetzt 
im  ersten  Abschnitte  eingeführten  Begriffe:  Transitivität,  Intransitivit  ■  ^  "** 
Primitivität  u.  s.  w.  der  Reihe  nach  durchgehen  und  prüfen,  wie  s^^^^'  ^* 
gr  und  Gr  diesen  Begriffen  gegenüber  verhalten. 

Wir    nennen    gr    natürlich    transitiv  ^    wenn   jeder    reelle    Pi 
x^  ...  Xn  von  allgemeiner  Lage  bei  gr  gerade  oo"  verschiedene  re< 
Lagen  annimmt;  im  entgegengesetzten  Falle  nennen  wir  gr  intrans^ 
Hieraus  geht  hervor,  dass  gr  transitiv  oder  intransitiv  ist,  jenachA- 
sich  unter  den  r  Gleichungen: 

(4)  Xi/-=0,  ...,  X./-=0 

gerade  n  oder  weniger  von  einander  unabhängige  befinden,  mit  bslSL^^^ 
Worten:  Gr  und  gr  sind  stets  zu  gleicher  Zeit  transitiv,  aber  ancb.       ^^ 
gleicher  Zeit  intransitiv.    Ist  insbesondere  gr  intransitiv,  so  haben  ^^^ 
Gleichungen  (4)  eine  gewisse  Anzahl  etwa  m  <in  unabhängige   ZI>^       J 
sungen  gemein,  die  offenbar  stets  als  reelle  Functionen  von  x^  ..•  4 
gewählt  werden  können;  werden  diese  Lösungen  gleich  willkfirlich^o 


e 
z 
z 
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reellen  Constanten  gesetzt,  so  erhält  man  eine  Zerlegung  des  reellen 
Raumes  x^  . , ,  Xn  in  oo"*  (n  —  wi)-fach  ausgedehnte  reelle  Mannigfal- 
tigkeiten,  die  sämmtlieh  hei  gr  invariant  bleiben. 

Imprimitiv  nennen  wir  g^  wenn  es  eine  bei  gr  invariante  Zer- 
legung des  reellen  Raumes  x^  . .  ,  Xn  in  oo"»  (w  —  m)-fach  ausgedehnte 
reelle  Mannigfaltigkeiten  giebt,  oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt, 
wenn  gr  ein  (m  ■ — iw)-gliedrige8  reelles  vollständiges  System: 

Yjtf  =     ^r  7lkv{x^   ...  Xn)  o —   =0         (*=l...»-m;0<wi<n) 

invariant  lässt;  im  entgegengesetzten  Falle  nennen  wir  gr  primitiv. 

Hier  kann  offenbar  der  Fall  eintreten,  dass  gr  primitiv  ist,  Gr 
aber  imprimitiv,  denn  es  ist  denkbar,  dass  gr  kein  reelles  vollständi- 
ges System  invariant  lässt,  während  bei  Gr  ein  vollständiges  System 
invariant  bleibt,  dessen  Coefficienten  imaginäre  Functionen  von  iCi . . .  rr„ 
sind.  Tritt  dieser  Fall  ein,  so  muss  Gr  offenbar  auch  das  conjugirt 
imaginäre  vollständige  System  invariant  lassen.  Ueberhaupt  ist  klar, 
dass  stets,  wenn  bei  Gr  nur  ein  (n  —  m)-gliedrige8  vollständiges 
System  invariant  bleibt,  dieses  System  eine  reelle  Form  erhalten  kann 
und  auch  bei  gr  invariant  bleibt,  dass  aber  mehrere  bei  Gr  invariante 
vollständige  Systeme,  soweit  sie  nicht  durch  reelle  Gleichungen  dar- 
gestellt werden  können,  sich  paarweise  als  conjugirt  imaginär  zusam- 
menordnen müssen. 

Einfadi  nennen  wir  die  Gruppe  gr,  wenn  sie  keine  reelle  invariante 
Untergruppe  enthält.  Ist  gr  einfach,  so  kann  Gr  trotzdem  zusammen- 
gesetzt sein,  die  invarianten  Untergruppen  von  Gr  müssen  sich  nur 
dann  paarweise  als  conjugirt  imaginär  zusammenordnen.  Dieser  Fall 
tritt  zum  Beispiel  bei  der  projectiven  Gruppe  der  Fläche  zweiten 
Grades:  a;*  +  y^  +  ^*  +  1  =  0  ein.  Die  Gruppe  aller  reellen  und 
complexen  Transformationen,  bei  denen  diese  Fläche  zweiten  Grades 
invariant  bleibt,  enthält  nämlich  zwei  dreigliedrige  invariante  Unter- 
gruppen, die  conjugirt  imaginär  sind,  entsprechend  den  beiden  con- 
jugirt imaginären  Schaaren  von  Erzeugenden  der  Fläche  (vgl.  Kap.  10); 
dagegen  enthält  die  Gruppe  aller  reellen  projectiven  Transformationen, 
bei  denen  die  Fläche  in  sich  übergeht,  keine  reelle  invariante  Unter- 
gruppe, sie  ist  also  einfach. 

Erwähnt  sei  noch,  dass  jede^Z-gliedrige  invariante  Untergruppe 
von  Grf  die  innerhalb  Gr  einzig  in  ihrer  Art  ist,  nothwendig  l  unab- 


I 
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häDgige  reelle  infinitesimale  Transformationen  enthält,  die  eine  reelle 
invariante  Untergruppe  von  gr  erzeugen. 

Ist  g^  eine   zweite  reelle  r-gliedrige  Gruppe  in  m  reellen  Ver- 
änderlichen J/i  . . .  J/w,  80  sagen  wir,   dass  Qr  und  gr  gleichzusammen 

gesellst  sind,  wenn  gr  r  unabhängige  reelle  infinitesimale  Transformationer^  « 
Y^f , .  .  Yrf  enthält,  die  durch  Beziehungen  von  der  Form: 


(Yii>)  =  ^'  Cjijs  YJ      (X.>=l...r) 


mit  denselben  reellen  Constanten  Ckjs  wie  bei  (2)  verknüpft  sind.    W^:»^;^ 


¥- 


gr  und  gr  in  diesem  Sinne  gleichzusammengesetzt  sind,  so  sind  na. 

lieh  auch  die  zugehörigen  Gruppen  Gr  und  @r  von  complexen  Tr 

formationen    gleichzusammengesetzt   im  Sinne  von  Abschn.  I,  S.  S91; 

dagegen   folgt   aus   dem    Gleichzusammengesetztsein   von    Gr  und 

noch  keineswegs  das  von  gr  und  gr,  denn  es  ist  denkbar,  dass  sicli 

und  Gr  nur  in  imaginärer  Weise  holoedrisch  isomorph  auf  einan 

beziehen   lassen.     Ein    Beispiel   hierfür   bieten    die    beiden   Grupp 

Py  xpy  x^p  und:   xq  —  yp,   yr  —  zq^  zp  —  xr^   die  als  Gruppen  v 

complexen   Transformationen    betrachtet   gleichzusammengesetzt  si 

nicht  aber  als  Gruppen  von  reellen  Transformationen,  denn  die  er^^^^^I 

von  ihnen  enthält  reelle  zweigliedrige  Untergruppen,  die  zweite  nie 


n 


Zwei  r-gHedrige   reelle  Gruppen  gr  und  gr  in   den   reellen  V 
änderlichen  x^  ,  , ,  Xn  rechnen  wir  zu  demselben  Grappentypus,  we 
sie  durch  eine  reelle  Punkttransformation   in  x^  . .  .  Xn   mit   einand^^ 
ähnlich  sind.     Sollten  gr  und  gr  nicht  durch  eine  reelle  Punkttransfo 
mation   mit   einander   ähnlich   sein,   so   könnte  immer  noch  der 
eintreten,  dass  die  zugehörigen  Gruppen   Gr  und  &r  von  complexen 
Transformationen  durch  eine  imaginäre  Punkttransformation  mit  ei 
ander  ähnlich  wären. 

Wünscht  man  zu  entscheiden,  ob   zwei  r-gliedrige  reelle  iransi^ 
tive  Gruppen  gr  und  gr  in  den  reellen  Veränderlichen  x^  . . .  x^  durc 
eine  reelle  Punkttransformation  ähnlich   sind,  so   muss  man  zunächs 
feststellen,  ob   sie  in   dem   angegebenen  Sinne  gleichzusammengesetz 
sind.     Sind  sie  das,  so  genügt  das  Theorem  76  auf  S.  425  von  Abschn. 
um  die  Frage  nach  der  Aehnlichkeit  zu  entscheiden;  man  muss  nur  noc 
die  zwei  Forderungen   hinzufügen,   dass   die  in  diesem  Theorem   ve 
langte  holoedrisch  isomorphe  Beziehung  der  beiden  Gruppen  auf  ein  ^ 
ander  in  reeller  Weise  möglich   sei  und  dass  man  für  Xi^  .  *.  .  Xn^  unrf 
t/i^  . . .  yn^  zwei  reelle  Punkte  von  allgemeiner  Lage  wählen  könne.    In 
der  That,  a.  a.  0.  auf  S.  427  wird  eine  Transformation  T  aufgestellt, 
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vermöge   deren    die   beiden   Gruppen :    X^f  . . .  Xrf  und:   Z^f . . .  Zrf 

unter  den  in  Theorem   76  gemachten  Voraussetzungen  mit   einander 

Iiiinlich  sind;  es  ist  nun  klar,   dass  aus  den  besonderen  Forderungen, 

die  wir    soeben  noch  zu  diesen  Voraussetzungen   hinzugefügt   haben, 

otiLnQ  Weiteres  folgt,  dass  diese  Transformation  T  reell  wird. 

Wir  haben   uns   im  Vorhergehenden  auf  solche   reelle   Gruppen 
>^jBichrankt,    die    durch    analytische   Gleichungen    dargestellt    werden, 
lässt  sich  nun  über  die  reellen  Gruppen  sagen,   deren  Transfor- 
tionsgleichungen  nicht  analytisch  und  also  blos  für  reelle  Werthe 
Veränderlichen  und  der  Parameter  definirt  sind? 
Wir  begnügen  uns  mit  einigen  kurzen  Bemerkungen   über  diese 
ppen. 
Die  Gleichungen: 

Xv  =  l^r  (a?!   .  .  .  a;»  ;    a^   ,  ,  .  ür)       (v  =  l  .  . .  n)^ 

^enen  die  Ft  reelle  nichtanalytische  Functionen  ihrer  reellen  Argu- 
Kite  sind,  mögen  eine  r-gliedrige  Gruppe   mit  paarweise   inversen 
Dsformationen    darstellen.     Sollen  auf  diese  Gruppe   die  im  ersten 
ehnitt  entwickelten  Methoden   anwendbar  sein,  so  müssen  die  Fy 
nfalls  gewisse Diflferentialquotienten nach  den  n'-\'r  Grössen  x^...Xnj 
-^  ,.ar  besitzen.    Wir  wollen  uns  nicht  damit  aufhalten,  die  kleinste 
1  von  erforderlichen  Diflferentialquotienten  festzustellen,  wir  begnü- 
uns  yielmehr  mit  der  Mittheilung  der  Thatsache,  dass  die  Existenz 
*  1  ^r  Diflferentialquotienten  von  erster  und  einer  gewissen  Anzahl  von 
erentialquotienten  von  zweiter  Ordnung  hinreicht,  um  die  Haupt- 
der  Kapitel  2,  4  und  9  von   Abschn.  I  auch   für  Gruppen  von 
hier  betrachteten   Beschaflfenheit   zu   beweisen.     Indem   man   sich 
a  auf  die  Untersuchungen  von  Cauchy  und  Lipschitz  über  die 
i^stenz  der  Losungen  reeller  nichtanalytischer  Differentialgleichungen 
^t,  kann   man  insbesondere  die   nachfolgenden    beiden   Theoreme 
eisen: 
Theorem  31.     Wenn  die  Gleichungen: 

Xv=  Fr  {Xi   .  ,  ,  Xn]    C^i   ...  dr)       (^  =  1 .  .  .  n) 

e  r-gliedrige  reelle  Gruppe  darstellen,  deren  Transformatio- 

sich  paarweise  als  invers  zusammenordneny  und  wenn  die 

nctionen  Ft   alle  Differentialquotienten  erster  und  eine  ge- 

-ssc,  hier  nicht  näher  zu  bestimmende  Zahl  von  Differential- 

^^etienten  zweiter  Ordnung  nach  x^...Xnj  a^.,.ar  besitzen,  so 

^^*  die  betreffende  Gruppe  von  r  unabhängigen  reellen  infini- 

^^^imalen  Transformationen: 
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Zkf=^viir{Xi    ,..Xn)^l-        (*  =  l...r) 
1 

erzeugt^  in  denen  die  f*»  nach  jeder  von  den  Veränderlich 
Xi  . . .  Xn  einmal  diff'erentiirhar  sind.  Diese  infinitesimal 
Transformationen  Zkf  stehen  überdies  paarweise  in  Beziehung 
von  der  Form: 

r 
(6)  (Z,Zj)=^.CtJ,ZJ       (*,>  =  l...r), 

1 

unter  den  Ckjs  reelle  Zahlen  verstanden. 

Theorem  32.     Sind  die  r  reellen  infinitesimalen   Transfc 
mationen: 

Zkf  =  ^  ikv{x^   '  *  '  Xn)  ^-       (A  =  l...r) 
l 

von  einander  unabhängig,  sind  ferner  die  rn  reellen  Fund 
nen  &.,  nach  jeder  der  n  Veränderlichen  x^  , . .  Xn  einmal  dif\ 
rentiirbar  U7id  bestehen  endlich  Beziehungen  von  der  Form: 

r 
(6)  {ZtZJ)^^.Cti,Z,f      (k,J  =  l...r), 

1 

unter  den  Ckjs  reelle  Zahlen  verstanden,  so  erzeugen  Z^f  ...m  f^rf 
eine  r-gliedrige  reelle  Transformationsgruppe  mit  paarwt  -m-se 
inversen  Transformationen. 

Von  grosser  Wichtigkeit  ist  ferner  das 

Theorem  33.    Sind  die  Transformationen: 

(5)  a;/=  Fy  {x^ . . .  Xn]  ^i  . . .  ar)    (»•  =•  i .  • .  *«) 

einer  r-gliedrigen  reellen  Gruppe  paarweise  zu  einander  inv^^"    ^^^ 
besitzen  ferner  die  Fv   sämmtliche   Bifferentialquotienten 
erster    Ordnung   nach   x^  . .  .Xn,   a^. . .  ar   und  eine  gewisse  h 
nicht  näher   zu  bestimmende   Zahl   von  Differentialquotien 
zweiter   Ordnung,   so   liann   die   betreffende   Gruppe,    wenn 
transitiv  ist,  stets  durch  Einführung  neuer  Veränderlicher  y^..      -^  y* 
und  neuer  Parameter  l^ . .  .Ir  auf  eine  solchß  Form: 

yy  =  fy{yi"'yn]h"'^r)   (" = i •  • . •) 

gebracht  werden,  dass  die  fy  analytische  Functionen   ihrer 
gumente  sind^). 


on 
er 
'^en 
ie 


*)  Diesen  Satz  hat  Lic  zuerst  in  den  Leipziger  Berichten  Ton  1888  ausg^' 
sprechen,  S.  17.  . 
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Die   Wichtigkeit   dieses   Theorems   beruht    darauf,   dass   es   uns 

^glicht,  uns  bei  der  Bestimmung  reeller  transitiver  Ghvppen  von 

wJherein  auf  solche  Gruppen   zu  beschränken,  die  durch  reelle  ana- 

^che  Gleichungen  dargestellt  werden,   also  mit  andern   Worten  auf 

ie  Crruppen,  in  deren  infinitesimalen  Transformationen: 

1 

analytische  Functionen  von  x^  . .  .Xn  sind. 

Den  Beweis  des  Theorems  33  wollen  wir  nur  andeuten. 
Es  seien: 

df 


Zkf  ^^  &tv  (^1  •  •  •  ^n)  ^      (*== 


==  1  .  . .  r) 


abhängige  infinitesimale  Transformationen,  von  denen  die  transitive 
ppe  (5)  erzeugt  isi    Dann  bestehen  sicher  Relationen  von  der  Form  : 

r 
{ZkZj^  =^^[  Ckjs  Zsf       (*,  i  =  1  .  .  .  r) , 
1 

L^nen  die  Ckj»  reelle  Zahlen  sind.  Hieraus  folgt  zunächst,  wie  in 
43bD.  I,  Kap.  16,  dass  zu  der  Gruppe  (5)  eine  adjungirte  Gruppe 
ort,  die  von  den  infinitesimalen  Transformationen: 

Ekf=^  CrksCr  -^      (*  =  l...r) 
va 

xigt  ist.  Andrerseits  kann  man  leicht  beweisen,  dass  JE,/* . . .  Erf 
i-de  in  den  Beziehungen: 


r 

{EkEj)=^sCitjsE,f    (*,;  = 


t^cn,  dass  also  die  Ckj»  die  bekannten  Gleichungen: 


r 


^    [CkJwCyks  +  CjhvCvk»  +  ChkvCrj,  ]  =  0 


(*,  y ,  A  ,  «  =  1  . .  .  r) 


ledigen*).    Nach  Anleitung  von  Abschn.  II,  S.  294  ff.  kann  man  nun- 
^r  eine  r-gliedrige  reelle  einfach  transitive  Gruppe   aufstellen,  die 


*)  Ans  den  GleichiiDgen  (6)  kann  man  das  Bestehen  dieser  Relationen 
^chen  dem  c^^  nicht  direct  schliessen,  weil  man  nicht  weiss,  ob  die  ij.^ 
ite  Differentialqnotienten  besitzen  und  weil  man  in  Folge  dessen  die  Jacobi- 
B  Identität  nicht  anwenden  kann. 
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mit  der  Gruppe  (5)  gleichzusammengesetzt  ist  und  in  deren  iufinitesi-        ^ 
malen  Transformationen: 

Ukf  ==  ^v  (»A ,.  (U,  .  .  .   Wr)  ä  (*  =  1 .  .  .  r) 


'\ 


die    (9xv   reelle    analytische    Functionen   ihrer    Argumente    sind.     Da«^^ 
andrerseits  die  Parametergruppe  der  Gruppe  (5)  ebenfalls   reell,  ein — 
fach  transitiv  und  mit  der  Gruppe  (5)  gleichzusammengesetzt  ist, 
ist  klar,  dass  diese  Parametergruppe  durch   eine  reelle  Punkttransfoi 
mation   mit    der   Gruppe:    U^f .  .  ,  Urf  ähnlich   ist    (vgl.  Abschn. 
Theor.  64,  S.  340).    Berücksichtigt  man  endlich  die  Entwicklungen  d( 
Kapitels  22  von  Abschnitt  I  und  das  auf  S.  427  f.  ebenda  Gesagte, 
erkennt  man  leicht,  dass  auch  die  Gruppe  (5)  selbst  durch  eine  reelE^ 
Punkttransformation  in  eine  reelle  analytische  Gruppe  übergeführt  w( 
den  kann. 

Das  Theorem  33  beschränkt  sich  auf  transitive  reelle  Grup^ 
Dass  für  die  intransitiven  reellen  Gruppen  ein  ahnliches  Theorem  nie— ;=^  h 
bestehen  kann,  ergiebt  sich  schon  durch  Betrachtung  der  intransitiv  —  ^ 
Gruppen  der  Ebene.  Zum  Beispiel  erzeugen  ja  die  drei  infinitmimnl»  -«n 
Transformationen: 

X.f^q,  XJ=xq,   XJ~F{x)q 

stets  eine  dreigliedrige  intransitive  Gruppe  der  Ebene,  welche  nie 
lineare  Function  von  x  auch  F  sein  mag  (vgl.  S.  39),  also  auch  d 
wenn  F  eine  reelle  nichtanalytische  Function  von  x  ist   Tritt  dieser 
ein,  so  lässt  sich  die  Gruppe:  X, /*,  X^f,  X^f  sicher  nicht  durch  g 
nete  Wahl  der  Veränderlichen  in  eine  analytische  Gruppe  überflQh 
denn  wäre  etwa: 

Xkf  =  Ifc  (x,  y)p  +  ^k  {x,  y)q     (*•  =  i,  2.  s) 

eine  analytische  Form  der  Gruppe,  so  müssten  zwei  Identitäten      *^on 
der  Form: 

X2f=  92  (x,  y)  XJ,    XJ~  ^3  (x,  y)  XJ 

bestehen,  wo  ^2  ^^^  ^3  analytische  Functionen  wären,  die 
der  Identität: 

QÄ^>  y)  =  F(Q^(x,y)) 

genügten,  das  aber  ist  offenbar  unmöglich,  sobald  F  keine  analytii^^^"^ 
Function  seines  Arguments  ist. 

Wir  wollen  jetzt  die  vorstehenden  allgemeinen  BetrachturB^^^" 
durch  einige  Beispiele  erläutern  und  zwar  wollen  wir  die  üntersuchur^^^*" 
der  Kapitel   1  ...  5  insbesondere  mit  Rücksicht  auf  die  Bestimn»-*^-^"^ 


ritS 
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deir-     reellen  Gruppen  umgestalten.     Wir  werden   sehen,  dass   wir   zu 
cleszB.    damaligen  Entwicklungen  nur  wenig  hinzuzufügen  brauchen. 

§  83. 

B^  Stimmung  aller  reellen  endlichen  und  aller  reellen  projec- 

tiven  Gruppen  auf  der  Geraden  und  der  Ebene. 

Die  endlichen  continuirlichen  Gruppen  auf  der  Geraden  sind  sämmt- 

liolzB.   transitiv,   die  reellen  unter    ihnen    können   wir  uns   daher  nach 

S.  ^^^6  f.  von  vornherein  auf  eine  solche  Form  gebracht  denken,  dass  die 

skijiftoetenden  Functionen  reelle  analytische  Functionen   sind.     Hieraus 

t'ol^agty  dass  die  Entwicklungen  .der  S.  2 — 6   ohne  Weiteres   auch  zur 

ümmung  der  reellen  Gruppen  auf  der  Geraden  führen,  nur  muss 

n  natürlich  den  Punkt  von   allgemeiner  Lage,  der  auf  S.  2    zum 

Ooordinatenanfang  gewählt  wird,  reell  annehmen.    Das  Theorem  1  auf 

S.     G  bleibt  demnach  auch  gültig,  wenn  man  sagt:  Jede  reelle  endliche 

cox^tinuirliche    Gruppe    einer   reellen   einfach    ausgedehnten  Marinigfal- 

ti^lceit  ist  durch  reelle  Funkttransformation  ähnlich  u.  s.  w.     Zu  dem- 

sei  V>en  Ergebnisse  gelangt  man  übrigens  auch  auf  Grund  des  §  2,  S.  7  flF., 

n   es   macht   für    das   Endergebniss    offenbar    keinen    Unterschied, 

man  der  Definitionsgleichung  (6)  auf  S.  7  eine  reelle  Form  vor- 

sclxxeibt 

Anders  ist  es  bei  den  reellen  projectiven  Gruppen  der  Geraden; 
"i^ir  bedürfen  die  Auseinandersetzungen  des  §  4,  S.  12  ff.  einer  kleinen 
^*"Säüzung,  wenn  man  die  Aufgabe  für  die  reellen  Gruppen  vollstäu- 
^^K    erledigen  will. 

Ist  g  eine  reelle  Untergruppe  der  dreigliedrigen  reellen  allgemeinen 

P'^^^jectiven  Gruppe  auf  der  Geraden,  so  lässt  die  zugehörige  Gruppe 

^       von   complexen  Transformationen   (vgl.  S.  362)  nach  Theorem  2, 

^-     17  entweder  zwei  verschiedene  Punkte   invariant   oder   nur   einen, 

^^^^    allerdings    doppelt  zählen  kann.     Bleibt  nur  ein  Punkt  invariant, 

^^      ist  der   nothwendig   reell   und   kann   durch   eine  reelle   projective 

^  •"^.nsformation  ins  Unendliche  verlegt  werden,  in  diesem  Falle  kann 

^*^er  g  durch  reelle  projective  Transformationen  auf  eine  der  beiden 

*  ^^«rmen: 


C7) 


P,  a:p 


p^Oracht  werden.    Bleiben  andrerseits  bei  G  zwei  verschiedene  Punkte 
^^"ariant,   so  sind  die  entweder  beide  reell  oder  beide  imaginär  und 
^r  conjugirt  imaginär;  sind  sie  reell,  so  kann  man  sie  durch  eine 
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W9A:il^n  f  r>5^.trren  Grcpp-e:  p.  xp.  jr^p  ein  BeprääCAtant  gefbndeiL 

in  TheoreiL  3.  S.  2^5  «chon  fast  alle  a-ifg^zäliit.  €s  fehlen  nnr  die,  A  ^^ 
zvei  6oi:j::2irt  imaginäre  Gerade  dorch  den  Punkt:  x=jr  =  0  festh^^-l' 
t«»:  da  xsan  j^f«  Paar  von  solchen  Geraden  drach  eine  reelle  linea.J^E*^ 
homogene  Tran.«formation  in  das  Geradenpaar:  » x  -f-  i  jr ;  (x  —  ijf)  =  ^ 
CberfüLren  kann,  so  ist  klar,  dass  man  zu  den  Gnippen  des  Theorems-  3 
mir  noeh  die  beiden: 


•Ö;  ^'i  — yp'   ^p-rVi  J^'i  —  9P  +  c*xp  +  yq) 


hinznznf&gen  braucht.  Hier  bedeutet  e  natürlich  eine  reelle  Constai^^ 
die  man  übrigens  der  Bedingung:  c^O  unterwerfen  kann,  da 
durch  Vertauschung  von  z  mit  y*eine  Gruppe  Ton  derselben  F(^ 
mit  dem  Parameter  —  c  erhalt.  Uebrigens  kann  man  jetzt  auck  du 
der  Gruppe  7  des  Theorems  3  das  c  auf  die  Werthe,  die  >0  siirm^d, 
beschninken. 

Wir  kommen  zu  den  reellen  endlidten  Gruppcft  der  Ebene*). 

Ist  ffr  (;ine  r-gliedrige  Gruppe  dieser  Art  und  ist  gr  im  Sincrv^ 
Ton  S.  3C3  j/rintüivj  so  ist  es  nothwendig  zugleich  transitiv  und  kaos-  ^ 
daher  nach  8.  366  auf  eine  solche  Form  gebracht  werden,  dass  nu^^ 
analytische  Functionen  auftreten.  Nehmen  wir  an,  dass  Qr  bereü^--^ 
eine  solche  Form  hat,  so  sind  noch  zwei  Fälle  denkbar:  entweder  ir'  ^^ 
nämlich  auch  die  zugehörige  r-gliedrige  Gruppe  Gr  von  complexe: 
Transformationen  (s.  S.  362)  primitiv  oder  sie  ist  imprimitiv. 

Im  ersten  Falle  werden  bei  Qr  offenbar  die  oo^  reellen  Linien- 
elemente durch  jeden  festgehaltenen  reellen  Punkt  von  allgemeiner 
Lage  durch  eine  dreigliedrige  reelle  projective  Gruppe  transformirt,  also 
in  möglichst  allgemeiner  Weise.  Beachten  wir  daher,  dass  die  Ent- 
wicklungen des  Kap.  29  in  Äbschn.  I  auch   dann  noch  gültig  bleiben, 

*)  Lie  hat  schon  in  den  Leipziger  Berichten  von  1SS9,  S.  156  die  Bestim- 
mung der  reellen  Gmppen  der  Ebene  angedeutet 
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i  XI  man  sich  auf  reelle  Werthe  von  x^  . , .  Xn  und  auf  reelle  ana- 
^che  Transformationen  beschränkt  (vgl.  auch  S.  364  f.);  so  gelangen 

zu  dem  Ergebniss,  dass  gr  in  diesem  Falle  stets  durch  eine  reelle 
Lidtransformation  der  Ebene  mit  einer  der  drei  Gruppen  des  Theo- 
.s  5^  S.  35  ähulich  ist. 

Im  zweiten  Falle  lässt  Gr  mindestens  eine  Schaar  von  oo^  Curven 

Ebene  invariant.  Liesse  es  blos  eine  solche  Schaar  invariant,  so 
b^nde  diese  Schaar  nach  S.  363  aus  den  Charakteristiken  einer 
llen    linearen   partiellen   Differentialgleichung   und   enthielte    somit 

reelle  Curven,  deren  Inbegriff  natürlich  bei  gr  invariant  bliebe;  Qr 
-e  also  gegen  unsre  Voraussetzung  imprimitiv.  Liesse  Gr  andrer- 
«I  unendlich  viele  Schaaren  von  je  oo^  Curven  invariant,  so  blieben 

jedem  festgehaltenen  reellen  Punkte  von  allgemeiner  Lage  zugleich 
^  hindurchgehenden  Linienelemente  in  Ruhe  und  daher  auch  alle 
durchgehenden  reellen  Linienelemente,  es  gäbe  folglich  sogar  unend- 
L  viele  bei  gr  invariante  reelle  Schaaren  von  je  cx>^  Curven.  Dem- 
ix  (vgl.  S.  61)  muss  Gr  nothwendig  zwei  und  nur  zwei  Schaaren 
L  je  oo^  Curven  invariant  lassen  und  diese  beiden  Schaaren  müssen 
jugirt  imaginär  sein,  das  heisst,  sie  müssen  durch  zwei  Gleichungen 
I    der  Form: 

9 (^; y)  +  *  ^  (^j  y)  =  const.;     fp(x,y)  —  i^ {Xj  y)  =  const. 

*S^s^l'^  werden  y  wo  q>  und  ^  von  einander  unabhängige  reelle 
:ictionen  sind,  üeberdies  ist  klar,  dass  G^  wenn  es  die  eine  der 
den  Schaaren  gerade  2-gliedrig  transformirt,  auch  die  andre  {-glied- 
transformiren  muss;  Gr  enthält  ja  r  unabhängige  reelle  infinitesi- 
le  Transformationen  und  diese  Transformationen  ändern  sich  offenbar 
Ht,  wenn  man  +  i  mit  —  %  vertauscht. 

Nun  kennen  wir  alle  endlichen  continuirlichen  Gruppen  der  Ebene, 
i^  denen  zwei  und  nur  zwei  Schaaren  von  je  oo^  Curven  invariant 
^iben  (s.  S.  73),  und  unter  diesen  Gruppen  giebt  es  nur  vier  Typen 
>^  solchen  Gruppen,  bei  denen  beide  invariante  Schaaren  gleich viel- 
liedrig  transformirt  werden,  es  sind  das  die  Typen,  die  durch  die 
ier  Gruppen: 


10) 


Pu  Qi,  a;,i»i  +  Cij/jg-i     (o.+o,  i) 


präsentirt  werden.     Da  dip  beiden  zu  diesen  Gruppen  gehörigen  in- 
.rianten  Currenschaaren:  a;^=  const,  und:  y^=  const  reell  sind,  so 

24* 
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muss  offenbar  jede  Gruppe  Gr  von  der  betrachteten  Beschaffenheit 
durch  eine  imaginäre  Transformation  mit  einer  der  Gruppen  (10)  ähn- 
lich sein. 

Ist  die  Gliederzahl  r  von  Gr  gleich  sechs  ^  so  ist  Gr  durch  eine 
imaginäre  Transformation  mit  der  ersten  unter  den  Gruppen  (10)  ähn- 
lich.    Diese  Transformation*)  hat  noth wendig  die  Form: 

3&i  =  a{x,y)  +  iß(x,y),    yi  =  9(a— »/?), 

wo  a  und  ß  zwei  reelle  von  einander  unabhängige  Functionen  sind^ 
während  q)  eine  reelle  oder  imaginäre  Function  von:  a  —  iß  ist;   bef 
der  bewussten  Transformation  müssen  ja  die  oo^  Curven:  x^  =  co 
in  oo^  imaginäre  Curven  übergehen  und  die  Curven:  y^  =  const  in  di*- 
cx)^  conjugirt  imaginären  Curven.    Führen  wir  daher  in  Gr  die  reeller 
Functionen  a  und  ß  als  neue  x  und  y  ein,   so  erhält  Gr  eine  ne 
Form,  die  die  ursprüngliche  ersetzen  kann,  und  die  in  Rede  stehen 
Transformation  bekommt  die  Gestalt: 

x^=^x-{-iy,    yi=9>{x  —  iy). 

Durch  Auflösung  finden  wir  hieraus: 

/i  i\  .^  =_  ^i  +  "  (yi)     .,  __  ^1  -  <"(yi) 

wo  o  eine  reelle  oder  imaginäre  Function  bedeutet.     Demnach  m 
sich  die  neue  Form  von  Gr  ergeben,  wenn  wir  in  die  erste  der  Grup 

(10)  an  Stelle  von  x^,  y^  die  neuen  Veränderlichen  a;,  y  einführen^  

Nun  bekommen  wir  vermöge  (11): 

Vx  =  2-  iip  +  (Z) 

also  sind: 

ip  +  g,    xq  —  yp-^i{xp'\'yq) 

—  2xyp  +  {p(?  —  'i/)q  +  i{(a^  —  f)p  +  2xyi) 
drei  imaginäre  infinitesimale  Transformationen,  die  in  der  neuen  F*orzD 
von  Gr  auftreten.  Da  aber  Gr  sechsgliedrig  ist  und  sechs  ^nabhäa^^ 
reelle  infinitesimale  Transformationen  enthält,  so  muss  es  ausser  ^^ 
eben  geschriebenen  auch  noch  die  zugehörigen  conjugirt  imaginSr^^^ 
Transformationen  enthalten,  das  heisst  es  muss  von  den  sechs  reelle 
infinitesimalen  Transformationen: 

*)  Das  hier  bei  den  sechs-  und  den  vier-gliedrigen  Gruppen  GV  beii****^ 
Verfahren  hat  Lie  bereits  in  den  Leipziger  Beriehten  von  1890  auf  S.  406  ff-  ^^* 
gewendet. 
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(ä-  —  y')p  +  2xyq,   2xyp  +  (y^  —  a?)q 

I 

Mjgt  sein.  Da  diese  Transformationen  wirklich  eine  sechsgliedrige 
le  Gruppe  erzeugen,  so  ist  jede  sechsgliedrige  Gruppe  Gr  von  der 

-  betrachteten  Beschaffenheit  durch  eine  reelle  Punkttransformation 
Ebene  mit  der  Gruppe  (12)  ähnlich. 

Die  Gruppe  (12)  ist  die  grösste   endliche  continuirliche  Gruppe 
Ebene,    bei    der    die    beiden   Curvenschaaren:    x  '\'  iy  =^  const., 

-  iy  =  const.  invariant  bleiben ;  sie  ist  uns  schon  auf  S.  336  be- 
riet, wir  erhielten  sie  damals  aus  der  ersten  der  Gruppen  (10) 
dl  die  Transformation: 

Ist  Gr  viergliedrig,  so  ist  es  durch  eine  imaginäre  Transformation 
der  zweiten  der  Gruppen  (10)  ähnlich;  die  eben  angestellten  6e- 

^litungen  zeigen  daher,  dass  es  durch  eine  reelle  Punkttransforma- 

1    der  Ebene  mit  der  Gruppe: 


>  Py  Q,  ^Q  —  ypy  ^p  +  yq 

lieh  ist. 

Die  Gruppe:  p^,  q^,  a?ii?i  +  Cij/iQ'i  (^i=hO,  1)  enthält  nur  eine 
igliedrige  invariante  Untergruppe,  nämlich  j>|,  q^.  Ist  daher  Gr 
Sliedrig  und  mit  der  genannten  Gruppe  durch  eine  imaginäre 
ifcttransformation  ähnlich,  so  enthält  es  eine  zweigliedrige  invariante 
'«rgruppe,  die  mit  der  Gruppe:  Pi,  qi  durch  .imaginäre  Punkttrans- 
Oation  ähnlich  ist  und  in  der  es  nach  S.  363  f.  sicher  zwei  unab- 
gige  reelle  infinitesimale  Transformationen  giebt.  Hieraus  folgt, 
ä  die  betreffende  invariante  Untergruppe  durch  eine  reelle  Punkt- 
lisformation  auf  die  Form:  jp,  q  gebracht  werden  kann  und  dass 
zu  gleicher  Zeit  die  Form: 

Pf  Qy  (»1^  +  ^y)p  +  («3^  +  «4y)? 

lält,  wo  die  a  reelle  Constanten  sind.  Berücksichtigt  man  schliess- 
b,  dass  Gr  zwei  und  nur  zwei  conjugirt  imaginäre  Schaaren  von  je 
^  Curven  invariant  lassen  soll,  so  findet  man  auf  Grund  von  S.  370 
cht,  dass  Gr  durch  eine  reelle  Punkttransformation  in  die  Gruppe: 


))  '  p,   q,   yp  —  xq  +  c{xp  +  yq) 

?rfQhrbar  ist. 
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Endlich  müssen  wir  noch  den  Fall  erledigen^  dass  Gr  dreigliedrig 
und  mit  der  Gruppe:  j}^  +  q^^  x^p^  -{-  Pi^i,  x^Pi  +  yi^^i  durch  eine 
imaginäre  Punkttransformation  ähnlich  ist.  In  diesem  Falle  kommen 
wir  zum  Ziel,  indem  wir  die  zu  der  Gruppe  G^  gehörige  adjungirte 
Gruppe  betrachten. 

Sind  X^fj  X^ff  X^f  irgend  drei  reelle  unabhängige  infinitesimale 
Transformationen  der  gesuchten  dreigliedrigen  Gruppe  G^,  so  bestehen 
Relationen  von  der  Form: 

3 
(XkXj)  =^*  CkJ.X.f      (*,i  =  l,  2.  3)  , 

1 
wo  die   Ckjs  reelle  Zahlen   bedeuten;   die   adjungirte   Gruppe  von  6, 
wird  daher  von  drei  unabhängigen   reellen  linearen  homogenen  infini- 
tesimalen Transformationen:  E^f,  E^f,  E^f  in  den  drei  Veränderlichen 
^17  ^27  ^3  erzeugt,  zwischen  denen  die  Beziehungen: 

8 

{Ek  Ej)  =  yj  CkJ s  Esf      (*,  >  =  1,  2,  8) 

1 

mit    denselben  Constanten   Ckj»   bestehen.     Deuten   wir   e^  e^,  e^ 
homogene  Coordinaten   der  Punkte   einer   Ebene,   so   bestimmen  \Ei/l 
J?^/*,  E^f  eine  dreigliedrige  reelle  projective  Gruppe  F  dieser  Ebene 
und  zwar  ist  F  transitiv  und  lässt  einen  gewissen  nicht  ausgearteten 
Kegelschnitt  invariant  (vgl.  S.  13 ff.),  der  offenbar  durch  eine  reelle 
Gleichung  dargestellt  wird.     Nun  gestattet  jeder  reelle  Punkt  von  all- 
gemeiner Lage   in  der  Ebene  von  G^  eine  und  nur  eine  reelle  infini- 
tesimale Transformation:  t^X^f-^  t^^if'^'  ^^sf  ^^^  ^a  ^^^  and^e^ 
seits  gestattet  der  reelle  Punkt:  C^:  62:63  in  der  Ebene  von  F  nur  die 
infinitesimale  Transformation:  t^E^f  -{-  t^E^f  -{■  t^E^f  von  F,  die  bei- 
den reellen  transitiven  Gruppen  G^  und  F  sind  demnach  durch  eine 
reelle  Punkttransformation  mit  einander  ähnlich  (vgl.  S.  364  f.). 

Hiermit   ist  bewiesen,  dass  G^  durch  eine  reelle  Punkttransfor- 
mation in  die  dreigliedrige  reelle  projective  Gruppe  eines  Kegelschnitts 
mit  reeller  Gleichung  übergeführt  werden  kann;   da  nun  jeder  solche 
Kegelschnitt  durch  eine  reelle  projective  Transformation  entweder  ^e 
Form:   rr*  +  2/^  ""  1  =  0   oder  die  Form:   a?*  +  y*  +  1  =  0    erhalten 
kann,  so   ergiebt  sich,   dass  jede  reelle  Gruppe  G^  von    der   hier  be- 
trachteten Beschaffenheit  durch  eine  reelle  Punkttransformation   ent- 
weder mit  der  Gruppe: 


(16)  \  p  —  x{xp  +  yq).  a  —  y(p^p  +  yQ),  yp  —  ^^q 

oder  mit  der  Gruppe: 


Die  reellen  Gruppen.  375 


(17)  p+  x{xp  +  y(i)>  Q  +  y(^p+  yQ)f  yp  —  ^q 


ähnlich  ist. 

Nunmehr  kennen  wir  alle  endlichen  continuirlichen  reellen  Grup- 
pen von  Punkttransformationen  der  Ebene,  die  als  Gruppen  von  reellen 
Transformationen  primitiv,  als  Gruppen  von  complexen  Transforma- 
tionen dagegen  imprimitiv  sind.  Wir  wollen  jedoch  die  dreigliedrigen 
unter  diesen  Gruppen  jetzt  noch  einmal  und  zwar  auf  einem  directen 
Wege  bestimmen;  wir  werden  dabei  ngch  zu  zwei  andern  bemerkens- 
werthen  Formen  der  Gruppen  (16)  und  (17)  gelangen. 

Ist  Gg  eine  dreigliedrige  reelle  Gruppe  von  der  verlangten  Be- 
schaffenheit, so  denken  wir  uns  die  infinitesimalen  Transformationen 
von  (tj  in  der  Umgebung  eines  reellen  Punktes  von  allgemeiner  Lage 
in  Potenzreihen  entwickelt.  Verlegen  wir  den  betreffenden  Punkt 
durch  eine  reelle  Punkttransformation  in  den  Coordinatenanfang,  so 
enthält  Gj,  weil  es  transitiv  ist,  in  der  Umgebung  von:  a;  =  y  =  0 
zwei  teelle  infinitesimale  Transformationen  von  nullter  Ordnung  in  den 
j;,  y,  etwa: 

und  ausserdem  noch  eine  von  erster  Ordnung,  die  wir  in  der  Form: 

S  =  yp  —  xq  +  c{xp  +  yq)  -i 

annehmen  können,  unter  c  eine  reelle  Zahl  verstanden;  denn  mit  dem 
Punkte:  x^^^y  =  0  bleiben  zugleich  zwei  hindurchgehende  conjugirt 
imaginäre  Linienelemente  invariant  und  die  können  wir  stets  durch 
eine  reelle  lineare  homogene  Transformation  in  die  beiden  Linien- 
elemente: dx-^-  idy  ^=^0,  dx  —  idy  =  0  überführen  (vgl.  S.  370). 
Noch  ist  zu  bemerken,  dass  in  P  und  Q  die  weggelassenen  Glieder 
alle  von  erster  und  höherer  Ordnung  in  x,  ysind,  in  S  aber  alle  von 
zweiter  und  höherer 

Da  P,  Q,  S  reelle  unabhängige  infinitesimale  Transformationen 
einer  dreigliedrigen  Gruppe  sind,  so  bestehen  Relationen  von  der  Form : 

UPS)=^-Q  +  cP+aS,  iQS)  =  P+cQ  +  ßS 
^     ^         1  iPQ)  =  lP+(,Q  +  yS, 

w^o  a,  ß,  y,  X,  (t  reelle  Constanten  sind.     Setzen  wir  daher: 

P'=P+aS,    Q'=Q  +  bS, 
so  kommt: 

(PS) Q'+  cP'+  (b  —  ca  +  a)S 

{Q'S)=       P'+cQ'-{a  +  cb-ß)S. 
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Hier  köunen  wir,  da  c  reell  ist,  stets  zwei  solche  endliche  reelle  Zahle 
finden ;  dass  rechts  die  Glieder  mit  S  verschwinden;  wir  können  als 
in  den  Gleichungen  (18)  a  und  ß  gleich  Null  setzen.  Durch  Bildun 
der  Ja  CO  bischen  Identität  zwischen  P,  Q,  S  ergiebt  sich  sodann: 

X{-Q  +  cP)  +  il{T  +  cQ)-^2c  {PQ)  =  0 

und  mithin: 

^  —  Ac  =  0,     ^c  +  A  =  0,    cy  =  0, 

also,  da  c  reell  ist:    A  =  ^  =»  0,  während  y  jedenfalls  nur  dann  v 
schieden  von  Null  sein  kann,  wenn  c  verschwindet. 

Ist  y  =  0,  so  hat  unsre  Gruppe  die  Zusammensetzung: 

(19)        (P,Ö)  =  0,    {FS)  =  -Q-\-cP,    {QS)  =  P+cQ. 

Eine  reelle  Gruppe  von  dieser  Zusammensetzung  ist: 

(15)  I  p,   q,   yp  —  xq  +  c{xp  +  yq)\  y 

da  nun  der  Punkt:  ii?  =  y==0  auch  dieser  Gruppe  gegenüber  ein  Pdbc»^!«^ 

von  allgemeiner  Lage  ist,  so   ergiebt    sich  bei  Berücksichtigung 

auf  S.  364  f.   Gesagten,   dass  jede   reelle  Gruppe:   P,  Qy  S  von 

Zusammensetzung  (19)  mit  der  Gruppe  (15)  durch  eine  reelle  Pam.l^'fc- 

transformation   ähnlich   ist.     In   der  Gruppe  (15)  kann  man  übercl. 

noch   den  reellen  Parameter  c  der  Beschränkung:   c  ^  0   unterwer: 

da  die  Gruppen  von  der  Form  (15)  paarweise  durch  die  Transfor] 

tion:  a^i  =  y,  Vi  =  ^  nait  einander  ähnlich  sind. 

Wie  wir  schon  auf  S.  336  gesehen  haben,  wird  die  Gruppe  ^  lö^ 

aus    der   letzten   der    Gruppen    (10)    durch    die    Transformation  C^  i  ^  J 

erhalten   und   zwar   bestehen   zwischen  den  Parametern  c  und  Cj       <3i^^ 

Beziehungen: 

.    c,  +  1  c  +  » cj  —  1  +  2 et 

Cj—  1'       ^        c  —  t  c'+l        ' 

die  Gruppe:  p^,  g^,  Xy^p^  +  c^y^q^  ipi^^y  1)  verwandelt  sich  d^Jj^^'^ 
bei  der  Transformation  (13)  nur  dann  in  eine  reelle  Gruppe,  r-^^=^^^^ 
der  absolute  Betrag  von  q  den  Werth  1  hat. 

Ist  die  oben  vorkommende  reelle  Constante  y  4=  0,  so  ist  c 
und  unsre  G^  hat  die  Zusammensetzung: 

Jenachdem  nun  y  >  0  oder  <  0  ist,  führen  wir  entweder: 

2P      20       ,  2P  20 

^,       „    oder:    -^=,    -=^ 

Vy     Vy  V-y     V-y 

als  neue  F  und  Q  ein  und  erreichen  dadurch,  dass  y  einen  der  heid 
Werthe:  +4,  —  4  erhält.    Wir  haben  daher  entweder  die  Zusamme^^ 
Setzung: 


0 
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(!£>'>  (PQ)^iS,    (PS)  =  -<2,    iQS)  =  F 

odex*      dese: 

(lö")  (PQ)^-4S,    (PS) Q,    (QS)  =  P. 

Es  liegt  nun  nahe  zu  fragen,  ob  nicht  die  Gruppe  (12)  zwei  reelle 
üatex-gruppen  von  derartiger  Zusammensetzung  enthält,  und  wirklich 
fincle-fe  man  leicht,  dass  die  reelle  Untergruppe: 


(20)         p  +  (a;8  —  f)p  +  2xyq,   q  +  2xyi}  +  if  —  ^*)  (?,   VV  —  ^<I  '' 
von     (12)  die  Zusammensetzung  (19')  hat,  während  die  Untergruppe: 


(21)        ^_(a^_y2)^_2a:yg,   q  —  2xyp  —  (y^— x^)q,  yp—xq 

die  Zusammensetzung  (19")  besitzt.  Auf  Grund  des  S.  364f.  Gesagten 
können  wir  daher  schliessen,  dass  jede  dreigliedrige  reelle  Gruppe 
von  <3er  Form:  P,  Q,  S  die  eine  der  beiden  Zusammensetzungen  (19'), 
(19"')  besitzt,  durch  reelle  Punkttransformation  mit  der  unter  den 
^*"^I>pen  (20),  (21)  ähnlich  ist,  die  dieselbe  Zusammensetzung  hat. 

Ton  vornherein  ist  klar,  dass  die  beiden  Gruppen  (20)  und  (21) 
'"it  der  dritten  der  Gruppen  (10)  durch  eine  imaginäre  Punkttrans- 
lornaation  ähnlich  sind;  da  aber  bei  dieser  letzten  Gruppe  der  Punkt: 
^i  *==»  Vi  =  0  kein  Punkt  von  allgemeiner  Lage  ist,  so  empfiehlt  es  sich 
z^inächst,  in  ihr  solche  neue  Veränderliche  einzuführen,  dass  der  Coor- 
"^'^ati^nanfang  ein  Punkt  von  allgemeiner  Lage  wird.  Wir  erreichen 
^Äs     <3urch  die  Transformation: 

_        1 

Äj}  —  Xu     y^  —       — , 

^^     ^er  die  Gruppe:  p^  +  Qu  ^ilh  +  yiö'i,  ^i^lh  +  yi^qi  die  Form: 

^^It.     Man  sieht  nun   sofort,  dass  diese   Gruppe   durch   die   Trans- 
ation: 

^^       der  Gruppe  (20)  und  durch  die  Transformation: 

^^^      der  Gruppe  (21)  ähnlich  ist. 

,  Hiermit  ist  die  auf  S.  375  angekündigte   neue  Bestimmung   der 

^i^liedrigen  unter  den  gesuchten  Gruppen  vollendet.     Wir  erwähnen 

^^^    noch,  dass  die  Gruppen  (20)  und  (21)  durch   reelle  Punkttrans- 

^^^Uiationen   bezüglich  mit   den   Gruppen  (17)  und  (16)  auf  S.  374  f. 
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ähnlich  sind.  Während  nun  aber  die  beiden  reellen  Grappen  (20)  und 
(21)  in  der  ganzen  reellen  Ebene  primitiv  sind,  ist  von  den  beiden 
reellen  Gruppen  (16)  und  (17)  nur  die  zweite  in  der  ganzen  reellen 
Ebene  primitiv,  die  erste  dagegen  ist  zwar  im  Innern  des  Kegelschnitts: 
/p«  -|-  y«  — 1  =  0,  den  sie  invariant  lässt,  primitiv,  aber  in  dem  übrigen 
Theile  der  reellen  Ebene  ist  sie  imprimitiv,  da  sie  die  Schaar  der 
reellen  Tangenten  dieses  Kegelschnitts  invariant  lässt. 
Nunmehr  sprechen  wir  das  Theorem  aus: 

Theorem  34.  Ist  eine  reelle  endliehe  continuirlichc  Gruppe 
der  Ebene  primitiv,  lässt  sie  also  Iceine  Schaar  von  oo^  reellen^, 
Ctirven  invariant,  so  ist  sie  durch  eine  reelle  Punk  ttr  ans  forma — 
tion  der  Ebene  ähnlich  entweder  mit  der  allgemeinen  projec- 
tiven  Gruppe,  oder  mit  der  allgemeinen  linearen  oder  mit  dem 
speciellen  linearen  oder  mit  einer  der  Gruppen:  (12),  (14),  (1 
auf  S.  373,  (20)  und  (21)  auf  S.  377. 

Es  bleiben  jetzt  noch  die  reellen  imprimitiven  Gruppen  der  Ebe 
zu  bestimmen,   also  die,  bei   denen  mindestens  eine  Schaar  von 
reellen  Curven  invariant  bleibt. 

Sind:  X^/* . . .  Xrf  r  unabhängige  reelle  infinitesimale  Transf 
mationen  einer  solchen  Gruppe  und  ist:  (p{x,  y)  =  consL  eine  bei 
Gruppe  invariante  reelle  Curvenschaar,  so  bestehen  Gleichungen 
der  Form: 

Xkiq>)  =  ^k((p)    (*  =  1  •  •  '•), 

wo   die   (Ok  reelle  Functionen   von  q)  sind.     Führen  wir  daher  du 
eine  reelle  Punkttransformation  das  9  als  neues  x  ein,  so  erhält  u 
Gruppe  die  reelle  Form: 

Xkf=  (Ok{x)p  +  rik{Xy  y)q     (*  =  i...r) 

und  die  verkürzten  reellen  infinitesimalen  Transformationen: 

Xkf  =  (Ok{x)p     (*  =  1 . . .  r) 

erzeugen  eine  reelle  mit  der  Gruppe:  X^f . . .  Xrf  isomorphe  Gnm 

der  einfach  ausgedehnten  Mannigfaltigkeit.     Da  nun  nach  S.  369  j 

reelle  endliche  continuirlichc  Gruppe  der  einfach  ausgedehnten  &A 

nigfaltigkeit    durch    eine    reelle    Punkttransformation    mit    einer 

Gruppen : 

p,  xp,  x^p\    p,  xp\  p 

ähnlich  ist,  so  können  jetzt  ohne  Weiteres  die  Ueberlegongen  des 
(S.  36fif.)  angewandt  werden  und  das  auf  S.  38  aufstellte 
bleibt  auch  jetzt  massgebend,  nur  muss  man  sich  natflrlioh  toa 


Die  reellen  Gruppen.  379 

rein  auf  reelle  Transformationen  von  der  Form  (5),  S.  38,  beschrän- 
D,  wenn  man  die  einzelnen  Gruppen  auf  Normalformen  bringen  will. 

Die  Entwicklungen  des  §  9  (S.  38  flF.)  liefern  nunmehr  alle  reellen 
transitiven  Gruppen  der  Ebene;  die  Normalformen  dieser  Gruppen 
dben  die  alten:  [1],  [2],  [3],  aber  die  Functionen  Fk{x)  brauchen 
zt  nicht  mehr  analytische  Functionen  von  x  zu  sein,  sondern  sie 
id  ganz  willkürliche  reelle  Functionen,  die  weder  differentiirhar  noch 
^egrirbar  zu  sein  brauchen. 

Ebenso  liefern  die  in  §  10,  11  und  12  (S.  42flf.)  durchgeführten 
(clinungen  ohne  Weiteres  auch  alle  reellen  transitiven  Gruppen  der 
>ene,  die  eine  reelle  Schaar  von  oo^  Curven  invariant  lassen.  Die 
rt  benutzten  Yariabelnänderungen  sind  nämlich  so  gewählt,  dass  sie 
3II  ausfallen,  sobald  die  behandelte  Gruppe  reell  ist.  Nur  einmal, 
mlich  auf  S.  47,  wird  eine  Variabelnänderung  benutzt,  die  unter 
mständen  nicht  reell  ist,  denn  es  wird  die  Constante  h  dadurch  fort- 

schaffb,  dass  xY^  als  neues  x  eingeführt  wird;  man  bemerkt  jedoch 

fort,   dass  man   zu  demselben  Ziele   gelangt,   wenn   man:   -j-y  als 

aes  y  einführt  und  diese  Variabelnänderung  ist  immer  reell,  wenn  die 
Frage  kommende  Gruppe  reell  ist. 
Demnach  kann  jede  reelle  Gruppe  der  Ebene,  die  eine  reelle 
;haar  von  06^  Curven  invariant  lässt,  durch  eine  reelle  Punkttrans- 
rmation  auf  eine  der  Formen:  [1]  .  .  .  [20]  des  Kapitels  3  gebracht 
erden,  nur  bei  den  beiden  Formen  [5]  und  [6]  auf  S.  44  f.  wird 
irch  die  Beschränkung  auf  reelle  Gruppen  eine  kleine  Aenderung 
5thig.  Die  Constanten  «^  . . .  qt/,  die  dort  auftreten,  brauchen  näm- 
ch,  auch  wenn  die  Gruppe  reell  ist,  nicht  alle  reell  zu  sein,  sondern 
e  können  auch  paarweise  conjugirt  imaginär  sein.  Will  man  daher, 
rie  billig,  nur  reelle  infinitesimale  Transformationen  der  betreffenden 
eellen  Gruppen  angeben,  so  muss  man  statt  der  Normalformen  [5] 
nd  [6]  die  folgenden  wählen: 


5"] 


c"*-*  COS  (ij^x  .  q,   icc"**  cos  p^x  .  q,  .  .  .  rr'"*  c****  cos  ß^^x  .  q , 

P 
c"i'  iinßj^x  .  q,   xe"k''Bmßj^x  .  g,  .  .  .  x"'*e''*'  sin  (J^a; .  q, 


e"t'' coB  ßj^x  .  q ,   xe^'^'cosßj^x  .  q,  .  .  .  aj''**c"** cos p^^o;  .  3,    yq 
-6  ']        c***' sin ßi^x  .  q,    a;c"** cos  |5^a:  .  3 ,  .  .  .  a?""* c****  conßj^x  .  q,  p 

(*  =  !,   2  .  .  .  i;    i>  0) 


^0  die  Uk  und  ßk  reelle  Constanten  sind. 
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Die  Entwicklungen  des  §  13,  S.  52  ff.  lassen  sich,  soweit  sie  in- 
transitive Gruppen  betreffen,  sofort  auf  den  Fall  reeller  Gruppen  an- 
wenden.    Der  Schluss  des  §  13  bedarf  jedoch  bei  den  reellen  Gruppen 
einer  kleinen  Umänderung,  weil  man  da  von  den  Normalformen  [5"] 
und  [6"]  ausgehen  muss.     Es  ergiebt  sich  leicht,   dass   man   in  den 
Gruppen   von   der  Form   [6"]    stets   eine   der   nicht   verschwindenden 
Constanten  Uk,  ßk   durch  Einführung  eines  neuen  x  gleich  1    machen 
kann.     Andrerseits   kann   man   in   den   Gruppen   von  der  Form   [6"jf]^ 
stets  durch  eine  reelle   Transformation  erreichen,  dass   eines   der  a^^^ 
gleich  Null  wird  und  dass  eine  der  dann  noch  von  Null  verschiedener^- 
Constanten  Uk,  ßk  den  Werth  1  erhält;  dagegen  kann  man,  wenn  alh 
ttk  verschwinden  und  alle  ßk  von  Null  verschieden  sind,  niemals  durcl 
reelle  Transformation  erreichen,  dass  eines  der  ßk  gleich  Null  wird. 

Endlich   behalten   auch  die  Untersuchungen  des  §  17   (S.  65 
für  reelle  Gruppen  ihre  Gültigkeit. 

Nunmehr   können    wir  angeben^    wie   die  Tabelle  auf  S.  71—' 
vervollständigt  werden   muss,   wenn  man  för  jeden  Typus  (s.  S.  36-^ 
von  endlichen   continuirlichen  reellen   Gruppen   der  Ebene   einen  ui- 
nur  einen  Repräsentanten  zu  haben  wünscht:    man  muss  zu   den  p^^r        n- 
mitiven  Gruppen  noch  die  fünf  Gruppen: 


(25) 


Py  <Iy  M—yPy  ^P+V^y  {x^—y^)p+2xyq,  2xfjp+(f^x^q 


py  Q>  ^<i — ypy  ^p + y(i    i  p,  a,  ^a  —  yp  +  c{xp  +  yq)  (c  > 


p  +  {^-y^)p  +  2^y^y  Q  +  ^^yp  +  iy^  —  ^Q,  ^q—yp 


p  —  {x^  —  y^)p  —  2xyq,  q  —  2xyp'^{y^  —  x^)q,  xq—yp 


hinzufügen  (s.  Theor.  34,  S.  378)  und  ausserdem  muss  man  die  siebe 
Gruppe  auf  S.  72  durch  die  Gruppe  [6"],  S.  379  und  die  erste  Gru 
auf  S.  73  durch  die  Gruppe  [5"]  ersetzen;  dabei  ist  noch  zu  beach 
dass  die  Gruppe  [6"]  mindestens  vier  und  die  Gruppe  [5»'] 
drei  Parameter  haben  muss. 


Schliesslich  kommen  wir  zur  Bestimmung  aller  redien  proji 
Gruppen  der  Ebene. 

Ist  gr  eine  r-gliedrige  reelle  projective  Gruppe  der  Ebene,  so 
die  zugehörige  Gruppe  Gr  von  complexen  Transformationen  (s.  S. 
ebenfalls  eine  r-gliedrige  projective  Gruppe.    Ist  daher  r  <  8,  so  1 
Gr  nach  Theorem  7,  S.  94   entweder  einen  Punkt  oder  eine  6e 
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ia^a.riant  oder  es  ist  die  dreigliedrige  projeetive  Gruppe   eines  nicht 
ausgearteten  Kegelschnitts. 

Tritt  der  letzte  Fall  ein^   so   muss  der  betreffende  Kegelschnitt 
oänBxi.l)ar  durch  eine  reelle  Gleichung  zweiten  Grades  zwischen  x  und  y 
»teilt  werden^  und  da  bekanutlich  jeder  solche  Kegelschnitt  durch 
reelle  projeetive  Transformation  auf  eine  der  beiden  Formen: 

a;«  +  y«  +  1  =  0,     rr^  +  y«  —  1  =  0 

Lcht  werden  kann,  so  ist  gr  nothwendig  durch  eine  reelle  projee- 
tive Transformation  mit  einer  der  beiden  schon  auf  S.  374  f.  erwähnten 
Criruj>pen:         


(26) 


p  +  x^p+  xyq,  q  +  xyp  +  y-g,  yp  —  xq 


p  —  a?p—  xyq,  q  —  xyp  —  y^q,  yp  —  xq 


ab  li  lieh. 

liässt  Gr  andrerseits  einen  Punkt  invariant  und  ist  dieser  Punkt 
är,  so  muss  es  jedesmal  auch  den  conjugirt  imaginären  Punkt 
also  auch  die  reelle  Verbindungslinie  beider  Punkte  festhalten; 
^si;  es  dagegen  eine  imaginäre  Gerade  invariant,  so  muss  es  offen- 
euch  die  conjugirt  imaginäre  und  den  reellen  Schnittpunkt  beider 
^^  Ruhe  lassen.  Mit  andern  Worten:  jedesmal  wenn  bei  Gr  ein 
^'^^^^inärer  Punkt  oder  eine  imaginäre  Gerade  invariant  bleibt,  bleibt 
^^Sleich  ein  imaginäres  Linienelement  in  Ruhe,  von  dem  aber  ent- 
'^'^ci^r  die  Gerade  oder  der  Punkt  reell  isi 

Wir  können  in  Folge  dessen  die  reellen  projectiven  Gruppen  yr, 
"^i  deren  zugehörigen  Gruppen  Gr  mindestens  ein  Punkt  'oder  eine 
^eiratde  invariant  bleibt,  in  drei  Klassen  eintheilen.  In  die  erste  Klasse 
yeolxuen  wir  yr,  wenn  Gr  überhaupt  kein  Linienelement  invariant  lässt, 
^^  cJie  zweite,  wenn  Gr  mindestens  ein  reelles  Linienelement  invariant 
^^^t,  in  die  dritte,  wenn  Gr  kein  reelles,  sondern  nur  imaginäre 
*-**^^i«nelemente  invariant  lässt. 

Gehort  gr  der  ersten  Klasse  an,  so  lässt  Gr  entweder  eine  reelle 

^^^►de  aber  keinen  auf  ihr  liegenden  Punkt  oder  einen  reellen  Punkt 

^oejr    keine  hindurchgehende  Gerade  invariant;  nach  §  24,  S.  94  ff.  ist 

^^^T  Gr  durch  eine  projeetive  Transformation   der  Ebene  mit  einer 

^^^^     Cruppen  [1]  .  .  .  [6]  auf  S.  95  und  96   ähnlich.     Es  liegt  auf  der 

^Äxxd,  dass  dann  auch  gr  durch  eine   reelle  projeetive  Transformation 

^^ti    einer  dieser  Gruppen  ähnlich  ist. 

Gehort  gr  der  zweiten  Klasse  an,  so  kann  es  durch  eine  reelle 
P**<>jective  Transformation  in  eine  reelle  Untergruppe  der  fünfgliedrigen 
Reellen  Gruppe: 
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[7]  p,  q,  xq,  xp,  yq 

übergeführt  werden  (vgl.  S.  96).    Wir  brauchen  daher  blos  alle  reellen 
Untergruppen  von  [7]  zu  bestimmen. 

Da  jede  reelle  Untergruppe  von  [7]  augenscheinlich  die  oo^.  reelle 
Geraden:  x  ^^  const.  entweder  null-  oder  ein-  oder  zweigliedrig  trans-— 
formirt,  so  können  wir  diese  Untergruppen  genau  in  derselben  Weis 
bestimmen,  wie  das  in  §  2b,  S.  97  ff.  unter  Benutzung  der  Ergebniss 
des   §  20,  S.  81  ff.    durchgeführt  ist.     Dass    wir   uns   jetzt   auf  r^l 
Gruppen  beschränken,   macht  dabei  gar   keinen  Unterschied^   da   wi 
damals  nur  solche  endliche  Transformationen  der  Gruppe  [7]  benutz^^ 
haben,  die  reell  sind,  wenn  die  betrachtete  Untergruppe  von  [7]  ree 
ist*).    Hieraus   folgt,   dass  jede  reelle  Untergruppe   der    Gruppe   [ 
durch  eine  reelle  Transformation  dieser  Gruppe  auf  eine  der  Forme 
[8] . . .  [39]  (s.  S.  97  ff.)  gebracht  werden  kann.    Die  Untersuchungen  d 
§  26,  S.  103  ff.  zeigen  endlich,   welche  unter  den  gefundenen  Grupp 
innerhalb  der  reellen  allgemeinen  projectiven  Gruppe   gleichberechtij 
sind.     Man  überzeugt  sich  auf  diese  Weise,  dass  in  der  Tabelle  a 
S.  106  f.  alle  reellen  projectiven  Gruppen,  die  ein  reelles  Linieneleme 
invariant  lassen,  repräsentirt  sind. 

Gehört  endlich  Qr  unsrer  dritten  Klasse  an,  so  lässt  Gr  entwe^^^^Her 
eine  reelle  Gerade  und  auf  ihr  zwei  conjugirt  imaginäre  Punkte  ==z^Sii- 
variant  oder  einen  reellen  Punkt   und  zwei  hindurchgehende  con^ny  ^ 

imaginäre  Gerade.     Im  ersten  Falle  verlegen  wir  die  beiden  invarii 
ten  Punkte  durch  eine  reelle  projective  Transformation  in  die  imagini 
Kreispunkte,  dann  wird  Qr  eine  reelle  Untergruppe  der  viergliedri 
reellen  Gruppe: 

(27)  I  p,  q,  yp  —  xq,  xp  +  yq^ 

Im   zweiten  Falle  führen  wir  die   beiden  invarianten  Geraden  in  die 

beiden:   a;  +  iy  =  0,  x  —  iy  =  0  über  und   damit  Qr  in  eine  r^s-^^lle 
Untergruppe  der  viergliedrigen  reellen  Gruppe: 


(28)  yp  —  xq,  xp  +  yq,  x^p  +  xyq,  xyp^y^q^  , 

die  offenbar  mit  der  Gruppe  (27)  gleichzusammengesetzt  und  dualisb-:i^  ^^ 


*)  Eine  Ausnahme  hiervon  findet  nur  auf  S.  82  statt,  dort  kann  nämlicBi      ^'^ 
infinitesimale  Transformation:  !>  +  («'«?  + p'y  +  y')g  dnrch  retHU  Tranaform»^*'^* 
nen  von  der  benutzten  Form  nur  auf  eine  der  vier  Formen:  Pi+^i^fi;  l'i+^  ^"' 
Ih  —  ^iffi?  P\  gebracht  werden;  augenscheinlich  geht  aber:  p^  —  x^q^  in:  A+^  ^ 
über,  wenn  man  die  reelle  endliche  Transformation:  äj=»äi,  y,«= — y^  der  Qttipp^        M'^^'re 
[7]  anwendet. 
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Wir  brauchen  jedoch  nur  solche  Untergruppen  dieser  beiden  Gruppen 
berücksichtigen^  die  kein  reelles  Liuienelement  steheu  lassen. 
Enthält   eine   reelle   Untergruppe    von    (27)   keine   infinitesimale 
T^K^^rnnslation^  so  hat  sie  eine  der  drei  Formen: 

yp  —  xq  +  ap  +  ßq,   xp  +  yq  +  Xp  +  ^iq 
yp  —  xq  +  c(xp  +  yq)  +  ap  +  ßq, 

^P  +  y(l  +  »P  +  ßQ- 

'V^cz^iKi  diesen  Formen  braucht  die  dritte  nicht  berücksichtigt  zu  werden, 
üksL.  bei  ihr  unendlich  viele  reelle  Linienelemente  invariant  bleiben.  In 
d^:Ks.  beiden  ersten  Fällen  kann  man  durch  eine  reelle  Transformation: 

Xi  =  x  +  a,     yj  =  y  +  6 
die  beiden  Formen: 


xq  +  c{xp  4-  yq) 


neben;  wo  die  reelle  Constante  c  wegen  der  Vertauschbarkeit  von 
rc    xaud  y  auf  die  Werthe:  c^O  beschränkt  werden  kann. 

Enthielte  eine  reelle  Untergruppe  y  von  (27)  blos  eine  infinitesi- 
ma^Ie  reelle  Translation:  cip  -{•  ßq,  so  erzeugte  die  eine  eingliedrige 
invariante  Untergruppe  von  y,  y  hätte  daher,  wie  man  sofort  sieht, 

der  beiden  Formen: 


ap  +  ßq-,   ap  +  ßq,  xp  +  yq  +  Ip  +  ^q 

^xxd    liesse  daher  unendlich  viele  reelle  Linienelemente  in  Ruhe. 

^Enthält  endlich  eine  reelle  Untergruppe  von  (27),  die  kein  reelles 
^mienelement  stehen  lässt,  p  und  q  beide^  so  hat  sie  die  Form: 

^^y  p,  q,  yp-  xq  +  c{xp  +  tjq) 


^^    <5  >  0  angenommen  werden  kann. 

In  ähnlicher  Weise  erkennt  man^  dass  jede  reelle  Untergruppe 
^^  (28),  die  kein  reelles  Linienelement  invariant  lässt,  durch  eine 
^*1^  projective  Transformation  auf  eine  der  Formen  (29)  und: 


yp  —  xq  +  c{xp  +  yq),  x^p  +  xyq,  xyp  +  y'q 


^^'acht  werden  kann. 

Damit  sind  nunmehr  alle  reellen  projectiven  Gruppen  der  Ebene 
^^immt.  Da  die  zweite  der  Gruppen  (26),  S.  381  oflFenbar  durch 
^^  reelle  projective  Transformation  mit  der  Gruppe: 

p  +  xq,  xp  +  2yq,  (x*  —  y)p  +  xft^ 
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des  reellen  Kegelschnitts:   y  —  \x^  ^==0  ähnlich  ist,  so  ergiebt  sie 
dass  man  zu  den  Gruppen  auf  S.  106  f.  nur  noch  die  Gruppen: 


p  +  x^p  +  xyq,   q  +  xyp  +  y^'q,  yp-xq 


Ih  Q-y  yp  —  ^^j  ^P  +  ya   '^{xy+xyq,  xyp  +  y^q,   yp—xq,  xp 


(32). 


P,  ^y  yp  —  xq+c^xp  +  yq) 

(c  >  0) 


r>^ 


x-p+xyq,  xy})-\-y%  yp—xq  —  c{x\ 

(cf=0) 


yp  —  xq,  xp  +  yq 


yp  —  xq  +  c(xp  +  yq)   (c>-o) 


hinzuzufügen  braucht,  um  auch  für  jeden  Typus  von  reellen  proj 
tiven   Gruppen    der   Ebene    einen   und   nur   einen  Repräsentanten 
haben.    Erwähnt  sei  noch^  dass  alle  Gruppen,  die  hier  oder  auf  S.  10 
als  zu  einander  dualistisch  bezeichnet  sind,  es  durch  eine  reeUe  d 
listische  Transformation  sind. 


Ebenso  wie  wir  alle  reellen  Gruppen  von  Punkttransformatioi 
der  Ebene  bestimmt  haben,  kann  man  natürlich  auch  alle  reellen  ^ 
liehen  Berührungstransformationsgruppen  der  Ebene   aufsuchen, 
wollen   die   Bestimmung   dieser   Gruppen   nicht   durchführen,   wir 
schränken  uns  vielmehr  auf  einige  Bemerkungen  über  die  irreducil^< 
unter  diesen  Gruppen. 

Eine  reelle  Gruppe  G  von  Berührungstransformationen  der  Ebene 
irreducibel,  wenn  sie  keine  reelle  Schaar  von  oo*  Curven  invariant  lafi^st. 
Ist  nun  G  auch  als  Gruppe  von  complexen  BerührungstransformatioxB^ii 
irreducibel,  lässt  es  also  auch  keine  imaginäre  Schaar  von  oo*  Cur'V^n 
invariant,  so   ist   es,  wie  man  sich  leicht  überzeugt,  entweder  zebxi- 
oder  sieben-  oder  sechsgliedrig  und  durch  eine  reelle  BerührungstraxiS' 
formation  mit  einer  der  drei  Gruppen  ähnlich,  die  in  Abschn.  II    ^uf 
S.  432,  425  und  419  angegeben  sind.     Ist   andrerseits   G  als  6riif>J'^ 
von  complexen  Berührungstransformationen  reducibel,  so  lässt  es  z^^^^ 
conjugirt  imaginäre  Schaaren  von  je  oo*  Curven  invariant  und  ka«»^/ 
wie  Engel  bemerkt  hat,  durch  eine  reelle  Berührungstransformati^^'* 
auf  eine  solche  Form  gebracht  werden,  dass  diese  beiden  invariant^^ 
Gurvenschaaren   durch   die   gewöhnliche   Differentialgleichung  zweit^^ 
Ordnung: 

®  *+ '  -  0 
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ru 


□irt  werden.     (?  ist  in  diesem  Falle  durch  eine  imaginäre  Berüh- 
^stransformation  entweder  mit  der  allgemeinen  projectiven  Gruppe 
Ebene  ähnlich  oder  mit  gewissen  Untergruppen  dieser  Gruppe. 


Endlich    noch    ein   paar   Worte    über    die   reellen   Gruppen    von 
lidischen  Bewegungen  im  gewöhnlichen  Räume. 
Alle  diese  Gruppen  sind  reelle  Untergruppen  der  Gruppe: 


Pf  g,  r,  xq  —  yp,  yr  —  zq,  zp    -  xr 


^  Bestimmung  kann  nach   der  in  Kapitel   11   auseinandergesetzten 
'fchode  durchgeführt  werden.     Da  nun  die  Gruppe: 

^Q  —  yPj  y^  —  ^Q[y  ^P  —  ^^ 

^nscheinlich  keine  reellen  zweigliedrigen  Untergruppen  enthält ,   so 
fixxdet  man  ohne  Schwierigkeit,  dass  jede  solche  Gruppe,  die  nicht  mit 
der  Gruppe  (33)  zusammenfällt,  durch  eine  reelle  Transformation  der 
Gruppe  (33)  auf  eine  der  Formen: 


(34) 


^2  -  ypy  yr  —  -<h  ^p 


xr 


^7   —  IIP:   Pj    <h    r 


^^  —  yp  +  ^^ 


^5  —  yPi  r 


^(i  —  yp  +  er,  p,  q 


p 


.  i>,  2 


Py   (h    '' 


gebrjiclit   werden    kann*).     Hier    bedeutet    c   natürlich    einen    reellen 
^ara-meter. 

§  84.    ., 
-Reelle    Gruppen   des   jR-    mit    einer    reellen    invarianten 


Gleichung: 

2  f*v  (a^i  .  .  .  Xn)  dXjt  (iXy  =  0. 


Wir  nehmen  jetzt  das  Problem  des  Kapitels  17  wieder  auf,  aber 
^^dem  wir  uns  auf  reelle  Gruppen  beschränken.    Wir  suchen  also  alle 
*"^^en  Gruppen  in   den  n  reellen  Veränderlichen  r,  .  .  .  a;„,    bei  denen 
^^tie  reelle  Gleichung  von  der  Form: 


0-^5) 


^  Uy(^i  •  •  •  ^n)  dXk  dXtr  ==  0 


*)  Die  reellen  Gruppen  von  Bewegungen  hat  ziierät  C.  Jordan  aufgestellt, 
(1868  in  den  Annali  di  Matematica) ,  die  nichtreelleu  kommen  bei  ihm  nicht  vor. 

Lie,  Theori*  der  Transformationsgruppon      Hl.  "20 
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mit  nicht  verschwiDdender  Determinante  invariant  bleibt  und  bei  denen 
die  ex»»— ^  redien  Linienelemente:  dx^  . .  .  dxn  durch  jeden  festgehalte 
neu  reellen  Punkt  von  allgemeiner  Lage  in  möglichst  allgemeiner  Weis 
transformirt  werden.    Die  Zahl  n  setzen  mr  dabei  zunächst  grösser  eis  k 
voraus. 

Gäbe  es  unter  den  gesuchten  Gruppen  eine  intransitive,  so  zerfiele 
der  Raum   bei   dieser  Gruppe  in  oo«   reelle   (w  —  $)-fach  ausgedehnt^ 
Mannigfaltigkeiten,  die  sämmtlich  invariant  blieben  und   wo  q  einer- 
der   Werthe    1,  2  ...  n  —  1  hätte;  dann  aber  bliebe  mit  jedem  fei 
gehaltenen  reellen  Punkte   von   allgemeiner  Lage  zugleich  ein   eben 
Bündel  von  00""^"^  hindurchgehenden  reellen  Linienelementen  invari 
die  reellen  Linienelemente  durch  den  festgehaltenen  Punkt  würden  al 
sicher  nicht  in  so   allgemeiner  Weise  transformirt,    wie    es    mit  d 
Invarianz   der  Gleichung  (35)  verträglich  ist     Demnach  sind  die 
suchten  Gruppen  alle  transitiv.     Auf  Grund  des  Theorems  33,  S.  3 
können  wir  uns  daher  von  vornherein  auf  solche  Gruppen  beschränk 
in  deren  Transformationsgleichungen  nur  analytische  Functionen  a 
treten. 

Es   sei   nun   x^  .  . .  Xn    ein  reeller  Punkt  von   allgemeiner  La- 
Durch  eine  reelle  Translation  können  wir  dann  zunächst  diesen  Pu 
in   den  Coordinatenanfang  verlegen,  wir   dürfen   also    ohne  Weite; 
a:^"  =  .  . .  =  Xn  =  0  annehmen.    Ferner  können  wir,  wie  sich  aus 
bekannten  Theorie  der  reellen  quadratischen  Formen  ergiebt,  durch 
reelle  lineare  homogene  Transformation  in  den  x  stets  erreichen, 
die  Gleichung: 

1   ..n 

2^f,,(0  ,.,0)dXkdXr^O 

die  einfache  Form: 

(36)  dx,'  +  dx,^  +  ..,  +  dxi-  (rf4,+i  +  '"  +dxl)  =  0 

erhält,  wo   die  positive    ganze  Zahl  m   der  Bedingung:    ^n<m        ^r^T« 
genügt. 

Nunmehr  ergiebt  sich,  da  n  >  2  sein  soll,  in  derselben  Weis^  ^'e 

auf  S.  316  flf.,  dass  jede  Gruppe  von  der  verlangten  Beschaffenhem '^^^  in 
der  Umgebung  des  Punktes:  x^  =  -  -  -  =  Xn  =  0  von  allgem^^  ^^f 
Lage  die  folgenden  infinitesimalen  Transformationen  enthält: 

Erstens  n  reelle  infinitesimale  Transformationen: 

(37)  ^1  +  •  •  •,    •  •  •,  Pn  -{ 

von  nullter  Ordnung  in  den  x. 

Zweitens  entweder     -**  ~"       oder  **v"^       1    ^  unabhängige  -^^^« 
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infinitesimale  Transformationen  erster  Ordnung,  aus  denen  sich  keine 
"X^jransformation  von  zweiter  oder  höherer  Ordnung  linear  ableiten 
1  S,sst.     Im  ersten  Falle  haben  diese  Transformationen  die  Form: 


C38) 


Xf,p^  — 


Xm^kP»,-^j  —  X,n^jPjH-^k  +    •  •  • 
(/u ,  I'  =  1  .  .  .  //» ;    k,  j  =i  l  .  .  .  n  -     tu)  , 


zweiten  kommt  zu  den  eben  geschriebenen  noch  eine  reelle  Trans- 
:PcDniiation  von  der  Form: 


<:39) 


VI 

^  XrPr   +    •  •  • 


mzu. 


Infinitesimale  Transformationen  von  höherer  Ordnung  treten  ent- 
eder  gar  nicht  auf,  oder  es  kommen  n  solche  von  zweiter  Ordnung 
or,  nämlich: 


40) 


n  m  n  —  m 


1 

m 


n  m  71  —  m 

2x^^j^tXtPr  +  (  ^Xr  —  ^  xl,^k\p,„^k  +   •  •  • 


1  1 

( «  i=  1  .  ,  .  /;i ;    _;■  =  1  .  .  .  «  —  //») 


Diese  Transformationen,  die  natürlich  reell  sein  müssen,  können 
^"5  edoch  nur  dann  auftreten,   wenn   eine  Transformation  von  der  Form 
C^39)   vorhanden  ist.     Infinitesimale  Transformationen    von   dritter  und 
Roherer  Ordnung  sind  ausgeschlossen. 

Enthält  daher  eine  Gruppe  von  der  verlangten  Beschaffenheit  eine 
Transformation  von  der  Form  (39),  so   sind  nur  zwei  Fälle  denkbar: 

entweder  ist   sie   von        -  "«      "f"  ^    infinitesimalen   Transformationen 
-Ton  der  Form:  (37),  (38),  (39)  erzeugt  oder  von  (" +-*)-^^-+.?>  Trans- 

formationen  von  der  Form  (37)  .  .  .  (40).  Im  ersten  Falle  erkennt 
man  durch  Verbindung  des  auf  S.  364  f.  Gesagten  mit  den  Entwick- 
lungen in  Abschn.  I,  S.  616 — 618,  dass  die  Gruppe  durch  eine  reelle 
Punkttransformation  des  Rn  niit  der  Gruppe: 


(41) 


Pl"  '  Pny    ^iPi   H [-  a)nPny     ^fiPv  —  XyPf, 

Xf^^Pm-i-k  +  ^m-\-kPft)     Xm-^kPm+j  A\i,+j2>m-^k 


(   ,  ,    V  üi  1   .  .  .  ;;i ;      k  ,  )  =  l 


n  —  ill  ] 


ähnlich  ist     Im   zweiten  Falle  ergiebt  sich  ebenso,   dass   die  Gruppe 
<Jnrch  eine  reelle  Punkttransformation  die  Form: 


OK* 
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(42) 


Pl  - 

•  Pn  ,      U, 

XuPr    — 

X^Pf,,                          j 

*^juPtt 

l+i  +  ^ii 

i  -f-  J^Pt^t  f      *^ii 

«  +  *!>/«+> 

^m-^jPm+k 

2x^U- 

in 
^      1 

n  —  m                                           1 
^sX„,^Apu 
1 

in 

n  —  m 

2x,n-\-k  0"+  (  ^t  X^  — ^jX,n-\-A  Pm-\-k 

1  1 

(.« ,  !•  =  1  .  .  .  w ;   ir,  y  =  1  .  .  .  n  —  m) 


erhalten  kann,  wo  zur  Abkürzung:  x^p^  +  *  •  •  +  ^nPn  =  ^  gesetzt  "m^t. 
Jetzt    fehlen    nur    noch    die    reellen   Gruppen    des   22«,   die  ^r^on 

— ^2       unabhängigen  infinitesimalen  Transformationen  von  der  Fc^iÄTjm 

(37),  (38)  erzeugt  sind. 

Es  sei  g  eine  solche  Gruppe  und  G  sei  die  nach  8.  362  zu  Tmlir 
gehörige  Gruppe  von  complexen  Transformationen.  Denken  wir  -mjBJis 
in  G  an  Stelle  von  x^  . ,  .  Xn  die  neuen  Veränderlichen: 

X-^  ''l  )  •  •  '^  *^tn  ' —  *^rn}     Xjn-^l   =^  iXut^if  •  •  •;     ^«  *^^  •*« 

eingeführt,  so  erhalten  wir  eine  Gruppe,  die   von         "^    infinite i^J*«- 
malen  Transformationen  von  der  Form: 

Pfi  +  ' ' ',  ^iiPr  —  XvPu  +  •  •  *     o< , » =  1 . . . »; 

erzeugt  ist  und  die  nach  S.  333  durch   eine  Punkttransformation      ^^on 
der  Gestalt: 

entweder  in  die  Gruppe: 

(43)  p^ ,  E«pr  —  hpf     (/',►=  i  ••• ») 

aller  Euklidischen  Bewegungen   übergeführt  werden    kann  oder  ii«^        "^^ 
projective  Gruppe: 

der  Mannigfaltigkeit  zweiten  Grades:  Ei'  +  •  •  •  +  E»'  —  1=0. 
können  daher  schliessen,  dass  G  jedenfalls  durch  eine  reelle  oder 
ginäre  Punkttransformation  mit  einer  der  beiden  Gruppen  (43),  C"^^ 
ähnlich  ist  und  zwar  durch  eine  Punkttransformation,  die  sich  iu  «*'' 
Umgebung  des  Coordinatenanfangs  regulär  verhält. 

Zuerst  betrachten  wir  den  Fall,  dass  G  mit  der  Gruppe  (43)  ä 
lieh  ist. 

Von  der  Gruppe  (43)  der  Euklidischen  Bewegungen  wissen  yr 
(s.  S.  357),   dass  sie   nur  eine  «-gliedrige    invariante  Untergruppe  m0^ 


ir 
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■ET  ^weise  vertauschbaren  infinitesimalen  Transformationen  enthält,  näm- 
die  Ghruppe:  Pi  •  - .  pn  aller  Translationen.  Für  die  mit  ihr  ahn- 
o  Gruppe  G  gilt  natürlich  entsprechendes,  auch  sie  kann  nur  eine 
^liedrige  inyariante  Untergruppe  enthalten,  deren  Transformationen 
»iT'^eise  vertauschbar  sind.  Diese  invariante  Untergruppe  y  von  G 
38  nach  S.  363f.  n  unabhängige  reelle  infinitesimale  Transformationen 
b alten,  die,  wie  man  sich  leicht  überzeugt,  sämmtlich  von  nullter 
Ixiting  in  Xi  , . ,  Xn  sind  und  daher  die  Form: 

Pi  H f  '  "}  Pn  +  "  • 

»eij.  Auf  Grund  von  S.  364  f.  können  wir  daher  schliessen,  dass  y 
eil  eine  reelle  Punkttransformation  von  der  Form: 

Xv  =  Xv  -{-  '  '  •       (v  =  1  . .  .  n) 

der  Gruppe:  Pi»,.pn  aller  Translationen  ähnlich  ist.     Führen  wir 
IG    Transformation  auf  G  aus,  so  bekommt  G  die  Gestalt: 

Pl'"  Pn,    Xf,p^  —  X^Pf,  H ,    Xf,p„,^k  +  im+A/^M  H 

X,n^kPin-^j  —  Xm-{-jPm-\'k  +  •  •  • 
(ft  ^  tf  ^  1  . .  .  m\   A:,i=l...n  —  m) 

'  in  dieser  neuen  Gruppe  muss  selbstverständlich:  p^  .  .  .  j^»  eine 
"^iriante  Untergruppe  sein.  Hieraus  folgt  sofort,  dass  in  den  infini- 
o:ialen    Transformationen    (45)    die    weggelassenen    Glieder   zweiter 

loherer  Ordnung  verschwinden. 

Wenn  also  die  Gruppe  G  durch  eine  reelle  oder  imaginäre  Punkt- 
^^formation  mit  der  Gruppe  (43)  der  Euklidischen  Bewegungen 
lieh  ist,  so  ist  sie  durch  eine  reelle  Punkttransformation  mit  der 
Ljipe: 


) 


]    |>i    ,  ,  ,  Pn,     X^Pv  X^P^iy     X^iPm-j-k  +  Xfn-\.kPfi 

I 

Xm-^kPvi-i-J  —  Xm-^jPm  +  k 
(ßf  vsss  i  .  .  .m\   A:,y=sl...n  —  m) 


lieh.  Dasselbe  gilt  natürlich  von  der  reellen  Gruppe  y,  zu  der  G 
ort. 

£ä  sei  zweitens  G  durch  eine  reelle  oder  imaginäre  Punkttrans- 
^*^ation  mit  der  Gruppe  (44)  ähnlich. 

Die  Gruppe  (44)  steckt  nach  8.  359,  Satz  1  nur  in  einer  einzigen 
Wichen  continuirlichen  Gruppe,  bei  der  die  oo"""*  Linienelemente 
^^li  jeden  festgehaltenen  Punkt  von  allgemeiner  Lage  in  allgemein- 
^    Weise,  das  heisst  (n* — l)-gliedrig  transformirt  werden,  nämlich 

in  der  n(n+ 2)- gl iedrigen  allgemeinen  projectiven  Gruppe: 
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des  Raumes  jr^  ...£».  Die  Gruppe  G,  die  mit  der  Grappe  (44)  dui 
eine  in  der  Umgebung  des  Coordinatenanfangs  reguläre  Punkttrai 
formation  ähnlich  ist,  kann  daher  jedenfalls  nur  in  einer  einzigen  ei 
liehen  continuirlichen  Gruppe  F  stecken,  bei  der  die  Linienelemei 
durch  den  Coordinatenanfang,  sobald  dieser  festgehalten  wird,  in  a 
gemeinster  Weise  transformirt  werden.  Diese  Gruppe  F  ist  n(n  -{- ! 
gliedrig  und  enthält,  da  sie  einzig  in  ihrer  Art  ist,  ti  (n  -|-  2)*unabhängi 
reelle  infinitesimale  Transformationen,  die  nach  Abschn.  I,  Kap.  29  ( 
Form  haben: 


n 


(48) 


1 

(/4  ,    »•  =  1  .  .  .   «  ^    . 

Hieraus  folgt  zunächst,  dass  F  durch  eine  reelle  Transformation  v< 
der  Gestalt: 

El  =^1  H y       tn=  Xn'\ 

mit  der  Gruppe  (47)  ähnlich  ist  (vgl.  S.  364  f.).  Zu  gleicher  Zeit  ergie 
sich  aber,  dass  bei  dieser  Transformation  die  Gruppe  G  in  eine  p' 
jedive  Gruppe  von  der  Form: 

Pi  +  •  •  *;  "  ')  P»  +  •  •  • 

lupy  —  hh^+  '  ••;   Ej«'Pm  +  *  +  Em-ftp/i  +  •  •  • 

im  +  kpm-\-J   —  Jm4-iPw4-*+  *  *  ' 
(^  ^  r  -^  1  .  .  .  m\    kf  j  ssz  1  . . .  n  —  m) 

übergeht,  deren  infinitesimale  Transformationen  sämmtlich  reell  si 
Da  die  Gruppe  (48)  projectiv  und  mit  der  Gruppe  (44)  ahnF 
ist,  80  ist  sie  nach  Theor.  19,  S.  292  selbst  die  projective  Gruf 
einer  nicht  ausgearteten  Mannigfaltigkeit  zweiten  Grades.  Die  6/< 
chung  dieser  Mannigfaltigkeit  ist  in  unserm  Falle  offenbar  reell,  de: 
nach  ist  auch  die  zum  Coordinatenanfang  gehörige  (n  —  l)-fach  a\ 
gedehnte  Polarebene  reell.  Da  überdies  der  Coordinatenanfang  ( 
Punkt  Yon  allgemeiner  Lage  ist  und  also  nicht  auf  seiner  Polareb( 
liegt,  so  können  wir  seine  Polarebene  durch  eine  reelle  project 
Transformation  von  der  Gestalt:  j^  =  Ev  +  •  •  ins  Unendliche  verleg 
Die  Gruppe  (48)  wird  dabei  die  einfache  Form: 

Pi  +  •  •  •?  •  •  *j   P'i  +  •  •  • 

iVP»'  —  hPfi)       i^Pm  +  k  +  im-^kP,i 

Em+Arpm+i  —  Ew-f>  pm-f* 
(/u ,  »  ==  1  .  .  .  m ;  k^  j  =s  1  .  .  .  n  —  m) 

annehmen.     Nun  aber  sind  die  cx)^  Mannigfaltigkeiten: 

?.'+•••  +  ll  -  (?«+.  +  •  •  •  +  E»)  =  -^ 


(48') 


Die  reellen  Grappen. 
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ofibnbar   die   einsigen    nicht   ausgearteten  Mannigfaltigkeiten   zweiten 
Oirades,  die  bei  den  -\ — ^  infinitesimalen  Transformationen: 

1  .  a 

in  v^ariant  bleiben.  Die  infinitesimalen  Transformationen  nuUter  Ord- 
nvjkMMg  unter  den  Transformationen  (48')  können  daher  auf  die  Form: 

{fA  =i  \  . . .  m\    k  =l  .  .  .n  —  m) , 

gebracht  werden,  wo  a  eine  reelle;  von  Null  verschiedene  Constante 
sein  muss.  Durch  eine  reelle  projectiye  Transformation  kann  man 
schliesslich  a  entweder  gleich  —  1  oder  gleich  -|~  ^  machen. 

^enn  also  G  durch  eine  reelle  oder  imaginäre  Punkttransforma- 
tion  mit  der  Gruppe  (44)  ähnlich  ist,  so  giebt  es  stets  eine  reelle 
Piuikttransformation;  bei  der  G  und  somit  auch  g  entweder  die  Form: 


(49> 


l>/4   +  Xu  U,     Pm  +  k  Xm  +  k  Uy    Xf,Pr  XyP^ 

XjuPm  +  k  +  X,n-i-kPfif     Xm  +  kPm+j  —   Xm-^jPm-^-k 
(^,  V  ss:  1  . .  .  tn-^    Ar,  >=sl...n  —  m) 


«*«i^      die  Form: 


(W> 


PfA X^  Uy    Pm-h*  +  Xm^k  Uy     Xf,py  —  XvPfi 

XftP,n-^k  +  Xm  +  kP^ii     Xm-i-kPm+J  —  X^^jp^n  +  k 
(/i,  v=3l  ...//»;    k,  j  =^  l  .  .  .  n  —  m) 


^hs^l^     Ig|j  insbesondre  n  =  2m,   so   sind   offenbar  diese  beiden  For- 
®6u     durch  die  reelle  projective  Transformation: 

Xfi  -—  Xfn^i,  j    Xm^ti  —  Xfj       {ja  =  l .  . .  m) 

ißi^    einander  ähnlich. 

Hiermit  sind  auch  alle  reellen  Gruppen  von  der  Form  (37),  (38) 
getxinden  und  die  Aufgabe,  die  wir  uns  gestellt  hatten,  ist  erledigt. 
Wir  erhalten  das 

Theorem  35.  Lässt  eine  reelle  continuirliche  Gruppe  in 
ft>2  reellen  Veränderlichen  x^  ,  . .  Xn  eine  reelle  Gleichung: 

1 ...  w 

^  Ur  (a;i  .  .  .  Xn)  dxkdxv  =  0 

Ar» 

fnit  nicht   identisch    verschwindender   Determinante   invariant 
und  ist  sie    ausserdem    so    beschaffen,   dass    die   oo"-^    reellen 
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Linienelemcnte  durch  jeden  festgehaltnen  Punkt  von  allgemei 
ner  Lage  in  möglichst  allgemeiner  Weise  transformirt  werde\ 

,     .  ,        ,       (ti  +  1)  (n  +  2)        ,       « (n  +  1)  fi  (n  +  1. 

80  hat  s%e  entweder      -'--.'^-  '  -i  oder     \— V"  +  l  ^»^^     \  \ 

X.a  1.«  X.2 

Parameter,    Im  ersten  Falle  ist  sie  durch  eine  reelle  Punkttrani 
formation  des  Rn  ähnlich  mit  einer  Gruppe  von  der  Form  (42^ 
S,  388,  wo  m  eine  der  ganzen  Zahlen  ist,   die  der  Bedinguni 
in<,m<in  genügen.    Im  zweiten  Falle  ist  sie  durch  eine  reell 
Punhttransformation  ähnlich  mit  einer  Gruppe  von  der  Forim, 
(41).     Im  dritten  Falle  kann  sie  durch  eine  reelle  Punkttran^, 
formation  entweder  in  eine  Gruppe  von  der  Form  (46),  S.  3( 
übergeführt  werden,  oder  in  die  reelle  projective  Gruppe  eini 
solchen   nicht  ausgearteten   Mannigfaltigkeit  zweiten    Gradi 
die  durch  eine   reelle   Gleichung  zwischen  x^ , , ,  Xn   dargestel 
wird. 

Was  endlich  den  Fall  n  =  2  angeht,   so  können   wir  nns 
kurz  fassen. 

Lässt  eine  reelle  Gruppe  der  Ebene  eine  reelle  Gleichung: 

a  (Xj  y)  dx^  +  2ß  {x,  y)  dxdy  +  y  {x,  y)  dy^  =  0 

mit  nicht  identisch  verschwindender  Determinante:  ß*  —  ay  inyarii 
so  kann  man  zunächst  durch  eine  reelle  Punkttransformation  erreicl 
dass  die  Gleichung  eine  der  beiden  Formen: 

dx*  +  dy^  =  0,    dxdy  —  O 

erhält.  Ausserdem  ist  noch  die  Forderung  hinzuzufügen,  dass  die 
reellen  Linienelemente  durch  jeden  festgehaltenen  reellen  Punkt 
allgemeiner  Lage  in  möglichst  allgemeiner  Weise,  also 
transformirt  werden*  Die  yerschiedenen  Formen,  auf  die  eine  derar^^^käge 
Gruppe  gebracht  werden  kann,  falls  sie  endlich  ist,  ergeben  s^aich 
sofort,  wenn  man  die  Entwicklungen  der  SS.  370 — 380  benutzt. 


Abtheilung  V. 
UntersDchangen  ttber  die  firandlagen  der  Geometrie. 

Von  einer  Anzahl  einfacher  Grundbegrifife  und  Axiome  ausgehend 
inat  Euklid  die  Geometrie  rein  geometrisch  entwickelt,  ohne  analy- 
k«>i8che  Hülfsmittel  zu  benutzen.  So  bewunderungswürdig  sein  Lehr- 
gebäude auch  ist,  so  lässt  es  doch,  wenn  man  die  darin  benutzten 
Orundlagen  ins  Auge  fasst,  noch  einiges  zu  wünschen  übrig. 

Erstens  nämlich  übersieht  man  nicht,  ob  das  System  der  Eukli- 
cSischen  Grundbegriffe  und  Axiome  wirklich  vollständig  ist,  auch  ist 
8   jetzt  wohl  allgemein  anerkannt,   dass  Euklid  im  Laufe  der  Ent- 
icklnng    stillschweigend    Voraussetzungen    eingeführt    hat,    die    als 
iome  hätten  formulirt  werden   müssen.     Zum  Beispiel  beruht   die 
^Einführung    des  Begriffs  Flächenraum   bei  Euklid  auf  einem    wirk- 
lichen Axiome,  das  yon  ihm  nicht  aufgestellt  ist. 

Zweitens  aber  ist  es  denkbar,  dass  gewisse  unter  den  Euklidischen 
Axiomen  überflüssig  sind,  das  heisst,  dass  sie  auf  Grund  der  froheren 
Definitionen  und  Axiome  bewiesen  werden  können. 

Im  Grunde  ist  es  ssunächst  viel  wichtiger,  sich  darüber  Gewiss- 
heit zu  verschaffen,  ob  man  ein  yoUständig  ausreichendes  System  von 
Grundbegriffen  und  Axiomen  besitzt,  als  nach  etwaigen  überflüssigen 
Axiomen  zu  fragen.  Trotzdem  harrt  die  Frage,  inwieweit  das  Eukli- 
dische System  von  Axiomen  vervollständigt  werden  muss,  noch  immer 
der  endgültigen  Erledigung,  um  so  eifriger  hat  man  sich  mit  der 
zweiten  Frage  beschäftigt,  sind  doch  die  neueren  Untersuchungen  über 
die  Grundlagen  der  Geometrie  eigentlich  nur  durch  die  Frage  nach 
der  Beweisbarkeit  oder  ünbeweisbarkeit  des  elften  Euklidischen  Axioms, 
des  Parallelenaxioms  veranlasst  worden. 

Nachdem  mehrere  Mathematiker,  namentlich  Legend re,  zahl- 
reiche vergebliche  Versuche  gemacht  hatten,  das  Parallelenaxiom  zu 
beweisen,  gelang  es  zuerst  Lobatschewski  (1829)  und  kurz  darauf 
Bolyay  (1832)  die  ünbeweisbarkeit   des  Axioms  indirect  darzuthun, 
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sie  zeigten  nämlich,  dass  sich  eine  Geometrie  aufbauen  lässt,  in  der 
das  Parallelenaxiom  gar  nicht  benutzt  wird.  Aus  älteren  Briefen  von 
Gauss,  die  freilich  erst  viel  später  yeröfifentlicht  worden  sind,  geht 
hervor,  dass  Gauss  schon  lange  vorher  zu  ähnlichen  Ei^bnissen 
gelangt  war. 

Heute  muss  man  sich  eigentlich  wundem,  dass  die  Mathematiker 
erst  auf  diesem  Umwege  Qber  die  Noth wendigkeit  des  Parallelenaxioms 
aufgeklärt  werden  mussten,  während  doch  ein  einziger  Blick  auf  die 
Kugeloberfläche  ihnen  hätte  zeigen  können,  dass  auch  ohne  das  Paral- 
lelenaxiom eine  widerspruchsfreie  Geometrie  möglich  ist,  die  jedenfalls 
innerhalb  eines  passend  gewählten  Bereichs  die  vorhergehenden  Axiome 
Euklids  erfüllt 

Lobatschewski  und  Bolyay  hatten  ihre  Geometrie  ganz  in  dei 
Weise  Euklids   entwickelt,   also  rein   geometrisch.     Riemann  wi 
der  erste,  der  analytische  Hülfsmittel  anwendete,  um  über  die  Grund-, 
lagen   der   Geometrie  Aufschluss   zu  gewinnen.     Leider   besitzen   wi 
von  seiner  Hand  keine  ausführliche  Darstellung  seiner  Untersuchungei 
sondern  wir  sind  auf  die  sehr  knappen  und  darum  oft  schwer  vei 
ständlichen   Auseinandersetzungen   in   seiner  1854  gehaltenen  Habilf: 
tationsrede*)  angewiesen. 

Riemann   stellt   an   die   Spitze   seiner   Untersuchung   den   8at\ 
dass  der  Raum  eine  Zahlenmannigfaltigkeit  sei,  dass  also  die 
des    Raumes    durch   Coordinaten   bestimmt   werden    können.     Sodacrs^^  ^012 
fragt   er,   welche    Eigenschaften    dieser   Zahlenmannigfaltigkeit   zu] 
schrieben  werden  müssen,  damit  in  ihr  die  Euklidische  oder  eine 
liehe  Geometrie  gelte.     Die  Beantwortung  dieser  Frage  ist  oflFenbE 
eine  rein  analytische  Aufgabe,  die  für  sich  allein  gelöst  werden  kai 

Allerdings  tritt  bei  Riemann  die  wahre  Bedeutung  des  Sata^^^i.^    -es, 

dass   der  Raum  eine  Zahlenmannigfaltigkeit  sei,  nicht  hervor.     R^ e- 

mann  sucht  diesen  Satz  zu  beweisen,   aber  sein  Beweis  kann  m^^z^it 
als  stichhaltig  gelten.     Will  man  wirklich  beweisen,   dass  der  Ra»^^L:aiD 
eine  Zahlenmannigfaltigkeit   ist,    so   muss   man   vorher   unzweifelk^a^^aft 
eine  nicht  geringe  Anzahl  von  Axiomen  aufstellen  und  dessen  sch^^^snt 
sich  Riemann  nicht  bewusst  gewesen  zu  sein.     Man  muss  dabei  f^c*ei- 
lich  auch  bedenken,  dass  es  Riemann  darauf  ankam,  durch  Ein'C^^O'^' 
rung  der  Zahlenmannigfaltigkeit  dem  Problem   eine  rein  analyti^^^^^ 
Fassung  zu  geben  und  dass  die  Voraussetzungen,  unter  denen  die  ^BSin- 
führung  der  Zahlenmannigfaltigkeit  erst  möglich  ist,  für  ihn  ^%\y^^' 
Sache  waren.     Dazu  kommt,  dass  seine  Abhandlung  eine  Probevorlestm^*8 

*)  Abb.  d.  Gott.  Akad.  ßd.  13,  1867.  Ria  manne  gas.  Werke,  l.Anfl.  S.«^-*  ^- 
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^^d      nicht  zum  Drucke  bestimmt  war;  wäre  er  dazu  gekommen,  sie 

^^lV>st  zu  veröfifentlichen,  er  hätte  gewiss  manches  anders  gemacht. 

^  Uebrigens   ist  die  Einführung   der  Zahlenmannigfaltigkeit  in  die 

^^^^'tersuchungen  über   die  Grundlagen  der  Geometrie  keineswegs  eine 

^    iilkörlichkeit,   sondern  in   der   Natur    der   Sache  begründet.     Beim 

^Xfbau   der  Geometrie   sind    nämlich   verschiedene   Stufen    zu   unter- 

j^  Vieiden.    Eine  Stufe  ist  yom  Parallelenaxiome  sowie  von  den  Begriffen 

^  ^ücheninhalt  und  irrationale  Zahl  unabhängig.     Es  giebt  aber  auch 

^^here  Stufen,  u.  A.  eine,  wo  sich  der  Begriff  der  irrationalen  Zahl  nicht 

^     ^rmeiden  lässt  und  wo  es  als   Axiom  eingeführt  werden  muss,   dass 

^^^denfalls  die  Gerade  eine  Zahlenmannigfaltigkeit  sei.     Hr.  G.  Cantor 

^^t  der  Erste,  der  auf  die  Nothwendigkeit  hingewiesen  hat,  ein  Axiom 

ieser  Art  einzuführen,  wenn   man   das  Gebäude  der  Geometrie   zum 

-^^bschluss  bringen  will. 

Die  Geometrie  der  Zahlen mannigfaltigkeit   begründet   Riemann 

^m.uf   den  Begriff  des  Bogenelements,  aus  dem   sich   durch  Integration 

Begriff  der  Länge  einer  endlichen  Linie  ergiebt.    Er  verlangt,  dass 

Quadrat  des  Bogenelements  eine  ganze  homogene  Function  zweiten 

<Ijrrade8  von  den  Differentialen  der   Coordinaten   sei;  indem   er  u.  A. 

S30ch    die   Forderung   hinzufügt,   dass    sich  jede  Linie   beliebig   ohne 

^Aenderung  ihrer- Länge  bewegen  könne,  gelangt  er  zu  dem  Ergebniss, 

^asfl  ausser  der  Euklidischen  Geometrie  noch  zwei   andre  Geometrien 

snoglich  seien.    Von  diesen  fällt  die  eine  mit  der  von  Lobatschewski 

aufgestellten  zusammen,  die  andere  entspricht  der  Geometrie  auf  der 

IKugeloberfläche. 

Riemanns  Untersuchungen  über  das  Bogenelement,  die  aller- 
dings von  Riemann  selbst  nur  skizzirt  sind,  haben  vor  allen  Dingen 
Tom  Standpunkte  der  Analysis  aus  das  grösste  Interesse;  sie  sind  u.  A. 
wahrscheinlich  die  Veranlassung  gewesen,  dass  später  (von  1870  an) 
die  Herren  Lipschitz  und  Christoffel  die  Theorie  der  Differential- 
ansdrücke zweiten  Grades  entwickelt  haben,  denn  jedenfalls  Herr  Lip- 
schitz verfolgte  bei  der  Entwicklung  seiner  Theorie  zugleich  den 
Zweck,  zu  entscheiden,  ob  die  von  Riemann  aufgestellten  Behaup- 
tungen richtig  wären.  Dagegen  kann  man  nicht  leugnen,  dass  die 
Riemannschen  Betrachtungen  über  den  eigentlichen  Gegenstand  der 
Untersuchung,  nämlich  über  die  Grundlagen  der  Geometrie  wenig  Auf- 
schluss  geben.  Riemanns  Axiome  beziehen  sich  nämlich  alle  auf 
das  Bogenelement,  also  nur  auf  Eigenschaften  des  Raumes  im  Infini- 
tesimalen; will  man  aus  ihnen  auf  die  Beschaffenheit  des  Raumes 
innerhalb  eines  endlichen  Bereichs  schliessen,  so  muss  man  erst  eine 
Integration  vornehmen.    Da  nun  Axiome,  die  zu  einem  rein  geometri- 
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scheu  Aufbau  der  Geometrie  dienen  sollen,  elementar  sein  müssen  und 
da  weder  Bogenelement  noch  Integration  elementare  Begriffe  sind,  so 
ist  klar,  dass  die  Riemannschen  Axiome  ffir  einen  solchen  Zweck 
unbrauchbar  sind. 

Den  eben  besprochenen  Mangel  der  Riemannschen  Axiome  hat 
Herr  y.  Helmholtz  in  seiner  bekannten  Arbeit*)  aus  dem  Jahre 
1868,  wenn  auch  unbewusst,  vermieden,  indem  er  gewisse  Axiome  auf- 
stellte, die  sich  auf  endlich  von  einander  entfernte  Punkte  bezogen, 
und  versuchte,  aus  ihnen  das  Rie  manu  sehe  Axiom  über  das  Bogen- 
element abzuleiten. 

Herr   v.   Helmholtz   stellt    es   von   vornherein   ausdrücklich   als 
Axiom    auf,   dass   der   Raum    eine   Zahlenmannigfaltigkeit  sei;    hierin 
liegt    Riemann   gegenüber   ein    Fortschritt,    obwohl   allerdings   auch 
Herr  v.  Helmholtz  die  Tragweite  dieses  Axioms  entschieden   unter 
schätzt,   wenn   er  am   Schlüsse   seiner  Arbeit  (auf  8.  221)  behauptete 
dass  die   von  ihm   aufgestellten  Axiome   „weniger  annehmen,   als   di< 
gewöhnlich    geführten    geometrischen    Beweise    voraussetzen.^     Dies» 
Behauptung  ist   ganz   sicher   unrichtig,   zumal  da  die  übrigen  Helm 
holtz scheu    Axiome   gewisse   überflüssige  Voraussetzungen   enthalte 

Ein    weiterer    Fortschritt    im    Vergleich    mit  Riemann    bestelx^ 
darin,  dass  Herr  v.  Helmholtz  direct  mit  der  Schaar-der  Bewegpin 
des  Raumes  operirt,  indem  er  sie  als  eine  Schaar  von  Transformaii 
neu  der  betreffenden   Zahlenmannigfaltigkeit  auffasst;   er  f&hrt  so 
einmal  zwei  solche  Bewegungen  nach  einander  aus   und  benutzt  Am 
Umstand,  dass  diese  beiden  Bewegungen  zusammengenommen   dur» 
eine  dritte  Bewegung  ersetzt  werden  können,  er  macht  also  gewiss 
massen  von  der  Gruppeneigenschaft  der  Bewegungen  Gebrauch,  all 
dings  ohne  den  allgemeinen  Gruppenbegriff  zu  kennen. 

Wenn  aber  auch  die  Helmholtzsche  Arbeit  in  ihren  Vonu 
Setzungen  den  älteren  Untersuchungen  Riemanns  gegenüber  ei 
gewissen  Fortschritt  bezeichnet,  so  darf  man  doch  nicht  übersetz.  ^ 
dass  sie  an  mathematischem  Werthe  der  Riemannschen  nachsti^^  1 
Während  es  sich  nämlich  herausgestellt  hat,  dass  die  von  Riem; 
skizzirte  Methode  wirklich  zum  Beweise  der  von  ihm  aufgestel' 
Sätze  führt,  werden  wir  später  sehen,  dass  die  analytischen  Hdi 
mittel,  deren  sich  Herr  v.  Helmholtz  bedient,  nicht  ausreichen, 
zum  Ziele  zu  gelangen,  und  dass  Herr  v.  Helmholtz  im  Verla<£  - 
seiner  Untersuchung  eine  Reihe  von  unrichtigen  Vorausseteungen  einffthr' 

*)  „Ueber  die  Thatsachen,  die  der  Geometrie  zu  Grunde  liegen",  Gott.  Nachr 
186S,  S.  193—221,  8.  auch  seine  gas.  wies.  Abb.    Bd.  II,  S.  618—689 
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Fassen  wir  die  bei  Riemann  und  bei  Herrn  v.  Helmholtz   zu 
Grunde   liegenden   Gedanken   zusammen ,    so   können   wir  sagen ,   dass 
beide  Forscher,  wenn  auch  nur  implicite,  ein  neues  Problem  aufgestellt 
haben,  das  wir  als  das  Riemann-Helmholtzsche  Problem'^)  bezeich- 
nen wollen y  und  das  kurz   so  ausgesprochen   werden  kann:   Es  sollen 
solche  Eigenscbaften  gefunden  werden,  die  sowohl  der  Schaar  der  EuMi- 
disciien  als  den  beiden  Schaaren  von  Nichteuklidischen  Bewegungen  zur 
kanmen,  und  durch  die  diese  drei  Scharren  vor  allen  andern  möglichen 
Schaaren  von  Bewegungen  einer  ZaMenmannigfaitigJceit  ausgezeichnet  sind. 

Als  Lie  im  Jahre   1869  seine   ersten  Untersuchungen  über   con- 

tirruirliche  Gruppen  seinem   Freunde  F.  Klein   mitgetheilt   hatte,   da 

lexikte  Klein  sehr  bald  Lies  Aufmerksamkeit  auf  die  Riemannschen 

iixftd    die  Helmholtzschen  Untersuchungen  und  hob  hervor,  dass  darin 

iDaj>licite  der  Begriff  der  continuirlichen  Gruppe  eine  Rolle  spiele  (vgl. 

J-»  i  e  s  Abhandlung  in  den   Math.  Ann.  Bd.  16,  S.  527).     Aber  erst  im 

^^^hkX'e    1884   unternahm  es   Lie   auf  wiederholte    Aufforderungen   von 

•^lein  hin,  die  Helmholtzschen  Entwicklungen  genau  zu  prQfen  und 

®**^«  eingehende  gruppentheoretische  Behandlung  des  Riemann-Helm- 

^^ll^zschen  Problems  im  gewöhnlichen   dreifach  ausgedehnten  Räume 

^^     S^b^i^'     P^f  Lie  hatte  das  keine  Schwierigkeit,  da  er  damals  schon 

^^S^^  flil^  endlichen  continuirlichen  Gruppen  dieses  Raumes  bestimmt 

^^Ä'tte.     Die  Ergebnisse  dieser  Untersuchung  machte  Lie  zuerst  1886 

*^    den  Leipziger  Berichten  bekannt,  ohne  die  zu  ihrer  Ableitung  erfor- 

^^i'lichen  Rechnungen  mitzutheilen.     In  zwei  grosseren  Abhandlungen 

^^s      dem  Jahre   1890,   ebenfalls   in   den  Leipziger  Berichten,   gab   er 

^^dÄian  nicht  blos  eine  ausführliche  Kritik  der  Helmholtzschen  Ent- 

^^^klungen,   sondern    auch,    und    das    war    der    Hauptzweck    dieser 

'^*'l>eiten,  mehrere   neue    Lösungen    des    Riemann-Helmholtzschen 

Die  folgenden  Kapitel  sind  eine  Umarbeitung  und  theilweise  eine 
•^^.nzung   der  erwähnten  Abhandlungen,   die  Lie   über   den   Gegen- 
veröffentlicht hat. 


k 


Das  Kapitel  20  enthält  gewisse  Theorien,  die  am  besten  für  sich 
^^'^cstellt   werden,    ehe  man  auf  die  Besprechung  der  Helmholtz- 

*)  Im  Gmnde  rührt  das  Problem  wohl  eigentlich  schon  von  Riemann  her. 

^    glauben  jedoch ,  dass  auch  unsre  Benennung  des  Problems  ganz  berechtigt 

^^  ^lenn  Herr  v.  Helmholtz  hat  zuerst  erkannt,  dass  durch  Riemanns  Theorie 

^^    Problem  noch  nicht  erledigt  ist.     Eine  wirkliche  Formulirung  des  Problems 

^*^^  keiner  von  beiden  gegeben. 
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sehen   Entwicklungen   eingeht.     Ein  Theil   der   von  Herrn  y.  Helm- 
holtz  aufgestellten  Axiome  lässt  sich  nämlich,  wie  wir  sehen  werden 
so  formuliren:    Die  Schaar  der  Bewegungen  bildet  eine  Gruppe  um 
bei   dieser  Gruppe  haben  zwei  Punkte  eine   und   nur  eine  Invarianz 
und  alle  Invarianten  von  mehr  als  zwei  Punkten  lassen  sich  durch  di 
Invariauten  von  Punktepaaren  ausdrücken.     Will  man  .nun  die  Trag- 
weite  der   Helmholtzschen  Axiome   prüfen,  so    ist  es   nöthig,   von 
vornherein  alle  Gruppen  zu  kennen,  die  den  eben  aufgestellten  Ford 
rungen  genügen,  und  da  die  schon  an  und  für  sich  wichtige  Aufgab 
diese  Gruppen  zu  bestimmen,  nicht  ohne  einigen  Aufwand  Yon 
nung   geleistet   werden   kann,   so    scheint    es    empfehlenswerth,   dies» 
Bestimmung  besonders  durchzuführen. 

In   Kapitel   21    wird   eine    ausführliche   Kritik    der  Helmhol tz 
sehen  Entwicklungen  und  Axiome  gegeben  und  es  werden  dann  in  de] 
Kapiteln   22    und   23    verschiedene    Lösungen   des   Riemann-Helm 
holtzschen  Problems  im  gewöhnlichen  und  im  n-fach  ausgedehntes 
Räume  auseinandergesetzt.    In  Kapitel  24  endlich  werden  einige  neuer» 
Untersuchungen  über   die  Grundlagen   der  Geometrie  besprochen   xmm 
kritisirt. 

Wir  können  diese  Vorbemerkungen  nicht  schliessen,  ohne   au 
drücklich  zu   betonen,   dass   die  folgenden  Untersuchungen  nicht  d 
Anspruch  erheben,   philosophische  Speculationen  über  die  GrnndlageT 
der  Geometrie  zu  sein,  sie  wollen  nicht  mehr  sein,  als  eine  sorgfaltig» 
gruppentheoretische    Behandlung   des    gruppentheoretischen    Problem 
das  wir  als  das  Riemann-Helmholtzsche  Problem  bezeichnet 
Am   Schlüsse    der  Abtheilung   werden  wir   dann   noch    mit   ein   p 
Worten   auf  den   Nutzen   zu   sprechen   kommen,   den   die 
dieses  Problems  für  den  Aufbau  eines  Systems  der  Geometrie  gewä 
ren   kann.     Wenn    wir   auch    hier   keinen   Versuch  dazu    machen, 
wollen  wir  doch  als  unsere  Ueberzeugung  die  Auffassung  aussprach 
dass    es    keineswegs   unmöglich    ist,   ein    System   von    geometrisch 
Axiomen  aufzustellen,  das  hinreichend  ist  und  dabei  nichts  Ueberflüssig^^ 
enthält     Leider   ist   unzweifelhaft,  dass    es   nur  sehr   wenige   Unte 
suchungen  giebt,   welche  das  Problem  der  Grundlagen  der  Greometr 
wirklich  gefordert  haben. 
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Kapitel  20. 

^^^t^immung   aller   Gruppen    des  R^,  bei  denen  zwei   Funkte    eine 
^^^^^   nur  eine,  mehr  aLs   zwei  Funkte    dagegen    keine    wesentliche 

Invariante  haben. 

Die  Entwickluugen   des  gegenwärtigen  Kapitels   knüpfen    iin   den 
^     59  des  Abschnitts  I  (S.  218  flF.)  an.     Wir  haben  damals  den  Begriö': 
*>^iivariaDte   von   mehreren  Punkten'*   eingeführt,  jetzt  wollen  wir  alle 
^dlichen  continuirliehen  Gruppen  des  üt,  bestimmen,  die  gewisse  For- 
derungen in  Bezug  auf  die  Invarianten  beliebig  vieler  Punkte  erfüllen. 
'■^^s  sollen  nämlich  jeder  solchen  Gruppe  gegenüber  zwei  Punkte  eine 
^:t]d   nur  eine  Invariante  haben,  dagegen  sollen  sich  alle  Invarianten 
'^^  on  5  >  2  Punkten  stets  durch  die  Invarianten  der  Punktepaare  aus- 
*1  rucken  lassen,  die  unter  diesen  s  Punkten  enthalten   sind.     Bezeieh- 
en  wir  daher  in  Uebereinstimmung  mit  Abschn.  I,  S.  219  eine  Invariante 
on   s  Punkten   dann   als    tcesentlichy   wenn    sie   sich  nicht  durch    die 
Ä  nvarianten    von  Systemen   von  je  s  —  1  oder  noch  weniger  Punkten 
s^^usdrücken  lässt,    so   können    wir,  wie  es  schon   in   der   Ueberschrift 
^les  Kapitels  geschehen  ist,  imsre  Aufgabe  auch  so  fassen: 

Es  sollen  alle  endlidien  continuirliehen  Gruppen  des  B^  bestimmt 
"^^erdeny  bei  denen  fstcei  Funkte  eine  und  nur  eine  Invariante  Mben,  wüh- 
^^end  mehr  als  zwei  Punkte  niemals  eine  wesentliche  hivariante  haben. 

Wir  werden  diese   Aufgabe   zunächst  ohne   Rücksicht   auf  Keali- 
ätsverhältnisse  losen  und  also  zunächst  alle  Gruppen   von  complexen 
J'ransformationen    suchen,    denen  die   angegebenen  Eigenschaften   zu- 
ommen,  erst  nachher  lösen   wir  die  Aufgabe  auch  für  Gruppen  von 
eelleu  Transformationen*). 

Ueber  die  Gründe,  die  uns  veranlasst  haben,  das  gegenwärtige 
liapitel  vorauszuschicken,  bevor  wir  zu  den  eigentlichen  Untersuchungen 
fiber  die  Grundlagen  der  Geometrie  übergehen,  haben  wir  uns  bereits 
sauf  S.  397  f.  ausgesprochen. 

§  85. 

Charakteristische  Eigenschaften  der  gesuchten  Gruppen. 

Es  sei: 

Xkf^  Ikix,  y,  z)p  +  rik  {x,  y,z)q  +  ik{x,  y,  z) r 

(*  =  1  . . .  m) . 


*)  Die  Betnltate,  ra  denen  das  gegenwärtige  Kapitel  führt,  hat  Lie  bereits 
1886  in  den  Leipiiger  Berichten,  S.  337  ff.  angedeutet;  ausführliche  Beweise  hat 
er  xoent  1890  gegeben  (ebd.  S.  366  418).  Das  Folgende  ist  eine  Umarbeitung 
dar  «ttlnti^tunamitoii  Abhmdlimg. 


^ 
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eine    tn-gliedrige    Gruppe    von    der    yerlangten   Beschafifenheit.     Sind 
dann: 

(}■)  ^if  Vi)  ^11     ^2»  Vif  ^2»  •  •  •)  ^*>  y*;  ^* 

irgend  s  beliebige  Punkte  des  R^  und  setzen  wir: 

so  müssen  erstens  die  r  linearen .  partiellen  Differentialgleichungen: 

(2)  Xa(i)/'+X,w/=0     (*«l...m) 

in    den    6   Veränderlichen:    x^y  y^^  z^^  x^,  y^,  z^    eine   und   nur  eine 
Lösung: 

(3)  ^(^1,  yü^i;  ^2iy2i  ^2)' 

gemein  haben  und  zweitens  müssen  sich^  wenn  5  >  2  ist,  alle  gemei 
Samen  Losungen  der  m  Gleichungen: 

(4)  Xi^^^^f  +  Xk^^)f -{ f-XA(Y==0    ^t  =  i...m) 

in  den  35  Veränderlichen  a:*,  ykl Zk  durch -^ie     ^  ~"      Functionen: 

(5)  J{xxj  yxj  zx\  Xf,j  y^,  Zf,)    (ä-i...»-i;/i  =  a  +  i.....) 

ausdrücken  lassen. 

Vor   allen  Dingen   ist  zu   bemerken,   dass   jede  Gruppe   von  d 
verlangten    Beschaffenheit    transitiv    sein   muss.     Wäre    nämlich 
Gruppe:  X^/*.  .  .  X^nf  intransitiv,  so  hätten  schon  die  Gleichungen: 

Xkf=0       {k=l...m) 

jedenfalls  eine  Lösung  gemein  und  die  Gleichungen  (2)  besässen  da! 
im  Widerspruch  mit  unsern  Forderungen  mindestens  zwei  unabhängif 
gemeinsame  Lösungen. 

Um  noch  andre  Eigenschaften  der  gesuchten  Gruppen  zu  find 
erinnern  wir  daran,  dass  die  m  infinitesimalen  Transformationen: 

(6)  Xjt^')f  +  Xk^'^f  +  . .  .  +  X*«/-  ^  (*  ==  1, . . .«) 

eine  r-gliedrige  Gruppe  in  den  Ss  Veränderlichen  (1)  erzeugen, 
angiebt,  wie  das  System  der  s  Punkte  (1)  des  22,  bei  der  Gmp 
Xif . . ,  Xmf  transformirt  wird.  Femer  wollen  wir  annehmen,  dass 
s  Punkte  (1)  der  Gruppe:  X^f. . .  Xmf  gegenüber  nicht  nur  Punkte 
allgemeiner,  sondern  auch  Punkte  von  aUgemeiner  gegenseitiger  h 
seien,  so  dass  also  das  Werthsystem  (1)  der  Gruppe  (6)  gegenüber 
Werthsystem  von  allgemeiner  Lage  ist. 

Unter  diesen  Voraussetzuugen  kann   man  leicht  übersehen,  weL 
neuen  Lagen   das  System  der  s  Punkte   (1)  bei  den  Transformatio 
der  Gruppe   (6)  annehmen  kann;    nach  Abschn.  I,  S.  216  ist  näm 
die   Beweglichkeit   dieses   Punktsystems   im   Allgemeinen   durch   k 
andre  Bedingung  beschränkt  als   durch   die,  dass  jede  Invariante 
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GxTMJäjpfe  (6)  för  alle  Lagen  des  Punktsystems  denselben  Zahlenwerth 
hab^xi  muss.  Bezeichnen  wir  daher  die  Lage  des  Punktes  Xiy  yuy  Zk 
xiGL€^tM.  einer  beliebigen  Transformation  der  Gruppe:  X^^f . ,  .  X^f  mit: 
x't ,  ^Jtf  ^i  und  erinnern  wir  uns,  dass  alle  Invarianten  der  Gruppe  (6) 
dmrcili  die  Invarianten  (5)  ausdrückbar  sein  sollen,  so  erkennen  wir, 
däs^  die  s  Punkte  (1)  in  alle  Punkte:  x'k,  yi,  is'k  (/•:==  1  ...  s)  über- 
geh ^xi  können  y  die  den  Gleichungen: 


(7^  l^^i^h  Vh  ^r,  a?;.,  V/u,  e^)  =  J{xx,  yxy  ssx\  x^,,  y^,  z^) 

^  \  •  (2=1...,  «  — 1;  iu  =  -l4-l,--.«) 

gentigen  und  die  so  beschaffen  sind,  dass  das  Werthsystem: 

in     einer  gewissen  Umgebung  des  Werthsystems  (1)  liegt. 

Saiten  wir  jetzt  die  s — 1  ersten  der  Punkte  (1)  fest,  so  wird: 

Xf=:Xky    yk  =  Vk,    SSk  =  Zk        (A:  =  1  . . .  t  -  l)j 

unter-  den  Bedingungen  (7)  sind  daher  alle  die,  in  denen  A  und  ft 
*>ei<i©  <s  sind,  von  selbst  erfüllt  und  es  bleiben  nur  die  s  —  1  Be- 
ilin^tangen: 

(8^  {J{xxy  yXfZx\  x\^  yi,  Zs)  =  Jixi,  yx,  zx]  ./'.,  y*,  ^,) 

\  (/l=:  1,    2.  .  .,   «—  1) 

^brig^  das  heisst:  nach  Festhaltung  jener  s  —  1  Punkte  kann  der  Punkt 

^»>   y«,  0t  noch  in  alle  Punkte  xl,  y\,  z\  übergehen,  die  den  Gleichungen 

w^    genügen  und  die  in  einer  gewissen  Umgebung  von  a;,,  y„  z^  liegen. 

^^   ^ber  die  Gruppe:  Xj/* . . .  X^f  endlich  ist,  so  muss,  wenn  man  eine 

S^nQgende   Anzahl   von   Punkten  von  gegenseitiger   allgemeiner   Lage 

testgehalten  hat,  schliesslich  einmal  der  Fall  eintreten,  dass  überhaupt 

Alle    Punkte  in  Ruhe  bleiben,  die  Gleichungen  (8)  müssen  demnach  so 

*^®scliaffen  sein,  dass  sie,   wenn  s  gross  genug  ist,  nicht  mehr  durch 

^*öe     contiiiuirliche    Schaar    von    Werthsystemen    a?i,  yi,  z\   befriedigt 

Verden,  sondern  die  Gleichungen: 

^)  X,  =  X,,  y\  =  y„  z,  ==  z, 

^ach  sich  ziehen.  Dieser  Fall  tritt  nach  Abschn.  I,  S.  490  f.  spätestens 
™*'-  s  =  m  +  1  ein,  wir  werden  jedoch  sehen,  dass  er  unter  den  hier 
S^öiachten  Voraussetzungen  schon  für  einen   kleineren  Werth  von  s 

Halten  wir  blos  einen  Punkt  von  allgemeiner  Lage,  etwa  o;,,  y^,  z^ 
y^^^y  80  kann  jeder  andre  Punkt  a?2,  y%y  z^  von  allgemeiner  Lage  noch 
^   die  oo*  Punkte  x^^y^^z^  übergehen,  die  der  Gleichung: 

^{^v^  »1»  h\  ^^J  y/;  ^t)  =  ^(^u  !/i»  ^i5  -^tj  »2;  h) 
Lit,  Th«orio  der  TransformatioDSgruppeu.    III.  26 
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genügen.  Da  nun  nnsre  Gruppe:  X^f . , .  Xmf  transitiv  ist  und 
Folge  dessen  durch  Festhaltung  eines  Punktes  von  allgemeiner  Lag« 
die  Parameter  der  Gruppe  gerade  drei  Bedingungen  unterworfen  wer- 
den, so  kann  der  Punkt  Xi,  y^,  e%  offenbar  nur  dann  noch  oo'  Lagei 
annehmen,  wenn  noch  mindestens  zwei  willkürliche  Parameter  übrij 
sind,  unsre  Gruppe  ist  daher  mindestens  fünfgliedrig^ 

Es  ist  klar,  dass  nach  Festbaltung  des  Punktes:  oi^i,  yi,  e^  sich  di 
oo*  Punkte  des  Raumes  in  oo^  invariante  Flächen: 

(10)  J{x^,  y{y  0i]  X,  y,  0)  =  const. 

anordnen.  Bei  der  sechsgliedrigen  Gruppe  der  Euklidischen  Bewegung^ 
die  offenbar  alle  auf  S.  399  gestellten  Forderungen  erfüllt,  sind  die 
oo^  Flächen  (10)  nichts    andres   als  die  oo^  Kugeln   mit  dem  Mit 
punkte:  a:^,  y^  0^.     Um   uns  kurz  ausdrücken  zu  können,  wollen 
daher  die  oo^  Flächen  (10)  einfach  als  „die  zur  Gruppe:  X^f.,.  X 
gehörigen  Pseudokugeln  mit  dem  Mittelpunkte:  x^,  y^,  z^*^  bezeichni 
Wir  können  dann  auch  sagen:  wird  bei  der  Gruppe:  X^f , . .  Xmf 
Punkt:  Xif  y^,  z^  von  allgemeiner  Lage  festgehalten,  so  kann  sich  je« 
andre  Punkt  im  Allgemeinen  frei  auf  der  durch  ihn  gehenden  Pseu« 
kugel  mit  dem  Mittelpunkte:  ^i,  y^,  z^  bewegen.     Der  Inbegriff 
vorhandenen  Pseudokugeln  bildet  selbstverständlich  eine  bei  der  Grup 
X^f  .  .  .  Xmf  invariante   Flächenschaar.     Erwähnt   möge    auch   m 
werden,   dass  die  oo^  Pseudokugeln   (10)   sich    durch   eine   ini 
Pfaffsche  Gleichung  von  der  Form: 

(11)  «(^1,  yi,  z,\  X,  y,  z)dx  +  ßdy  +  ydz^O 

definiren  lassen,  die  aus  (10)   durch  Differentiation  erhalten  wird   -mjm^Jii 
in  der  x^,  yj,  z^  die  Rolle  von  Constanten  spielen. 

Nunmehr  denken  wir  uns  zwei  Punkte:  a?i,  y^,  z^  und  a:,,  y^  ,  ^* 
festgehalten;  dann  kann,  wie  wir  wissen,  jeder  dritte  Punkt:  a^,  y,,  ^i 
von  allgemeiner  Lage  noch  alle  Lagen:  x^y  y^',  z^  annehmen,  die  dmJ^^ 
beiden  Gleichungen: 

\J{Xxy  Vu  ^iJ  ^s\  y^y  V)  =  *^(^l>  Vif  ^i»  ^7  9»?  ^«) 
Ji^i,  ytj  ^%\  ^a';  ys'.  ^z)  =  J{^iJ  y%7  h\  ^s,  »s;  ^s) 

genügen  und  in  einer  gewissen  Umgebung  von  o;,,  y,,  z^  liegen,  er 
kann  also  mindestens  noch  od^  Lagen  annehmen.  Da  nun  durch  das 
Festhalten  der  beiden  Punkte  die  Parameter  der  Gruppe  füM  Bedin- 
gungen unterworfen  werden,  so  kann  die  Gliederzahl  der  Gruppe  jeden- 
falls nicht  kleiner  als  sechs  sein. 

Wären    die    beiden    Gleichungen    (12)    in   Bezug    auf  x^^  y,',  z^ 
nicht  von  einander  unabhängig,  wäre  also  die  zweite  Gleichung  eine 


(12) 
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*olge  der  erst^D,  so  würden  offenbar  auch  alle  s  —  1  Gleichungen  (8) 
iDe  Folge  der  ersten  unter  ihnen  sein,  wie  gross  man  auch  s  wählen 
tlrde;  man  konnte  also  im  Widerspruch  mit  dem  oben  Gesagten  s 
icht  so  gross  wählen,  dass  die  Gleichungen  (8)  die  Gleichungen  (9) 
ach  sich  zogen,  oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  es  würden  sich, 
enn  s  gross  genug  wäre,  nicht  alle  Invarianten  von  s  Punkten  durch 
ie  Invarianten  von  Punktepaaren  ausdrücken  lassen.  Demnach  kon- 
en  wir  schliessen,  dass  die  Gleichungen  (12)  in  Bezug  auf  x^yy^,si^ 
an  einander  unabhängig  sind  und  dass  der  Punkt  x^,  y^,  js^  nach  Fest- 
altung  von  x^,  y^,  z^  und  x^,  y^,  z^  nur  noch  oo^  Lagen  annehmen 
ann.  Mit  audern  Worten:  die  cx)^  Pseudokugeln  mit  dem  Mittel- 
unkte:  x^j  y^,  z^  müssen  die  oo^  Pseudokugeln  mit  dem  Mittelpunkte: 
1»  yi9  ^1  ^^  ^  Curven  schneiden,   die  durch  die  beiden  Gleichungen: 

J^(^u  yi»  ^li  ^rVf  ^)  •="  cönst.  ^ 
V(^2»  y%}  ^%'i  ^}  Vf  ^)  =  const. 
^der  durch  das  simultane  System: 

.  'fa(^i,yi,  ^11  a:,  y,0)dx  +  ßdy  +  ydz=:-0^ 

la(^2i  y2i  Vj  «>  y>  ^)dx  +  ßdy  +  ydz  =  0 

»estimmt  werden.  Insbesondere  ergiebt  sich,  dass  die  oo^  Pseudokugeln 
ait  dem  Mittelpunkte:  x^,  y^,  z^  nicht  von  ihrem  Mittelpunkte' unab- 
längig  sein  können,  dass  es  also  mindestens  oo^  verschiedene  Pseudo- 
ragein  giebt 

Endlich  denken  wir  uns  drei  verschiedene  Punkte:  Xk,  Vkj  f^k 
k'=  1,  2,  3)  festgehalten,  dann  kann  jeder  vierte  Punkt  x^,  y^,  z^ 
loch  alle  Lagen  x^\  y/,  z^'  in  einer  gewissen  Umgebung  von  x^,  y^,  ^4 
annehmen,  die  den  drei  Gleichungen: 

;i5)  J{x^y  yg,  ^j5  a:/,  y/,  O  =  J{x^,  y^,  z^-^  x^,  y^,  z^ 

J{^s^  ya»  ^si  ^/»  y/j  ^i)  =  Ji^s7  Vs?  h\  ^4»  y*;  ^J 

genügen.  Wären  nun  unter  diesen  drei  Gleichungen  blos  zwei  in 
Bezug  auf  a;/,  y/,  z^  von  einander  unabhängige  vorhanden,  wäre  also 
etwa  die  dritte  eine  Folge  der  beiden  ersten,  so  würden  auch  unter 
den  s  —  1  Gleichungen  (8)  die  s  —  3  letzten  stets  eine  Folge  der 
beiden  ersten  sein,  aus  (8)  würden  daher  niemals,  wie  gross  man 
auch  s  wählte,  die  Gleichungen  (9)  folgen.  Demnach  müssen  schon 
die  Gleichungen  (15)  die  folgenden: 

^/=^4,   y4=y4i  ^/=^4 
nach  sich  ziehen,  das  heisst  nach  Festhaltung  dreier  Punkte  von  gegen- 

?6* 
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seitiger  allgemeiner  Lage  müssen  überhaupt  alle  Punkte  des  Baumet 
in  Ruhe  bleiben*). 

Hieraus  ergiebt   sich  in  erster  Linie  ^  dass  m  gerade  gleich 
sein   muss;   zweitens  aber  folgt,  dass  die  oo^  Curven  (13)   nicht  all< 
auf  den    cx)^    Pseudokugeln    mit    dem    Mittelpunkte   a^,  y^,  e^   liegei 
können,  sondern  dass  jede  solche  Curve  mit  jeder  solchen  Pseadokugel 
im  Allgemeinen  nur  einen  Punkt  gemein  hat,  dass  also  das  simultan« 
System    (14)  nicht   von   x^,  y^^  z^,  x^y  y^,  ^2    unabhängig   sein   kann 
Hiermit  ist   bewiesen,   dass   es   im  li^   keine   Schaar   von  00^  Curvei 
giebt,  die  so   beschaffen  ist,   dass  auf  jeder  Pseudokugel  00^  Curvei 
der  Schaar  liegen.     Da  nun  jede  Schaar  von  00'  Gurren,  die  den 
ganz  erfüllt,  darstellbar  ist  als  die  Schaar  der  Mon gesehen   Chai 
teristiken  einer  linearen  partiellen  Differentialgleichung: 

^(^,  y,  ^)  äl  +  ^(^'  y^  ^)%  +  ^(^»  yy  ^)  Tz  ^^^' 

so  können  wir  auch  sagen:  die  Pseudokugeln  sind  nicht  sämmtlich 
tegralflächen  ein  und  derselben  linearen  partiellen  Differentialgleichao 

Aus  der  eben  bewiesenen  Eigenschaft  der  Pseudokugeln  lässt  si( 
noch    eine   wichtige  Eigenschaft  der  gesuchten   Gruppen   ableiten, 
lässt  sich   nämlich   beweisen,   dass   in  keiner  der   gesuchten  Grupp 
zwei  infinitesimale  Transformationen  vorkommen,  die  dieselben  Bai 
curven  haben. 

In  der  That,  es  seien  etwa:   X{f  und  X^f  zwei   unabhängige  in. 

finitesimale    Transformationen    der   Gruppe:    Xj/*.  .  .  X^f,  die   geiE 
dieselben  Bahncurven   haben,  es  bestehe  also   eine  Identität   von 
Form: 

-- -  ^2/'=9(^,  y,^)^iA 

*)  Hieraus  folgt  unter  anderm,  dass  die  Gleichungen: 
(A)  J{x,^,  2/;,  «;;   x\  y\  z)  =  J  {Xj.,  yj,  x?^;  x,  y,  z)    (a  =  i.«,») 

nach  x\  y\  z'  auflösbar  sind.     Unterwirft  man  die  Grössen:  a:^',  y^',  ir^',  ä^,  y^  »  ^k 

den  Gleichungen: 

J'K'»  y;,  ^;;  ^;,  yj,  z'.)  =  J{Xj^,  yj^.Zf^;  Xj,  yj,  zj) 

(A,  y  =- 1, 2, 3;  Jb <» 

und  fasst  sie  als  Parameter  auf,  so  stellen,  wie  man  sich  leicht  überzeugt, 
Auflösungen   der   Gleichungen  (A)   nach  x\  y',  z'    die  allgemeinste  Gruppe 
Raumes  x,  yy  z  dar,  bei  der  die  beiden  Punkte:   äj,  y^^  z^\  x^,  y,,,  js,  die  In 
riante:    J  {x^^  y^,  z^\   o;^,  y.^,  z^)    haben.     Diese    Gruppe   umfasst   offenbar   ^^ 
Gruppe:    Xj/'  .  .  .  ^^,J\  sie  braucht  aber  nicht  continuirlich  zu  sein,  sondern  ^ 
kann  in  mehrere  getrennte  continuirlich e  Schaaren  von  Transformationen  sei 
(vgl.  Abschn.  I,  Kap.  18).     Wir  woUeu  noch  erwähnen,   dass  man  ans  den  Glei- 
chungen (A)  die  endlichen  Gleichungen  der  Gruppe:   X^f  ,  .  .  X^f  erhält,  wenn 
man   die   Auflösung  nach  x\  y',  z'   wählt,  die   für:  a;^  ■=  iCj^,   y'^^^^^^y^^  ^""^A 
(Ä  =»  1,  2,  8)  ii.  die  Gleichungen:  a;'=  a;,  y'=^  y,  z' *=^  z  übergeht.. 
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o   fp  keine  blose  Gonstante  ist.     Bilden   wir  nun  die  sechs  linearen 
^partiellen  Differentialgleich angeu: 

C16)  X,f+X,(^)f^O    (*  =  !.. .6), 

^eren  eine  gemeinsame  Losung: 

Ji^fVy^l  ^y  Vi,   ^i) 

leich  einer  willkürlichen  Constanten  gesetzt  die  oo^  Pseudokugeln  mit 
em  Mittelpunkte:  x^,  yiyßi  bestimmt,  so  bemerken  wir,  dass   unter 
diesen  sechs  Gleichungen  die  beiden: 

enthalten  sind,  aus  denen  sofort  die  Gleichungen: 

:tfolgeD.     Da   nun   die   erste  'dieser   beiden   Gleichungen  von  x^,  y^,  g^ 
-unabhängig  ist,  so  ergiebt  sich,  dass  unter  den  gemachten  Voraus- 
setzungen   alle   Pseudokugeln    des    Raumes    ein    und   dieselbe   lineare 
3>artielle  Differentialgleichung   erster   Ordnung  befriedigen,   was,   wie 
^Bv^ir  vorhin  nachgewiesen  haben,  nicht  der  Fall  sein  darf. 
Wir  können  demnach  jetzt  den  Satz  aussprechen: 
Satz  1.     Ist  eine  endliche  continuirliche  Gruppe  von  Punkttransfor- 
-mcUionen  des  R^  so  beschaffen,  dass  hei  ihr  zwei  Funkte  eine  wnd  nur 
eine  und  s>2  Funkte   keine  wesentliche  Invariante  haben,  so  ist  die 
Gruppe  transitiv  und  sechsgliedrig ,  sie  enthält  femer  niemals  zwei  unab- 
hängige infinitesimale  Transformationen ,  deren  Bahncurven  übereinstim- 
men ;  ausserdem  besteht  die  zur  Gruppe  gehörige  Schaar  von  Fseudokugeln 
aus  mindestens  oo^  Flächen  und  es  giebt  im  R^  keine  zuwifach  unendliche 
CurvenscJiaar,  von  deren  Curven  alle  vorhandenen  Fseudoktigeln  erzeugt  sind. 

Bevor  wir  weiter  geben,  wollen  wir  noch  die  Bedingung  dafür, 
dass  zwei  Punkte  bei  einer  sechsgliedrigen  transitiven  Gruppe:  X^f 
. . .  X^f  eine  und  nur  eine  Invariante  haben,  auf  eine  bequeme  Form 
bringen. 

Zunächst  kommt  die  genannte  Bedingung  darauf  hinaus,  dass  die 
sechs  linearen  partiellen  Differentialgleichungen  (16)  eine  und  nur  eine 
gemeinsame  Losung  haben  dürfen,  dass  sich  also  unter  diesen  Glei- 
chungen gerade  fünf  von  einander  unabhängige  befinden  müssen.  Nun 
ist  die  Gruppe:  X^f . . .  X^f  transitiv,  es  werden  also  etwa:  X^f,  X^f 
X^f  durch  keine  lineare  homogene  B.elation  verknüpft  sein,  während: 
XJ^  X^ff  X^f  sich  linear  und  homogen  durch:  X^f,  X^f,  X^f  aus- 
drücken lassen: 
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(17)  Xs+kf=^j  q>kj  {Xy  y,  z)  Xjf     (*  =  i,  s,  s) . 

1 

Mit  Berücksichtigung  dieser   Identitäten   können    wir  die  sechs  GL^^d    le: 
chungen  (16)  offenbar  durch  die  folgenden: 

(18)  \^J{9>U (x,  y,  z) Xjf  +  g>,j (x, ,  y, ,  z,) Xpf\  -  0 

V  (t  =  l,2,  3) 

oder  auch  durch  die  folgenden: 

/  X^f+X,('^f=0 

I     « 

(19)  j^  [^ks{x,y,z)''fpkj{x^,y,yZ,)]Xjf=0 

I    1 

ersetzen. 

Von  den  sechs  Gleichungen  (19)  sind  die  drei  ersten  unter  ^den 
gemachten  Voraussetzungen  nach  p^,  g,,  r^  auflösbar ^  die  drei  letai^^  'ten 
dagegen  sind  von  p^y  q^,  r^  ganz  frei;  soll  es  daher  unter  den  Gm  Jei- 
chungen   (19)   gerade   fünf  von   einander   unabhängige  geben,   so  ist 

nothwendig  und  hinreichend,    dass  sich   die  drei   letzten  unter  ih  x^  en, 
die  wir  auch  in  der  Form: 

3 

(20)  Xs+kf—^(pjtj(xi,  yi,  Zi)Xjf=  0     (*  =  i,  «.  ») 

1 


schreiben  können,  auf  gerade  zwei   unabhängige  reduciren.     Bedenk 
wir  daher,  dass  die  drei  infinitesimalen  Transformationen: 

8 

Xs^kf—^jg>kj{x,,  y„  z^)  Xjf    (*==!,  Ä.  3) 

1 

sämmtlich   den  Punkt  x^y  y,  z^  invariant  lassen  und  dass   sich,  vreaiC^ 
dieser  Punkt  ein  Punkt  von  allgemeiner  Lage  ist,  aus  ihnen  alle  in-^ 
finitesimalen  Transformationen  der  Gruppe :  Xj^f  . . .  X^f  linear  ableiten^^ 
lassen,    die    den   betreffenden   Punkt   festhalten  (s.  Abschn.  I,  S.  203^. 
Satz  7),  so  erhalten  wir  den 

Satz  2.     Ist  X^f , . .  X^f  eine  sechsgliedrige  transitive  Gruppe 
jRg  und  sind: 

Ykf=  ak{x,  y,  z)p  +  ßk{x,  y,z)q  +  yk{x,  y,  z)r 

(*  =  1,  2,  8) 

irgend  drei  unabhängige  infinitesimale  Transformationen  der  Gruppe^  ü^ 
einen  Funkt  von  allgemeiner  Lage  invariant  lassen^  so  haben  der  Oruppe: 


-ien 


n- 
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i/' . . .  X^f  gegenüber  zwei  Punkte  stets  dann  aber  auch  nur  dann  eine 
d  nur  eine  Invariante^  wenn  die  Determinante: 

«1     ßi     Yi 
l)  ^%     ßt     Y% 

«8     A     ys 

mtisch  verschtvindet,  ohne  dass  alle  ihre  zweireihigen  Unterdeterminanten 
'schunnden. 

Durch  Benutzung  des  in  diesem  Satze  enthaltenen  Kriteriums 
nnen  wir  jetzt  noch  eine  andre  wichtige  Eigenschaft  der  gesuchten 
uppen  ableiten-,  diese  Eigenschaft  bezieht  sich  allerdings  nur  auf 
j  imprimitiven  unter  ihnen. 

Ist  eine  sechsgliedrige  Gruppe  von  der  verlangten  Beschaffenheit 
primitiv,  so  kann  es  vorkommen,  dass  sie  eine  Seh  aar  von  oo^ 
Ichen :  a  {Xy  y,  z)  =  const.  invariant  lässt.  Tritt  dieser  Fall  ein,  so 
nnen  wir  uns  immer  die  Veränderlichen  Xy  y,  z  so  gewählt  denken, 
SS  die  invariante  Flächenschaar  durch  die  Gleichung:  x  =  const. 
rgestellt  wird;  die  betreffende  Gruppe   wird  dann  die  Form  haben: 

Xkf=^(x)p  +  rik{x,  y,  z)q+  tk(x,  y,  z)r     (*  =  i...6), 

)  Si  .  •  •  ^  jedenfalls  nicht  sämmtlich  verschwinden,  weil   sonst  die 
uppe  intransitiv  wäre. 

An  und  für  sich  sind  nun  drei  Fälle  denkbar,  die  Gruppe:  X^f 
.  Xrf  kann  nämlich  nach  Theorem  1 ,  S.  6  die  Flächen :  x  «»  const. 
t weder  ein-,  zwei-  oder  dreigliedrig  transformiren;  wir  werden  jedoch 
igen,  dass  hier  nur  der  dritte  Fall  eintreten  kann. 

Würden  die  Flächen:  x  =  const.  blos  eingliedrig  transformirt,  so 
nnte  man  nach  dem  eben  angeführten  Theorem  die  Veränderliche  x 
wählen,  dass  jedes  ^k(x)p  die  Form:  atp  erhielte.  Wäre  nun  zum 
ispiel  a^  =f=  0,  so  könnte  man  die  beiden  unabhängigen  Lösungen 
r  Gleichung:  X^f  =  0  als  neues  y  und  neues  z  einführen  und  damit 
}  Gruppe  auf  die  Form: 

XJ=p,     Xkf=rikix,y,  z)q  +  tk(x,  y,  z)r 

(*  =  2  .  .  .  6) 

ingen.  Dann  aber  hätte  die  Invariante  der  beiden  Punkte:  x,  y,  s 
d  Xj,  y^,  jETj  noth wendig  die  Form:  x  —  ar^,  es  wären  also:  x  —  x^ 
const.  oder  einfacher:  x  =  const.  die  oo^  Pseudokugeln  mit  dem 
ttelpunkt:  x^y  t/^,  z^,  das  heisst,  es  gäbe  überhaupt  blos  oo^ 
rschiedene  Pseudokugeln,  was  nach  dem  Früheren  ausgeschlossen  ist. 
Würden   andrerseits  die  Flächen:   x  ==»  const.   zweigliedrig   trans- 
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formirt,  so  könnten  wir  nach  Theorem  1,  S.  6  die  Gruppe:  X^f,  ..  XJ 
durch  geeignete  Wahl  von  x  auf  die  Form: 

Xkf=  rik(x,  y,  ^)q  +  tk(x,  y,  e)r 

(*  =  3  .  .  .  6) 

bringen,  ein  Punkt  x^  y^y  z^  von  allgemeiner  Lage  gestattete  dem 
drei  unabhängige  infinitesimale  Transformationen  von  der  Form: 


8LC^ 


^3«  +  Ur 


=  (a;  —  Xj) 


^3  ^3     I 

Dann   aber   wären 


und  die  zugehörige  Determinante: 

0  ^3     ^3   ! 

müsste  nach   Satz  2  identisch  verschwinden. 

beiden    unabhängigen    infinitesimalen    Transformationen    Y/  und 

durch  eine  Identität  von  der  Form: 

YJ^(o{x,  y,  s)  YJ 

verknüpft   und   hätten  in  Folge  dessen  die  Bahucurven  gemein, 
nach  Satz  1  ausgeschlossen  ist. 

Hiermit  ist  bewiesen,  dass  die  invariante  Flächen schaar:  x  =  co 
dreigliedrig  transforniirt  werden  muss: 

Satz  3.     Haben  bei  einer  sedisgliedrigen  transitiven  Gruppe  des 
zwei   Funkte  eine    und  nur    eine   Invariante    und  s  >  2   Punkte  Ice^ 
wesentliche  Invariante,  so  transformirt  die  Gruppe  jede  Sehaar  von 
Flächen,  die  sie  etwa  invariant  lässt,  dreigliedrig. 

Wir  werden  jetzt  alle  sechsgliedrigen  transitiven  Gruppen  des  Äj 
bestimmen ,  die  gewisse  unter  den  in  Satz  1  und  3  ausgesprochenen 
Eigenschaften  besitzen,  also  um  uns  genauer  auszudrücken: 

Wir  suchen  jetzt  alle  sechsgliedrigen  transitiven  Gruppen  X^f.,, 
Xfif  des  JRg,  bei  denen: 

erstens  zwei  Punkte  eine  und  nur  eine  Invariante  haben,  bei  denen 
zweitens  niemals  zwei  unabhängige  infinitesimale  Transformationen  die 
Bahncurven  gemein  haben  und 'bei  denefn  drittens  jede  etwa  invariant 
bleibende  ScJiaar  von  oo^  Flächen  dreigliedrig  transformirt  unrd. 
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Um  die  froher,  auf  S.  399  gestellte  Aufgabe  vollständig  zu  lösen, 
^müssen  wir  schliesslich  noch  bei  jeder  Gruppe,  die  sich  ergiebt,  fest- 
stellen^ ob  ^  >  2  Punkte  eine  wesentliche  Invariante  haben  oder  nicht, 
^enn  nur  die  Gruppen,  bei  denen  sie  keine  wesentliche  Invariante 
^aben,  sind  für  uns  brauchbar.  Die  Entscheidung  hierüber  wird  aber 
^arch  den  folgenden  Satz  wesentlich  erleichtert: 

Satz  4.  Wenn  bei  einer  sechsgliedrigen  transitiven  Gruppe:  X^f.., 
J^ßf  des  Äj  0t4?ei  Punicte  x,  y,  z  und  a:,,  y^,  Zi  eine  und  nur  eine  Ifh 
-mariante:  J(Xy  y,  s;  x^,  y^,  e^  haben,  so  haben  s  >  2  Punkte  stets  dann 
^iber  auch  nur  dann  keine  wesentliche  Invariante,  ivenn  erstens  su  der 
^Truppe  mindestens  oo*  verschiedene  Pseudokugeln  gehören  und  wenn  es 
.zweitens  keine  bei  der  Chruppe  invariante  Schaar  von  oo*  Curven  gieibt, 
-won  deren  Ourven  aUe  Pseudokugeln  erzeugt  sind. 

Von  der  Richtigkeit  dieses  Satzes  überzeugt  man  sich  ohne  Schwie- 
:rigkeit.     Satz  1,  S.  405  zeigt  nämlich  sofort,  dass  die  in  dem  Satze  4 
angegebenen  Bedingungen  nothwendig  sind;  dass  sie  auch  hinreichend 
sind,  sieht  man  so  ein: 

Da  zwei  Punkte  eine  und  nur  eine  Invariante  haben  sollen  und 
da  es  mindestens  oo^  verschiedene  Pseudokugeln  geben  soll,  so  ist  klar, 
dass  zwei  Pseudokugeln,  deren  Mittelpunkte:  x^,  y^y  e^  und  x^^  y^,  e^ 
von  allgemeiner  gegenseitiger  Lage  sind,  im  Allgemeinen  nur  eine 
Curve  gemein  haben,  dass  also  die  beiden  Functionen: 

y  (^n  yi7  ^n  ^zy  Vzj  ^i)y     J ip^^i  V^i  ^21  ^8;  Vz^  ^s)» 

für  die  wir  kurz:  cTi^s  und  J2,  s  schreiben  wollen,  in  Bezug  auf  u^,  j/j,  ^e^g 
von  einander  unabhängig  sind.  Hieraus  folgt  augenscheinlich,  dass 
die  drei  Functionen :  J\^%,  Ji, s ,  J2, 3  von  einander  unabhängige  Lö- 
sungen der  Gleichungen: 

sind,  da  aber  diese  Gleichungen  unter  den  gemachten  Voraussetzungen 
sicher  nach  sechs  von  den  neun  Differentialquotienten  pv^  q^,  r,. 
(v  «9  1,2,3)  auflösbar  sind  und  infolge  dessen  nur  drei  unabhängige 
Lösungen  gemein  haben,  so  ist  hiermit  bewiesen,  dass  sich  unter  den 
gemachten  Voraussetzungen  alle  Invarianten  von  drei  Punkten  durch 
die  von  Punktepaaren  ausdrücken  lassen,  dass  also  drei  Punkte  keine 
wesentliche  Invariante  haben. 

Würden  andrerseits  drei  Pseudokugeln,  deren  Mittelpunkte:  Xv, 
Vr,  Zv  (v  «=1,  2,  3)  von  allgemeiner  gegenseitiger  Lage  sind,  stets 
nicht  blos  einen  Punkt,  sondern  eine  ganze  Curve  gemein  haben,  so 
würden  die  Pseudokugeln  um  irgend  zwei  dieser  Punkte  eine  Schaar 
von   <x>'  Curven   bestimmen,   die  so  beschaffen  wäre,  dass   auf  jeder 
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Pseadokugel  oo^  Curven  der  Schaar  lägen;  da  nun  diese  Carvenschaa 
offenbar  von  der  Lage  jener  drei  Punkte  unabhängig  wäre^  so  blieb 
sie  ebenso  wie  die  Schaar  aller  Pseudokugeln  (vgl.  S.  402)  bei  de 
Gruppe  X^f .  . .  X^f  invariant,  während  doch  in  unserm  Satze 
Auftreten  einer  derartigen  invarianten  Curvenschaar  ausdrücklich  ans 
geschlossen  ist.  Hiermit  ist  bewiesen ,  dass  drei  Pseudokugeln  mi 
drei  verschiedenen  Mittelpunkten  im  Allgemeinen  nur  einen  Punk 
gemein  haben;  verstehen  wir  daher  unter  x^,  y^,  z^^  irgend  einen  vi< 
ten  Punkt  von  allgemeiner  Lage,  so  sind  die  drei  Functionen:  Ji, 
J%,4.,  c/3,4  sicher  in  Bezug  auf  x^^  y^,  8^  von  einander  unabhängi 
Bedenken  wir  überdies,  dass  vier  Punkte  bei  der  Gruppe:  X,/".. . 
gerade  sechs  unabhängige  Invarianten  haben  und  dass:  Ji^%^  <^i,S;  <^s,s. 
e^i,  4;  e/s,  4;  «^8,4  scchs  solcho  Invarianten  sind,  so  ergiebt  sich,  d 
unter  den  gemachten  Voraussetzungen  auch  vier  Punkte  keine  wesen 
liehe  Invariante  haben.  Endlich  ist  nunmehr  zugleich  onmittelbi 
klar^  dass  5  >  4  Punkte  keine  wesentliche  Invariante  haben;  demn 
ist  unser  Satz  vollständig  bewiesen. 

Wir  bestimmen  jetzt  zuerst  alle  primitiven  Gruppen,   welche 
auf  S.  408  angegebenen  Eigenschaften  besitzen  und  nachher  die  ir 
primitiven. 

§  86. 

Die  primitiven  unter  den  gesuchten  Gruppen. 

Von  sechsgliedrigen  primitiven  Gruppen  giebt  es  im  li^  überha~ 
nur  zwei  Typen  (s.  Theorem  9,  S.  139)  und  diese  zwei  werden  repz 
sentirt  erstens  durch  die  Gruppe: 


(22)  ip,  q,  r,  xq  —  yp,   yr  —  zq,  zp—xr\ 

der  Euklidischen   Bewegungen  und   zweitens   durch   die   sechsgliedrr'^^^— ^^e 
projective  Gruppe: 


(23) 


p  +  xU,  q  +  yü,  r  -{-  zU 
i  ^q  —  yPy  yr  —  zq,  zp  —  xr 


der  Fläche  zweiten  Grades:  a;-  +  ^^+ ^*+ 1  =  0,  wo  wie  gewöhnlich 
U  für  xp  -\-  yq  -^^  zr  geschrieben  ist. 

Bei   der   Gruppe   (22)   haben   zwei   Punkte   bekanntlich  eine  und 
nur  eine  Invariante,  nämlich  ihre  Entfernung  im  gewöhnlichen  Sinne: 

(a-,  -  x,f  +  {y,  -  y,y  +  (z,  -  z,y. 
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^on  der  Gruppe  (23)  gilt  dasselbe  und  zwar  lautet  die  betreffende 
rnvariante: 

l-»!  — ^)'+(yi  ~-yi)'+(gi  —  ^«)*+  { (^1  y«-a?,y,)«+(y,g,-y>gO«  +  (ig,a;,-^r,a?,)«}  ^ 

(i-fa;,ar, -fy,y, -f^Tj^r,)» 

sie  ist  bekanntlich  das  Doppel verhältniss  zwischen  x^,  y^,  z^]  x^,  y^,  z^ 
und  den  beiden  Punkten,  die  ihre  Yerbindungsgerade  auf  der  invarian- 
ft»u  Fläche  zweiten  Grades  ausschneidet.  Man  weiss  ferner  schon 
längst,  dass  bei  beiden  Gruppen  die  Invarianten  beliebig  vieler  Punkte 
eich  durch  die  Invarianten  von  Punktepaaren  ausdrücken  lassen,  dass 
silso  s>  2  Punkte  keine  wesentliche  Invariante  haben;  wüsste  man 
das  noch  nicht,  so  konnte  man  es  sofort  aus  Satz  4,  8.  409  schliessen, 
denn  erstens  haben  in  jeder  von  beiden  Gruppen  zwei  Punkte  eine  und 
sinr  eine  Invariante  und  zweitens  lassen  beide  Gruppen,  da  sie  primitiv 
^indy  überhaupt  keine  Schaar  von  od^  Curven  invariant. 

Der  Fall  der  primitiven  Gruppen  ist  hiermit  erledigt;  wir  erwäh- 
:xien  nur  noch,  dass  bei  jeder  der  beiden  gefundenen  Gruppen  eine 
Gleichung  zweiten  Grades: 

a^^dx*  +  «jgdy^  +  «ss^^  +  ^a^^dxdy  +  2a^^dydz  +  2a^^  dzdx  *=>0 

mit  nicht  verschwindender  Determinante  invariant  bleibt  und  dass  die 
<x>^  Richtungen  durch  jeden  festgehaltenen  Punkt  von  allgemeiner  Lage 
dreigliedrig  transformirt  werden. 

§  87. 
Die  imprimitiven  unter  den   gesuchten  Gruppen. 

Alle  die  betreffenden  Gruppen  sind  sechsgliedrig  und  transitiv. 
Wird  nun  bei  einer  sechsgliedrigen  transitiven  Gruppe  des  H^  ein 
Punkt  von  allgemeiner  Lage  festgehalten,  so  wird  die  zweifach  aus- 
gedehnte Mannigfaltigkeit  der  od^  hindurchgehenden  Linienelemente 
durch  eine  projective  Gruppe  transformirt,  die  höchstens  dreigliedrig 
ist.  Andrerseits  wissen  wir  aus  der  Aufzählung  der  projectiven  Grup- 
pen der  Ebene  (s.  S.  106  f.),  dass  jede  projective  Gruppe  der  Ebene 
mit  nicht  mehr  als  drei  Parametern  entweder  einen  Punkt  invariant 
lässt  oder  aus  den  oo*  projectiven  Transformationen  besteht,  die  einen 
nicht  ausgearteten  Kegelschnitt  invariant  lassen.  Wir  können  daher 
schliessen,  dass  bei  den  sechsgliedrigen  transitiven  Gruppen  des  JR^ 
nur  zwei  Fälle  möglich  sind:  entweder  bleibt  mit  jedem  festgehaltenen 
Punkte  von  allgemeiner  Lage  zugleich  ein  hindurchgehendes  Linien- 
element invariant,  oder  es  bleibt  ein  nicht  ausgearteter  Kegel  zweiten 
Grades  invariant  und  die  oo'  Linienelemente  durch  den  festgehaltenen 
Punkt  werden  dreigliedrig  transformirt. 
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Der   zuletzt   genannte   Fall    kann   hier   nicht   eintreten,   weil   di 

betreflfende  sechsgliedrige   Gruppe   sonst   primitiv  wäre  (vgl.  S.  123  f 

demnach  muss  jede  Gruppe  von  der  hier  verlangten  Beschaffenheit 

simultanes  System: 

dx        dy dz 

a(aj»  y, «)  "~"  ß(^i  y,  2)  ""  7 i^i  y >  ^) 

oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  eine  Schaar  von  cx)^  Curven: 

(p  (Xf  y,  is)  =  const,     ^  (a;,  y,  z)  =  const. 

invariant  lassen.  Wählen  wir  daher  die  Veränderlichen  Xj  y,  z  dera 
dass  die  invariante  Curvenschaar  die  Form:  x  =»  const,  y  =  con 
bekommt,  so  erhalten  alle  die  gesuchten  Gruppen  die  Form: 

Xif=^{x,  y)p  +  rik(x,  y)«  +  tk(x,y,  z)r' 

(*  =  1 . .  .  6). 

Nach  Abschnitt  I,  S.  307,  Satz  4  erzeugen  die  sechs  verkfirz 
infinitesimalen  Transformationen: 

'Xkf=  lk{x,  y)p  +  rii,(x,  y)q     (*  =  !  ...6) 

in   den  zwei  Veränderlichen  Xy  y  eine  Gruppe,  die   mit   der  Gmp 
Xj/" . . .  X^f  isomorph  ist.    Diese  verkürzte  Gruppe  wollen  wir  zun 
ins  Auge  fassen. 

Hätte  die  verkürzte  Gruppe  weniger  als  fünf  Parameter,  so  e 
hielte  die  Gruppe:  X^f . .  .  X^f  zwei  unabhängige  infinitesimale  Tra: 
formationen  von  der  Form: 

also  zwei  infinitesimale  Transformationen  mit  gemeinsamen  Bahnen 
was  nach  Satz  1,  S.  405  nicht  sein  darf,  folglich  muss   die  verkür 
Gruppe:  X^f.-.X^f   entweder    sechsgliedrig   oder   fünfgliedrig   s 
Es  fragt  sich  daher  nur  noch,  welche  verschiedenen  Formen  die 
kürzte  Gruppe  haben  kann. 

Ist    die  Gruppe:    X,/" . . .  X^f  in   den    zwei  Veränderlichen 
primitiv,  so  kann   sie  nach  S.  71    stets  durch  geeignete  Wahl  vo 
und  y  eine  der  beiden  Formen  erhalten: 

p,  q,  XQ>  xp  —  y^j  ypy  ^p  +  y<i , 

p,  q,  xq,  xp  —  yq,  yp. 

Ist  andrerseits   die  Gruppe:    X^f . .  .  X^f  imprimitiv,  so  lässt  sie, 
Gruppe   der  Ebene  x,  y  .aufgefasst,  mindestens  eine  Schaar:   q>{3i^  ^   ^/ 
=  const.  von  oo*  Curven   invariant,   dann   aber   stellt  die  Gleichc^^^^S'' 
(p{Xfy)  =  const.    im    Räume   x,  y,  z    offenbar    eine    Schaar   von       ^^ 
Flächen  dar,    die  bei  der  Gruppe:    X^f . , ,  X^f  invariant  bleibt        ^-^ 
nun   nach  Satz  3,  S.  408   die  Gruppe:    XJ.. .  X^f  jede   bei   ihr    iß" 


(24) 


^k 
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ysLriskXkte  Schaar  von  oo^  Flächen  dreigliedrig  transformiren  muss,  so 
er^^^bt  sich,  dass  die  verkürzte  Gruppe:  X^f , . .  X^f  aufgefasst  als 
Grx*uppe  der  Ebene,  jede  bei  ihr  invariante  Schaar  von  oo*  Curven 
dreigliedrig  transformiren  muss.  Unter  den  fönf-  und  sechsgliedrigen 
iQCi.p»:K'imitiven  Gruppen  der  Ebene  giebt  es  aber,  wie  die  Tabelle  auf 
S.  7  1  £f.  zeigt,  verhaltnissmässig  nur  wenige,  die  diese  Forderung  erfüllen, 
unt  d.  zwar  können  die  sechsgliedrigen  durch  geeignete  Wahl  von  x  und 
y      ckiJif  eine  der  drei  Formen: 


i 


(^^^>  {q,  xQ,  ^*«,  Pf  ^P  +  y^j  ^h^+  ^^VQ 

Q,  VQf  y^a,  p,  ^P7  i^^p 

g^^l>  Yacht  werden  und  die  fünfgliedrigen  auf  die  Form: 

{^GTy  gr,  xq,  p,  2xp  +  yq,  x^p  +  xyq. 

Damit  sind  alle  möglichen  Formen  der  verkürzten  Gruppe:  X^f 
•  •  •  X^f  gefunden  und  wir  haben  nur  noch  für  jede  dieser  verkürzten 
Gr:Br^jB.j)pen  die  sechsgliedrigen  Gruppen:  X^f . . .  X^f  in  x,  y,  z  zu  be- 
s^'^ixKimen,   zu   denen   sie   als   verkürzte  Gruppe   gehören   kann.     Dabei 

•  

sen   wir  natürlich   darauf  achten,   dass  die  Gruppe:    X^f . , .  X^f 

zwei  infinitesimalen  Transformationen  mit  denselben  Bahncurven 

^ialten   darf.     Haben    wir    die    verschiedenen  Formen   der   Gruppe: 

. . .  X^f  bestimmt,  die  dieser  Bedingung  genügen,  so  müssen  wir 

iesslich  noch  bei  jeder  der  gefundenen  Gruppen  untersuchen,   ob 

^  Punkte  eine  und  nur  eine  Invariante  haben  und  ob  ^  >  2  Punkte 

Xit  etwa  eine  wesentliche  Invariante  haben. 

Zuerst  setzen  wir  voraus,  dass  die  verkürzte  Gruppe:  X^f . . .  X^f 
lisgliedrig  ist,  sodann  dass  sie  fünfgliedrig  ist. 

)   Bestimmung  aller  Gruppen,  deren  verkürzte  Gruppen 

sechsgliedrig  sind. 

Ist  die  verkürzte  Gruppe:  X^f  . . .  X^f  sechsgliedrig,  so  kann  sie, 
3  wir  gesehen  haben,  auf  eine  der  folgenden  vier  Formen  gebracht 
rden: 

(I)  p,  q,  xq,  xp  +  yq,  xp  —  yq,  yp 

(U)  p,  q,  xq,  xp  +  yq,  xp  —  yq,  x^p  +  xyq 

(HI)  p,  q,  xq,  xp  +  yq,  a?q,  x^p  +  2xyq 

(IV)  p,  q,  xp,  yq,  x^p,  y^q, 

^iese  vier  Fälle  müssen  wir  also  der  Beihe  nach  durchgehen. 
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Erster  Fall. 

Wir    suchen    zunächst   alle    secbsgliedrigen   Gruppen   in   x,  y, 
die  unsre  Forderungen  auf  S.  408  erfüllen  und  deren  verkürzte  6ru 
pen  die  Form  (I)  haben.     Jede  solche  Gruppe  hat  die  Gestalt: 

1  ^P  —  VQ  +  ^b^,    yp  +  96^ 

unter  9i  . . .  ^e  Functionen  von  x^  y,  fs  verstanden.    Wir  müssen  dah 
jetzt   9]  .  . .  9)g  in  allgemeinster  Weise  so  bestimmen,  dass  die  in 
tesimalen  Transformationen  (27)  eine  sechsgliedrige  Gruppe  erseugi 
die  unsre  Forderungen  auf  S.  408  erfüllt,  jedoch  dürfbn^wir  dabei 
Veränderliche  z  in  geeigneter  Weise  wählen,  um  die  Form  der  F 
tionen  9>i  .  •  •  9>6  i^öglichst  zu  vereinfachen. 

Gleich  von  vomhein  denken  wir  uns  an  Stelle  von  is  eine  vo: 
nicht  freie  Losung  der  Differentialgleichung: 

als    neues   z   eingeführt;    auf   diese    Weise    erhält    die    infinitesim 
Transformation:  p  -^  q>ir  di6  einfache  Form:  pj  während  die  and 
Transformationen  ihre  Gestalt  nicht  wesentlich   ändern.     Wir  könr= 
demnach  (p^  ohne  Weiteres  gleich  Null  setzen. 
Nunmehr  ergiebt  sich  durch  Combination: 

da   aber    unsre   Gruppe    keine    infinitesimale   Transformation   von 
Form:   il){x,y,z)r    enthält,  so  muss  hier  der  Factor   von  r  identi 
verschwinden,  das  heisst  92  ^^^^  ^on  x  frei  sein.     Führen  wir  ü 
dies:  z^  =  (o{y,  z)  als  neue  Veränderliche  ein,  so  behält  p  seine  Fo 
während: 

wird;  wählen  wir  daher  a  so,  dass  es  die  Gleichung:  Oy-j-g),^« 
befriedigt,   so   erhalten   die  beiden   ersten   infinitesimalen  Transfor 
tionen  unsrer  Gruppe  die  Form: 

P,  2. 
Um  93  zu  bestimmen,  bilden  wir  die  Gleichungen: 

(p,  xq  +  (p^r)  =  q+  j-*  r 
(q,  xq  +  9>5r)  =  -^  r, 
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zeigeD^  dass  9),  nur  von  e  abhängt;  andrerseits  aber  darf  q>^  auch 
it  verschwinden^  weil  sonst  unsre  Gruppe  zwei  infinitesimale  Trans* 
mationen:  q  und  xq  mit  denselben  Bahncurven  enthielte  und  dieser 
1  ist  auf  S.  408  ausgeschlossen.  Wir  können  demnach  eine  solche 
iction  von  0  als  neues  is  einführen,  dass  9>s  "=  1  wird,  und  da  dies 

p  und  q  keinen  Einfluss  hat,  so  erscheinen  die  drei  ersten  infini- 
malen  Transformationen  unsrer  Gruppe  jetzt  in  der  Form: 

Indem  wir:   xp  -{-  yq  -{-  q)^r  mit  p   und  q  combiniren,   erkennen 

*  geradeso   wie   bei   95,    dass   q>^  nur   von   z  abhängt;    andrerseits 
;iebt  sich  aber: 

(xq  +  r,   xp  +  yq+  q>^{ss)r)  =  q)^\0)r, 

0  ist  auch  g>i{^)  =  0  und   q)^(z)  =  c,  so   dass   wir    die   infinitesi- 

le  Transformation: 

^P  +  y2  +  er 
ommen. 

Genau  so  wie  bei  9)3  und  9)4  ergiebt  sich,  dass  auch  9)5  nur  von 

l)hängt;  überdies  erhalten  wir: 

{xq  +  r,  xp  -  yq  +  q>s{^)r)  =  —  2a:g  +  qf^QÖ^ 

•  somit:  95' (^)  =  —  2,  das  heisst:  g)^(/)  =  —  2jSf  +  const.,  wo  aber 
Integrationsconstante  durch  Einführung  eines  neuen  a  gleich  Null 

^acht  werden  kann^  ohne  dass   sich  die  Form   der  früheren  infini- 
xnalen  Transformationen  ändert.    Nunmehr  ergiebt  sich  auch  noch: 

(xp  +  yq  +  er,   xp  —  yq  —  2zr)  =  —  2cr, 

Constante  c  muss  also  verschwinden. 

Um  endlich  noch  tp^  zu  bestimmen,   das  natürlich   auch  nur  von 
Ihängt,  bilden  wir  die  Gleichungen: 

{xq  +  r,   yp  +  tp^ {e)r)  =  xp--yq+  (p^{z)r 
'J>  -  y«  —  "^^r,   yp  +  96  W^)  =  —  2yp  —  2  [ztp^{z)  —  9A^)]r, 
denen  sich: 

9/  W  =  -  2^,   ^9/ W  =  29>6  W 20« 

riebt.     Demnach  finden  wir,  dass  die  infinitesimalen  Transformation 

1  unsrer  Gruppe  die  einfache  Form: 

(I7  M  +  ^;   y«  +  ^^;   xp  —  gr  ' 


.)      ['• 


yp  —  e^r 


lalten   können;    es   ist   das,   wie    nebenbei   bemerkt   sein    mag,   die 
iippe,  die  entsteht,  wenn  man  die  allgemeine  lineare  Gruppe: 

p,  2,  m,  y^y  ^Py  yp 


8 
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der  Ebene  durch  Hiuzunahme  des  Differentialquotienten : 

dx 
erweitei-t  (vgl.  S.  165). 

Noch  bleibt  zu   untersuchen,  ob    unsre   Gruppe   (28)   die  Fo 
ruugeu  auf  S.  399  erfüllt,  vor  allen  Dingen  also,  ob  zwei  Punkte 
Raumes  x,  y,  z  der  Gruppe  gegenüber  eine  und  nur  eine  Invariarzn:^ -te 
haben. 

Unsre  Gruppe  enthält  drei  infinitesimale  Transformationen,  die 

x^  y,  z  von  der  nullten  Ordnung  sind  und  aus  denen  sich  keine  Tra. 

formation  von   erster  oder  höherer  Ordnung   linear  ableiten  lässt; 

sind  das: 

p,  g,  xq  -f  r. 

Hieraus  geht  hervor,  dass  der  Coordinatenanfang:  rc  «>  y  =  ^er  =r  0 
Punkt   von  allgemeiner  Lage  ist.     Dieser  Punkt  bleibt  bei  den 
infinitesimalen  Transformationen: 


u 

8- 
68 


ei 


yp  —  z^r\  xp  —  yq  —  2zr,  xp  +  yq 

unsrer  Gruppe  in  Ruhe,  nach  Satz  2,  8.  406  kommt  es  daher  zuna^^z^hst 
darauf  an,  ob  die  Determinante: 

y      0  -z' 

X    —  y    —2z    =  2y^z  —  2xyz* 
X        y       0 

identisch  verschwindet  oder  nicht.  Da  nun  diese  Determinante  im  i cht 
identisch  verschwindet,  so  haben  zwei  Punkte  des  li^  der  Gruppe  ^^8) 
gegenüber  sicher  keine  Invariante ,  die  Gruppe  (28)  ist  also  fQr  ^^^ 
unbrauchbar. 

Zweiter  Fall. 

Die  verkürzte  Gruppe:  X^f  .  .  .  X^f  habe  jetzt  die  Form  (11)      *^ 
S.  413  und  die  Gruppe:  A\/' .  .  .  X^f  infolgedessen  die  Form: 


(29) 


p  +  9i^  q  +  92^,  ^ü  +  93^1  ^p  +  yq  +  9^^ 
^p  —  yq  +  96^1  ^p  +  ^yo.  +  9>6^> 


wo  9>i .  .  .  9>6  Functionen  von  Xy  y,  z  sind. 

Die  beim  ersten  Falle  ausgeführten  Rechnungen  zeigen  unmi^^^^' 
bar,  dass  die  fünf  ersten  der  infinitesimalen  Transformationen  (29^  ^'^ 
Form: 

Pf  2,   ^q  +  ^i  ^P  +  yq,  xp  —  yq  —  2zr 

erhalten  können.     Da  andrerseits  die  Gleichungen: 


I 
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(p,  x'p  4-  xyq  +  (fgr)  =  2xp  +  yq+  ^r 
(3,  «*P  +  xyq  +  <per)  =  xq  -^  -^  r 

P  +  yg,  ^P  +  a;y3  +  nr)  =  x'^p  +  xyq  +  {^  f^  +  V -^]  r 
rt  ergeben: 

3«  '      dy  ' 

ixhalten  wir  die  sechs  infinitesimalen  Transformationen: 

Pj  Qy  ^(i  +  »";  ^P  +  yä',  ^P  —  y«  —  2^r 
x^p  +  a;yg  +  (y  —  rr^)  r, 

se   erzeugen    augenscheinlich  eine   sechsgliedrige   Gruppe,   die   aus 
sechsgliedrigen  projectiven  Gruppe: 

Vy  g,  xq^,  xp  +  yq,  xp  —  yq,  a^p  +  xyq 

Ebene  Xy  y  in  derselben  Weise  durch  Erweiterung  entsteht,  wie 
Gruppe  (28)  aus  der  allgemeinen  linearen  Gruppe  der  Ebene. 

Aber  auch  die  Gruppe  (30)  ist  für  uns  unbrauchbar.  Der  Punkt: 
s  y  -=  ^  ;=  0,  der  wieder  ein  Punkt  von  allgemeiner  Lage  ist, 
bt  nämlich  bei  den  drei  infinitesimalen  Transformationen: 

^P  +  y«;  ^P  —  ya  —  2^»",  x^p  +  xyq  +  (y  —  icjer)  r 

Gruppe  (30)  invariant,  aber  die  zugehörige  Determinante: 

X         y        0 

X     —  y     —  2  z     =  —  2xy  (y  —  xa) 

x^     xy   y  —  XB 

ichwindet   nicht  identisch,   also   haben  auch   zwei  Punkte   des  B^ 
Gruppe  (30)  gegenüber  keine  Invariante. 

Dritter  Fall. 

Die  verkürzte  Gruppe:  Xj^f  . . .  X^f  hat  hier  die  Form  (III),  S.  413 
die  Gruppe:  X^f . . .  X^f  daher  die  Form: 

p  +  9i^,  Q  +  9>2^,   ^Q  +  9^8^   xp  +  yq  +  g>4^ 

^^  (fi  - ' '  (Pß  Functionen  von  x,  y,  z  verstanden. 

Genau  wie  im  ersten  Falle  erkennen  wir,  dass  die  vier  ersten 
"Qr  den  infinitesimalen  Transformationen  (31)  auf  die  Form: 

p,  q,  xq  +  r,  xp  +  yq  +  er 

bracht  werden  können. 

I'ie,  Tbeorie  der  Transformationsgruppen.  III.  27 


> 
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Um  (f^  zu  bestimmen^  bilden  wir  die  Gleichungen: 
iP,  ^9  +  <Ps  r)  =  2xq  +  ^''» 

(gr,  x'q  +  9)jr)  = 


dx 


ixp  -{.  yq  +  CT,  ^q  +  ^,r)=  ^q-{.  [x^-^  +  y^-^  ■\-  c^-^\ 


aus  denen  sich  ergiebt: 

dx 

^96 


^^6    ^_  ^    __   Q 

dy  dz 

^96       I       ^    ^9>ö 


2, 


In  derselben  Weise  erhalten  wir  aas  den  Gleichungen: 


Bvt 


(.P,  ^P  +  2a;yg  +  ^i^r)  =  2xp  -\-2yq-\-^r 

(xg  +  r,  «»i)  +  2ary3  +  tf>^r)  =  a;»«  +  (a;  -^  +  -^)  r 
(«P  +  y3  +  er,  a;*!?  +  2xyq  +  ^»gr)  =  a:*j)  +  2a;ygr  + 

die  einzige  noch  unbekannte  Function  ^^^  es  wird  nämlich: 

e^ic  oy  '     öxf 

Demnach  kann  unsre  Gruppe  (31)  die  Form  erhalten: 


H 


(32) 


P,  i,  a;g4-r,  xp  +  yq-^cr 
3?q  -\-  2xr,    x^p  +  2xyq  +  2(y  +  ca;)r 


Auch  hier  ist:  x  ^  y  =  e  =  0  ein  Punkt  von  allgemeiner 
Dieser  Punkt  bleibt  bei  den  drei  infinitesimalen  Transformation^^'' ' 


(33) 


^P  +  (j/  —  ^^)^>  ^^Q.  +  2a;r 

< 

x^p  +  2xyq  +  2(y  +  ex)  r 
invariant  und  die  zugehörige  Determinante: 

X    y  —  ex  0 

(34)  0        x^  2x         .,  =  2x^(y+cx)'-4xr^y  +  2x^(jf 

I  x^     2xy     2  (y  +  co;)  | 


^f) 
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hwindet  identisch,  ohne  dass  alle  ihre  zweireihigen  Unterdeter- 
Dten  verschwinden.  Demnach  (s.  Satz  2,  S.  406)  haben  zwei 
te:  Xi,  y^y  z^  und  x^,  y,,  e^  des  iJj  ^^^  Gruppe  (32)  gegenüber 
und  nur  eine  Invariante  und  zwar  findet  man  bei  der  Ausrech- 
fOr  diese  Invariante  den  folgenden  Ausdruck : 

das  gilt,  welchen  Werth  auch  die  Constante  c  haben  mag;  da 
üese  Constante  offenbar  nicht  durch  Einführung  neuer  Veränder- 
'  X,  y,  z  weggeschafft  werden  kann,  so  ist  sie  ein  wesentlicher 
neter,  das  heisst  die  Gruppe  (32)  repräsentirt  oo^  verschiedene 
pentypen. 

Bs  ist  jetzt  noch  zu  untersuchen,  ob  die  Gruppe  (32)  auch  wirk- 
en den  Gruppen  gehört,  die  wir  suchen,  ob  also  die  Invarianten 
)ig  vieler  Punkte  sich  durch  die  Invarianten  von  Punktepaaren 
ücken  lassen.  Da  wir  aber  schon  wissen,  dass  zwei  Punkte  eine 
lur  eine  Invariante  haben,  da  andrerseits  die  Schaar  der  Pseudo- 
n  (vgl.  S.  402): 

^  +  ^0  —  ^  U^  —  ^o)*  —  2  ^^^"^  =  const. 

blos  aus  (x>^,  sondern  sogar  aus  cx)^  verschiedenen  Flächen  be- 
so  brauchen  wir  nach  Satz  4,  S.  409  nur  noch  festzustellen,  ob 
le  bei  der  Gruppe  (32)  invariante  Schaar  von  oo*  Curveu  giebt, 
leren  Gurven  sämmtliche  Pseudokugeln  erzeugt  sind. 
3a  der  Punkt:  x  *=  y  =  z  =  0  ein  Punkt  von  allgemeiner  Lage 
9  muss,  wenn  er  festgehalten  wird,  von  jeder  invarianten  Schaar 
»*  Curven  die  durch  ihu  gehende  Curve  in  Ruhe  bleiben.  Nun 
btet  der  Punkt:  x  =  y  =  z  =  0  die  drei  unabhängigen  infinites!- 
i  Transformationen  (33),  die  natürlich  eine  dreigliedrige  ünter- 
le  von  (32)  erzeugen;  setzt  mau  aber  in  der  Determinante  (34), 
u  dieser  Untergruppe  gehört,  alle  zweireihigen  Determinanten 
i  Null,  so  findet  man,  dass  o;  =»  y  =  0  die  einzige  durch  den 
b:  X  =  y  =  z  =  0  gehende  Curve  ist,  die  gleichzeitig  mit  diesem 
te  invariant  bleibt.  Da  die  Curve:  a:  =  y  =  0  bei  der  Gruppe 
iie  oo^  Lagen:  :r  =  const. ,  y  =  const.  annimmt,  so  ist  hiermit 
sen,  dass:  x  =  const.,  y  =  const.  die  einzige  bei  der  Gruppe  (32) 
ante  Schaar  von  cx>^  Curven  ist*,  da  endlich  die  Pseudokugeln 
offenbar  nicht  von  Curven  der  Schaar:  x  =  const.,  y  =  const. 
p.  sind,  so  leuchtet  ein,  dass  mehr  als  zwei  Punkte  der  Gruppe 
gegenüber  keine  wesentliche  Invariante  haben. 
fVir  erwähnen  noch,  dass:  x  =  0  die  einzige  durch  den  Punkt: 

27* 
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X  ^=y  =  z  =  0  gellende  Fläche  ist,  die  bei  der  Gruppe  (33)  invari 
bleibt,  und  dass  infolgedessen  ausser  der  Schaar:  x  =  const.  ke: 
andre  Schaar  von  <x^  Flächen  die  Gruppe  (32)  gestattet. 

Vierter  Fall. 

Jetzt  suchen  wir  alle  sechsgliedrigen  Gruppen  des  Raumes  x^ 
die  unsre  Forderungen  auf  S.  408  erfüllen  und  deren  verkürzte  Grup;^:^^!] 
die  Form: 

(IV)  p,  xp,  x^p,  q,  yq,  y^q 

besitzen.     Die  infinitesimalen  Transformationen  dieser  Gruppen  ha^^ft:>en 
die  Gestalt: 

wo  9Pi  . . .  96  Functionen  von  x,  y,  z  sind. 

Wie  im  ersten  Falle  erkennen  wir,  dass  (p^  und  fp^  ohne  Be- 
schränkung der  Allgemeinheit  gleich  Null  gesetzt  werden  koii.TM=Meu. 
Durch  Combination  mit  p  und  q  ergiebt  sich  ferner,  dass  q)^  vc:^:^o  x 
und  y  frei  ist,  da  überdies  q)^  augenscheinlich  nicht  verschwiKiB.  ^en 
darf,  so  können  wir  es  durch  Einführung  eines  neuen  ß  gleich ^ft=i  1 
machen  und  haben  nunmehr  die  drei  infinitesimalen  Transformatioxnaen; 

p,  q,  xp  +  r. 

Gombiniren  wir  jetzt:   yq-^-  ff^r  mit  den   ebengenannten  Tjrcui«- 
formationen,  so  finden  wir,  dass  q^  von  x,  y^  z  frei   und  also     ^ine 
blose   Constante  ist;    wir  können  daher  (p^  =  c   setzen,   wo  aber      die 
Constante  c  nicht  verschwinden  darf. 

Um  auch  ip^  zu  bestimmen,  bilden  wir  die  Gleichungen: 

(Py  ^^P  +  9>5^)  =  2ocp  +  ^*  r 
(g,   x^p  +  ip^r)=  -gjr 

{yq  +  er,  x'p  +  9>ör)  =  {y^  +  c^)  r 

{xp  +  r,   x^p  +  q>^r)  =  x'p  +  {^^  +  -ji)  r. 
Von  diesen  zeigen  die  drei  ersten,  dass: 

^ys  _^  2      ^^  =  ^-^  =  0 

ex  '      dy  dz 

ist,  die  letzte  ergiebt  daher:  (fr,  =  2x.  ^ 

Durch  eine  ganz  ähnliche  Rechnung  findet  man:  q>Q  =  2oy,  m 
gelangt  also  zu  der  Gruppe: 
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!  (c  +  0) 


arameter  c  ist  hier  offenbar  wesentlich  und  kann  nicht  fort- 
fft  werden. 

•as  Vorhandensein  der  drei  infinitesimalen  Transformationen:  p, 
+  r  zeigt,  dass  der  Coordinatenanfang  ein  Punkt  von  allgemei- 
ige  ist.  Dieser  Punkt  bleibt  bei  den  drei  infinitesimalen  Trans- 
ionen : 

yq  —  cx}),   x^p  '\'  2xr,   ^q-\-2cyr     (o  +  o) 

ruppe  (38)  in  Ruhe.     Da  nun  die  zugehörige  Determinante: 

—  ex    y       0 
x^      0      2x 
0       y^    2cy 


=  2cx^y^  —  2cx^y* 


ich  verschwindet,  während  ihre  zweireihigen  ünterdeterminanten 
alle  null  sind,  so  können  wir  schliessen,  dass  zwei  beliebige 
3  des  Raumes  x,  y,  e  der  Gruppe  (38)  gegenüber  eine  und  nur 
nvariante  haben.  In  der  That,  durch  eine  leichte  Rechnung 
ugt  man  sich,  dass  der  Ausdruck: 


2 


^1  +  ^2  —  U^2  —  ^i)'  -  c-Uy2  -  yi) 

nd  zwar  die  einzige  Invariante  der  beiden  Punkte:  Xy,y^jZ^  und 
e^  ist. 
ie  Schaar  der  Pseudokugeln  hat  für  unsre  Gruppe  (38)  die  Form: 

z  +  Zq  —  1{x  —  XqY  —  cJ{y  —  y^y  =  const. 

esteht  daher  sicher  aus  mehr  als  oo^  Flächen.  Andrerseits 
t  man  wie  im  vorigen  Falle  durch  Nullsetzen  der  zweireihigen 
linanten  von  (40),  dass  x  =  y  =  0  die  einzige  durch  den  Punkt: 
=  z  ==  0  gehende  Curve  ist,  die  zugleich  mit  diesem  Punkte  in 
bleibt,  dass  also:  o;  =  const.,  y  =  const.  die  einzige  bei  der 
i  (38)  invariante  Schaar  von  <x>^  Curven  ist.  Da  nun  die  Pseudo- 
(42)  augenscheinlich  nicht  von  Curven  dieser  Schaar  erzeugt 
o  ist  nach  Satz  4,  S.  409  sicher,  dass  mehr  als  zwei  Punkte  der 
3  (38)  gegenüber  keine  wesentliche  Invariante  haben, 
rwähnt  sei  noch,  dass  es  ausser  den  beiden  Schaaren:  x  =  const. 
=  const.  keine  bei  der  Gruppe  (38)  invariante  Schaar  von  oo* 
Q  giebt. 
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6)    Bestimmung  aller  Gruppen^  deren  verkürzte  Gruppeix 

fünfgliedrig  sind. 

Nach  S.  412  f.  kann  hier  die  verkürzte  Gruppe:    X^f . . .  X^f   ^^ 
eine  der  beiden  Formen: 

(  V)    p,  q,  xq,  xp  -  yq,  yp 

(VI)    py  q,  xq,  2xp  +  yq,  x^p  +  xyq 

gebracht  werden.     Wir  haben   also  jetzt  noch  diese  beiden  Fälle 
behandeln. 

•   Fünfter  Fall. 

Hat   die    verkürzte  Gruppe    die  Form  (V),   so    hat   die   Gmp] 
X^f  .  , ,  X^f  die  Form: 

unter  9^,  ^i  •  •  •  9^5  Functionen  von  x,  y,  z  verstanden. 

Dieser  Fall  ist  bereits  auf  S.  157  f.  erledigt,  es  ist  nämlich  ic^mi^CDri 

gezeigt,  dass  die  Gruppe  (43)   durch  geeignete  Wahl   von  0  entwe(F^  "   ^er 

auf  die  Form: 

rj  P,  g,  xq,  xp  —  yq,  yp 

oder  auf  die  Form: 

.  ('•,  Py  Q  +  ^^,  ^P  —  VQ 

^    ^  \yp+  ^y^r,  xq  +  ^x^r 

gebracht  werden  kann.    Die  erste  dieser  Gruppen  kommt  hier  nioh 
Betracht,  da  q  und  xq  dieselben  Bahncurven  haben.    Die  Gruppe  {- 
ist   uns  aus    dem   Abschnitt  II    bekannt  (s.  das.  Theor.  66,  S. 
wir   wissen    ferner,    dass    diese    Gruppe,    wenn    man    die    Ausdrüi 
^j  iy>  ^  — -k^y  *^  Stelle   von  x,  y,  z  als  neue  Veränderliche 
führt,  in  die  projective  Gruppe: 


(45)  \P  —  yr,  q  +  xr,  r,  xq,  xp—  yq,  yp 


übergeht  (a.  a.  0.  S.  445  f.),   wir  wollen  daher  diese  projective  F 
der  Gruppe  unsrer  Untersuchung  zu  Grunde  legen. 

Das  Auftreten  der  drei  infinitesimalen  Transformationen:  p H^f 

q  +  xr,  r  zeigt,  dass  x  =  y  =  z  =  0  ein  Punkt  von  allgemeiner  TZ^^^-^S^ 
ist.  Da  nun  dieser  Punkt  bei  den  drei  infinitesimalen  Transfof  ^k^*" 
tionen : 

(46)  xq,  xp  —  yq,  yp 

der  Gruppe  (45)  invariant  bleibt  und  da  die  zugehörige  Determim 
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0      iC      0 
X   —y   0 

y     0    0 

ÜBch  verschwindet^  ohne  dass  alle  ihre  zweireihigen  Unterdeter- 
m  ernten  dasselbe  thun,  so  ist  nach  Satz  2,  S.  406  sicher^  dass  zwei 
iB.lte:  Xi,  ifij  g^  und  x^,  y^,  z^  der  Gruppe  (45)  gegenüber  eine  und 

eine  Inyariante  haben.  Man  findet  für  diese  Invariante  sehr  leicht 
L     Ausdruck: 

)  ^2  — ^i  +  ^iy«  — ^«yi- 

Die  zur  Gruppe  (45)  gehörige  Schaar  von  Pseudokugeln: 

O  ^  —  ^0  +  ^oV  ~  Vo^  ~  <5onst. 

»Isält  cx)^  verschiedene  Fläehen  und  zwar  besteht  sie  aus  allen  Ebe- 
rn, des  Baumes  x^  y,  z.  Da  überdies  die  Gruppe  (44)  nach  Abschn.  11^ 
eor.  73,  S.  445  keine  andre  Schaar  von  oo'  Gurven  invariant  lässt 

die  Schaar:  a:  =  coust.,  y  =  const.,  so  gilt  von  der  Gruppe  (45) 
apcnscheinlich  dasselbe,  und  da  die  oo'  Pseudokugeln  (49)  nicht  von 
r^ven  der  Schaar:  x  =  coust.,  y  <»  const.  erzeugt  sind,  so  ergiebt 
JoL  aus  Satz  4,  S.  409  sofort,  dass  mehr  als  zwei  Punkte  der  Gruppe 
L^  gegenüber  keine  wesentliche  Invariante  haben. 

Noch  ist  zu  erwähnen,  dass  die  Gruppe  (45)  überhaupt  keine 
"^aar  von  oo*  Flächen  invariant  lässt  (s.  Abschn.  II,  a.  a.  0.) 

Sechster  Fall. 

Hat  die  verkürzte  Gruppe:  X/.  ..  %f  die  Form  (VI),  S.  422, 
h^t  die  Gruppe:  X^f . . .  X^f  nothwendig  die  Form: 

V  {^^7  P  +  9i^,   Q  +  <P2^y    ^^P  +  y«  +  93^ 

l        ^ff  +  94^  x^p  +  ^ya  +  9>6^, 

>  91  •  '  •  95  Functionen  von  x,  y,  z  sind. 
Crenau  wie  auf  S.  157  f.  können  wir  erreichen,  dass  9=1,  9i=0 
=  Cx  wird;  dann  sind  zugleich  93,  q>^  und  9)5  sicher  von  z  frei. 
Zur  Bestimmung  von  (p^  (a;,  y)  bilden  wir  die  Gleichungen : 


(i),  2xp  +  yq  +  g)sr)  =  2p  + 


dx 


{q  +  Cxr,  2xp  +  yq  +  (p^r)  =  q  +  (-^  —  2Cx)  r, 
'    ergeben : 

Uo:  C=0  und    q>^  =  Dx+  Ey  +  H,  wo   aber  H  ohne   Weiteres 
"^^ggelassen   werden    kann,   während  D  und    E  gleich  Null  werden, 
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wenn   man:   z — ^Dx  —  Ey  als  neues  z  einfülirt.     Wir  haben  al&o 
jetzt  die  vier  ersten  der  Transformationen  (50)  in  der  einfachen  ForrÄn: 

p,  q,  r,  2xp  +  yq. 

Combiniren  wir  xq  -}-  ^ii^j  y)^  mit  p  und  g,   so  erkennen 
dass  (p^  die  Form  hat:   (p^  =  Lx  -f-  My^  wo  die  überflüssige  Intei 
tionsconstante  bereits  weggelassen  ist.     Femer  erhalten  wir: 

{2xp  +  yq,  xq  +  {Lx  +  My)r)  =  xq  +  {2Lx  +  My)r, 

so  dass  L  verschwinden  muss,  während  M  natürlich  nicht  yersch 
den  darf,  weil   sonst  q  und  xq  dieselben  Bahncurven   hätten«     In. 

wir  ^ daher  -^^.z  als  neues  z  einführen,  können   wir  erreichen,   daa 

gleich  1  wird. 

Endlich  bilden  wir  die  Gleichungen: 

(i>,  :i^p  +  xyq  +  ip^r)  =  2xp-\- yq  +  ^-^  r 


m- 
«m 

M 


{q,  7?p  +  xyq  +  tpf,r)  = 


^2  +  ifr 


(xq  +  yr,  a^p  +  xyq  +  qi^r)  =  {x  -^  —  xy)  r 
(2xp  +  yq,  x^p  +  xyq  +  ip^r)  =  2 {x'^p  +  xyq)  + 


und  finden  aus  ihnen: 


dx 


=  c, 


2x 


8<Pb 


+  y^  =  2cx  +  y*  =  2q>,-\-K, 


dx     ^    ^    dy 

wo  wir  jedoch  K  gleich  Null  setzen  dürfen.     Damit  sind  wir  denim 
der  Gruppe  gelangt: 


za 


(51) 


Pj  g,  r,  2xp  +  yqy  xq  +  yr 


x^p  +  xyq  +  (^1/*  +  ex)  r. 

Da  p,  g,  r  auftreten,  ist  der  Punkt:  x  ^=^y  =  z  =  0  wieder 
Punkt   von  allgemeiner  Lage.     Die   infinitesimalen   Transformatio 
der  Gruppe  (51),  die  diesen  Punkt  invariant  lassen,  lauten: 
2xp  +  yq,   xq  +  t/r,   a^p  +  xyq  +  (^y*  +  ca;)r 
und  die  zugehörige  Determinante: 

2x     y  0 

0      X  y 


hat  den  Werth: 


.-^; 


.2 


^y   ir  +  c« 
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xV  +  2car'  -  2x'y*  +  x*i/  =  2ca;», 

Sie     verschwindet  also  nur  dann  identisch  ^   wenn  die  Constante  c  den 
•^^xih  Null  hat^  während  ihre  zweireihigen  Unterdeterminanten  auch 
^^^      €=0  nicht  alle  verschwinden.     Demnach  ist  die  Gruppe: 

i>,  q>  r,  2xp-{'yq,   xq  +  yr  j 
_         x^p  +  xyq  +  ^fr  , 

'^^«r  allen   Gruppen   von  der  Form  (51)  die  einzige,   bei    der  zwei 
'^  ^kte   eine   und  nur   eine   Invariante  haben.     Bei    der  Ausrechnung 
^et  man,   dass  diese  Invariante  die  Form: 

^  ^  ^«        ^1        2(0:, -rcj 

^^^itzt 


C^4) 


Die  Schaar  der  Pseudokugeln: 


^  -  ^0  -  2%--^-)  =  <^^^ 


^ie  zu  unsrer  Gruppe  (52)  gehört,  besteht  offenbar  aus  <x?  verschie- 
denen Flächen.  Ferner  überzeugt  man  sich  leicht,  dass  die  infinite- 
'^i malen  Transformationen  der  Gruppe  (52),  die  den  Punkt  von  allge- 
^Xieiner  Lage:  x  ^=»  y  =  a  ^^0  festhalten,  keine  andere  durch  diesen 
l^unkt  gehende  Curve  in  Ruhe  lassen,  als  die  Gerade:  rc  =  y  =  0;  dem- 
nach ist:  OTssconst.,  y  =»  const.  die  einzige  Schaar  von  oo*  Curven, 
ciie  bei  der  Gruppe  (52)  invariant  bleibt,  und  der  Satz  4,  S.  409  zeigt 
^riederum,  dass  mehr  als  zwei  Punkte  der  Gruppe  (52)  gegenüber 
keine  wesentliche  Invariante  haben. 

ScCliesslich  bemerken  wir  noch,   dass  die  Gruppe  (52)  nur  eine 
einzige  Schaar  von  oo^  Flächen  invariant  lässt,  nämlich  die  Schaar: 
=s  const. 


Damit  sind  aucJi  alle  imprimitiven  Gruppen  des  B^  gefunden^  die 
-winsre  auf  S.  399  gestellten  Forderungen  erfüllen, 

§  88. 

Die  in  der  Einleitung  des  Kapitels  ausgesprochene  Aufgabe  hat 
nach  den  Ergebnissen  der  beiden  letzten  Paragraphen  folgende  Losung: 

Theorem  36.  Ist  eine  endliche  continuirliche  Gruppe  des 
Raumes  x,  y,  z  so  beschaffen^  dass  zwei  Punkte  des  Raumes 
hei  ihr  eine  und  nur  eine  Invariante  haben  und  dass  alle  In- 
varianten von  mehr  als  zwei  Punkten  sich  durch  die  Invarian- 
ten von   Punktepaaren   ausdrücken  lassen,  so   ist  die   Gruppe 
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transitiv  und  sechsgliedrig  und  zwar  ist  sie  durch  eine  Punh 
transformation  des  Raumes  x,  y,  z  ähnlich  entweder  mit  d 
Gruppe  der  Euklidischen  Bewegungen  oder  mit  der  sechsglie 
rigen  projectiven  Gruppe  einer  nicht  ausgearteten  Fläche  zw 
ten  Grades  oder  mit  einer  der  nachstehenden  vier  Gruppen: 


[IJ 


P»  3»  ^P  +  ^»  !/5  +  er,  x^p  +  2a:r,  y'q  +  2cyr  • 

(c  +  O) 


[2| 


p,  q,  xq  +  r,  x^q  +  2xr,  xp  +  yq  +  er 
x^p  +  2xyq  +  2(y  +  ex)  r 


3 


P  —  yr,  q  +  xr,  r,  xq,  xp  —  yq,  yp  _ 


14 


P>  3,  r,  xq  +yr,  2xp  +  yq 
x^p  +  xyq  +  iyV 


der 

nty 
h 


er- 

8S 


Der    Parameter   c    ist    hier   beide   Male    wesentlich  und  h  ^c^w» 
nicht  fortgeschafft  werden. 

Wie  wir  im  Yorigen  Paragraphen  gezeigt  haben,  lässt  jede 
vier  Gruppen   [1]  . . .  [4]  Dur  eine  Schaar  von   oo*  Curven   invar 
nämlich  die  Schaar:    x  =  const.,  y  =  const.     Wir  wollen  jeiast 
hinzufügen,  dass  diese  vier  Gmppen  nämmtlich  systolisch  sind. 

In  der  That,  die  infinitesimalen  Transformationen  der  genanm 
vier  Gruppen  sind   alle  mit  der  infinitesimalen  Transformation  r  ?• 
tauschbar,    damit  ist   nach   Abschn.  I,  S.  510,   Satz  2  bewiesen^  d 
die  Gruppen   systatisch   sind;   man  kann  sich  aber  auch  direkt  da^c:^^^^ 
überzeugen,  denn  bei  jeder  der  Gruppen  [1]  .  .  .  [4]  lassen  alle  infin. 
tesimalen  Transformationen,  die  einen  Punkt  Xq,  y^,  Zq  von  allgemeine^ 
Lage  festhalten,   zugleich  jeden  Punkt   der   Gäraden:   x  =  XQyy=^y^ 
in  Ruhe. 

Schliesslich  sei  noch  erwähnt,  dass  bei  den  Gruppen  [1],  [2],  [3] 
die  cx>^  Linienelemeute  durch  jeden  festgehaltenen  i^Wkt  von  allge- 
meiner Lage  dreigliedrig  transformirt  werden,  bei  der  Gruppe  [4] 
dagegen  blos  zweigliedrig;  die  Gruppe  [4]  enthält  eben  in  der  Um- 
gebung jedes  Punktes:  Xqj  t/^,  Zq  von  allgemeiner  Lage  eine  infinitesi- 
male Transformation  von  zweiter  Ordnung  in:  o; —  rc^,  y  —  y^,  e  —  z^. 

Man  könnte  fragen,  ob  die  Gruppen  [1],  [2],  [4],  die  keine  pro- 
jective  Form  haben,  durch  geeignete  Wahl  von  Xy  y,  z  in  projective 
Gruppen  überführbar  sind.    Für  die  Gruppe  [4]  ist  diese  Frage  sicher 
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Nein  zu  beantworten^  denn  sollte  sie  in  eine  projective  Gruppe 
r gehen  können^  so  müsste  die  infinitesimale  Transformation  zweiter 
xiungy  die  sie  in  der  Umgebung  des  Punktes  von  allgemeiner  Lage: 
s  y  :=  jer  =  0  enthält,  die  Form: 

{kx  +  [ly  +  vz)  (xp  +  yq  +  0r)  -\ 

»<n,    wo    die    weggelassenen   Glieder   in   x,  y,  js   von   dritter   und 
L  erer  Ordnung  wären;  da  diese  noth wendige  Bedingung  nicht  erfüllt 
kann   die   Gruppe  [4]  sicher  nicht   mit  einer  projectiven  Gruppe 
fe^lich  sein. 

§  89. 
Erledigung  des  Problems  für  reelle  Gruppen. 

Bisher  betrachteten  wir  die  Veränderlichen  x,  y,  e  als  complexe 
^ssen,  nunmehr  wollen  wir  sie  auf  das  Gebiet  der  reellen  Zahlen 
schränken  und  wollen  die  in  der  Einleitung  des  Kapitels  gestellte 
ifgabe  unter  der  Voraussetzung  losen,  dass  die  Gruppen  reell  und 
SS  nur  reelle  Punkttransformationen  zulässig  sind. 

Wir  fragen  also  jetzt  nach  allen  reellen  endlichen  continnirliGhen 
'uppen  des  B^j  hei  denen  ztvei  reelle  Funkte  eine  und  nur  eine  In- 
Hante  haben,  wahrend  drei  oder  mehr  reeUe  Punkte  Jceine  wesentliche 
Variante  besitzen.  Dabei  beschränken  wir  uns  natürlich  auf  solche 
Ue  Gruppen,  deren  endliche  Gleichungen  eine  gewisse  Anzahl  von 
OTerentiationen  nach  den  Veränderlichen  und  nach  den  Parametern 
assen  (vgl.  S.  365). 

Von  vornherein  ist  klar,  dass  die  gesuchten  Gruppen  sämmtlich 
nsitiy  sind  (vgl.  S.  400).  Nach  S.  366  können  wir  uns  daher  in 
em  einzelnen  Falle  durch  eine  reelle  Punkttransformation  solche 
je  Veränderliche  Xj  y,  z  eingeführt  denken,  dass  die  betreffende 
uppe  durch  reelle  Gleichungen  dargestellt  wird,  in  denen  die  auf- 
itenden  Functionen  der  Veränderlichen  und  der  Parameter  analytische 
nctionen  sind  im  Weierstrass sehen  Sinne.  Wir  brauchen  daher 
r  solche  m-gliedrige  Gruppen  zu  betrachten,  in  deren  infinitesimalen 
ansformationen : 

Xkf=  ik{x,  y,  z)p  +  rik{x,  y,  z)q  +  ^{x,  y,  z)r 

{*  =  1 ,  2  . . .  m) 

^k9  Vkj  Sk    in   der   Umgebung    eines    beliebigen   reellen   Punktes: 
^oj  ^0  ^^^  allgemeiner  Lage  gewöhnliche  Potenzreihen  von  x — x^, 

—  yo,  a  —  Zq  sind,  aber  selbstverständlich  Potenzreihen    mit   lauter 

lUen  Coefficienten. 
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Es  sei:  XJ. . .  X^f  oder  kurz  Gm  eine  solche  m-gliedrige  reelle 
Gruppe,  die  unsre  Forderungen  in  Bezug  auf  die  Invarianten  zweier 
und  mehrerer  Punkte  erfüllt.     Dann  stellt  der  Ausdruck: 

wenn  wir  in  ihm  x,  y,  0  als  complexe  Veränderliche  und  e^ ...  ^  als 
complexe  Parameter  betrachten,  die  allgemeine  infinitesimale  Trans- 
formation einer  gewissen  m-gliedrigen  Gruppe  Gm  von  complexen 
Transformationen  dar  (vgl.  S.  362).  Es  ist  nun  leicht  zu  sehen,  dass 
diese  Gruppe  Gm  in  Bezug  auf  die  Invarianten  zweier  und  mehrerer 
Punkte  ebenfalls  unsre  Forderungen  erfüllt,  das  heisst:  bei  Gm  haben 
zwei  Punkte  eine  und  nur  eine  Invariante,  mehr  als  zwei  Punkte  da- 
gegen haben  keine  wesentliche  Invariante.  In  der  That,  die  Invarian- 
ten von  s  Punkten  sind  bei  Gm  sowohl  wie  bei  Gm  einfach  die  Lo- 
sungen des  vollständigen  Systems: 

auf  die  Zahl  der  von  einander  unabhängigen  Lösungen  dieses  vollstän- 
digen Systems  hat  es  aber  gar  keinen  Einfluss,  ob   man  x,  y,  e  als 
reelle  oder  als  complexe  Veränderliche  ansieht.     Wenn  also  bei  reellen 
Xj  y,  z  zwei  Punkte  eine  und  nur  eine  Invariante  haben  und  alle  In- 
varianten von  mehr  als  zwei  Punkten  sich  durch  die  von  Punktepaaren 
ausdrücken   lassen,  so  gilt  das  auch   bei   complexen  o?,  y,  e  und  um- 
gekehrt; man  kann  ja  sogar  immer  erreichen,  dass    alle  Invariante: 
von  s  Punkten  reelle  Functionen  der  35  Veränderlichen:  Xj,  y^,  i»i,... 
^»,  y»,  Zs  werden. 

Hiermit   ist   Folgendes    bewiesen:     Wenn    eine   m-gliedrige 
Gruppe:  X^f , . ,  Xmf  unsre  Forderungen  in  Bezug  auf  die  Invari 
mehrerer  Punkte  erfüllt,  so  liefert  sie,  sobald  man  x,  y,  z  als  com; 
Veränderliche  auffasst,  eine  Gruppe,  die  alle  in  §  85  entwidceUen  Eigen 
scliaften   besitzt;   die  Gruppe:   X^f . . .  Xmf  ist  daher  nothwendig  sechs 
gliedrig  und  durch   eine  reelle   oder    complexe   Punkttransforfnatian 
Raumes  x,  y,  z  mit  einer  der  Gruppen  des  Theorems  36,  S.  425 

Die  in  Theorem  36  aufgezählten  Gruppen  zerfallen  in  zwei  Elas 
sen.     Jede   Gruppe    der   ersten    Klasse   lässt   eine   Gleichung  zweitevr 
Grades : 

(55)  a^y^dx^ -{- a^^dy^'\' a^^d z^ '\'2a^^dx dy -^2 a^^dy dz '\'2a^^d z dx  =  ^ 

invariant,  wo  die  a  Functionen  von  x,  y,  z  sind  und  wo  die  zug 
hörige  Determinante  nicht  identisch  verschwindet;  ausserdem  sind  dies 
Gruppen  so  beschaffen^  dass  die  (x?  Linienelemente  durch  jeden  fes 
gehaltenen  Punkt  von  allgemeiner  Lage  dreigliedrig  transformirt  we 
den.    Die  Gruppen  der  zweiten  Klasse,  die  Gruppen  [1]  . . .  [4]  zeichn 
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sichk  nach  S.  426  dadurch  aus^  dass  jede  von  ihnen  die  Schaar  der 
oo*  Creraden:  x  =  const.,  y  =  const.  invariant  lässt,  sonst  aber  keine 
axidx*«  Schaar  von  c»*  Curven. 

Soll  eine  sechsgliedrige  reelle  Gruppe  des  R^  mit  einer  Gruppe  ähnlich 

sein  ,  die  der  ersten  unsrer  beiden  Klassen  angehört^  so  muss  sie  offen- 

hsk.yr     eine  Gleichung  von  der  Form  (55)  invariant  lassen ,  deren  Deter- 

rcuLxxsnte  nicht  identisch   verschwindet  und  in  der  die  a  reelle  Func- 

tiozxcn  von  Xj  y,  e  sind,  ausserdem  müssen  aber  noch  die  oo^  reellen 

enelemente  durch  jeden  festgehaltenen  reellen  Punkt  von  allgemei- 

Lage  dreigliedrig  transformirt  werden.     Jede  sechsgliedrige  reelle 

ppe  von  dieser  Art  ist  aber  nach  Theorem  35,  S.  391   durch  eine 

fXle    Punkttransformatiou    ähnlich    entweder    mit    der    Gruppe    der 

lilidischen  Bewegungen,  oder  mit  der  sechsgliedrigen  reellen  projec- 

tii^v^n  Gruppe,  die   einen  reellen  nicht  ausgearteten   unendlich    fernen 

Igelschnitt    sowie    die    Volumina    invariant    lässt,    oder    mit    der 

c^lisgliedrigen    projectiven   Gruppe    einer   nicht  ausgearteten   Fläche 

eiten  Grades,  die  durch  eine  reelle  Gleichung  zwischen  x,  y,  e  dar- 

iellt    wird;    dabei    sind   jedoch    noch    drei    Fälle    zu    unterscheiden, 

diese  Fläche  zweiten  Grades  kann  entweder  imaginär,  oder  reell 

<3  nichtgeradlinig,  oder  reell  und  geradlinig  sein. 


Nunmehr  suchen  wir   alle    reellen    sechsgliedrigen  Gruppen,   die 
it;  einer  der  Gruppen:  [1]  ...  [4]  auf  S.  426  ähnlich  sind. 

Da  jede  der  Gruppen:  [1]  . . .  [4]  nur  die  Schaar:  a:  =  const., 
**=»  const.,  sonst  aber  keine  Schaar  von  oo*  Curven  invariant  lässt,  so 
^ss  jede  reelle  sechsgliedrige  Gruppe:  XJ . . .  X^f,  die  mit  einer 
ihnen  ähnlich  ist,  eine  aber  auch  nur  eine  Schaar  von  oo^  Curven 
^^^'^«ixiant  lassen,  üeberdies  muss  diese  Schaar  nothwendig  reell  sein, 
7^J:ixx  wäre  sie  imaginär,  so  bliebe  bei  der  Gruppe:  XJ . . ,  XJ,  die 
'^^  ^«ell  ist,  auch  die  conjugirt  imaginäre  Curvenschaar  invariant,  es 
^^^^  also  zwei  verschiedene  invariante  Schaaren,  was  nicht  der  Fall 
®^^^^>^  kann.  Durch  eine  reelle  Puukttrausformation  können  wir  nun 
^^^^  eine  vorhandene  invariante  Schaar  von  oo*  Curven  in  die  Schaar: 
const.,  y  «=  const  überführen,  wir  dürfen  daher  die  reelle  Gruppe : 
. . .  X^f  von  vornherein  in  der  Form: 

XJ=  &fc(a?,  y)p  +  Vki^j  y)q  +  tk(x,  y,  )s)r 

(*  =  1,  2  . . ,  6) 

ehmen,  wo  natürlich  |*,  i^*?  St  reelle  Functionen  ihrer  Argumente 


aj 


.  Wie  früher  (s.  S.  412),  so  erzeugen  auch  jetzt  die  sechs  verkürz- 

^^    infinitesimalen  Transformationen: 


(™)      {(«.  - 
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Xkf=ik(Xyy)P'{'7jk{x,y)q    (*=i...6) 

eine,    offenbar   reelle    Gruppe  in    den   zwei    Veränderlichen  a?,  y    ix  Kid 

es  versteht  sich  nach  S.  412  von  selbst,  dass  diese  verkürzte  6ru{>p^ 

mindestens  fünfgliedrig  sein  muss  und  dass  sie  als  Gruppe  einer  Eb^xxe 

aufgefasst  jede  reelle  oder  imaginäre  Schaar  von  oo^  Gurven,  die     ^S.e 

invariant  lässt,  dreigliedrig  trausformiren  muss. 

Lässt  nun  die  verkürzte  Gruppe:    X^f  ...  X^f  gar  keine  Sch^  ag^r 

von  cx>^  üurven  der  Ebene  invariant,  so  ist  sie  nach  S.  370  f.  durch  ex:K:ie 

reelle  Punkttransforroation   der  Ebene   mit  einer  der  beiden  Grupp^^:si: 

(I),  S.  413  und  (V),  S.  422  ähnlich.     Lässt  sie  andrerseits  blos  &: 

Schaar  von  oo^  Curven  invariant,  so  ist  diese  Schaar  nothwendig 

und  die  Gruppe  kann  daher  auf  Grund  der  Entwicklungen  der  SS.  37 

durch  eine  reelle  Punkttransformation  auf  eine  der  drei' Formen;  Q 

(III),  S.  413  und  (VI),   S.  422   gebracht   werden.     Lässt   die   Grop         _ 

X,/*...  X^f  endlich   zwei   verschiedene  Schaaren   von  oo*  Curven  ^^^' 

variant,  so  kann  sie,  wenn  diese  beiden  Schaaren  reell  sind,  die  Fo         -*,. 

....  ^i\^ 

(IV),  S.  413  erhalten,  wenn  sie  dagegen  conjugirt  imaginär  sind,  ' 

Form: 

Pf  Qf  ^p  +  VQf  yp  —  ^3 

y^)p  +  2xyq,  2xyp  +  (y«  —  x')q 
(vgl.  S.  380)  und  zwar  beide  Male  durch  reelle  Punkttransformatiom 

Hat  die  verkürzte  Gruppe:   X^f . . .  X^f  eine   der  Formen  (I) .    -^ 
(VI),  so  führen  genau  dieselben  Rechnungen  wie  früher  (s.  S.  414- 
425)   zur  Bestimmung  aller  möglichen  Formen  der  Gruppe:   X^f . 
Xßf,  denn  bei  diesen  Rechnungen  sind,  wie  man  sich  leicht  überzeuj 
nur  solche  Transformationen  angewendet,   bei  denen  die  Gruppe: 
.  ..  X^ff  wenn  sie  einmal  reell  ist,  auch  reell  bleibt.     Wir  sehen  d  ^- 
raus,  dass  die  Formen  (l)   und   (II)   der  verkürzten  Gruppe   auch  z. 
keinen  reellen  Gruppen  von  der  hier  verlangten  Beschaffenheit  führ^ 
und    dass  jede   reelle    Gruppe:    X^f , , .  X^f,   die   unsre    Forderungi 
erfüllt   und    deren    verkürzte   Gruppe  eine  der  Formen  (Ul\  •  •  •  ( 
besitzt,  durch  eine  reelle  Punkttransformation  mit  einer  der  Gruppe^ 
[2],  [1],  [3],  [4]   ähnlich  ist.     Natürlich   muss  aber  der  Parameter 
der  in  den  beiden  Gruppen  [1]  und  [2]  auftritt,  einen  reellen  Wei 
haben. 

Hat  endlich  die  verkürzte  Gruppe:    X^f  . . .  X^f  die  Form  (VI 
so  muss  die  Gruppe:  X^f . . .  X^f  durch  eine  imaginäre  TransformatL 
mit  einer  Gruppe   von  der  Form   [IJ   ähnlich  sein,  denn  die  Gruppe 
(IV),   S.  413   entsteht  ja   aus   der   Gruppe  (VU),   wenn  man  x-j-      ^^ 
und  X  —  iy  an  Stelle  von  x  und  y  als  neue  Veränderliche  einföl:^»-^^ 
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3. 336).    Wir  wollen  jedoch  von  diesem  umstände  keinen  Gebrauch 
^lien  and  ziehen  es  vor  direct  alle  sechsgliedrigen  reellen  Gruppen 
bestimmen,   die  unsre  Forderungen    erfüllen   und  deren   verkürzte 
Lppen  die  Form  (VII)  haben. 

Wir  suchen  also  jetzt  alle  sechsgliedrigen  reellen  Gruppen  von 
Form: 


D 


P  +  fPi^,  Q  +  9»*»'»  xp  +  yq  +  qt^r,  yp  —  xq -{-  9>^>- 

(p^  —  y^)p  +  ^^VQ  +  9>6^y  ^^yp  +  (y*  —  «0^  +  ^e»"» 

denen  zwei  Punkte  eine  und  nur  eine  und  mehr  als  zwei  Punkte 
ne  wesentliche  Invariante  haben;  9^1  •  • .  ^e  ^^^^  dabei  natürlich 
lle  Functionen  von  x,  y,  e.' 

Genau  wie  auf  S.  414  f.  sehen  wir  ein,  dass  die  drei  ersten  der 
initesimalen  Transformationen  (56)  durch  eine  Punkttransformatiou 
d  zwar  durch  eine  reelle  Punkttransformation  auf  die  Form: 

Py  2,  ^P  +  y^  +  ar 
bracht  werden  können,  wo  a  eine  reelle  Constante  bezeichnet. 

Combiniren  wir:  yp  —  a;^'  +  ^4^  mit  p  und  q,  so  ergiebt  sich, 
38  9)4  von  X  und  y  frei  ist.     Femer  bekommen  wir: 

{xp  +  yq  +  ar,    yp  ^  xq  +  <P4{^)r)  =  atp;{z)r, 

snn  also  a  nicht  verschwindet,  so  ist  94  auch  von  is  frei;  is^  andrer- 
ts  a  =  0  und  9^4  =+=  0,  so  führen  wir  die  reelle  Function 

i  neues  e  ein  und  erreichen  dadurch,  dass  94  =  1  wird.  Wir  kön- 
n  demnach  beide  Fälle  zusammenfassen,  indem  wir  die  vier  ersten 
ter  den  Transformationen  (56)  in  der  Form: 

Pf  Ü7  aJjp  +  yg  +  ar,  yp  —  xq  +  br 

nehmen,  wo  h  ebenfalls  eine  reelle  Constante  bedeutet. 
Nunmehr  bilden  wir  die  Gleichungen: 

(j>,  (a^'  -  f)P  +  2xy2  +  tp^r)  =  2{xp  +  yq)  +  -g^  r 
{q,  («»  —  y)j)  +  2xyq  +  q>f,r)  =  —  2(jfp-xq)  +  ^'  r 

m 

>  +  y«  +  (^r,  (x^  —  y^)p  +  2xyq  +  (p^r)  =  (x^—y^)p+  2xyq  + 
»  —  ajg  +  br,  (x^  —  y^)p  +  2xyq  +  gjgr)  =  2xyp  +  iy^  —  o(^)q  + 
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(yp  —  ^i  +  ^r,  2xyp  +  (y*  '-x^q  +  9>e^)  =  —  (p^  —  y^)p  —  ^xyq 


und  erhalten: 


+(»^-«1?+»^^ 


(67) 


X 


^6 
(  X 

^96 


2«,    '^=-26, 


^o;     *    ^   dy 


^a? 


^9o 


^  e^a;  oy 


Hieraus  ergiebt  sich  zunächst: 

95  =  2  {ax  —  hy)  -\-  (o  {b),   aco'ds)  =  ©  (ir)  =  a*©"  (jerj 

und  demnach: 

96  =  2  (fea:  +  ay)  +  6cj'(^); 

setzen  wir  aber  diesen  Werth  von  <pf.   in  die  letzte  der  Gleichun 
(57)  ein,  so  kommt: 

b^(o"(z)  =  —  ©(;?)=—  a^(o"{ß)y 

Gleichungen,  die  für  reelle  \Verthe  von  a  und  h   nur  dann  beste 
können,  wenn  (o(js)  verschwindet. 


Damit  sind  wir  zu  der  Gruppe  gelangt: 


(58) 


p,   g,  xp  +  yq^  ar,   yp  —  xq  +  br 
(x^  —  y^)p  +  2a;yg  +  2(ax  —  hy)r 
2xyp  +  (y*  —  a;*)  g  +  2  {hx  +  ay)r 


Hier  dürfen  natürlich   a  und  &  nicht  beide   verschwinden,  weil  so: 
die  Gruppe  intransitiv  wäre;   ist  daher  &=0,   so  können  wir  du 
Einführung  eines  neuen  z  stets  erreichen,   dass  a  =  1  wird,  andr 
seits  können  wir  das  &,   wenn  es  nicht  verschwindet,   stets   gleid 
machen. 

Bei  der  Gruppe  (58)  haben,  wie   man  leicht  findet^  zwei  Punkr 
x^j  yi;  ^i  u^^  ^%}  y%7  ^2  ^^^^  ^^^  ^u^  6^6  Invariante,  nämlich  die?' 

g^  +  z^-a.l{{x,-  x.y  +  (yj  -  y,y]  +  26  arctg  J-^'  • 

Man  konnte  sich  auch  in  der  früheren  Weise  (vgl.  z.  B.  S.  419)  lei 
überzeugen,  dass,  sobald  a  und  h  nicht  beide  verschwinden,  drei 
mehr  Punkte  keine  wesentliche  Invariante  haben;  doch  ziehen  wir  es 
dies  dadurch  zu  beweisen,  dass  wir  die  imaginäre  Punkttranfiformat«» 


>- 


eB 


t 
on 
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el)en,  bei  der  die  Gruppe  (58)  in  die  Gruppe  [1],  S.  426  übergeht, 
i     von  der  Gruppe  [1]  wissen  wir  schon,  dass  sie  alle  unsre  For- 
ingen erfüllt. 
Führen  wir  in  die  Gruppe  (58)  die  neuen  Veränderlichen: 

x^  =  x  -{-  iy,   1/1=  X  —  iy,  z^-=z 
so  ergiebt  sich  die  Gruppe: 

^iVx  +  Vx^x  +  {(«  +  »6)^1  +  («  —  iV)y^\Ty^ 
iiVx^Qx  —  ^x^Px)  +  i  {(«  —  ib)yx  —  («  +  ii)Xi}r,. 

nun  a  +  16  4=  0  ist,    so   können    wir   noch    — r^:   als  neues  z. 

'  a  + 1&  ^ 

Fütren  und  bekommen  so  eine  Gruppe,  die  genau  die  Form  [1]  hat. 

»   Gruppe  (58)  ist  demnach  mit  der  Gruppe  [1]  durch  die  imaginäre 

Stilsformation: 

x^  =  x  +  iy,  yi  =  x  —  iy,   0^  =  ^^^ 
Jich  und  zwar  entspricht  den  Parametern  a  und  6  der  Gruppe  (58) 


Werth: 


) 


c  = 


a  —  ih 


a  +  »6 

Parameters  c  der  Gruppe  [IJ. 

Damit  ist  bewiesen,  dass  die  reelle  Gruppe  (58)  alle  unsre  For- 
^ngen  erfüllt,  und  es  sind  nunmehr  überhaupt  alle  reellen  Gruppen 
^    ^  gefunden,  die  das  thun: 

Üheorem  37.  Ist  eine  reelle  endliche  continuirliche  Gruppe 
^  jRaumes  x,  y,  0  so  beschaffen,  dass  ihr  gegenüber  zwei 
^Icte  eine  und  nur  eine  Ifivariante  haben  und  dass  die  In- 
^ianten  von  mehr  als  zwei  Punkten  sich  sämmtlich  durch  die 
^  JPunhtepaaren  ausdrücTcen  lassen,  so  ist  sie  sechsgliedrig 
<i  durch  eine  reelle  Punkttransformation  des  Raumes  mit 
*e»-  der  nachstehenden  Gruppen  ähnlich: 


Pi  9.>  r>  «2  —  yPß  yr  —  ^3.  ep  —  xr 


p,  q,  r,  xq  —  yp,  yr  +  zq,  ep  +  xr 


P  +  xU,  q  +  yü,  r  +  zU,  xq  —  yp,  yr  —  zq,  zp  —  xr 


p  —  xU,  q—  yV,  r  —  zU,  xq  —  yp,  yr  —  zq,  zp  —  xr 


5      \  p  —  xU,  q  —  yU,  r  +  zU,  xq  --  yp,  yr  +  zq,  zp  +  xr 

^io,  Theorie  der  Tranaformationsgruppen.    III.  t2B 
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p,  5,  xp+yq+  er,   yp^xq  +  r 
{x^  —  ij^p  +  2xyq  +  2{cx-y)r,    ^xyp+  (y«  —  o;« )g  +  2  («  +  cy) 


rj  p,  ^f  ^p  +  ya  +  r,  yp  —  xq  , 

I    {x^ —  y^p  +  ^xyq  +  2xr,     2xyp  +  (y^  —  x^q  +  2yr   ' 


8 


p,  3,  xp  +  r,   yq  +  er,   x^p  +  2xr,  y'^q  +  2eyr 

(c  +  O) 


p,  q,    xq  +  r,    x^q  +  2xr,  xp+  yq  +  er 
x^p  +  ^xyq  +  2  (y  +  ex)  r 


10    I   p—yr,   q  +  xr,   r,  xq,  xp—yq,   yp 


11 


P,  3.  r,  xq  +  yr,    2xp  +  yq 
x^p  +  xyq  +  iy*r 


Der  reelle  Parameter  c  ist  hier  jedesmal  wesentlich  und  Jc^:Mnn 
nicht  fortgeschafft  werden. 

Um  das  Verständniss  dieser  Tabelle  zu  erleichtern,  bemerken    ""^^^ 
noch  Folgendes: 

Für  xp  -]-  yq  '\-  er  ist  zur  Abkürzung  jedesmal  U  geschriebec^' 

Die  Gruppe  2   lässt  den  Kegelschnitt   invariant,    den  der  re^^ 
Kegel :  x^  -^-y^  —  0^  =  0  auf  der  unendlich  fernen  Ebene  ausschuei^-^ 
sie  entsteht  aus  der  Gruppe  1    der  Euklidischen  Bewegungen,  we. 
man  ie  als  neues  z  einführt 

Die  Gruppe  4  lässt  die  reelle  nichtgeradlinige  Fläche  zweil 
Grades :  rr^  +  t/^  +  jei^  =  1  invariant  und  die  Gruppe  5  die  ree! 
geradlinige  Fläche:  a;^  +  y^  —  z^^=l.  Diese  Gruppen  werden  ai 
der  Gruppe  3  der  Fläche:  a;*  +  y^  +  ^^  +  1  =  0  erhalten,  wenn  m 
entweder  ix^  iy,  iz  oder  ix,  iy,  z  als  neue  Veränderliche  einführt^  d 
zugehörigen  Invarianten  zweier  Punkte  sind  daher  nach  S.  4l0f.  oh 
Weiteres  angebbar. 

Statt  der  Gruppe  (58)  stehen  in  unsrer  Tabelle  die  beiden 
6  und  7,  weil  nach  S.  432  stets  einer  von  den  Parametern  a  und 
gleich  1  gemacht  werden  kann;  doch  ist  zu  beachten,  dass  man  in  di 
Gruppe  6  den  Parameter  c  auf  solche  Werthe  beschränken  darf,  d 
>  0  sind,  denn  zu  den  Parametern  -}"  <^  ^^^  —  ^  gehören  zwei  gleic 
berechtigte  Gruppen,  wie  man  sich  sofort  überzeugt^  wenn  man  x 
y  vertauscht  und  z  durch   —  z  ersetzt. 
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Die  Gruppen  8  ...  11  sind  die  Gruppen  [1]  ...  [4]  auf  8.426-, 
besondere  sei  noch  erwähnt^  dass  man  in  der  Gruppe  8  dem  Para- 
.«r  c  nur  solche  Werthe  zu  ertheilen  braucht,  dass  c*  ^  l  ist,  denn 

der  Transformation: 

^1  =  y;  yi  =  ^,  ^i  =  y 

ti  die  Gruppe  8  in  eine  von  derselben  Form  über,  deren  Parameter 

Werth  -     besitzt. 
c 

§  90. 

Mit  ein  paar  Worten  wollen  wir  noch  auseinandersetzen,  wie 
X  das  soeben  für  den  dreifach  ausgedehnten  Raum  erledigte  Problem 
:1er  Ebene  lösen  kann. 

Soll  eine  endliche  continuirliche  Gruppe  der  Ebene  so  beschaffen 
i^  dass  zwei  Punkte  eine  und  nur  eine  Invariante  haben  und  mehr 

zwei  Punkte  keine  wesentliche  Invariante,  so  erkennt  man  zu- 
hst  wie  in  §  85,  dass  die  Gruppe  transitiv  und  dreigliedrig  sein 
»s  und  dass  sie  keine  zwei  infinitesimalen*  Transformationen  enthal- 

darf,  die  die  Bahncurven  gemein   haben. 

Umgekehrt  ist  klar,  dass  bei  jeder  dreigliedrigen  transitiven 
Lppe  G  der  Ebene  zwei  Punkte  stets  eine  und  nur  eine  Invariante 
*en.  Wenn  nun  G  ausserdem  noch  keine  zwei  infinitesimalen 
^isformationen  mit  gemeinsamen  Bahncurven  enthält,  so  lässt  sich 
;en,  dass  mehr  als  zwei  Punkte  keine  wesentliche  Invariante  haben. 

In  der  That,  halten  wir  eineu  Punkt  P^  von  allgemeiner  Lage 
•  ^  so  bleibt  noch   eine  eingliedrige  Untergruppe  von  G  übrig,  bei 

sich  die  andern  Punkte  der  Ebene  auf  oo^  Curven  bewegen,  näm- 
L  auf  den  zu  G  gehörigen  Pseudokreisen  mit  dem  Mittelpunkte  P^. 
>e  es  nun  blos  oo^  Pseudokreise,  hingen  also  die  Pseudokreise  nicht 
w  ihren  Mittelpunkten  ab,  so  würde  die  infinitesimale  Transforma- 
1  von  G,  die  den  Punkt  P,  invariant  lässt,  dieselben  Bahncurven 
^en,  wie  die  von  ihr  unabhängige  infinitesimale  Transformation,  die 
dnd  einen  andern  Punkt  von  allgemeiner  Lage  invariant  lässt.    Da 

nicht  sein  darf,  so  können  wir  schliessen,  dass  es  mindestens  oo^ 

i udokreise  « giebt.     Halten   wir  jetzt   ausser   dem    Punkte  P^   noch 

sn   zweiten    Punkt   Pg    von    allgemeiner   Lage    fest,    so    schneiden 

"1  die  beiden   Pseudokreise  mit  deü  Mittelpunkten  P^  und  Pj,  die 

'ch  einen  dritten  Punkt  Pj  von  allgemeiner  Lage  gehen,   ausser  in 

höchstens  noch  in  isolirten  Punkten;  [demnach  bleibt,   sobald   P^ 

i  Pj  festgehalten  sind,  überhaupt  jeder  Punkt  P  der  Ebene  in  Ruhe 

1  zwar   wegen   der   beiden  Invarianten,   die   zu  den  beiden  Punkte- 

28* 
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paaren  P^y  P  und  P^y  P  gehören.     Hieraus  folgt ,  dass  anter  den  g 
machten  Voraussetzungen  alle  Invarianten  von  mehr  als  drei  Punkte 
durch  die  von  Punktepaaren  ausgedrückt  werden   können   (vgl.   auc 
S.  409  f.). 

Wenn  wir  daher  alle  Gruppen  der  Ebene  suchen,  die  in  Bez 
auf  die  Invarianten  mehrerer  Punkte  die  bekannten  Eigenschaften  b 
sitzen,  und  wenn  wir  zunächst  auf  die  Realitätsverhältnisse  keine  Rüc 
sieht  nehmen,  so  brauchen  wir  blos  unter  den  dreigliedrigen  Grupp 
die  auf  S.  57  zusammengestellt  sind,   die   aufzusuchen,   die  transi 
sind  und  bei  denen  zwei  infinitesimale  Transformationen  niemals 
selben  Bahncurven  haben.    Wir  finden  auf  diese  Weise  nur  die  folg 
den  vier  Gruppen: 


(60) 


i>;  g,   xp+cyq 

(c  +  O) 


p  +  x^p  +  xyq.   q  +  xyp  +  fq,   yp  —  xq 


xqy  xp  —  yqy  yp 


Py  q,  xp  +  (x  +  y)q 


Hier  ist  die  Gruppe: 

Pf  ^p  +  y«;  ^^p  +  i^^y  +  y^)  ? 

durch  die  projective  Gruppe  des  Kegelschnitts:  a:;*  +  y*+  1  =  0  er^^"*** 
(vgl.  S.  70,  76  und  88).     Ebenso    ist    die    Gruppe:    p,   2xp -^   Ä/«» 
x^p  4"  xyq  durch  eine  mit  ihr  ähnliche  projective  Gruppe  ersetzt  CS^^ 
S.  95). 

Die  Invarianten  der  beiden  Punkte  x^,  y^  und  x^y  y^  den  Grupf^^ 
(60)  gegenüber  lauten  der  Reihe  nach: 


(61) 


clix^  —  Xif  —  Ky^ 


I 


y^^  >  {l+x,x,  +  y,  y,)« 


^iJ/a— ^aVi;    (^a  —  ^i)  ^ 

Wünscht  man  alle  reellen  Gruppen  der  Ebene,  die  die  verlang*^'' 
Eigenschaften  besitzen,  so  muss  man  zu  den  Gruppen  (60)  noch  ^'® 
beiden  hinzufügen  (vgl.  S.  370flf.-und  428): 


(62) 


[         \  p,  q,  yp  —  ^i  +  ^(p^p  +  yQ)j 

j  .   _ ^ 

I     P       X'p    -xyq,   q  —  xyp-  y^qy   yp  —  xq   .- 


Kritik  der  Helmboltzschen  üntersncIiaDgeii.  437 

diesen  liefert  die  erste  die  Invariante^): 


2c»rctg?'*      *'• 


die  aweite  entsteht  aus  der  zweiten  der  Gruppen  (60),  wenn  man  ix, 
ilf  skji  die  Stelle  von  x,  y  als  neue  Veränderliche  einführt^  die  zu  ihr 
gelxSrige  Invariante  kann  daher  sofort  angegeben  werden**). 


Kapitel  21. 

Kritik  der  Helmholtzsohen  Untersnohungen. 

Herr  v.  Helmholtz  hat  in  seiner  schon  auf  S.  396  angeführten 
Arbeit  eioe  Behandlung  des  Riemann-Helmholtzschen  Problems 
R^geben,  mit  der  wir  uns  hier  näher  beschäftigen  wollen. 

Wir  beginnen  damit,  dass  wir  (in  §  91)  den  Wortlaut  der  von 
it^rn.  aufgestellten  Axiome  wiedergeben.  Sodann  (in  §  92  und  93) 
stellen  wir  fest,  welche  Fassung  diese  Axiome  erhalten  können,  wenn 
i^äh  die  Begriffe  und  die  Ausdrucksweisen  der  Gruppentheorie  heran- 
ziehti.  In  §  94  liefern  wir  eine  Kritik  der  Schlüsse,  die  Herr  v.  Helm- 
*^ol-tz  für  den  Fall  des  dreifach  ausgedehnten  Raumes  aus  seinen 
^^iomen  zieht,  und  zeigen,  dass  er  zu  seinem  Endergehniss  gelangt, 
^^^e^n  er  stillschweigend  eine  Eeüie  Vormissetzungen  macht,  die  sämmt- 
licl4^    unrichtig  sind. 

Will  man  diesen  sehr  wesentlichen  Mangel  der  Helmhol tzschen 

*)  Herr  v.  Helmholtz  hat  sich  jedenfalls  schon  1868  mit  Untersuchungen 

^^diäftigt,  deren  Ziel  nach  ansrer  jetzigen  Ausdrucksweise  so  bezeichnet  wer- 

^^    ^ann:  es  sollen  solche  Gruppen  der  Ebene  bestimmt  werden,  bei  denen  zwei 

^i^lcte  eine  und  nur  eine  and  mehr  als  zwei  Punkte  keine  wesentliche  Invariante 

haben.    Er  hat  schon  damals  bemerkt,  dass  in  der  Ebene  eine  Sohaar  von  Be- 

^^^ungen  denkbar  ist,  bei  der  zwei  Punkte  die  Invariante  (6S)  besitzen. 

**)  Die  dreigliedrigen  Gmppen  der  Ebene  hatte  Lie  schon  4n  der  Zeit  von 

^^'^— 76  bestimmt,  wenn  auch  ohne  alle  Rechnungen  bis  ins  Einzelne  hinzuschreiben 

^ V^^t.  Nachr.  v.  1874;  norwegisches  Archiv  1878).    Im  Jahre  1884  gab  er  sodann 

^^e    detaillirte  Anfeählong  der  verschiedenen  Normalformen,   auf  die  sich  alle 

^^artigen  Gruppen  bringen  lassen.     Später  (1887)  beschäftigte  sich  Herr  Poin- 

^^^  mit  den  Gmndlagen  der  Geometrie  der  Ebene  und  berücksichtigte  auch  in 

•«mer  darauf  bezüglichen  Arbeit  (Bull,  de  la  Soc.  Math.  Bd.  16)  die  alteren  grup- 

^^theoretiichen  Untersuchungen  von  Lie,   während   er  Lies  Arbeit  von   1884 

^^  auch  Lies  erste  Mittheilung  jüber  die  Grundlagen  der  (Geometrie  (1886)  nicht 

i^^nte,  ja  nicht  einmal  die  Helmholtz  sehe  Abhandlung  aus  dem  Jahre  1868. 

^^e  interessanten  Ergebnisse,  zu  denen  Herr  Poincar^  gelangt,  gehen  eigentlich 

Timnittelbar  ans  Lies  älteren  Untersuchungen  hervor. 
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Entwicklungen  beseitigen,  so  bieten  sich  zwei  verschiedene  Wege  dar: 
man  kann  entweder  die  Axiome  des  Herrn  v.  Helmholtz  ganz  bei 
Seite  lassen  und  blos  seine  Bechnungen  ins  Auge  fassen  oder  man 
kann,  ohne  seine  Rechnungen  zu  berücksichtigen,  von  seinen  Axiomen 
ausgehen. 

Den    ersten  Weg  schlagen   wir  in  §  95   ein,   indem   wir  zeigen^^ 
welche  Axiome  aufgestellt  werden  müssen,  damit  man  durch  Bechnungen^ 
die  den  Helmholtz  sehen  ihren  Grundgedanken  nach  verwandt  sind,  guf}^^^^^ 
Ziele  gelangt 

In  §  96  verfolgen  wir  den  zweiten  Weg  und  setzen  auseinander^-^^ 
welche  Schlüsse  die  Gruppentheorie  aus  den  Helmholtzschen  Aiio^^  j^ 
men  zu  ziehen  gestattet.  Es  ergiebt  sich  dabei,  dass  zwar  diese  Axiome  ^^^t 
wenn  man  sie  in  einer  nahe  liegenden  Weise  deutet,  ausreichen,  um  dt  .^ji( 
Euklidischen  und  die  Nichteuklidischen  Bewegungen  des  Raumes  toc:^  -q^ 
drei  Dimensionen  zu  charakterisiren,  dass  aber  jedenfalls  eins  sein  ms  ^j^ 
Axiome,  das  Monodromieaxiom,  überflüssig  ist 

Das  hiermit  gewonnene  Ergebniss  legt  die  Frage  nahe,  ob  nic^^^chi 
auch  andre  Theile  der  Helmholtzschen  Axiome  entbehrt  werd^E^dei 
können.  Die  Antwort  auf  diese  Frage  wird  in  Kapitel  23  gegeb^  ^^en 
es  zeigt  sich,  dass  audi  seine  übrigen  Axiome  überflüssige  Bestatm-^-^amd 
theile  enthalten. 

§  91. 
Die  Helmholtzschen  Axiome. 

Herr  v.  Helmholtz  legt  seiner  Untersuchung  die  folgenden  Axio:  ^czume, 
oder,  wie  er  sie  nennt,  Hypothesen  zu  Grunde*):    ^ 

,J.  Der  Baum  von  n  Dimensionen  ist  eine  n-fach  ausgedehnte  ManK-^^uig- 
faltigkeit,   das   heisst,   das   bestimmte  Einzelne   in  ihm,   der  Punet,  ist  be- 

stimmbar durch  Abmessung  irgend  welcher,   continuirlich   und  unabhScr^^g^ 
von    einander   veränderlicher    Grössen    (Coordinaten),    deren   Anzahl  n  ist 

Jede  Bewegung  eines  Punctes  ist  daher  begleitet  von  einer  continairlie — -^ben 
AenderuDg  mindestens  einer  der  Coordinaten.    Sollten  Ausnahmen  york:      om- 
men,    wo   entweder    die   Aenderung   discontinuirlich    wird,    oder   trot«         ^er 
Bewegung  gar  keine  Aenderung  sämmtlicher  Coordinaten  stattfindet,  80    '^uid 
diese   Ausnahmen   doch   beschränkt  auf  gewisse    durch   eine    oder  mek  ^^n 
Gleichungen   begrenzte   Orte    (also  Puncte,  Linien,  Flächen  u*  s.  w.),       ^^® 
zunächst  von  der  Untersuchung  ausgeschlossen  bleiben  mögen. 

„Zu  bemerken  ist,  dass  unter  der  Continuität  der  Aenderung  bei      det 
Bewegung  nicht  nur  gemeint  ist,  dass  alle  zwischen   den  Endwerthen      ^^^ 
sich  ändernden  Grössen  liegenden  Zwischenwerthe  durchlaufen  werden,  ^oxi- 
dern   auch,   dass  Dififerentialquotienten   existiren,   das  heisst,   dass  die  '^  ^^. 
hältnisse   der   zusammengehörigen  Aenderungen    der   Coordinaten   sich        "^^ 


*)  Gott.  Nachr.  1868,  S.  197  ff. 
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sunehmender   Yerringerung   der    Grösse   dieser  Aenderungen   einem   festen 
Verhältnisse  nähern. 

„II.  Es  wird  die  Existenz  von  beweglichen  aber  in  sich  festen  Kör- 
)em,  beziehlich  Punctsystemen,  vorausgesetzt,  wie  sie  nöthig  ist,  um  Ver- 
^leichung  der  Raumgrössen  durch  Congruenz  vornehmen  zu  können.  Da 
yir  hier  noch  keine  speciellen  Messungsmethoden  der  Raumgrössen  voraus- 
letzen  dürfen,  so  kann  die  Definition  eines  festen  Körpers  an  dieser  Stelle 
lur  folgende  sein:  Zwischen  den  2n  Coordinaten  eines  jeden 
?unctpaares,  welches  einem  in  sich  festen  Körper  angehört, 
)esteht  eine  von  der  Bewegung  des  letzteren  unabhängige  Glei- 
;hung,  welche  für  alle  congruenten  Punctpaare  die  gleiche  ist. 

„Congruent  sind  solche  Punctpaare,  welche  gleichzeitig  oder  nach 
einander  mit  demselben  Punctpaare  des  Raumes  zusammenfallen  können. 

„III.  Es  wird  vollkommen  freie  Beweglichkeit  der  festen 
Körper  vorausgesetzt;  das  heisst,  es  wird  vorausgesetzt,  dass  jeder 
i'unct  derselben  an  den  Ort  jedes  andern  continuirlich  übergehen  könne, 
;o  weit  er  nicht  durch  die  Gleichungen,  die  zwischen  ihm  und  den  übrigen 
i^uncten  des  festen  Systems  besteben,  zu  dem  er  gehört,  gebunden  ist. 

„Der  erste  Punct  eines  in  sich  festen  Systems  ist  also  absolut  beweg- 
ich.  Wenn  er  festgestellt  ist,  besteht  für  den  zweiten  Punct  eine  Gleichung, 
ind  eine  seiner  Coordinaten  wird  Fimction  der  (n  —  l)  übrigen.  Nachdem  auch 
ler  zweite  festgestellt  ist,  bestehen  zwei  Gleichungen  ftlr  den  Dritten  u.  s.  w. 

m  Ganzen  sind  also  — ; — 5 — -  Grössen  zur  Bestimmung  der  Lage  eines  in 

ich  festen  Systems  erforderlich. 

„Aus  dieser  Annahme  und  der  unter  H  aufgestellten  folgt,  dass  zwei 
n  sich  feste  Punctsysteme  Ä  und  5,  die  in  einer  ersten  Lage 
on  Ä  zur  Congruenz  entsprechender  Puncte  gebracht  werden 
lonnten,  auch  in  jeder  andern  Lage  von  Ä  zur  Congruenz  aller 
lerselben  Puncte,  die  vorher  congruirten,  müssen  gebracht  wer- 
len  können.  Das  heisst  mit  andern  Worten,  die  Congruenz  zweier  Raum- 
;ebilde  ist  nicht  von  ihrer  Lage  abhängig,  oder  alle  Theile  des  Raumes 
ind,  wenn  von  ihrer  Begrenzung  abgesehen  wird,  unter  einander  con- 
Tuent. 

„IV.  Endlich  müssen  wir  dem  Räume  noch  eine  Eigenschaft  beilegen, 
ie  der  Monodromie  der  Functionen  einer  complexen  Grösse  analog  ist, 
nd  die  sich  darin  ausspricht,  dass  zwei  congruente  Körper  auch  noch 
^ngruent  sind,  nachdem  der  eine  eine  Umdrehung  um  irgend  eine  Rota- 
onsaxe  erlitten  hat.  Drehung  ist  analytisch  dadurch  charakterisiiii,  dass 
ne  gewisse  Anzahl  von  Puncten  des  bewegten  Körpers  während  der  Be- 
egang  unveränderte  Coordinaten  behalten,  Umkehr  der  Bewegung  dadurch, 
iss  früher  durchlaufene  continuirlich  in  einander  übergehende  Werthcom- 
lexe  der  Coordinaten  rückwärts  durchlaufen  werden.  Wir  können  die  be- 
-effende  Thatsache  so  aussprechen:  Wenn  ein  fester  Körper  sich  um 
—  1  seiner  Puncte  dreht,  und  diese  so  gewählt  sind,  dass  seine 
tellnng  nur  noch  von  einer  unabhängig  Veränderlichen  ab- 
ängt,  so  führt  die  Drehung  ohne  Umkehr  schliesslich  in  die 
Lnfangslage  zurück,  von  der  sie  ausgegangen  ist.^^ 
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Die  mitgetheilten  Axiome  des  Herrn  v.  Helmlioltz  schreiben  dexx 
Bewegungen   des  n-fach  ausgedehnten  Baumes  gewisse  Eigenschafte :Ka 
zu,  und  es  handelt  sich  nun  darum,  alle  möglichen  Systeme  von  B^. 
wegungen  zu  bestimmen,   bei   denen   die   angegebenen  Eigenschaft^^ n 
vorkommen.     Um  auf  dieses  Problem  unsre  Gruppentheorie  anwend^^u 
zu  können,  müssen  wir  vor  allen  Dingen  zeigen,  dass  wir  es  überhaix  ^t 
mit  einem    gruppentheoretischen  Probleme  zu  thun  haben.     Das   s^oH 
im  nächsten  Paragraphen  geschehen. 

§  92. 
Folgerungen  aus  den  Helmholtzschen  Axiomen. 

Das  erste  Helmholtzsche  Axiom  sagt  blos  aus,  dass  oontixi.mair- 
liche  Bewegungen  möglich  seien,  und  bestimmt,  was  überhaupt  uxüM^ter 
einer  continuirlichen  Bewegung  verstanden  werden  soll. 

Wenn  wir  eine  Bewegung  im  n-fach  ausgedehnten  Räume  be- 
trachten, so  denken  wir  uns  am  bequemsten  zwei  n-fach  ausgedeb.  nie 
Räume  in  einander  liegend,  von  denen  der  eine  fest,  der  andre  bo'^^eg- 
lieh  ist;  die  besondre  Beschaffenheit  der  betrachteten  Bewegung  bestxxximt 
dann,  in  welcher  Weise  die  einzelnen  Punkte  des  beweglichen  R&ixxues 
innerhalb  des  festen  Raumes  ihre  Lage  ändern.  Nun  verlangt;  <i&s 
Axiom  I,  dass  jede  Bewegung  von  einer  continuirlichen  Aendenang 
der  Coordinaten  der  bewegten  Punkte  begleitet  sei.  Denken.  ^^ 
uns  daher  irgend  eine  Bewegung,  die  zur  Zeit  ^  =  0  beginnt  '^^^ 
während  einer  gewissen  Zeit  t  fortgesetzt  wird,  und  nehmen  wir*  an, 
dass  ein  beliebiger  Punkt  des  beweglichen  Raumes  auf  den  festen 
Raum  bezogen  zur  Zeit  ^  =  0  die  Coordinaten  x^  . .  .Xn  und  zur  Zeit 
t  die  Coordinaten  Jj  . .  .  £»  habe,  so  wird  unsre  Bewegung  durch  G^^^' 
chungen  von  der  Form: 

(1)  ly    =    Fy(Xi...Xnj     t)  (V^l...».) 

dargestellt,  die  für  ^  =  0  in  die  Gleichungen:  Er  =  ä;^  übergehen;    "*^ 
Fv  sind  dabei  reelle  Functionen  ihrer  Argumente. 

Wir  sehen  hieraus,  dass  jede  continuirliche  Bewegung  des  n-**^ 
ausgedehnten  Raumes  eine  continuirliche  Schaar  von  oo^  reellen  PttX**^ 
transformationen  dieses  Raumes  liefert  und  zwar  eine  Schaar,  in     " 
die  identische  Transformation  enthalten  ist. 

Was  die    Beschaffenheit   der  Functionen  F^  anlangt,    so   ist^ 
bemerken,    dass   Herr   v.   Helmholtz  jedenfalls    die  Existenz   ^^^  ^^ 
Differentialquotienten  nach  den  x  und   nach  t  voraussetzt;    das  »^^ 
schon   aus   dem   Axiome   I,   obwohl   es  da  nicht  mit  der  wünscl»-^ 
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then  Bestimmtheit  ausgesprochen  ist,  ganz  zweifellos  wird  es  aber, 
m  man  die  Rechnungen  auf  S.  202 — 206  seiner  Arbeit  ins  Auge 
lt.  Dort  benutzt  Herr  v.  Helmholtz  übrigens  auch  die  Existenz 
risser  Differentialquotienten  zweiter  Ordnung,  er  diflFerentiirt  nämlich 
rst  nach  den  x  und  dann  nach  den  auftretenden  Parametern,  dem 
rde  entsprechen,  dass  die  Differentialquotienten  der  Fr  nach  den  x 
irseits  nach  t  differentiirbar  wären. 

Zu  beachten  ist  ferner,  dass  Herr  v.  Helmholtz  solche  Stellen, 
denen  die  Stetigkeit  unterbrochen  ist,  von  der  Betrachtung  aus- 
liesst.  Wir  können  das  schärfer  ausdrücken,  indem  wir,  wie  es 
h  sonst  gebräuchlich  ist,  festsetzen,  dass  man  sich  bei  der  ganzen 
Versuchung  auf  einen  begränzten  Theil  des  Raumes  beschränken 
,  innerhalb  dessen  alle  auftretenden  Functionen  und  ihre  ersten 
Ferentialquotienten  stetig  sind;  es  ist  das  genau  dieselbe  Festsetzung, 

auch  wir  von  jeher  bei  allen  allgemeinen  Untersuchungen  über 
itinuirliche  Gruppen  getroffen  haben. 

In  seinem  zweiten  Axiome  kennzeichnet  Herr  v.  Helmholtz  die 
i^egungen  des  n-fach  ausgedehnten  Raumes  näher,  indem  er  angiebt, 

sich  zwei  beliebige  Punkte  des  oben  erwähnten  beweglichen  Rau- 
»  bei  den  verschiedenen  Bewegungen  zu  einander  verhalten.    Natür- 

beziehen  sich  die  Forderungen  des  Axioms  II  und  ebenso  die 
folgenden  Axiome  nur  auf  solche  Punkte,  die  sich  innerhalb  jenes 
"anzten  Theiles  des  n-fach  ausgedehnten  Raumes  befinden  und  auch 
rend  der  Bewegung  darin  bleiben. 

Wir  betrachten  unsem  beweglichen  Raum  in  irgend  einer  Lage 
-rhalb  des  festen  Raumes  und  fassen  zwei  beliebige  Punkte  des 
eglichen  Raumes  ins  Auge,  die,  auf  den  festen  Raum  bezogen,  die 
rdinaten:  x^  . . ,  x»^,  j/i®  . . .  y«®  haben;  die  Grössen:  x^  , . ,  a:„®, 
-.y„®  besitzen  dann  bestimmte  Zahlenwerthe,  die  wir  uns  aber 
i  beliebig  gewählt  denken  können.  Ferner  seien  x^,,.Xn,  yi...y« 
Coordinaten  der  beiden  besprochenen  Punkte  in  irgend  einer  andern 
ö  des  beweglichen  Raumes.  Das  zweite  Helmhol tzsche  Axiom 
^ngt  dann,  dass  zwischen  den  Coordinaten  x^  . ,  .Xn,  Pi  -  -  -  tfn  eine 

allen  Bewegungen  unabhängige  Gleichung  bestehe,  also  eine  Glei- 
ig,  die  auch  in  jeder  neuen  Lage  unsers  Punktepaares  von  den 
t^dinaten  seiner  beiden  Punkte  befriedigt  wird.  In  dem  Axiome 
l  überdies  ausdrücklich  hervorgehoben,  dass  zwischen  den  2n  Coor- 
•ten  eines  jeden  Punktepaares,  das  einem  in  sich  festen  Körper  an- 
^rt,  eine  solche  Gleichung  bestehen  solle.  Hierin  liegt,  dass  die 
chung  zwischen  x^  . , .  Xn,  t/i  • .  •  y«   stets  eine  wirkliche  Gleichung 
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sein  soll;  wie  auch  die  AnfaDgslagen:  x^  . . .  Xni  ^i^  •  •  •  Vn   ^^^r  beiden 
Punkte  gewählt  sein  mögen. 

In  Axiom  II  wird  nun  weiter  verlangt,  dass  die  besprochene  Glei- 
chung für  alle  coDgruenten  Punktepaare,  also  für  alle  Punktepaare, 
die  durch  Bewegungen  in  einander  übergeführt  werden  können,  die- 
selbe sei,  sie  hängt  daher  ausser  von  x^  . ,  ,Xn,  !^i  •  •  •  9»  ^^^  noch  von 
den  Coordinaten  irgend  eines  beliebig  wählbaren  congruenten  Punkte- 
paares  ab,  also  etwa  von  x^ . . .  x^j  Vi^  -  -  -  tfn^j  si^  kann  mithin  auf 
die  Form: 

(2)  O  {Xi^  .  .  .  a?n®,   iJi^  ...  yn^,    Xi...Xn,    yi  .  .  .  yn)  =  0 

gebracht   werden.     Insbesondere    muss    diese    Gleichung   noch   erfüll 
sein,    wenn  das  Punktepaar  Xy,  j/y  mit  dem  Punktepaare  a?,^,  y^^  zu — 
sammenföUt,  da  aber  den  Grössen  o:,^,  y,^  alle  beliebigen  Zahlenwerth 
ertheilt   werden    können   und    da   infolgedessen    zwischen:    Xi^  . . . 
yi^  •  •  •  Vn^  allein   keine  Relation  bestehen  kann,  so  ergiebt  sich,  das& 
die  Gleichung  (2)  bei  der  Substitution: 

Xv  =»  Xy^,     yv  ="  Vr^       (y«  1  . .  .  n) 

in  eine  Identität  übergehen  muss.     Hieraus  folgt  zugleich,   dass  (2 
nicht  von  allen  2n  Grössen  rCy^,  y^^  frei  sein  kann. 

Nunmehr  denken  wir  uns  das  Punktepaar  a?y,  y,  der  continui 
liehen  Bewegung  unterworfen,   die  durch  die  Gleichungen  (1)  darg 


(3) 


stellt  wird;  es  geht  dabei  in  ein  neues  Punktepaar  über,  dessen  Ponkt^ 
in  dem  festen  Räume  die  Coordinaten: 

Jv  =  J:  r  [Xj^  .  .  .  Xn ,   tj 

t|v=Fr(yi  ...y»,  0 

(v  =  1  .  .  .  n) 

besitzen.    Da  dieses  neue  Punktepaar  dieselbe  Gleichung  erfüllen  mu: 
wie  das  Punktepaar  x^,  y,,  so  ergiebt  sich,  dass  die  Gleichung: 

(2')         o(V  . . .  ^n^  yi^ . . .  y/,  E . . .  E«,  tii . . .  9»)  —  0 

besteht,   welchen   Werth   auch   t  haben  mag.     Machen  wir  in   dies 
Gleichung   die    Substitution   (3),    so   bekommen    wir    eine    Gleichu 
zwischen  x^  . , .  Xn,  yi  . . .  yn  und  f,  die  für  alle  Werthe  von  t  ert&Z 
sein   muss.     Erinnern  wir  uns  daher,  dass  a?!  . .  .  a;„,  y^  . . .  y»  dur»» 
die  Relation  (2)  verknüpft    sind    und    dass    diese  Relation   von   alW 
Bewegmigen   unabhängig   sein    soll,    so   erkennen   wir,   dass  die  61«^ 
chung  (2')  bei  der  Substitution  (3)  in  eine  Gleichung  übergehen  muV 
die  mit  (2)  äquivalent  ist.     Wäre  das  nämlich  nicht  der  Fall,  ginsi.. 
also  (2')  bei   der  Substitution  (3)   nicht  in   eine  Gleichung  über, 
eine  Folge  von  (2)  ist,  so  wäre  die  Gleichung  (2)  zwischen  den 
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<J]naten  des  bewegten  Punktepaares  offenbar  nicht  von  der  Bewegung 
mabhängig,  sondern  wQrde  sich  im  Verlaufe  der  Bewegung  ändern. 

Da  die  Gleichung  (2)  nicht  von  allen  2n  Grössen  x^^,  y^^  frei  sein 
:anUy   dürfen  wir  sie  uns  nach  einer  dieser  Grossen,   etwa  nach  ijn 

sja.ufgel5st  denken: 

C-i)  Vn     =(p(Xj^..  .  Xn\    Vi     '*'  yn-1,    X^...Xn,   J/i  .  .  .  J/«). 

^£^us  dem  vorhin  Gesagten  ergiebt  sich  nunmehr,  dass  die  Gleichung: 

)\  der  Substitution  (3)  in  (4)  übergeht,  und  da  wir  den  Grossen 
:v^y  yy^  alle  beliebigen  Zahlenwerthe  ertheilen  können,  muss  das  gelten, 

eiche  Werthe  auch  die  rCy^,  y^^  haben  mögen,  das  heisst  die  Glei- 
chung : 

fp  (Xj^    ,  ,  .  Xn  f     J/i     .  •  .  yn — 1  )     El  •  •  •  En>     Vi  •  •  •  7»/  ^^^ 
^  ^  \P^l     •  •  •  ^rt    )     Vi     '  '  '  Vn — 1  j     Xi  •  ,  ,  Xny    ^1  •  •  •  yn) 

:xiauss  sich  bei  der  Substitution  (3)  in  eine  Identität  verwandeln. 

Alles  das  bleibt  auch  dann  noch  richtig,  wenn  wir  den  Grössen: 
\^  , . .  Xn,  yi^  •  •  •  yJ— 1  bestimmte  Zahlenwerthe:  a^  . . .  «n,  ß^  /.  .  ßn-^i 
jrtheilen;  setzen  wir  daher: 

(«1  . . .  an ,  i^i . . .  ßn—i,  Xi  . . .  Xn,  y^ . . .  y»)  =  ß (.Tj . . .  rT»,  y^ . . .  y«), 

^0  erhalten  wir  aus  (5)  die  Gleichung: 

<6)  -ö  (El  •  •  •  En ,  t|i  . . .  t)«)  =  ii  (o?! . . .  a;„,  yi  . . .  y«), 

^ie  ebenfalls  bei  der  Substitution  (3)  in  eine  Identität  übergeht.  Wir 
:finden  also,  dass  die  beiden  Punkte  x^ . . .  Xn,  yi  •  •  •  y»  den  oo^  Trans- 
formationen (1)  gegenüber  die  Invariante:  Si,{xi  ,  . .  Xm  yi  -  -  -yn)  be- 
sitzen. Zugleich  ergiebt  sich,  dass  die  Gleichung  (2)  oder  die  mit 
ihr  äquivalente  Gleichung  (4)  auf  die  Form: 

(7)  Sl(xi...Xn,  yi . . .  yn)  =  Si(xj^ ...  a;/,  yi^ . . .  y„®) 

gebracht  werden  kann. 

Die  Gleichungen  (1)  stellten  eine  beliebige  unter  den  continuir- 
liehen  Bewegungen  dar,  die  in  dem  n-fach  ausgedehnten  Räume  als 
möglich  angenommen  wurden;  die  eben  durchgeführten  Betrachtungen 
zeigen  daher,  dass  die  Function  Sl{Xi. .  .Xn,  yi  •  • .  y»)  der  Coordina- 
ten  des  Punktepaares  x^ . . .  Xn,  yi  . . .  y«  bei  allen  Bewegungen,  deren 
dieses  Punktepaar  fähig  ist,  ihren  Zahlenwerth  beibehält,  dass  also  bei 
Zugrundelegung  des  zweiten  Hei mholtz sehen  Axioms  jedes  Punkte- 
paar des  früher  erwähnten  beweglichen  Raumes  allen  Bewegungen 
gegenüber  eine  Invariante  besitzt    Mit  andern  Worten: 


w. 
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Ist: 

die  Schaar  von  oo^  Transformationen ,  die  durch  eine  heutige  continui 
liehe  Betvegung  des  n-fach  ausgeddmten  Baumes  bestimmt  icird,  so 
sitzen  zwei  Punkte:  x^  . .  .Xn,  J/i  •  • .  J/«  der  Schaar  (1)  gegenüber 
eine  Invariante: 

Sl{x^...x  ,  yi ..  .y») 

U7id  zwar  haben  die  beiden  Punlie  diese  Invariante  gegenüber  jeder  Schaa 

von  oo^  Transformationen  j  die  durch  eine  der  als  möglich  angenommenemr-^^^^  ^ 

continuirlichen  Bewegungen  des  Baumes  bestimmt  unrd. 

Doch  muss  hervorgehoben  werden,  dass  die  Existenz  einer  solcher 
Invariante  blos  eine  Folge  des  zweiten  Helmholtzschen  Axioms  is^ 
dass  dagegen   die   Forderung^   es   solle  eine  solche  Invariante   existin 
dieses  Axiom  nicht  vollständig  ersetzt. 

In   der  That,  das   zweite  Axiom  verlangt,   wie  wir  oben  sähe— 
dass   zwischen   den   Coordinaten  je  zweier  von  einander  verschiedene        ,^r 
Punkte   unsers    beweglichen  Raumes  eine    von   der   Bewegung   ona       _    ~b- 
hängige  Gleichung  bestehe  und  zwar  eine  wirkliche  Gleichung,    aU  .^o 

eine,  die  nicht  für  einzelne  Pimktepaare  bedeutungslos    wird.     Hab^^ai^^n 
nun   zwei  Punkte:    x^  . . .  Xn    und    ^i . . .  y»    des    beweglichen    Raum-^ai^B^  es 

allen  Bewegungen  gegenüber  die  Invariante:   ß  (x,  y),  so  folgt  dara "Qs 

allerdings  im  Allgemeinen,  dass  zwischen  ihren   2n  Coordinaten  ei  ^^^ 

von  allen   Bewegungen   unabhängige  Gleichung  besteht,   nämlich   ^^^^3^® 
Gleichung: 

(7)        si(xi ...  Xn]  yi . . .  y«)  =  ^ (a:/ . . . a;7;  yi^ •  •  •  y».®), 

in  der  die  beiden  von  einander  verschiedenen  Werthsysteme:  Xj^  . 
und:  y,^  . .  .  y«^  die  Coordinaten  des  Punktepaares:    x^ . . .  rc«,  yi  . . . 
bei  irgend  einer  bestimmten  Lage  des  beweglichen  Raumes  bezeichne: 
in  besondern  Fällen  kann  es  jedoch  vorkommen,  dass  (7)  keine  wirC 
liehe  Gleichung   zwischen   Xi...Xnj  yi  . . .  y»    darstellt,   zum   Beispi^ 
dann,    wenn    die   rechte    Seite    von    (7)   für   gewisse    Werthsystem 
Xj^  . . .  Xf^y  yi^  .  . .  Vn    die  Form:   Null  durch  Null  annimmt 

Hieraus  folgt,  dass  wir,  um  den  Inhalt  des  zweiten  Heimholt 
sehen  Axioms  vollständig  zu  erschöpfen,  uns  nicht   begnügen  dürf 
für  jedes  Punktepaar  die  Existenz  einer  Invariante  zu  verlangen,  so 
dem   dass   wir  noch    eine   zweite   Forderung    hinzufügen   mfisseni 
etwa  so  ausgedrückt  werden  kann: 

Die  Invariante  Sl(xi  . .  .Xn,  yi  • .  •  y«)  des  Punktepcuxres:  x^  . .  .x 
f/i  . .  .jfn  niiiss  so  beschaffen  sein,  dass  die  Gleichung  (7)  stets  eine  wir. 
licJie  Gleichung  zwischen  x^  . . .  Xn  und  Jfi  -  -  .yn  ist,  welche  zwei  von  ei- 
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ander  verschiedenen  Werthsysüme  man  auch  für  x^  . ..  x^^,  j/i®  . . .  y»° 
eifisetzen  mag. 

Selbstverständlich  braucht  diese  Forderung  nur  für  alle  Werth- 
systeme:  x^ . . .  xj^j  Vi  -  -  -  Vn  erfüllt  zu  sein,  die  dem  früher  erwähn- 
ten   begränzten  Bereiche  des  n-fach  ausgedehnten  Raumes  angehören. 

Bevor  wir  zur  Betrachtung  des  dritteu  Helmholtzschen  Axioms 
übergehen,  wollen  wir  erst  gewisse  Folgerungen  erwähnen,  die  sich 
aus     der  Existenz  der  Invariante  Sl  {x,  y)  zieheu  lassen. 

Die  Gleichungen  : 

C8)  Xv  =  Fv{Xi  .  .  .Xn]  t)       (>'=l...n) 


(.9)  Xr=^Qv(Xi...Xn]t)      (y^l.-.n) 


en  irgend  zwei  continuirliche  Bewegungen  des  n-fach  ausgedehn- 
^1^  Raumes  darstellen.  Denken  wir  uns  zuerst  die  Bewegung  (8) 
'^uliiend  der  Zeit  t  ausgeführt  und  dann  die  Bewegung  (9)  während 
*^®^  Zeit  r,  so  wird  der  Punkt:  x^  . .  .Xn  schliesslich  in  die  Lage: 
^1    •   ^»Xn    kommen^  die  durch  die  Gleichungen: 

^^^timmt  ist.  Da  nun  die  Gleichungen  (10)  offenbar  eine  Transfor- 
^*^^t.ion  darstellen,  so  ergiebt  sich,  dass  wir  durch  Ausführung  zweier 
^^>^tinuirlicher  Bewegungen  nach  einander  stets  eine  gewisse  Trans- 
^^Kuation  des  Raumes  erhalten.  Dasselbe  gilt  natürlich  von  der 
^sfühnmg  beliebig  vieler  derartiger  Bewegungen  nach  einander. 

Erinnern  wir  uns  jetzt,  dass  die  beiden  Punkte:  x^,..Xny  Vi-^-ya 
^wohl  der  Transformation  (8)  als   der  Transformation  (9)  gegenüber 
^^ie  Invariante  ß(a;,  y)  haben,  so  sehen  wir  sofort,  dass  sie  diese  In- 
variante auch  jeder  Transformation  (10)  gegenüber  besitzen  und  über- 
haupt jeder  Transformation  gegenüber,  die  durch  Ausführung  mehrerer 
^ontinoirlicher  Bewegungen  nach  einander  erhalten  wird.     Also: 

Führt  man  eine  continuirlidie  Bewegung  aus  oder  tnehrere  solche 
Bewegungen  nach  einander,  so  erhält  man  stets  eine  Transformation,  bei 
der  zwei  beliebige  Punkte:  Xr  und  y,  die  Invariante  Sl(x,  y)  Jiaboi. 

Durch  die  als  möglich  angenommenen  continuirlichen  Bewegungen 
ist  demnach  eine  gewisse  Schaar  von  Transformationen  des  Raumes 
bestimmt,  der  gegenüber  zwei  Punkte  Xy  und  y^  die  Invariante  Sl(x,y) 
haben.  Von  welcher  besonderen  Beschaffenheit  diese  Schaar  ist,  das 
können  wir  vorläufig  noch  nicht  sagen,  darüber  giebt  erst  das  dritte 
flelmholtzsche  Axiom  Auskunft.     Lässt  sich  doch  aus  dem   Wort- 
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laute  des  zweiten  Axioms  noch  nicht  einmal  schliessen,  ob  zwei  Punkte 
nur  eine  Invariante  haben  sollen. 

Das  dritte  Axiom  des  Herrn  v.  Helmholtz  (s.  S.  439,  Z.  14 — 24 
y.  0.)  besteht  aus  zwei  Theilen. 

Der  erste  Theil  (Z.  14 — 18)  kann  mit  Berücksichtigung  des  früher 
Gesagten  so  gefasst  werden:  Jeder  Punkt  des  beweglichen  Raumes 
soll  continuirlich  an  den  Ort  jedes  andern  Punktes  dieses  Baumes  über- 
gehen können,  soweit  er  nicht  dadurch  gebunden  ist,  dass  die  Invarian- 
ten aller  Punktepaare  des  beweglichen  Raumes,  denen  er  angehört; 
während  der  Bewegung  ihre  Zahlenwerthe  behalten  müssen. 

Hierin  liegt,  dass  jede  Invariante,  die  ein  beliebiges  Punktsystem: 
Pj,  Pg,  P3  . . .  allen  Bewegungen  gegenüber   besitzt,   sich    durch   die 
Invarianten  der  in  dem  Systeme  enthaltenen  Punktepaare  ausdrücken 
lassen  muss.     Ist  nämlich  J  irgend   eine  Invariante,   die  das  Punkt — 
System:  P|,  Pg,  Ps;.-'  gegenüber  allen  Bewegungen  hat,   so  behält^ 
die  Function  J  bei  allen  Bewegungen  ihren  Zahlenwerth.     Liesse  sie 
nun  J  nicht  durch  die  Invarianten  der  Punktepaare:    P^,  Pj;  Pj,  P^z 
Pg,  Ps; . .  •  ausdrücken,  so  wäre  die  Beweglichkeit  des  Panktsystems 
Pi,  Pg,  P3  .  . .  nicht   blos   dadurch   beschränkt,   dass   die  Invariante: 
jener  Punktepaare  während  der  Bewegung  ihre  Zahlenwerthe  behalte 
müssen,  sondern  auch  durch   die  davon  imabhängige  Bedingung, 
J  stets  seinen  Zahlenwerth  behalten  muss;  das  aber  widerspräche  de 
oben  aufgestellten  Axiome. 

Aus   dem    ersten   Theile    des    dritten   Helmholtzschen    Axiom: 
folgt  demnach,  dass  ein  Punkt  allen  Bewegungen  gegenüber  gar  keine  I 
Variante  hat  und  dass  drei  oder  mehr  Punkte  gegenüber  allen  Bewegunger 
nur  solche  Invarianten  haben,  die  sich  durch  die  Invarianten  der 
ihnen  enthaltenen  Punktepaare    ausdrücken,    mit   andern  Worten:  ei- 
einzelner  Funkt  luxt  überhaupt  keine  Invariante^  etvei  Punkte  haben  a 
möglichen  Bewegungen  gegenüber  jedenfalls  eine  Invariante,  drei  oder 
Punkte  dagegen  liaben  keine  wesentliche  Invariante.    Da  wir  jedoch  n 
nicht    wissen,    ob    diese  Eigenschaft   der  Bewegungen    die    in  jene 
ersten  Theile  aufgestellten  Forderungen  vollständig  ersetzt,  so  müss 
wir  nach   wie  vor  die  Forderung  hinzufügen,  dass  jeder  Punkt  P  d^ 
beweglicJien  Raumes  in  seiner  Betvegung  nur  durch  die  Invarianten 
schränkt  sei,  die  er  mit  den  andern  Pmikten  des  beweglichen  Baumes 

Es  bleibt  jetzt  noch  der  zweite    Theil   des  dritten  Heimholt: 
sehen  Axioms  zu  besprechen  (s.  S.  439,  Z.  19 — 24  v.  0.). 

Der  zweite  Theil  des  Axioms  III  scheint  auf  den  ersten  Blick  bb 
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1  gerungen  aus  dem  ersten  Tbeile  zu  enthalten,  und  auch  Herr  v.Helm- 
li  o  Itz  hat  ihn  offenbar  so  gemeint.  Es  verhält  sich  jedoch  anders, 
^^^^^sr  die  Zeilen  19 — 22  sprechen  nur  Thatsachen  aus,  die  eine  un- 
iielbare  Folge  der  früher  gemachten  Voraussetzungen  sind,  insbe- 
dere  sind  die  Worte:  „Der  erste  Punct  . . .  beweglich"  nur  ein 
rer  Ausdruck  dafür,  dass  ein  einzelner  Punkt  keine  Invariante  be- 
si^^t.  Aber  in  den  Zeilen  23  und  24  steckt  eine  neue  Voraussetzung, 
<li^^    aus  den  früheren  nicht  folgt. 

Herr  v.  Helmholtz  denkt  sich  nämlich  eine  Anzahl,  etwa  mPunkte: 
-2^^^  ^  P^ . . .  Pm  des  beweglichen  Raumes  festgehalten.  Nach  Axiom  H 
l>^ stehen  dann  für  die  Coordinaten  jedes  andern  Punktes  P  des  beweg- 
Ü^^l^en  Raumes  gewisse  Gleichungen,  die  aussagen,  dass  die  Invarianten 
^^ÄT  m  Punktepaare:  P,  Pi*,  P,  Pj; . . .;  P,  Pm  während  aller  noch  mög- 
Üc^laen  Bewegungen  ihre  Zahlenwerthe  behalten,  üeber  die  Zahl  und 
<Ü^^  Beschaffenheit  dieser  Gleichungen  sagen  aber  die  früheren  Voraus- 
sangen nichts  aus,  darüber  geben  erst  gewisse  Annahmen  Aufschluss, 
in  den  Zeilen  23  und  24  stillschweigend  gemacht  werden. 
Herr  v.  Helmholtz  verlangt  da,  so  können  wir  es  ausdrücken,  Fol- 
des:  Wenn  die  m  Punkte:  P^,  P^, . . .  Pm  festgehalten  werden,  so 
len  zwischen  den  n  Coordinaten  jedes  andern  Punktes  P  gerade  m 
nicht  mehr  Gleichungen  bestehen  und  diese  Gleichungen  sollen  im 
emeinen  von  einander  unabhängig  sein,  das  heisst,  sie  sollen  so 
ge  von  einander  unabhängig  sein,  als  P^  . . ,  Pm  Punkte  von  all- 
gemeiner gegenseitiger  Lage  sind"^). 

Hieraus  folgt  zunächst,  dass  nach  Festhaltung  eines  Punktes  P^ 

■:^  jeden  andern  Punkt  P  eine  und  nur  eine  Gleichung  besteht;    da 

Ml  ein  einzelner  Punkt  keine  Invariante  haben  sollte,  so  ergiebt  sich, 

etoei  Punkte  eine  und  nur  eine  Invariante  haben. 

Femer  zeigen  die  Helmholtz  sehen  Forderungen,  dass  nach  Fest- 

"^^Xtung  von  m  Punkten:  P^ . .  .  P,»  von  allgemeiner  gegenseitiger  Lage 

^^^^ner  noch  continuirliche  Bewegung  möglich  ist,  sobald  m  einen  der 

«rthe  1,  2,  ...  n  —  1  hat,  dass  dagegen  im  Falle  m  =  n  keine  con- 

iiirliche  Bewegung  mehr  möglich  ist,    dass  vielmehr  nach  Festhal- 

^g  von  n  derartigen  Punkten  überhaupt  alle  Punkte  des  Raumes  in 

*)  So  müssen  die  Worte  auf  S.  489,  Z.  20—24  v.  o.  verstanden  werden.    Herr 

helmholtz  sagt  zwar   auch   hier  nicht  ausdrucklich,   dass,   wenn  der  erste 

t)kt  eines  in  sich  festen  Systems  festgehalten  wird ,  für  jeden  andern  Puukt 

^e  und  nur  eine  Gleichung  bestehen  soll;   da  er  aber  hinzufügt:    „eine  seiner 

ordinaten  wird  eine  Function  der  übrigen**,  so  ist  klar,  dass  er  das  Bestehen 

,^    -  cier  Gleichungen  für  den  zweiten  ausschliesst.    Ebenso  gebt  aus  allem  deutlich 

^^▼or,  dass  nach  Festhaltung  von  tn  Punkten  für  jeden  andern  Punkt  gerade  m 

Allgemeinen  von  einander  unabhängige  Gleichungen  bestehen  sollen. 
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Ruhe  bleiben.    Werden  nämlich  die  m  Punkte :  P^ . . .  Pm  festgehalt 
so  bestehen  zwischen  den  n  Coordinaten  jedes  andern  Punktes  P  ▼"^n^^j 
allgemeiner  Lage  m  von  einander  unabhängige  Gleichungen.    Da  c^^^ 
nach  dem  Früheren  die  einzigen  Bedingungen  sind^  denen  die  Bew^^. 
lichkeit  von    P  unter    den   gemachten  Yorausssetzungen    unterworF^z? 
ist,  so  kann  P  noch  durch   continuirliche  Bewegung  in  jeden  andeir-ii 
Punkt  F'  übergehen,  dessen  Coordinaten  jene  m  Gleichungen  erfülle ji 
und  der  mit  P  durch  eine   continuirliche  Reihe  von  solchen  Punkte  ^ 
verbunden  ist.     Hat  daher  m  insbesondere  den  Werth  n,  so  kann 
keine  continuirliche  Bewegung  mehr  ausführen,  sondern  muss  in  Buii 
bleiben. 

Wir  sahen  oben,  dass  man  durch  Ausführung  beliebig  vieler  con- 
tinuirlicher    Bewegungen   nach    einander    stets    eine   ganz    bestimmte     ^ 
Punkttransformation  des  Bn  erhält.    Wir  können  jetzt  genaueren  Auf- 
schluss  über  die  Schaar  der  so  entstehenden  Transformationen  geben. 

Wir  betrachten  unsern  beweglichen  Raum  in  irgend  einer  Lage 
innerhalb  des  festen  Raumes.  Pj^...Pn  seien  n  Punkte  von  allgemeiner 
gegenseitiger  Lage  im  beweglichen  Räume  und  ^^  . . .  ^«  die  Punkte 
des  festen  Raumes,  mit  denen  sie  gerade  zusammenfallen.  Ist  dann 
P  irgend  ein  andrer  Punkt  des  beweglichen  Raumes,  so  hat  auch  der 
innerhalb  des  festen  Raumes  eine  ganz  bestimmte  Lage  ^,  denn  es 
giebt  ja  keine  continuirliche  Bewegung,  bei  der  P^  .  , .  P^  sämmtlich 
ihre  Lagen:  ^^  . .  .  ^^  behalten. 

Jetzt  denken  wir  uns  den  beweglichen  Raum  beliebig  vielen  con- 
tinuirlichen  Bewegungen  unterworfen.  Wir  werden  sehen,  dass  die 
allgemeinste  Punkttransformation  des  R^ ,  die  wir  auf  diese  Weise 
erhalten,  nur  von  einer  endlichen  Anzahl  von  willkürlichen  Parametern 
abhängt. 

Li  der  That,  durch  continuirliche  Bewegung  können  wir  zunächst    ^ 
den  Punkt  P^  aus  der  Lage  ^^  in  jeden  andern  Punkt  ^/  überführen,  «  j 

die  allgemeinste  Lage  von  ^4^/  hängt  also   von   n  willkürlichen  Para ^ 

metern  ab.  Ist  ^/  fest  gewählt,  so  kann  P,  noch  in  jeden  Punkt  j?»'^,^» 
übergehen,  der  einer  gewissen  Gleichung  genügt,  ^^'  hängt  also,  wenvzmr^ 
^i  gewählt  ist,  noch  von  n  —  1  Parametern  ab  u.  s.  w.  Kurz,  durcL^^ 
continuirliche  Bewegungen  können  wir  erreichen,  dass  P|  . . .  P,  di  ^  . 
neuen  Lagen  ^/. . .  ^n  erhalten,  wo  das  Punktsystem:  ^i'. . .  ^„'  voi 

n  +  (n  -  1)  +  (n  -  2)  +  . . .  +  1  =  ~}^~ 

Parametern  abhängt.   Damit  sind  aber  auch  alle  Möglichkeiten  erschopr 
sobald  nämlich  P^.  . .  Pn  die  neuen  Lagen:  $/...  jßn  erhalten,  bekomi 
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zugleich  jeder  andre  Punkt  P  des  beweglichen  Raumes  die  ganz  be- 
stimmte neue  Lage  ^\  denn  es  giebt  ja  keine  continuirliche  Bewegung^ 
bei  der  ^/. . .  $«  sämmtlich  in  Ruhe  bleiben. 

Hierin  liegt^  dass  durch  den  Uebergang  des  Punktsystems  P^ . . .  P» 
aus  der  Anfangslage:  ^^  ...^^  in  die  neue  Lage:  ^^'...^^i  eine  ganz 
bestimmte  Punkttransformation  definirt  ist;  wie  man  auch  durch  eine 
Reihe  von  auf  einander  folgenden  continuirlichen  Bewegungen  diesen 
Uebergang   bewirken   mag;    man   erhält  durch  die  Ausführung  dieser 
JBewegungeu   nach   einander   stets    dieselbe   Punkttransformation.     Da 
man  nun  bei  der  Wahl  des  Punktsystems  ^/...^ß«  gerade  iw(n  +  l) 
willkürliche  Parameter  zur  Verfügung  hat,  wenn  man  sich  das  Punkt- 
system Pi . . .  Pn  auf  alle  möglichen  Weisen  bewegt  denkt,  so  ergiebt 
sich,  dass  der  Libegriff  aller  Punkttransformationen,  die  durch  beliebig 
riele  continuirliche  Bewegungen   des  beweglichen  Raumes   von   einer 
gestimmten  Anfangslage  aus  erhalten  werden,  eine  Schaar  mit  gerade 
rT»'  {n  -{-  1)  wesentlichen  Parametern  bildet.' 

Wir  bemerken  nun  weiter,  dass  diese  Schaar  von  Punkttransfor- 
[&  Aktionen  von  der  gewählten  Anfangslage  des  beweglichen  Raumes 
ixm abhängig  ist;  denn  wie  man  auch  die  Anfangslage  wählen  mag,  es 
;l^lt  stets  n  Punkte  P^  , . .  Pn  des  beweglichen  Raumes,  die  mit  den 
i^vinkten:  $|  . . .  ^»  des  festen  Raumes  zusammenfallen.  Hierin  liegt, 
IcEss  die  eben  definirte  Schaar  von  Punkttramformationen  eine  Omppe 
nlclet.  Bringen  wir  nämlich  den  beweglichen  Raum  durch  irgend  eine 
E'x'ansformation  unsrer  Schaar  aus  der  Lage  B  in  die  Lage  R'  und 
laxin  durch  eine  andre  Transformation  unsrer  Schaar  aus  der  Lage  R' 
^^  die  Lage  R",  so  giebt  es  stets  eine  ganz  bestimmte  der  Schaar 
^^gehörige  Transformation,  bei  der  R  in  ü"  übergeht. 

Die  hiermit  gefundene  Gruppe  ist  sicher  transitiv,  denn  sie  kann 
i^den  Punkt  des  Raumes  in  jeden  andern  überführen.  Femer  ist  leicht 
^^^ zusehen,  dass  ihre  Transformationen  sich  paarweise  als  invers  zu- 
^Äiumenordnen.  Ist  nämlich  S  die  Transformation  unsrer  Gruppe,  die 
i*i  •  .  .  5ß«  in  5ßi'. . .  ^n  überführt,  ^so  ist  es  stets  möglich ,  durch  eine 
Anzahl  von  continuirlichen  Bewegungen  zu  erreichen,  dass  die  Punkte 
^^B  beweglichen  Raumes,  die  in  irgend  einer  Lage  dieses  Raumes  mit 
'^i***$»  zusammenfallen,  schliesslich  in  die  Lagen:  $^...^n  gelangen. 
*-'®Oniach  gehört  mit  8  stets  zugleich  auch  S"^  unsrer  Gruppe  an. 

Endlich  lässt  sich  auch  beweisen,  dass  unsre  Gruppe,  die  wir  kurz 

^    kennen   wollen,  continuirlich  ist.     Wäre  sie  es  nämlich  nicht,   so 

^^stände  sie  nach  Abschn.  I,  Kap.  18  aus  einer  Reihe  von  getrennten 

^^^itinuirlichen  Schaaren,  deren  jede  -J-n  (n  +  1)  Parameter  enthielte 

^d     unter    diesen    Schaaren    gäbe    es   eine   continuirliche,    die   eine 

^ie,  Theorie  der  Traniformailonigrappen.  HI.  29 
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^n(n+ l)-gliedrige  Gruppe  g  mit  paarweise  inversen  Transformationen 
bildete.  Diese  Gruppe  g  wäre  die  einzige  unter  den  betreffenden  conti- 
nuirlichen  Schaaren^  der  die  identische  Transformation  angehorte. 
Nun  aber  enthält  jede  continuirliche  Schaar  Ton  oo^  Transformationen,, 
die  durch  eine  continuirliche  Bewegung  bestimmt  wird,  die  identische 
Transformation  (s.  8.  440)  und  gehört  also  der  Gruppe  g  an;  demnachi 
umfasst  g  auch  alle  Transformationen,  die  durch  Ausführung  beliebig 
vieler  continuirlicher  Bewegungen  nach  einander  entstehen.  Hieraus 
folgt,  dass  ^  in  g  enthalten  ist  und  da  g  eine  Untergruppe  von  »^ 
war,  so  können  wir  schliessen,  dass  g  mit  g  zusammenfallt^  das  heiss^ 
dass  g  wirklich  continuirlich  ist. 

Unter  den  von  Herrn  t.  Helmholtz  gemachten  Voraussetzungen 
gilt  denmach  Folgendes: 

Wenn  man  die  als  möglich  angenommenen  continuirlichen  Bewegung^ 
des  Baumes  in  beliebiger  Anmid  nach  einander  ausfuhrt^  so  erhält  mc= 
eine  endliche  continuirlicJie  transitive  Gruppe  g  von  reellen  Transfom^ 
tionen,  die  gerade  ^n(n  -f-  1)  Parameter  enthält  und  deren  Transfortt^ 
tionen  paarweise  zu  einander  invers  sind. 

Es  Tcrsteht  sich  von  selbst,  dass  bei  dieser  Gruppe  zwei  Pnn 
eine  und  nur  eine  Invariante  haben  und  s>2  Punkte  keine  wese 
liehe  Invariante.  Hätten  nämlich  zum  Beispiel  zwei  Punkte  der  Gm 
gegenüber  mehr  als  eine  Invariante,  so  hätten  sie  diese  Invarianti= 
offenbar  auch  bei  allen  continuirlichen  Bewegungen,  während  sie  dc^ 
denen  gegenüber  nur  eine  Invariante  haben  sollten. 

Durch  das  Vorstehende  ist  bewiesen,  dass  wir  es  mit  einer  evr: 
liehen  continuirlichen  Gruppe  zu  thun  haben  und  dass  bei  die  ^ 
Gruppe  zwei  Punkte  eine  und  nur  eine  Invariante 'haben,  5>2  Pun 
aber  keine  wesentliche  Invariante.  Gruppen  dieser  Art  haben  wir  a 
in  Kapitel  20  behandelt  und  obwohl  wir  uns  damals  auf  den  Ra 
von  drei  Dimensionen  beschränkten,  so  lässt  sich  doch  wenigstens 
Theil  der  dort  gegebenen  Entwicklungen  unmittelbar  auf  den  Fall 
Y)-fach  ausgedehnten  Raumes  übertragen,  es  sind  das  die  Entwi 
lungen  der  SS.  399 — 404.  Wir  erkennen  daraus,  dass  jede  Gru 
von  der  soeben  definirten  Beschaffenheit  die  folgenden  Eigenschaft 
besitzt:  wird  ein  Punkt  von  allgemeiner  Lage  festgehalten,  so  k^- 
jeder  andre  Punkt  von  allgemeiner  Lage  noch  oo»*"^  verschied^ 
Lagen  annehmen,  hält  man  zwei  Punkte  von  allgemeiner  gegenseitig^ 
Lage  fest,  so  kann  jeder  dritte  Punkt  von  allgemeiner  Lage 
oo»~*  verschiedene  Lagen  annehmen  u.  s.  w.,  kurz,  wir  finden, 
die  Endlichkeit  der  Gruppe  und  die  über  die  Invarianten  zweier 
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mehrerer  Punkte  gemachten  Annahmen  die  auf  S.  447  angegebeneu 
Forderungen  des  Herrn  v.  Helm  hol  tz  nach  sich  ziehen,  die  Forderungen 
oäinlich,  es  solle  nach  Festhaltung  eines  Punktes  für  jeden  andern 
eine  und  nur  eine  Gleichung  bestehen  u.  s.  w.  Wir  brauchen  daher 
diese  Forderungen  nicht  mehr  besonders  aufzuführen. 

Schliesslich  mag  noch  erwähnt  werden,  dass  die  endliche  con- 
tinuirliche  Gruppe  g^  die  durch  die  continuirlichen  Bewegungen  des 
Raumes  bestimmt  wird,  noch  zu  einer  andern  Gruppe  in  einer  ein- 
fachen Beziehung  steht  Wir  meinen  die  Gruppe  g  aller  Punkttrans- 
formationen,  denen  gegenüber  zwei  beliebige  Punkte  Xy,  y»  die  Inva- 
riante Sl  {x,  y)  habeiL 

Dass  es  eine  solche  Gruppe  g  giebt,  ist  von  vornherein  klar,  denn 
wie  wir  auch  die  Function  Sl{x,y)  wählen  mögen,  es  giebt  immer 
'I'ransformationen,  denen  gegenüber  zwei  Punkte  die  Invariante  Sl  (x,  y) 
l^^beli,  und  der  Inbegriff  dieser  Transformationen  bildet  auch  immer 
eine  gewisse  Gruppe  g\  die  allerdings  unter  Umständen  auf  die  iden- 
tische Transformation  zusammenschrumpfen  kann. 

In  unserm  Falle  ist  nun  leicht  zu  sehen,  dass  die  allgemeinste 
T'ransformation  von  g'  gerade  ^n(w+  1)  willkürliche  Parameter  ent- 
hält, es  folgt  das  ohne  Weiteres  aus  den  besonderen  Eigenschaften, 
^^^  die  Invariante  iil  {x,  y)  unter  den  hier  gemachten  Voraussetzungen 
*^at.  Demnach  ist  klar,  dass  g  die  grösste  continuirliche  in  g'  ent- 
*ialtene  Gruppe  ist;  sollte  g  selbst  continuirlich  sein,  so  würde  es 
natürlich  mit  g  zusammenfallen. 

§•93. 

Oruppentheoretische   Formulirung   der   Helmholtzschen 

Axiome. 

Wir  werden  jetzt  die  Ergebnisse  des  vorigen  Paragraphen  zusam- 
menfassen. Dabei  wollen  wir  jedoch,  um  uns  bequemer  ausdrücken 
^Q  können,  die  auf  S.  449  f.  definirte  Gruppe  g  kurz  als  eine  Gruppe  von 
Bewegungen  des  En  bezeichnen.  Wir  nennen  dementsprechend  jede 
"Transformation  dieser  Gruppe  kurz  eine  Bewegung,  so  dass  wir  also 
unter  einer  Bewegung  stets  die  Transformation  verstehen,  die  den 
beweglichen  Baum  aus  einer  Lage  in  eine  andre  überfahrt.  Was  wir 
bisher  continuirliche  Bewegung  nannten,  ist  dann  einfach  eine  con- 
tinnirliehe  Schaar  von  cx)^  Bewegungen,  in  der  die  identische  Trans- 
formation enthalten  ist 

Diese  Ansdracksweise  entspricht  offenbar  der  jetzt  allgemein  üb- 


en\  A 


452  Abtheilung  V.    Kapitel  21.    §  93,  94. 

liehen  und  auch  von  uns  früher  angewandten,  wo  man  von  der  Grupp^c:^^ 
der  Euklidischen  Bewegungen  spricht  und  auch  unter  einer  Bewegun  ~^c^q 
jedesmal  eine  Transformation  dieser  Gruppe  versteht. 

Indem  wir  nunmehr  die  Ergebnisse  des  vorigen  Paragraphen  zc.v  ^^. 
sammeufassen ;  können  wir  sagen,  dass  die  drei  ersten  Heimholt^  -j. 
sehen  Axiome  mit  den  folgenden  Forderungen  gleichbedeutend  sind:  ,^   . 

A)  Jeder  Punkt  des  n-fach  ausgedehnten  Raumes  ist  durch  n  Coasz:^^^, 
dinaten:  x^ , ,  ,Xn,  bestimmbar, 

B)  Durch  die  in  dem  Räume  möglichen  continuirlichm  Bewegung'^  -^m^g^ 
ist  eine  endliche  continuirliche  Gruppe: 

(11)  Xv  =  fv  (Xi  .  .  .  Xn]    ai   ,  ,  ,  ar)       (»  =  1  .  .  .  n) 

bestimmt j  die  reell  und  transitiv  ist  und  die  wir  als  die  Gruppe  der 


wegungen  bezeichnen.  Die  Glieder  zahl  r  dieser  Gruppe  besitzt  den  We^^^:£h 
^n(w  +  1)  und  die  Transformationen  der  Gruppe  s-ind  paarweise  zu  ^^  ^'ä- 
ander  invers.  Die  Functionen  fi-..fn  sind  sowoM  nach  den  x  als  ncz^x:  ^i 
den  a  differentiirbar  und  die  Differentialquotienten  nach  den  x  sind  iht — ^^^r- 
seits  wieder  nach  den  a  differentiirbar, 

C)  Der  Gruppe  (11)  gegenüber  haben  zwei  Punkte ^eine  und  nur 
Invariante  und  s  >  2  Punkte  haben  keine  tvesenüiche  Invariante. 
J(x^  . . .  Xn't  J/i  .  • .  Vr^  die  Invariante  der  beiden  Punkte  Xy  und  y,j 
muss  sich  innerhalb  des  n-fach  ausgedehnten  Raumes  ein  gewisser 
licher  n-fach  ausgedelmter  Bereich  so  abgrämen  lassen,  dass  die  Retati 

(12)  J{xi ...Xn'^  j/i •  •  •  y»)  =  J{^i^ . •  •  a^«®;  yi^ •  •  •  y«®) 

stets  eine  tvirkliche  Gleichung  zwischen:  x^ . . .  Xn,  yi .  •  •  yn  liefert,  we- 
von  einander  verschiedenen  Punkte  des  Bereicfies  man  auch  für  x^  . . . 
yi^  . .  •  Vn    wählen  mag. 

D)  Innerhalb  des  vorhin  definirten  Bereiches  sind  alle  Punkte  ^^ 
der  Gruppe  (11)  vollkommen  frei  beweglich^  soweit  sie  nickt  durch  die  -^^' 
Varianten,  die  die  einzelnen  Punktepaare  der  Gruppe  gegenüber  hctrX^^fh 
gebunden  sind.  Wenn  also  zum  Beispiel:  Xj^  . . .  Xn*^  yi^  •  •  •  Vn  ir^^^ 
zwei  verschiedene  Punkte  jenes  Bereiclis  sind,  so  soll,  sobald  der  erste  «^^ 
ihnen  festgehalten  wird,  der  zweite  nodi  alle  Lagen:  yi  • . .  y»  annekw^^^ 
können,  die  der  Gleichung: 

(13)  J{x,^ . . .  xn""]  y,.^^yn)  =  JW . . .  a;,«;  yi^ . . .  y,^) 

■ 

genügen j  dabei  vorausgesetzt,  dass  von  Vi^  -  -  *  yn  tiach  yi  .  •  •  y«  ^^ 
continuirlicher  Uebergang  durch  lauter  reelle  Werthsystcme,  die  O  -^  ' 
erfüllen,  möglich  ist. 

Hierzu  kommt  nun  noch  das  vierte  Helmholtzsche  Axiom,  *** 

wir  bisher  noch  gar  nicht  berücksichtigt  haben,  das  vielgenannte         -^^ 
nodromieaxiom.    Wir  können  diesem  jetzt  folgende  Fassung  gebei 
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E)  Hält  man  innerhalb  des  früher  besprochenen  Bereichs  n  —  1 
Punkte  von  allgemeiner  gegenseitiger  Lage  fest,  also  w  — •  1  Punkte,  die 
so  gewählt  sind,  dass  sie  nur  bei  einer  eingliedrigen  Gruppe  von  Bewe- 
gungen gleichzeitig  in  Buhe  bleiben,  und  ist  Xf  die  infinitesitnale  Trans- 
formation dieser  eingliedrigen  Gruppe,  so  sollen  die  mgehörigen  endlicüien 
Gleichungen: 

(14)  fljy  =  a;^  +  T  -2^^^  "I"  H — ö  ^^^y  -f-  . . .     (y  =  1 . . . «) 

SO  beschaffen  sein,  dass  bei  von  Null  an  stets  wachsendem  t  schliesslich 
alle  andern  Punkte:  x^ . ,  ,Xn  des  Bereichs  zu  gleicher  Zeit  in  ihre  An- 
fctrngslagen  zurückkommen.    Kurz,  es  wird  verla'ngt,  dass  die  Gleichungen 
(^1-4)  eine  Bewegung  mit  reeller  Periode  darstelleiu  1/ 

§  94. 

Kritik  der  Schlüsse,  die  Herr  v.  Helmholtz  aus   seinen 

Axiomen  zieht. 

Im  vorigen  Paragraphen  haben  wir  den  Helmholtzschen  Axio- 
men eine  solche  Fassung  gegeben ;  dass  der  gruppentheoretische  Cha- 
rakter des  ganzen  Problems  deutlich  hervortritt.  Wir  wollen  jetzt  die 
Folgerungen,  die  Herr  v.  Helmholtz  aus  seinen  Axiomen  gezogen 
l^at,  kritisch  beleuchten.  Um  das  möglichst  bequem  ausführen  zu 
können,  übersetzen  wir  zunächst  diese  Polgerungen,  soweit  das  mög- 
lich ist,  in  die  Sprache  der  Gruppentheorie.  Da  Herr  v.  Helmholtz 
Sich  bei  seiner  Untersuchung  auf  den  Raum  von  drei  Dimensionen 
"^Schränkt  hat,  so  thun  wir  natürlich  dasselbe. 

Im  Räume  von  drei  Dimensionen  ist  jede  Gruppe  von  Bewegungen, 
^^^  den  Helmholtzschen  Forderungen  genügt,  sechsgliedrig.  Herr 
^*    Helmholtz  betrachtet  nun*),  so  können  wir  es  ausdrücken,  alle 

*)  Gott.  Nachr.  1868,  S.  202  ff.  Bemerkenswerth  ist  die  Weise,  in  der  er 
^^ese  Bewegungen  constrnirt.  Er  wählt  eine  bestimmte  Bewegung  S  aus,  bei  der 
^^n  hestimmter  Punkt  P^  in  die  neue  Lage  P  übergeht,  andrerseits  denkt  er  sich 
^^Q  allgemeinste  in  der  Gruppe  enthaltene  Bewegung  T  au^estellt,  bei  der  eben- 
^*^  Pj  in  P  übergeführt  wird.  Unter  diesen  Voraussetzungen  ist  augenschein- 
lich jSr*  1 T  die  allgemeinste  der  Gruppe  angehOrige  Bewegung,  bei  der  P  in  Ruhe 
^^^ibt.  Damit  ist  nicht  blos  bewiesen,  dass  es  derartige  Bewegungen  giebt,  son- 
^Mi    es  sind  auch  die  Gleichungen  der  betreffenden  Bewegungen  auf  eine  solche 

oirtxi  gebracht,  dass  sie  auf  die  dem  Punkte  P  unendlich  benachbarten  Punkte 
*J^^etidbar  sind.     Natürlich  rechnet  Herr  v.  Helmholtz   nicht  symbolisch  mit 

'^^^aformationen;  bei  ihm  kommt  nicht  einmal  der  Begriff  Schaar  von  Transfer- 
r*^*^^onen  expUcite  vor.  Wir  geben  überhaupt  den  Helmholtzschen  Entwick- 
.^^Qn  durch  Benutzung  der  Begriffe  und  Ausdrucksweiscn  der  Gruppentheorie 
^^    schärfere  Form. 
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in  der  Gruppe  enthaltenen  Bewegungen ,  die  einen  bestimmten  Pmil  ii     ) 
invariant  lassen.     Da  die   Gruppe   der  Bewegungen  transitiv   ist, 
bildet  der  Inbegriff  aller  Bewegungen,  die  einen  bestimmten  Punkt 
Ruhe  lassen,  eine  dreigliedrige  Gruppe.     Denken  wir  uns  der  Einfacl 
heit  wegen  den  invarianten  Punkt  zum  Coordinatenanfang  gewählt^  ^^so 
werden  die  Gleichungen  dieser  dreigliedrigen  Gruppe  die  Form  habe=a,; 

(15)  y  =  ii^x  +  f*2y  +  |t*3^  -1 

z  =  v^x  +  v^y  +  Vf^s  -{ , 

wo  die  A,  fi,  v  und  die  weggelassenen  Glieder  höherer  Ordnung  ncxcln 
von  drei  willkürlichen  Parametern  abhängen  und  wo  die  Determinatz»  ti^e 
der  A,  {i,  V  sicher  nicht  identisch  verschwindet. 

Herr  v.  Helmholtz  betrachtet  aber  nicht  die  Gruppe  (15)  sell^^st, 
sondern  er  untersucht  blos,  wie  die  dem  Coordinatenanfang  unendl:m^=2h 
benachbarten  Punkte  bei  der  Gruppe  (15)  transformirt  werden,  w  w  »it 
andern  Worten:  er  beschränkt  sich  auf  die  Betrachtung  der  Transf^^z:»r- 

mationen: 

Idx  =  X^dx  +  ^%dy  +  h^^ 
dy^  liidx  +  fi^dy  +  fi^dz 
de  =  v^dx  +  Vgrfy  +  v^dz, 

die  man  erhält,  wenn  man  die  Gleichungen  (15)  differentiirt  und  nai>^^t- 
her:  x  '^  y  =  0  =^  0  setzt.  Es  ist  klar,  dass  diese  Transformatio:^^^^ 
in  den  Veränderlichen:  dx,  dy,  dz  eine  Gruppe  bilden  und  zwar  ^^ 
das  keine  andre  Gruppe  als  die  lineare  homogene  Gruppe,  die  d^ii^ 
Coordinatenanfang  von  der  Gruppe  aller  Bewegungen  zugeordnet  iwi^ 
und  die  namentlich  angiebt,  wie  die  Linienelemente:  dxidy:  de  dixirch 
den  Coordinatenanfang  transformirt  werden,  sobald  man  ihn  festliSlt 
(s.  Abschn.  I,  Theor.  109,  S.  603). 

Soweit   sind    die  Entwicklungen   des   Herrn  v.  Helmholtz    «in' 
wandfrei.     Jetzt  aber  nimmt   er  stillschweigend  und   ohne   ein  Wo^ 
der.  Begründung   an,   dass  alle  seine  Axiome,   die  er  über   die  nacb 
Festhaltung    eines   Punktes   noch   möglichen   Bewe^ngen   aufgestellt 
hat,  auch   auf  die  Punkte  anwendbar  bleiben,  die  dem  festen  Punk^ 
unendlich  benachbart  sind,  dass  also  aus  ihrem  Erfülltsein  fOr  endlicli 
von  einander  entfernte  zugleich  folge,  dass  sie  für  unendlich  beriacli' 
harte  Punkte  erfüllt  seien.     Schärfer   ausgedrückt:   er  denkt  sieb  die 
lineare  homogene  Gruppe: 

iX    =    k^X     +     X^y+     Agjß? 

(16')  |2/'=l"i^  +  i^y +  i^8^ 

/=  v^x  +  v^y  +  v^z 
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• 

)  eine  Gruppe  Ton  Bewegungen,  die  den  Coordinatenanfang  inrariant 
38t,  und  setzt  voraus,  dass  die  Gruppe  (16')  jedes  seiner  Axiome  stets 
nn  erfülle,  wenn  die  Gruppe  (15)  dies  thue.  Auf  dieser  Annahme 
ruhen  alle  seine  nachfolgenden  Entwicklungen. 

Wir  wollen  zunächst  zeigen,  dass  diese  Voraussetzung  mit  einer 
idern  gleichbedeutend  ist,  die  sich  bequemer  aussprechen  lässt,  und 
nn  werden  mr  an  einer  Beihe  von  Beispielen  die  ünzulässigkeit  der 
nzen  Voraussetzung  deutlich  machen. 

Die  Gruppe  (15)  ist  von  drei  unabhängigen  infinitesimalen  Trans- 
•mationen  von  der  Form: 


0 


(ajtix  +  ajtiy  +  a^z  H )|)  + 

+  (ßkix  +  ßi^y  +  ßkz^  H )  3  + 

+  inix  +  ykiV  +  y*8^  -l )*■ 

(*  =  1,  2,  3) 

eugt,  wo  die  a,  /$,  y  Gonstanten  bedeuten  und  wo  die  weggelassenen 
eder  von  höherer  Ordnung  in  den  Xy  y,  z  sind.  Die  sechsgliedrige 
ippe  aller  Bewegungen  enthält  ausser  den  infinitesimalen  Transfor- 
^onen  (17)  noch  drei  von  der  Form: 

)  !)-{-•••,    (jf"}"'''!^"}"*"' 

Gruppe  (16')   andrerseits  ist  die  zur  Gruppe  (17)  gehörige  ver- 
2te  Gruppe  und  ihre  infinitesimalen  Transformationen*): 

W=  (a*i^  +  a*2y  +  cciiz)p  +  {ßkix  +  ßkiy  +  ßksz)q  + 

+  (ykix  -f  yay  +  Ykzz)r 

(*  =  1,  2,  3) 

stehen  aus  (17)  durch  Weglassung  aller  Glieder  von  höherer  Ord- 
^fS}  sie  brauchen  jedoch  nicht  von  einander  unabhängig  zu  sein, 
c  bemerken  ausserdem  (vgl.  Abschn.  I,  S.  606),  dass  unter  den  ge- 
übten Voraussetzungen  auch  die  infinitesimalen  Transformationen: 

)  Py  Qj  r,  LJ,  LJ,  LJ 

^  transitive  Gruppe  erzeugen,  die  allerdings  nicht  sechsgliedrig  zu 
^  braucht.  Diese  Gruppe  (20)  ist  nichts  andres  als  die  ^ur  Gruppe 
),  (18)  aller  Bewegungen  gehörige  verkürzte  Gruppe. 


) 


*)  Wir  wollen  nicht  unerwähnt  lassen,  dass  Herr  v.  Helmholtz  mit  den 
nitesimalen  Transformationen  der  linearen  homogenen  Gruppe  (16^  operirt,  man 
m  BOgar  sagen,  dass  er,  wenn  auch  nnbewnsst,  die  eingliedrigen  Gmppen  be- 
cbtct,  die  von  gewissen  unter  diesen  infinitesimalen  Transformationen  erzengt 
rden.  Dagegen  findet  sich  bei  ihm  keineswegs  der  allgemeine  Begriff  einer 
LniteBimalen  Transformation,  geschweige  denn  der  allgemeine  Begriff  einer 
^gliedrigen  Gruppe. 
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Die  von  Herrn  y.  Helmholtz  stillschweigend  eingefOhrte  ^ 
aussetzung  hat  nun  einfach  den  Sinn^^  dass  die  Gruppe  (19)  dann  j< 
Axiom  erfüllt;  das  über  die  nach  Festhaltung  des  Coordinatenanfa 
noch  möglichen  Bewegungen  gemacht  worden  ist;  wenn  die  Gru 
(17)  dieses  Axiom  erfüllt.  Andrerseits  aber  ist  klar,  dass  die  Grv 
(17);  (18)  aller  Bewegungen  dann  uud  nur  dann  alle  Helmholtzsc 
Axiome  erfüllt,  wenn  die  Gruppe  (17)  den  nach  Festhaltung  des  C 
dinatenanfangs  noch  übrig  bleibenden  Axiomen  genügt  End 
leuchtet  ein,  dass  zwischen  den  beiden  Gruppen  (20)  und  (19)  gc 
dieselbe  Beziehung  besteht,  wie  zwischen  den  Gruppen  (17),  (18) 
(17).  Demnach  kommt  die  Helmholtz  sehe  Annahme  einfach  aui 
Voraussetzung  hinaus,  dctss  die  verkürgte  Gruppe  (20)  immer  dann 
von  ihm  aufgestellte  Forderung  erfülle^  wenn  die  ursprÜ7igliche  Gr 
(17),  (18)  dies  thue. 

Diese  Annahme  wird  von  Herrn  v.  Helmholtz  stillschweij 
gemacht,  ohne  die  geringste  Andeutung  eines  Beweises,  ja  ohne 
Andeutung,  dass  sie  überhaupt  eines  Beweises  bedürfe.  Wir  w( 
an  einer  Reihe  von  Beispielen*)  zeigen,  dass  diese  Annahme  u 
rechtigt  ist.  Wir  werden  finden,  dass  eine  sechsgliedrige  trans 
Gruppe  des  JBj  sehr  gut  gewisse  von  den  Helmholtzschen  Fe 
rungen  erfüllen  kann,  während  die  zugehörige  verkürzte  Gruppe 
nicht  thut;  wir  werden  andrerseits  sehen,  dass  zu  einer  sechsgliedi 
transitiven  Gruppe,  die  gewisse  von  den  Helmholtzschen  Forderm 
nicht  erfüllt;  eine  verkürzte  Gruppe  gehören  kann,  die  die  betreffe] 
Forderungen  erfüllt. 

Wie  wir  gesehen  haben,  kommt  ein  Theil  der  Helmholtza 
Forderungen  darauf  hinaus,  dass  zwei  Punkte  der  Gruppe  aller 
wegungen  gegenüber  eine  und  nur  eine  Invariante  haben.  Nun  h 
die  beiden  Punkte:  rc^,  j/^,  g^  und  X2,  y^,  ^2  ^^^  ^^^  sechsgliedi 
transitiven  Gruppe: 

(21)         Qf  xq  +  ^,  ^^q.  +  2a;r,  3i?q  +  3a;*r,  x^q  +  4a?'r,  p 

nur  die  eine  Invariante:  x^  —  a?^,  bei  der  zugehörigen  yerküj 
Gruppe : 

(21')  3,  r,  xr,  p 

dagegen  haben  sie  die  beiden  Invarianten:  x^  —  x^  und  y, - 
Andrerseits  haben  die  beiden  Punkte  bei  der  sechsgliedrigen  tr 
tiven  Gruppe: 

*)  L  i  0  hat  diese  Beispiele  zncr^t  in  den  Comptes  Rendas  von  1892  mitgel 
(Bd.  114,  S.  463). 
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(22)  q,  xq  +  ^,  ^^q  +  2xr^  x^q  +  3a:*r,  p^  xp  —  er 

gar   keine   In  Variante  ^    während    sie    bei   der   zugehörigen   y  erkürzten 
Gruppe: 

(22')  q,  r,  xr,  p,  xp  —  zr 

die  Invariante:  y^  —  y^  haben. 

Hieraus  geht  hervor,  dass  die  beiden  Gruppen  (17),  (18)  und 
(20)  im  Allgemeinen  die  hier  angenommene  Forderung  nicht  gleich- 
zeitig erfüllen. 


23) 


Betrachten  wir  ferner  die  Gruppe: 

0.7  Pi  ^3  +  ♦*;  ^a  +  2a;r,  xp  +  yq  +  er    . 

< 

a^p  +  2xyq  +  2(cx  +  y)  r, 

lie  uns  schon  auf  S.  418  begegnet  ist.  Bei  dieser  Gruppe  haben  nach 
3.  419  zwei  Punkte  eine  und  nur  eine  Invariante  und  s  >  2  Punkte 
laben  keine  wesentliche  Invariante,  sie  erfüllt  also  gewisse  Forde- 
'ungen,  die  aus  den  Helmholtzscben  Axiomen  folgen  (vgl.  S.  452). 
^ber  die  zugehörige  verkürzte  Gruppe: 

230  0^  P)  ^7  ^^y  ^P  +  yO  —  cxq,  yr 

erfüllt  diese  Forderungen  nicht,  denn  sie  enthält  sogar  drei  infinitesi- 
jiale  Transformationen,  nämlich:  r,  xr,  yr,  welche  die  Bahncurven 
s^emein  haben,  und  das  darf  nach  S.  405,  Satz  1  nicht  eintreten,  wenn 
swei  Punkte  eine  und  nur  eine  und  $>  2  Punkte  keine  wesentliche 
[nyariante  haben  sollen. 

Demnach  braucht  auch  die  hier  betrachtete  Forderung  von  der 
3ruppe  (20)  nicht  immer  erfüllt  zu  werden,  wenn  sie  von  der  Gruppe 
^17),  (18)  erfüllt  wird. 

Endlich  gehört  auch  das  Monodromieaxiom  zu  den  Forderungen, 
clie  sehr  gut  bei  der  Gruppe  (17),  (18)  erfüllt  sein  können,  ohne  dass 
Bie  es  bei  der  Gruppe  (20)  sind. 

Den  Beweis  hierfür  liefert  die  Gruppe: 

[p,  2»  ^p  +  'y(i  +  r7  yp  —  ^Q 

C24)  (x"  —  y^)p  +  2xyq  +  2xr 

l    2xyp  +  (y*  —  x^)q  +  2yr , 

die  wir  auf  S.  432  gefunden  haben.  Diese  äusserst  merkwürdige  Gruppe 
erfüllt  nämlich  alle  Forderungen  des  Helmholtzscben  Monodromie- 
sxioms^  während  die  zugehörige  verkürzte  Gruppe: 

<24')  p,  q,  r,  yp  —  xq,  xr,  yr 

clies  nicht  thut. 
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Dass  die  Gruppe  (24')  das  Monodromieaxiom  nicht  erfQllt,  isV-  ^^ 
leicht  einzusehen.  Halten  wir  nämlich  zwei  Punkte  Ton  allgemeinerer  ^^ 
gegenseitiger  Lage  fest,  etwa  den  Coordinatenanfang  und  den  Punk*^^:^^ 
^0  9  Vq}  ^0}  ^o  ^0  "^^  Vo  ^^icht  beide  verschwinden,  so  bilden  die  noclfl!^,^]^ 
möglichen  Bewegungen  eine  eingliedrige  Gruppe,  die  von  der  infinitesif-  ^j_ 
malen  Transformation:  {x^y  —  y^a:)  r  erzeugt  ist,  deren  endliche  Gle£-  ^y. 
chungen  also  die  Form  haben: 

x'=Xy    y  =  y,    /=z  +  t {x^y  —  y^x). 

Augenscheinlich  kehrt  aber  hier  der  Punkt  x,  y',  z  niemals  in  seirrrzie 
Anfangslage  zurück,  wenn  t  von  Null  an  beständig  wächst 

Um  uns  andrerseits  zu  überzeugen,  dass  die  Gruppe  (24)  d^^s 
Monodromieaxiom  erfüllt,  müssen  wir  auf  die  Bewegungen  die&.  ^x 
Gruppe  etwas  näher  eingehen. 

Hält  man  bei  der  Gruppe  (24)  einen  Punkt  x^y  y^,  z^  fest,  ^« 
bewegt  sich  im  Allgemeinen  jeder  andre  Punkt  x^  y,  z  ganz  frei  a&.x:a{ 
der  hindurchgehenden  Pseudokugel: 

(25)  { {x  -  x,y  +  (y  -  yo)' }  ^'  =  const 

mit  dem  Mittelpunkte:  Xq,  yo,  Zq]  nur  die  Punkte  der  Geraden:  x=^ 
y  =  yQ,  die  offenbar  selbst  eine  Pseudokugel  ist,  machen  eine  A' 
nähme,  denn  sie  bleiben  sämmtlich  in  Ruhe.  Wollen  wir  daher  zi 
verschiedene  Punkte  festhalten,  die  nur  bei  einer  eingliedrigen  ünl 
gruppe  von  (24)  gleichzeitig  in  Ruhe  bleiben,  so  müssen  wir  di 
Punkte  so  wählen,  dass  ihre  Verbindungslinie  nicht  zur  jer-Axe  para' 
wird. 

Zwei  derartige  Punkte  sind  der  Coordinatenanfang  und  ein  b^ 
biger  Punkt  Xq^  y^,  z^,  für  den  Xq  und  y^  nicht  beide  verschwincS.  ^^d- 
Die  endlichen  Gleichungen  der  eingliedrigen  Gruppe,  bei  der  d5-^3se 
beiden  Punkte  invariant  bleiben,  bestimmen  sich  aus  dem  simulta 'scra^oii 
System : 


'dx  ,.   yo(^'*  — y'*)         2a?oaj'y' 


(26) 


=      y  + 


<^*  ^         ^o'  +  yo'         ajo*  +  yo 

du'  _  _  ^'  I    ^Vo^'y    I  ^o(«''--  !/'*) 


X 


dt  ^o'+yo'  '    ^o*  +  yo* 

>  dt  JY  +  i/„» 

mit  den   bekannten    Anfangsbedingungen:    [x']t=.o=  x  u.  s.  w.  Aus 

(26)  findet  man: 

und  hieraus  durch  Integration: 
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:.'+  /y'= C^o  +  iyoH^M 


{ a;  -  a?o  +  »(y  —  yo) }  «     +  a;  +  iy 

erseits  weiss  man,  dass  sich  der  Punkt  x,  y^»  auf  der  durch  ihn 
iden  Pseudokugel  bewegt^  die  den  Coordinatenanfang  zum  Mittel- 
t  hat;  man  bekommt  also  zwischen  x,  y,  0  und  Xy  y,  z  noch  die 
hang: 

1er  sich  sofort  ergiebt: 

it  sind  die  endlichen  Transformationen  der  in  Rede  stehenden 
liedrigen  Gruppe  vollständig  bestimmt.  Es  wäre  auch  leicht,  sie 
melier  Form  anzugeben,  aber  das  ist  für  unsem  Zweck  gar  nicht 
ig,  denn  schon  die  Gleichungen  (27)  und  (28)  zeigen,  dass  unsre 
)pe  (24)  das  Monodromieaxiom  erfüllt.  Uuterwirft  man  nämlich 
Raum  der  continuirlichen  Bewegung,  die  durch  die  Gleichungen 
,  (28)  bestimmt  ist,  und  lässt  man  die  Veränderliche  i  alle  reellen 
the  zwischen  0  und  2ä  durchlaufen,  so  kehren  für  ^  =  2ä  alle 
kte  gleichzeitig  in  ihre  Anfangslagen  zurück*). 

Wir  sehen  hieraus,  dass  die  Gruppe  (24)  in  der  That  das  Mono- 
oieaxiom  erfüllt,  während  die  zugehörige  verkürzte  Gruppe  (24') 
licht  erfüllt. 

Die  Gruppe  (24)  ist  auch   noch  deshalb   besonders  merkwürdig, 

sie  in  der  schlagendsten  Weise  zeigt,  wie  wenig  sich   aus  dem 

halten  endlich  von  einander  entfernter  Punkte  auf  das  Verhalten 

idlich  benachbarter  Punkte  schliessen  lässt,  und  wie  gefährlich  es 

wenn  man,  wie  Herr  v.  Helmholtz,  die  für  jene  aufgestellten 
3me  auf  diese  überträgt. 

Hält  man  nämlich  bei  der  Gruppe   (24)  einen  Punkt  fest,  etwa 

Coordinatenanfang,  so  bewegt  sich,  wie  wir  oben  sahen,  jeder 
re  Punkt  im  Allgemeinen   auf  einer  der  00^  invarianten  Flächen: 

{a?  +  y^  6^*  =  const. 
Punkte  jeder  solchen  Fläche  werden  dreigliedrig  transformirt  und 
T  durch  eine  Gruppe,  die,  wie  man  sich  leicht  überzeugt,  mit  der 

*)  Die  00'  BahncurveD,  die  hierbei  von  den  Ponkten  des  Raumes  durch- 
^n  werden,  sind  die  Schnittcurven  der  beiden  Schaaren  von  Pseudokngeln: 

(X«  +  y»)  e""'  =  const.,    { (a;  —  iCo)*  +  (j/  -  ^o)* )  «""'  =  «onst 

Projectionen  auf  die  x,  «/-Ebene  sind  daher  im  Allgemeinen  Kreise,  in  Aus- 
mefällen  aber  auch  gerade  Linien. 
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Gruppe  der  EuMidischen  Bewegungen  einer  Ebene  gleichzosammen- 
gesetzt  und  überdies  durch  eine  reelle  Punkttransformation  ähnlidi  ist. 
Ganz  anders  verhalten  sich  die  dem  Goordinatenanfang  unendlicii 
benachbarten  Punkte.  Um  sich  ein  Bild  davon  zu  machen,  wie  diese 
Punkte  transformirt  werden,  wenn  der  Goordinatenanfang  festgehalten 
wird,  fasst  man  am  besten  die  Gruppe  ins  Auge,  von  welcher  die  oo' 
Linienelemente  durch  den  Goordinatenanfang  transformirt  werden,  denn 
jeder  dem  Goordinatenanfang  unendlich  benachbarte  Punkt  bestimmt 
ein  solches  Linienelement.  Versteht  man  unter  Xjy,z  die  homogenen 
Goordinaten  eines  Linienelements,  so  lautet  diese  Gruppe: 

//  /f  //  r     t 

yp—xq,    xr,    yr 

und   man  erkennt  sofort,    dass    bei  ihr   die  Mannigfaltigkeit   der 
Linienelemente  durch  eine  projective  Gruppe  transformirt  wird,  die 
der  Gruppe  der  EuMidischen  Bewegnixgen  einer  Ebene  dualistisch  ist. 

Man  sieht   hieraus,   dass    heim    Uehergang   von    endlich   entfernte 
Punkten  m  unendlich   hcnachhartcn   ein   vollständiger  Sprung  stattfindi 
kann  und  dass  die  unendlich  benachbart^i  Punlie  unter  Umständen  gai^^ 
andern  Gesetzen  gehorcJwn  als  die  endlich  von  einander  entfernten. 


Durch  die  vorstehenden  Beispiele  ist  zur  Genüge  dargethan,  das 
die  auf  S.  455  S.  genauer  beschriebene  Annahme,  die  Herr  v.  Helm 
holtz  stillschweigend  eingeführt  hat,  unrichtig  ist.  Da  nun  sein» 
übrigen  Betrachtungen  sämmtlich  von  dieser  Annahme  ausgehen  un(^-^ 
nur  auf  Grund  dieser  Annahme  Beweiskraft  haben,  so  kommen  wir  zc-^^ 
dem  Ergebnisse,  dass  Herr  v.  Helmholtz  die  Behauptungen,  die  eir '^ 
am  Schlüsse  seiner  Arbeit  aufstellt,  nicht  bewiesen  hat:  er  hat  nichf  ^ 
bewiesen,  dass  seine  Axiome  zur  Gharakterisirung  der  Euklidischer:^'' 
und  der  Nichteuklidischen  Bewegungen  hinreichen. 

Nachdem  wir  uns  auf  diese  Weise  überzeugt  haben,  dass  die  Ent — ^ 
Wicklungen  des  Herrn  v.  Helmholtz  keine  Beweiskraft  haben,  werdenc^ 
wir  zunächst  in  §  95  an  die  Voraussetzungen  anknüpfen,  die  Herr^"^ 
V.  Helmholtz  im  Laufe  seiner  Rechnungen  aufgestellt  hat. 

§  95. 

An   die  Helmholtzschen  Rechnungen   anknüpfende    Betrach  — 

tungen. 

Wir  sahen  im  vorigen  Paragraphen,  dass  Herr  v.  Helmholt 
seine  Axiome  ohne  Weiteres  auf  unendlich  benachbarte  Punkte  an- 
wendet.     In  der  unrichtigen  Voraussetzung,  dass  das  zulassig  sei, 
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)  Schwäche  der  Helmholtzscheri  Entwickluugeu;  die  Einführung 
iser  Voraussetzung  nahm  seineu  Ueberlegungen  die  Beweiskraft. 

Man  kann  nun  diesen  Fehler  vermeiden,  wenn  man  von  vornher- 
1  die  Helmholtz  sehen  Axiome  so  umgestaltet,  dass  sie  sich  blos  auf 
endlich  benachbarte  Punkte  beziehen;  dabei  kann  man  es  immer  so 
irichten,  dass  die  Helmholtzschen  Rechnungen  bei  Zugrundelegung 
r  in  dieser  Weise  formulirten  Axiome  wirklich  zum  Ziele  führen. 
.   das  in  verschiedenen  Weisen  möglich  ist  und   da  es  nicht  lohnt, 

verschiedenen  Möglichkeiten  durchzusprechen,  so  begnügen  wir 
3  mit  Folgendem:  Wir  stellen  ein.  System  von  Axiomen  auf,  das 
h  auf  unendlich  benachbarte  Punkte  bezieht  und  das  mit  den  Vor- 
isetzungen,  die  Herr  v.  Helmholtz  bei  seinen  Rechnungen  still- 
Lweigend  eingeführt  hat,  wenn  auch  nicht  übereinstimmt,  so  doch 
t  ihnen  nahe  verwandt  ist.  Sodann  beweisen  wir  durch  Rechnungen, 
im  Principe  von  den  Helmholt  eschen  nicht  abweichen,  dass  dieses 
stem  von  Axiomen  zur  Gharakterisirung  der  Euklidischen  und  der 
^hteuklidischcn  Bewegungen  des  gewöhnlichen  Raumes  hinreicht. 

Die  Axiome,  die  wir  aufstellen,  lauten  so: 

I)  Der  dreifach  ausgedehnte  Baum  ist  eine  Zahlenmannigfaltigkeit 

II)  Die  Bewegungen  dieses  Baumes  bilden  eine  reelle  continuirliche 
uppe  von  Punicttransformationen. 

III)  Hält  man  einen  reellen  Punkt  von  allgemeiner  Lage  fest,  so  hat 
lineare  homogene  Ch*uppe,  die   bestimmt,  in  toelcher    Weise  die  oo* 

llen  durch  den  Punkt  gehenden  Linienelemente  transformirt  werden, 
ade  drei  Parameter. 

IV)  Jede  reelle  eingliedrige  Untergruppe  der  eben  erwähnten  linearen 
nogenen  Gruppe  ist  so  beschaffen,  dass  bei  ihr  alle  reellen  Linienete- 
nie,  die  nicht  in  BuJie  bleiben,  reelle  Kegel  bescJireiben,  bei  deren  con- 
uirlicker  Durchlaufung  sie,  ohne  umzukehren,  schliesslich  gleiclizeitig  in 
e  Anfangslageti  zurückkommen;  oder  genauer  dusgedrückt:  sind: 

^/  =  yi(0^'  +  y^^)y  +  ys(0^' 

j  endlichen  Gleichungen  einer  solchen  eingliedrigen  Gruppe  in  ihrer 
nonischen  Form,  so  tritt,  wenn  die  reelle   Veränderlidie  t  von  0 
beständig  wächst,  für  einen  endlichen  positiven  Werth  von  t  schliesslich 
^  Fall  ein,  dass  sich:  x^xy^iz^  verhalten  wie:  xiyiz. 

Wir  werden  zeigen,  dass  diese  Axiome  vollständig  genügen,  um 
e  Euklidischen  und  die  Nichteuklidischen  Bewegungen  zu  charakte- 
liren. 


} 
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Zunächst  müssen  wir  bestimmen,  welche  Form  die  in  den  Axiom( 
erwähnte  lineare  homogene  Gruppe  besitzt. 

Es  seien:  Xi,  x^^  x^  die  homogenen  Coordinaten  der  Linienel* 
mente  durch  einen  festgehaltenen  reellen  Punkt  von  allgemeiner  Lag»  ^S^' 
die  dem  Punkte  zugeordnete  lineare  homogene  Gruppe  g  enthält  dain^^rDi] 
unter  den  gemachten  Voraussetzungen  drei  unabhängige  infinitesima^^^Je 
Transformationen  von  der  Form: 

1,2,3 

(29)  ^  akf,  V  xl  Pr     (*  =  1,  2,  8) . 

Unter  diesen  infinitesimalen  Transformationen  kann  es  höchstens  e^Ejie 
geben,  die  jedes  Linienelement:  x^ix^ix^  stehen  lässt,  demnach     idst 
sicher,  dass  die  zweifach  ausgedehnte  Mannigfaltigkeit  der  oo^  Linii^si3- 
elemente:   x^ix^ix^'  bei  g  durch  eine  projective  Gruppe  g  traDsr"'^i>  :i- 
mirt  wird,  die  entweder  drei  oder  zwei  Parameter  hat. 

Beziehen  wir  unsre  od^  Linienelemente  projectiv  auf  die  reel" 
Punkte  einer  Ebene,  so  erscheint  g  als  eine  reelle  drei-  oder  zweiglL 
rige  projective  Gruppe  g'  der  Ebene.     Jede  reelle  eingliedrige  Unt 
gruppe  von  g'  ist  dann  so  beschaffen,  dass  in  der  kanonisdien  For* 

ihrer  endlichen  Gleichungen  die  Grössen   £'  und  t)'  periodische  Fo^: 
tionen  der  reellen  Veränderlichen  t  sind.    Alle  reellen  Punkte,  die 
einer  solchen   eingliedrigen  Gruppe  nicht  invariant  bleiben,   bew< 
sich  daher  bei  ihr  auf  reellen  Curven,  die  sie  in  ihrer  ganzen 
dehnung  continuirlich  durchlaufen  und  zwar  derart,  dass  sie,  ohne  uv^      ^' 
zukehren,  schliesslich  gleichzeitig  in  ihre  Anfangslagen  zarückkomm. 
sollte   die  unendlich  ferne  Gerade  bei  der  betreffenden  eingliedrig 
Gruppe  nicht  invariant  bleiben,   so  kann  natürlich  auch  ein  im  S 
liehen   gelegener   Punkt   bei   seiner  Bewegung  durch   das   Unendli 
hindurchgehen. 

Wir  werden  jetzt  zuerst  alle  reellen  eingliedrigen  projecti 
Gruppen  der  Ebene  aufsuchen,  die  von  der  eben  geschilderten 
schaflfenheit  sind.  Kennen  wir  die,  so  wird  es  uns  nicht  schwer  faB-  1^^; 
alle  zwei-  und  dreigliedrigen  reellen  projectiven  Gruppen  der  Eb^^°^ 
aufzufinden,  die  nur  reelle  eingliedrige  Untergruppen  von  dieser  ^^ 
schaffenheit  enthalten.  Daraus  endlich  werden  wir  schliessen  koa-^^€D, 
welche  Form  die  lineare  homogene  Gruppe  (29)  hat. 

Nach  S.  107  und  384  lässt  sich  jede  reelle  eingliedrige  projeic^'*'^^^ 
Gruppe  der  Ebene  durch  eine  reelle  projective  Transformation  ü^^^' 
Ebene  auf  eine  der  sieben  Formen: 
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p  +  9q;   P  +  jq;   9q;   q 

Ep  +  C^q    (c  +  o,!);      t)p  —  ^c\  +  C(TCp  +  t)C\)     (c+0) 

9P  — Eq 

Welche  yod  diesen  eingliedrigen  Gruppen  haben  nun  die 
i  uns  verlangte  Beschaffenheit? 

ersten  fünf  haben  sie  sicher  nicht  Bei  jeder  von  ihneji 
ämlich  mindestens  eine  reelle  Gerade  in  Buhe,  deren  Punkte 
rig  transformirt  werden  und  zwar  derart,  dass  auf  dieser  Ge- 
entweder  zwei  getrennte  oder  zwei  zusammenfallende  reelle 
ihre  Lage  behalten.  Hieraus  folgt,  dass  ein  reeller  Punkt  einer 
Geraden,  der  nicht  in  Ruhe  bleibt,  sich  zwar  im  Allgemeinen 
der  Geraden  bewegen  kann,  dass  er  aber  nicht  im  Stande  ist, 
ide  continuirlich  derart  zu  durchlaufen,  dass  er,  ohne  umzu- 

schliesslich   in  seine  Anfangslage  zurückkommt;   er  kann  ja 
der  invarianten  Punkte  der  Geraden  überschreiten, 
^sowenig  erfüllt  die  eingliedrige  Gruppe: 

9P -Eq  +  c(Ep  +  ^q)     (^  +  0) 

orderung.     Bei  ihr  beschreibt  nämlich  jeder  nicht  invariante 
unkt  eine  logarithmische  Spirale;  durchläuft  er  mm  diese  Spirale 
irlich  ohne  umzukehren,  so  kommt  er  offenbar  niemals  in  seine 
dage  zurück, 
mnach  ist  die  eingliedrige  Gruppe: 

9P  — Eq, 

jeder  reelle  Punkt  einen  Kreis  beschreibt,  die  einzige   unter 
ippen  (30),  die  unsre  Forderung  erfüllt. 

erachten  wir  nun  die  verschiedenen  Typen  der  reellen  zwei- 
igliedrigen  projectiven  Gruppen  in  der  Ebene  (s.  S.  106  f.  und 
so  erkennen  wir  sofort,  dass  fast  jede  von  ihnen  eine  reelle 
rige  Untergruppe  enthält,  die  eine  der  sechs  ersten  unter  den 
(30)  besitzt  oder  doch  wenigstens  durch  eine  reelle  projective 
rmation  auf  eine  dieser  Formen  gebracht  werden  kann.  Die 
reelle  projective  Gruppe  mit  zwei  oder  drei  Parametern,  die 
3lche  eingliedrige  Gruppe  enthält,  ist  die  dreigliedrige  reelle 
re  Gruppe: 

p  +  E(EP  +  9q),  q  +  9(KP  +  9q);  9P-Eq 

ginären  Kegelschnitts:  j^  +  l)*  +  1  =  0. 
(raus  folgt,  dass  die  auf  S.  462  definirte  Gruppe  g  unter  den 
ben  Voraussetzungen  stets  dreigliedrig  ist  und  durch  eine  reelle 
^e  Transformation  auf  die  Form  (32)  gebracht  werden   kann. 


\ 
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Kehren  wir  daher  zu  der  linearen  homogen^i  Gruppe  (29)  zurück,  g=^>  ^o 
erkennen  wir  unmittelbar  (vgl.  S.  110),  dass  diese  durch  eine  reeir  ^^T\e 
lineare  homogene  Transformation  die  Form: 

x^py  —  Xy^l  +  a^v  (a;/|)/  +  x^p^  +  x^p^) 

erhält.     Durch  paarweise  Combination  dieser  Transformationen  ergie^^.^ebt 
sich  endlich,  dass  alle  a^y  verschwinden. 

Damit  sind  wir  zu  dem  Ergebnisse  gelangt,  dass  die  ree  ^^  «^jj^ 
lineare  homogene  Gruppe  (29)  unter  den  gemachten  Voraussetzung^^  j^^^ 
stets  in  der  Form: 

^1  A   —  ^2  i'i ;      ^2  A    —  ^8  P2  ;      a^8  Vx  —  ^l  A 

angenommen  werden  kann.    Hieraus  aber  folgt^  dass  jede  reelle  Gru^  -■Ppe 
von  Transformationen,  die  unsre  Axiome  III  und  IV  erfßllt,  in  i^^ 

Umgebung  jedes  reellen  Punktes:  x^y  x^^  x^  von  allgemeiner  I^^age 
drei  unabhängige  infinitesimale  Transformationen  von  erster  Ordn.  img 
in  den  Xy  —  x^  enthält,  die  man  sich  auf  die  Form: 

gebracht  denken  kann,  dass  sie  dagegen  sonst  keine  infinitesirmisale 
Transformation  von  erster  Ordnung  enthält  und  insbesondere  Ic^ii^^ 
von  der  Form: 

{X^  -  X^)l>y  +  {X^  —  X^^)p^  +  (0:3  —  X^)f^  H . 

Hiermit  ist  aber  die  Bestimmung  aller  dieser  Gruppen  auf  das  in  $  ^ 
(S.  365  ff.)  erledigte  Problem  zurückgeführt.  Wir  können  daher  «su- 
nächst  schliessen,  dass  die  betreffenden  Gruppen  endlich  sind  cm^d 
zwar  sechsgliedrig.  Ausserdem  ergiebt  sich  aber,  dass  sie  durch  ö^*^® 
reelle  Punkttransformation  ähnlich  sind  entweder  mit  der  Gruppe  ^®' 
Euklidischen  Bewegungen  oder  mit  der  reellen  projectiven  GrcEpP® 
einer  der  beiden  Flächen  zweiten  Grades: 

V  +  V  +  V  +  i  =  o,  v  +  ^2'  +  V--i  =  o. 

Demnach  lässt  sich  jede  reelle  Gruppe  des  dreifach  ausgedehJ^*^^ 
Raumes,  die  unsre  Axiome  III  und  IV  erfüllt,  durch  eine  reelle  Pc»-^'^^ 
transformation  entweder  in  die  Gruppe  der  Euklidischen  Bewegu:*^ß^^ 
oder  in  eine  der  beiden  Gruppen   von  Nicht^uklidischen  Bewegu.:***^^ 
überführen.     Mit    andern   Worten:   ünsre   Axiome   I  ...  IV   rei-^^ 
wirklich  zur  Charakterisirung  dieser  drei  Arten  von  Bewegungen,  ^ 
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§  96. 

Welche  Schlüsse  lassen  sich   aus   den   Helmholtzschen 

Axiomen  ziehen? 

Wir  wollen  nunmehr  von  den  Untersuchungen,  die  Herr  v.  Helui- 
[>ltz  selbst  auf  Grund  seiner  Axiome  angestellt  hat,  ganz  absehen 
id  wollen,  wie  schon  auf  S.  438  angekündigt ,  feststellen ,  was  aus 
fn  Helmholtzschen  Axiouien  an  sich  für  Schlüsse  gezogen  werden 
^nnen.  Wir  beschränken  uns  dabei  wiederum  auf  den  gewöhnlichen; 
eifach  ausgedehnten  Raum. 

In  §  93  haben  wir  angegeben,  wie  ^sich  die  Helmholtzschen 
ciome  formuliren  lassen,  wenn  man  sie  in  der  in  §  92  auseinander- 
»setzten  Weise  deutet  und  wenn  man  die  Begriffe  und  Ausdrucks- 
3isen  der  Gruppentheorie  hinzunimmt.  Sehen  wir  nun  zu,  welche 
ruppen  des  dreifach  ausgedehnten  Raumes  den  in  §  93  aufgestellten 
>rderungen  genügen. 

Jede  der  verlangten  Gruppen  ist  reell,  endlich  und  continuirlich, 
vei  Punkte  haben  bei  ihr  eine  und  nur  eine  Invariante  und  mehr  als 
vei  Punkte  haben  keine  wesentliche  Invariante.  Nach  Theorem  37, 
433  ist  aber  jede  derartige  Gruppe  durch  eine  reelle  Punkttrans- 
rmation  ähnlich  mit  einer  der  auf  S.  433  f.  zusammengestellten  Grup- 
)n,  es  bleibt  uns  daher  nur  noch  übrig,  unter  den  dortigen  Gruppen 
le  die  auszuschliessen,  die  den  übrigen  Forderungen  des  §  93  nicht 
itsprechen. 

Diese  übrigen  Forderungen  kommen  alle  darauf  hinaus,  dass  unsre 
ruppen  innerhalb  eines  gewissen  endlichen  Bereichs  des  dreifach  aus- 
idehnten  Raumes  gewisse  Eigenschaften  besitzen  sollen.  Da  der 
oordinatenanfang  bei  allen  den  Gruppen  auf  S.  433  f.  ein  Punkt  von 
ilgemeiner  Lage  ist,  so  können  wir  offenbar  annehmen,  dass  der  be- 
reffende  Bereich  aus  allen  reellen  Punkten  bestehe,  die  in  einer 
ewissen  Umgebung  des  Coordinatenanfangs  liegen.  Demnach  brauchen 
7ir  nur  noch  zu  untersuchen,  welche  unter  den  Gruppen  auf  S.  433  f. 
ie  nachstehenden  Eigenschaften  besitzen : 

Erstens  muss  die  Invariante:  Ji^^yu  iSy^\  ^^fV^y^i)  zweier  Punkte 
o  beschaffen  sein,  dass  die  Relation: 

ö)  J{x^,  y„  2,]  x,,  y^,  g^)  =  t/(Äi«,  yi^  ^,*>;  a;/,  y^",  ^/) 

*"    jedes    Paar    von     einander    verschiedener    reeller    Werthsysteme : 
>    Vi^f  ^i^  "^d  ^2^  y2^  ^8^   i"   ^^^^  gewissen  Umgebung  des   Coor- 
^«itenanfangs  eine  wirkliche  Gleichung  zwischen  x^,  yi,  z^,  x^,  y^,  z^ 
f^rt. 

-^ia,  Theorie  der  Tranafurmatioiisgruppeu.    111.  30 
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Zweitens  muss  bei  Festbaltung  des  Coordinatenanfangs  jeder  be- 
liebige Punkt  Xq^  y^,  a^,  der  in  einer  gewissen  Umgebung  des  Coor- 
dinatenanfangs liegt,  noch  in  alle  Punkte  x,  y,  e  dieser  Umgebung 
übergehen  können,  die  der  Gleichung: 

(34)  J(x,  y,  z-,  0,  0,  0)  =  J{x^,  y„  «„j  0,  0,  0) 

genügen   und    nach   denen    überhaupt   ein   continuirlicher    Uebergang 
durch  Punkte  dieser  Art  möglich  ist*). 

Drittens  muss  das  Monodromieaxiom  erfüllt  sein. 

Wir  untersuchen  zunächst^  bei  jeder  einzelnen  unter  den  Gruppen  auf 
8. 433  f.,  ob  sie  die  erste  unter  diesen  Forderungen  erfüllt^  thut  sie  das^ 
so  fragen  wir,  ob  sie  die  zweite  erfüllt;  das  Monodromieaxiom  ziehen 
wir  erst  in  letzter  Linie  in  Betracht.  Da  übrigens  die  Gruppe  der 
Euklidischen  und  die  beiden  Gruppen  von  Nichteuklidischen  Bewegungen 
offenbar  alle  unsre  Forderungen  erfüllen,  so  lassen  wir  sie  gleich  von 
Tornherein  bei  Seite. 

Dass  die  beiden  Gruppen: 

(35)  p,  q,  r,  xq—yp,  yr  +  zq,  ep  +  xr 

und: 

p  —  xU,  q  —  yU,  r  +  zU^  xq  —  yp,  yr  +  zq^  zp  +  xr 

unsre  erste  Forderung  erfüllen,  liegt  auf  der  Hand,  denn  z.  B.  für  di»  i 
erste  von  ihnen  lautet  die  Gleichung  (33)  so: 

^^ß^  I       ^^^  ~  ^'^'  "*"  ^^*  ""  ^'^^  ""  ^^'  ~  ^'^'  ~ 

und  das  ist  immer  eine  wirkliche  Gleichung  zwischen  x^j  y^,  z^  x^^  y,, 
Dagegen  erfüllen  sie  die  zweite  Forderung  nicht.     Für  beide  Grupper 
hat  nämlich  die  zugehörige  Gleichung  (34)  die  Form: 

(37)  x'  +  f~e'==  X,'  +  yo*  -  V- 

Nun  kann  allerdings  im  Allgemeinen  der  Punkt  x^^  y^,  z^  nach  FesA^ 
haltung  des  Coordinatenanfangs  noch  in  alle  reellen  Punkte  übei^ehe 
die  der  Gleichung  (37)  genügen,  aber  für  alle  Punkte  Xq,  y^,  z^^ 
auf  dem  Kegel  zweiten  Grades:   a?/  +  y^^  —  Zq^  =  0   liegen,  gilt  d 
nicht  mehr;  für  diese  Punkte  erhält  ja  die  Gleichung  (37)  die 

x^  +  y^  —  z^=-0 

und  es  ist  klar^   dass  jeder   solche  Punkt  in  alle  Pnnkte  übergehi 
kann,  die   dieser  Gleichung  genügen,  nur  nicht  in  den  Coordinatei:^^ 
anfang,  denn  der  bleibt  unter  den  gemachten  Voraussetzungen  in  Bah< 

*)  Allerdings  wird  in  §  93  eigentlich  noch  mehr  Yerlangt,  aber  wir 
sehen,  dass  schon  diese  Forderung  vollständig  genügt. 


Kritik  der  HelmholtKschen  Untersuchungen.  467 

Wir  sehen  hieraus,   dass  die  Gruppen  (35)  und  (36)   schon  aus- 
zusohliessen  sind,  ohne  dass  man  das  Monodromieaxiom  benutzt. 

Für  die  Gruppe: 
(38)        p,  q,  xp  +  r,  yq^  er,  x^p  +  2xr,  fq  +  2cyr    (c  +  o) 

l&sst;   sich  die  zugehörige  Gleichung  (33)  in  der  Form: 

(a:,  -5t)  (y,  -  y,l  ^  (V  -  a;^^)(y,^  -  y»V 

schreiben.  Ist  c  negativ,  so  wird  diese  Gleichung  zu  einer  Identität^ 
sobctld  man  x^  =  x^  und  y^  =*=  y^  setzt,  ist  dagegen  c  positiv,  so 
liefert  sie  für  jedes  Paar  von  einander  verschiedener  Werthsysteme 
^x^ ,  y^j^i  nnd  x^jyii^i  eine  wirkliche  Gleichung  zwischen  x^,y^,z^f 
^a,  y^,  z^.  Die  Gruppe  (38)  erfüllt  daher  unsre  erste  Forderung  nur 
dann,  wenn  c  positiv  ist. 

Aber  die  zweite  Forderung  erfüllt  sie  auch  im  Falle:  c>0  Dicht. 
öie     Gleichung  (34)   erhält  nämlich  für  unsre  Gruppe  die  Form: 

^  '  y*"  ^  ^o.^yo'' 


n 


^s     naüsste  also  nach  Festhaltung   des   Coordinatenanfangs   der  Punkt 

^o>    ^07  ^0  ^^^^   ^'^®  Lagen  x,  y,  z  in  einer  gewissen  Umgebung   des 

^ooirdinatenanfangs  annehmen  können,   die  dieser  Gleichung  genügen. 

*^  tii"     Punkte  Xqj  y^,  Zq    von   allgemeiner   Lage   ist   das   allerdings    der 

^^11-     Ist  jedoch  z.  B.  0:0=^^  =  0,   so   müsste  der   Punkt  Xq,  ^q,  Zq 

J^ooH.   in    alle   in    einer   gewissen   Umgebung   des   Coordinatenanfangs 

^^^genden  Punkte  übergehen  können,  die   der  Gleichung:  xy*^  =  0  ge- 

^^S^Qy  das  ist  aber  unmöglich,  da  bei  Festhaltung  des  Coordinaten- 

^^ftings   überhaupt   alle    Punkte    der    Geraden :    x  =  y  =  0    in    Ruhe 

bleiben  (s.  S.  426). 

Also   ist  auch  die  Gruppe  (38)  auszuschliessen,   ohne   dass   man 
genothigt  wäre,  das  Monodromieaxiom  herbeizuziehen. 

Bei  der  Gruppe: 

Py  Qf   ^P  +  yQ  +  o.r,  yp  —  xq  +  r 
^^*)  {x^  -  y^)p  +  2xyq  +  2{ax  —  y)r 

2xyp  +  (»*  —  x^)q  +  2(a;  +  ay)  r 
^*t    Bogar  schon  unsre  erste  Forderung  niemals   erfüllt,  die  zugehörige 
^l^ichang  (33)  liefert  nämlich  stets,  wenn:   x^=x^,  V^^^^Vi^  gesetzt 
^^^d,  keine  wirkliche  Gleichung  zwischen  x^,  t/j,  ^j,  jr^,  y^,  z^, 

30* 
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Anders  ist  es  bei  der  Gruppe: 

IP,  Qy  ^P  +  VQ  +  r,  yp  —  xq 
(40)  {x^  ~  y'')p  +  2xyq  +  2xr 

\    2xyp  +  (y*  —  x^)q  +  2yr, 

Bei  ihr  lautet  nämlich  die  Gleichung  (33)  so: 

{ (^*  -  x,y  +  (y,  -  y,y }  e-  ('.  +  ">  = 


und  das  ist  immer  eine  wirkliche  Gleichung  zwischen  Xy^^y^jZ^jX^jy^  y  js^- 
Unsre   erste  Forderung  ist  also   erfüllt-,  dafür   aber  die  zweite   nioht. 
In  der  That^  die  Gleichung  (34)  lautet  jetzt: 

sollte  daher  unsre  zweite  Forderung  erfüllt  sein^  so  müsste  zum 
Beispiel  jeder  Punkt  Xq^  y^,  Zq,  für  den  XQ  =  yQ  =  0  ist,  nach  Festlial- 
tung  des  Coordinatenanfangs  noch  in  alle  Punkte  x,  y,  0  übergelien 
können,  die  der  Gleichung:  a;^  -j-  y*  =  0  genügen,  oder,  da  es  sich,  um 
reelle  Grössen  handelt,  den  beiden  Gleichungen:  a;=y=0.  Das  a.V>er 
ist  unmöglich,  weil  mit  dem  Coordinatenanfsuige  zugleich  überhstupt 
alle  Punkte  der  Geraden:  a;  =  y  =  0  in  Ruhe  bleiben. 

Demnach  kommen  auch  die  Gruppen  (39)  und  (40)  für  uns  i3i.icht 
in  Betracht. 

Die  beiden  Gruppen: 

jP,   2>   xq  +  r,  xp  +  yq  +  cr,   a^q  +  2xr, 

^     ^  1  x'p  +  2xyq  +  2(y  +  cx)r 

und: 

(42)  p,   q,  r,   2xp  +  yq,   xq  +  yr,   x^p  +  xyq  +  iyV 

erfüllen  nicht  einmal  unsre  erste  Forderung;  die  zugehörige  Gleio 
(33)  liefert  nämlich    beide  Male   keine  wirkliche   Gleichung  zwi 
Xi,  yi,  ^1,  x^,  y^,  z^,  sobald  man  x/ =  V>  y^  =  y\    setzt. 

Die  Gruppe: 

(43)  r,  p-yr,   g  +  xr,   xq,   xp  —  yg,   yp 

endlich  erfüllt  zwar  unsre  erste  Forderung,  nicht  abet  die  zweite, 
zugehörige  Gleichung  (34)  lautet  nämlich:  0^=0^^  demnach  müssfc-^ 
Festhaltung  des  Coordinatenanfangs  jeder  andre  Punkt  Xqj  y^,  jSq    ^ 
in  alle  Punkte  x,  y,  ^   übergehen   können,   die  auf  der  Ebene:  0^ 


ung 
heu 


Die 

bei 

och 
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n.  Dass  dies  nicht  der  Fall  ist^  zeigen  die  Punkte,  für  die 
=  y^ssO  ist,  denn  die  bleiben  bei  Festhaltung  des  Coordinaten- 
Dgs  alle  in  Buhe. 

Durch  das  Vorstehende  ist  bewiesen,  dass  die  Gruppe  der  Evikli- 
en  Bewegungen  und  die  beiden  Gruppen  von  NickteuklidiscJien  Be- 
ngen  die  eimigen  Gruppen  sind,  die  den  in  §  93  aufgestellten  For- 
ngen  genügen;  sie  sind  die  einzigen  Gruppen  dieser  Art  selbst  dann 
,  wenn  man  das  Monodromieaxiom  ganz  fallen  lässt. 
Wir  sehen  hieraus,  dass  die  Helmholtzschen  Axiome  zur  Cha- 
3risiruDg  der  Euklidischen  und  der  Nichteuklidischen  Bewegungen 
eichend  sind,  wenn  man  sie  in  der  Weise  deutet,  wie  es  in  §  92 
93  geschehen  ist,  wir  sehen  aber  zugleich,  dass  bei  Zugrunde- 
Qg  dieser  Deutung  jedenfalls  das  Monodromieaxiom  überflOssig 
Wenn  aber  einmal  eines  der  Helmholtzschen  Axiome  sich  als 
ehrlich  herausgestellt  hat,  so  liegt  es  recht  nahe,  zu  fragen,  ob 
s  auch  noch  andre  Theile  dieser  Axiome  entbehrt  werden  können, 
lapitel  23  werden  wir  zeigen,  dass  diese  Frage  zu  bejahen  ist. 
Aber  es  giebt  noch  einen  Punkt,  der  in  Erwägung  gezogen  zu 
en  Yerdient  In  §  92.  und  93  haben  wir  die  Helmholtzschen 
me  in  gewisser  Weise  gedeutet.  Es  liegt  uns  fern  zu  behaupten, 
diese  unsre  Deutung  die  einzig  mögliche  sei,  wir  geben  vielmehr 
iwunden  zu,  dass  die  bewussten  Axiome  verschiedene  Deutungen 
isen.  Das  liegt  in  der  Natur  der  Sache:  Herr  v.  Helmholtz, 
die  Begriffe  und  die  ausgebildete  Kunstsprache  der  Gruppentheorie 
b  zu  Gebote  standen,  musste  sich  mit  langen  Umschreibungen  helfen, 
h  die  er  doch  uicht  allen  denkbaren  Ausnahmen  gerecht  werden 
ie;  daher  ist  es  ganz  erklärlich,  dass  seine  Axiome,  je  sorgfältiger 
sie  durchdenkt,  um  so  vieldeutiger  erscheinen.  Wenn  wir  nun 
Dicht  die  einzig  mögliche  Deutung  der  Helmholtzschen  Axiome 
ben  zu  haben  behaupten,  so  glauben  wir  doch,  dass  wir  ihnen  die 
tigst«  Deutung  untergelegt  haben,  die  mit  ihrem  Wortlaute  ver- 
ich  ist;  manchem  Leser  mögen  wir  sogar  schon  zu  viel  in  sie 
ngelegt  haben. 

Wir  wollen  nicht  näher  auf  die  verschiedenen  Auffassungen  ein- 
D,  die  bei  den  Helmholtzschen  Axiomen  möglich  sind;  nur  eins 
m  wir  noch  kurz  besprechen. 

Wie   man  nämlich   auch  diese  Axiome   deuten  möge,  es  wird  im 

3ntlichen  stets  darauf  ankommen,  ob    man   aus  ihnen  herausliest, 

sie  innerhalb  eines  gewissen  Bereichs  ausnahmelos  gelten  sollen, 

ob  man  annimmt,  dass  sie  nur  im  Allgemeinen,  also  für  Punkte 
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von  allgemeiner  gegenseitiger  Lage  gelten  sollen.  Wir  haben  uns 
§  92  und  93  für  die  erste  Auffassung  entschieden,  aber  auch  die  zwei 
hat  eine  gewisse  Berechtigung,  wenigstens  bei  dem  dritten  Hell 
holtz sehen  Axiome,  dem  Axiome  Qber  die  freie  Beweglichkeit.  H 
zu  zeigen  y  welchen  Einfluss  diese  Auffassung  auf  die  Tragweite  d 
Helmholtzschen  Axiome  hat,  wollen  wir  zum  Schluss  noch  unt< 
suchen,  was  herauskommt,  wenn  die  Helmholtzschen  Axiome  d 
für  Punkte  von  allgemeiner  gegenseitiger  Lage  erfüllt  sind.  Wir  w( 
den  sehen,  dass  diese  Axiome  dann  nicht  einmal  mit  Hinzunahme  d 
Monodromieaxioms  zur  Charakterisirung  der  Euklidischen  und  d 
Nichteuklidischen  Bewegungen  hinreichen. 

Soll  eine  reelle  Gruppe  die  Helmholtzschen  Axiome  nur  i 
Punkte  von  allgemeiner  gegenseitiger  Lage  erfüllen,  so  muss  s 
wenn  zunächst  vom  Monodromieaxiom  abgesehen  wird,  die  folgend 
Eigenschaften  besitzen:  Wird  ein  Punkt  von  allgemeiner  Lage  fe 
gehalten,  so  bewegt  sich  jeder  andre  Punkt  von  allgemeiner  Lage  £ 
auf  einer  Fläche;  werden  zwei  Punkte  von  allgemeiner  gegenseitig 
Lage  festgehalten,  so  bewegt  sich  jeder  dritte  Punkt  von  allgemein 
Lage  frei  auf  einer  Curve;  werden  drei  Punkte  von  allgemein 
gegenseitiger  Lage  festgehalten,  so  bleiben  alle  Punkte  in  Ruhe.  ] 
ist  klar,  dass  die  auf  S.  433  f.  zusammengestellten  Gruppen  alle  die 
Forderungen   erfüllen  und  dass  sie   die  einzigen   sind,   die   das   thi 

Nehmen  wir  nun  das  Monodromieaxiom  hinzu,  so  werden  dadui 
eine  ganze  Anzahl  Ton  den  bewussten  Gruppen  ausgeschlossen,  w 
sie  das  Monodromieaxiom  nicht  erfüllen;  es  bleiben  aber  nicht  \> 
die  Euklidischen  und  die  Nichteuklidischen  Bewegungen  übrig,  s« 
dem  ausserdem  noch  eine  Gruppe,  nämlich  die  Gruppe  7  auf  S.  4= 
Von  dieser  Gruppe  haben  wir  auf  S.  457  ff.  gezeigt,  dass  sie  « 
Helmholtzsche  Monodromieaxiom  vollständig  befriedigt.  Das  Mo 
dromieaxiom  genügt  daher  unter  den  gemachten  Voraussetzungen  nie 
um  auch  diese  Gruppe  auszuschliessen. 

Alles  in  Allem  können  wir  die  Ergebnisse  unsers  gegenwärtig 
Paragraphen  kurz  so  aussprechen: 

Die  Euklidischen  und  die  NichtefiJdidischen  Bewegungen  wer^ 
durch  die  Helmholtzschen  Axiome  vollständig  charcJcterisirty  wenn  m 
diese  Axiome  so  deutet,  dass  sie  innerhalb  eines  gewissen  J 
reiches  für  alle  Punkte  ohne  Ausnahme  erfüllt  sein  solU 
deutet  man  sie  aber  so,  dann  ist  das  Monodromieaxiom  üb* 
flüssig.  Verlangt  man  jedoch  nur,  dass  die  Helmholt ß sehen  Axic 
für  Punkte  von  allgemeiner  gegenseitiger  Lage  erfüllt  seien^  so  sind 
nicht  genügend,  um  die  Euklidischen  und  die  Nichteuklidisdien  Bewegung 
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jsu    charakterisiren,    sie   reichen   dann  nicht  einmal  hei   Mitnahme    des 
Monodromieaxioms  aus. 

Wir  haben  geseheD,  dass  die  Helmholtzschen  Axiome  zwar  zur 
Chaxakterisinmg  der  Euklidischeu  und  der  Nichteuklidiscben  Bewe- 
gungen hinreichen^  wenn  man  sie  in  gewisser  Weise  deutet,  dass  sie 
aber,  wenn  man  sie  so  deutet,  überflüssige  Bestandtheile  enthalten 
and  infolgedessen  keine  wirkliche  Lösung  des  Riemann-Helmholtz- 
sclieii  Problems  darstellen.  Wir  werden  jetzt  in  den  beiden  nächsten 
Kapiteln  das  Biemann-HelmholtaSsche  Problem  von  Neuem  behan- 
deln und  es  in  zwei  verschiedenen  Weisen  lösen,  nämlich  in  Kapitel  22 
durch  Aufstellung  gewisser  Axiome,  die  sich  auf  unendlich  benachbarte 
Punkte  beziehen,  und  in  Kapitel  23  durch  Axiome  über  endlich  von 
einander  entfernte  Punkte. 


Kapitel   22. 

Erste  LöBnng  des  Biemajin-HelBilioltzsehen  Problems. 

Das  Riemann-Helmholtzsche  Problem,  wie  wir  es  auf  S.  397 
formulirt  haben,  verlangt  die  Angabe  solcher  Eigenschaften,  die  der 
Seh  aar  der  Euklidischen  und  den  beiden  Schaaren  von  Nichteuklidi- 
dchen  Bewegungen  gemeinsam  sind  und  durch  die  sich  diese  drei 
ochaaren  vor  allen  andern  möglichen  Schaaren  von  Bewegungen  aus- 
^^iohnen. 

An  und  für  sich  ist  diese  Aufgabe  unbestimmt,  wir  bestimmen 
®^^  daher  von  vornherein  näher  durch  die  Forderung,  dass  der  Inbe- 
8*^ir  der  anzugebenden  Eigenschaften  zur  Cbarakterisirung  unsrer  drei 
^^laaaren  nicht  blos  hinreichend  sei,  sondern  auch  nothwendig,  das 
*^^^i88t,  dass  nicht  schon  ein  Theil  der  betreffenden  Eigenschaften  jene 
.  -^^i  Schaaren  von  Bewegungen  vollständig  charakterisire.  Aber  auch 
*^  dieser  bestimmteren  Fassung  lässt  die  Aufgabe  noch  sehr  verschie- 
^He  Lösungen  zu,  da  man  in  der  Auswahl  der  verlangten  Eigenschaf- 
^*^^   sonst  keiner  Beschränkung  weiter  unterworfen  ist. 

Unter  den  Eigenschaften,  die   unsern   drei  Schaaren   von   Bewe- 
^gen  gemeinsam  sind,  liegt  uns  am  nächsten  die,  dass  jede  der  drei 
"^ ^haaren  eine  reelle  continuirliche  Gruppe  bildet,   deren  Transforma- 
tionen  paarweise  invers  sind.     Wir  nehmen  daher   diese  Eigenschaft 
^on  vornherein   als   etwas    Gegebenes*)    an   und   brauchen   nun  blos 

*)   Wir    wollen   nicht  unerwähnt   lassen,   dass    es   sehr   gnt    möglich    ist, 
^ndre  Fordemngen  auüsiutellen,  aas  denen  die  Gruppeneigenschaft  folgt.    Aber 
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noch  zu  fragen:  Dtirch  welche  Eigenschaften  sind  die  Gruppe  der  EukU- 
dischen  und  die  beiden  Gruppen  von  NichteuMidischen  Bewegungen  unter 
allen  reellen  continuirlichen  Gruppen  mit  paarweise  inversen  Transfor- 
mationen ausgezeichnet?  Der  Bequemlichkeit  wegen  lassen  wir  im 
Folgenden  die  Worte  „mit  paarweise  inversen  Transformationen^  immer 
weg;  sie  sind  daher  jedesmal  mit  hinzuzudenken. 

In  dem   gegenwärtigen  Kapitel  werden   wir   diese  Frage   in  der 
Weise  beantworten,  dass  wir  uns  au£  solche  Eigenschaften  nnsrer  drei 
Gruppen  beschränken,  die  sich  auf  unendlich  benachbarte  Punkte  be- 
ziehen.    Wir  werden  einen  neuen  Begriff  einfQhren,   nämlich  den  Be- 
griff der  freien  Beweglichkeit  im   Infinitesimalen   und    werden   zeigen, 
dass  jede   reelle   continuirliche   Gruppe   eines   Raumes   Ton   mehr  als 
zwei  Dimensionen,  die  in  einem  reellen  Punkte  von  allgemeiner  Lage 
freie  Beweglichkeit  im  Infinitesimalen  besitzt,  durch  eine  reelle  Punkt — 
transformation  dieses  Raumes  entweder   mit  der  Gruppe  der  Euklidi- 
schen oder  mit  einer  der  beiden  Gruppen   von  Nichteuklidischen  Be 
wegungen    des    betreffenden    Raumes    ähnlich    ist.     Damit    ist    dani 
bewiesen,  dass  die  Eigenschaften,   die  wir  in  dem  Begriffe  der  freiei 
Beweglichkeit  im  Infinitesimalen  zusammengefasst  haben,   solche  ch 
rakteristische  Eigenschaften  sind,  wie  wir  sie  suchen*). 

In  §  97  betrachten  wir  zunächst  die  Ebene,  in  der  allerdings  d< 
Begriff  der   freien    Beweglichkeit   im   Infinitesimalen    noch   nicht 
'Charakterisirung  der   Euklidischen    und   der  Nichteuklidischen  Bew 
gungen  hinreicht.     In  §  98  behandeln  wir  den  gewohnlichen  dreifia« 
ausgedehnten  Raum  und  in  §  99  den  Raum  von  beliebig  vielen  Dim« 
sionen.     In  §  100  endlich  gehen  wir  kurz  auf  die  Beziehungen  eE'    -  'Sd, 
die  zwischen   unsem  Entwicklungen   und   denen  Riemanns   besteht-    —   """■ 

§  97.  • 

Es  sei  @  eine  reelle  continuirliche  Gruppe  irgend  eines  Rau 
und  F  sei  eine  beliebige  Figur  in  diesem  Räume.    Wenn  dann  <S 

man  darf  wohl  behaupten,  dass  es  naturgemäss  ist,*  die  Fordenmg  der  Gmp] 

eigenschaft  von  yornherein  aufzustellen.    In  dem  Begriffe  der  Bewegung  liegt       ^ 

ja,  dass  man  zwei  Bewegungen  nach  einander  ausführen  kann,  und  hieraus  fo^  -^-S^ 
unmittelbar,  dass  der  Inbegriff  der  Transformationen,  welche  die  im  Baumre  du.«^    '^' 
Bewegung   möglichen   Ortsveränderungen    darstellen,   eine   Gruppe   bildet.     V*^  -''' 
fögen  nur  noch  die  Voraussetzung  hinzu,  dass  die  Gruppe  continuirlich  ist  XM-^  ^ 
aus  paarweise  zu  einander  iuyersen  Transformationen  besteht.    Uebrigens  Ya^oe^^ 
wir  ja  in  Kap.  21  eine  Lösung  gegeben,  die  die  Gruppeneigenschaft  nicht  benati^ 
*)  Das  Folgende   ist  eine  Neubearbeitung   der  Lieschen  Abhandlung  volT 
S.  284—321  der  Leipziger  Berichte  von  1890. 
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reelle  continairliche  Untergruppe  mit  mindestens  einem  Parameter 
enthält^  bei  der  die  Figur  F  invariant  bleibt,  so  wollen  wir  sagen, 
dass  bei  der  Gruppe  &  nach  Festhaltung  Ton  F  noch  continuirliche 
Beilegung  möglich  sei.  Wenn  dagegen  die  grosste  continuirliche 
Untergruppe  von  ®,  die  F  invariant  lasst,  blos  ans  der  identischen 
Transformation  besteht,  so  sagen  wir,  dass  nach  Festhaltung  von  F 
keine  continuirliche  Bewegung  mehr  möglich  seL 

unter  Benutzung  dieser  Ausdrucksweise  definiren  wir  nunmehr, 
w'as  wir  in  der  Ebene  unter  freier  Beweglichkeit  im  Infinitesimalen 
verstehen : 

Definition.     Eine  reelle  continuirliche  Gruppe  der  Ebene  besitzt  in 

dem   reellen  Punkte  P  freie  Beweglichkeit   im  Infinitesimalen  ^  wenn  sie 

die   folgenden  Forderungen    erfüllt:   Nach  Festhaltung  von  P  soll   noch 

conünuirlidke  Bewegung  möglich   sein,   dagegen   soll   keine  continuirliche 

Betcegung  mehr  möglich  sein,  sobald  man  ausser  P  noch   ein  beliebiges 

reelles  Linienelement  durch  P  festhält. 

Wir  suchen  jetzt  alle  reellen  continuirlichen  Gruppen  der  Ebene, 
^ie  in  irgend  einem  reellen  Punkte  von  allgemeiner  Lage  freie  Beweg- 
'^i^^h'keit  im  Infinitesimalen  besitzen. 

Es  sei  G  eine  Gruppe  von  der  verlangten  Beschaifenheit  und  P 
^^i  der  reelle  Punkt  von  allgemeiner  Lage,  in  dem  G  freie  Beweg- 
*^^l^keit  im  Infinitesimalen  besitzt.  Ist  dann  g  die  grösste  continuir- 
^^Vie  Untergruppe  von  ff,  bei  der  P  in  Ruhe  bleibt,  so  muss  sich  bei 
^  jedes  durch  P  gehende  reelle  Linienelement  continuirlich  um  P 
^5*^^^^  können;  denn  wäre  dies  nicht  der  Fall,  so  liesse  g  mindestens 
es  dieser  Linienelemente  in  Ruhe,  g  wäre  also  die  grösste  con- 
xiirliche  Untergruppe  von  G,  bei  der  der  Punkt  P  und  das  betref- 
de  Linienelement  invariant  bliebe,  es  müsste  demnach  auf  die 
^j^ Gotische  Transformation  zusammenschrumpfen,  während  wir  doch 
:raussetzen,  dass  nach  Festhaltung  von  P  noch  continuirliche  Be- 
^^gung  möglich  sei. 

Hieraus  folgt  sofort,  dass  G  nicht  nur   transitiv,  sondern   sogar 
ell-primitiv  *)  ist.    Wäre  es  nämlich  intransitiv  oder  reell- imprimitiv, 
liesse  es  eine  reelle  Curvenschaar :  q){x,  y)  =  const.  invariant,  mit 
^  ^dem  reellen  Punkte  x,  y  von  allgemeiner  Lage  bliebe  daher  zugleich 
^^?w  hindurchgehende  reelle  Linienelemenj;:  dx :  dy  in  Ruhe,  das  durch 


*)  Als  reell -primitiv  bezeichnen  wir  der  Kürze  wegen  jede  reelle  Gmppe, 
<lie  primitiv  ist,  sobald  man  sich  auf  das  Beeile  besohriUikt,  wenn  sie  anch  im 
komplexen  Gebiete  imprimitiv  sein  sollte  (vgL  8.  863). 
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die  Gleichung:  q>xdx  -{-  %jdy  '=>  0  bestimmt  wäre;  da  aber  bei  Fest- 
baltung  des  Punktes  P,  der  ja  auch  von  allgemeiner  Lage  ist;  kein 
hindurchgehendes  reelles  Linienelement  in  Ruhe  bleibt,  so  gelangten  wir 
hiermit  zu  einem  Widerspruch. 

Es  ist  femer  leicht  zu  erkennen,  dass  unsre  Gruppe  G  dreigliedrig 
ist    In  der  That,  wenn  man  den  Punkt  P  und  ein  beliebiges  hindurch- 
gehendes reelles  Linienelement  festhält,  so  ist  keine  continuirliche  Be- 
wegung mehr  möglich,   es  bleibt  also  kein  willkürlicher  Parameter  in 
der  Gruppe  mehr  übrig.     Da  überdies  P  als  Punkt  von   allgemeiner 
Lage  wegen  der  Transitivität  der  Gruppe  oo^  yerschiedene  Lagen  an- 
nehmen  kann    und   da   nach  Festhaltung  von   P  die  reellen  Linien- 
elemente durch  P  sich  alle  noch  continuirlich  um  P  drehen  können,  ^ 
80  liefert  das  Festhalten  des  Punktes  und  des  Linienelements  gerade^ 
drei  Bedingungen  fQr  die  Parameter  von  G^  die  Zahl  dieser  Param^tec^ 
ist  mitbin  gleich  drei.    Nun  aber  haben  wir  alle  dreigliedrigen  reelleic^ 
reell-primitiven   Gruppen   der  Ebene   bereits   auf  S.  370  ff.  bestimmt:^ 
also  erhalten  wir  das 

Theorem  38,     Besitzt  eine  reelle  continuirliche  Gruppe  de  ^ 
Ebene  in  einem  reellen  Punkte  von  allgemeiner  Lage  freie  B 
weglichJceit    im    Infinitesimalen,    so    ist   sie    dreigliedrig    un 
durch  eine  reelle   PunJcttransformation    dieser   Ebene  ähnli 
entweder  mit  der  dreigliedrigen  reellen  continuirlichen  proje 
tiven  Gruppe  des  Kegelschnitts: 

oder  mit    der  reellen  continuirlichen  projectiven   Gruppe 

Kegelschnitts: 

a:*  +  f/«  -  1  =  0 

oder  mit  einer  dreigliedrigen  projectiven  Gruppe  von  der  For 

Py  ^>  yP  —  ^a  +  c(xp  +  yq), 
wo  c  eine  reelle  Constante  bedeutet 

An  den  hier  gefundenen  Gruppen  ist  zunächst  bemerkenswe 
dass  sie  alle  in  sämmtlichen  reellen  Punkten  eines    gewissen  Ther^^ 
der  Ebene  freie  Beweglichkeit   im   Infinitesimalen   besitzen,    währec^^ 
wir  nur  verlangt  hatten,  dass  sie  diese  Eigenschaft  in  einem  reellen^ 
Punkte  von  allgemeiner  Lage  besässen.     Diese  Erscheinung  hat  ihren 
Grund  darin,  dass  jede  Gruppe  die  in   einem  reellen  Punkte  von  all- 
gemeiner Lage   freie  Beweglichkeit   im    Infinitesimalen    besitzt,    diese 
Eigenschaft  auch  in  allen  reellen  Punkten  hat,  die  in  einer  gewissen 
Umgebung  des  betreffenden  Punktes  liegen. 

Andrerseits  zeigen   die  gefundenen  Gruppen,   dass  in  der  Ebene 


Erste  Lösnng  des  Riemann-Helmholtsschen  Problems.  475 

ie  freie  Beweglichkeit  im  Infinitesimalen  noch  nicht  genügt,  um  die 
rmppe  der  Euklidischen  und  die  beiden  Gruppen  von  Nichteuklidi- 
chen  Bewegungen  zu  charakterisiren,  denn  ausser  diesen  drei  Grup- 
en  besitzt  ja  noch  jede  Gruppe  von  der  Form: 

1  jedem  reellen^  nicht  unendlich  fernen  Punkte  freie  Beweglichkeit 
n  Infinitesimalen.  Will  man  diese  Gruppen  ausschliesseu;  um  nur 
ie  Euklidischen  und  die  Nichteuklidischen  Bewegungen  zu  behalten; 
0  muss  man  ein  besondres  Axiom  aufstellen.  Diese  Bemerkung  deckt 
ich  jedoch  nicht  mit  Herrn  ▼.  Helmholtzs  Bemerkung,  dass  in  der 
Sbene  die  Euklidischen  und  die  beiden  Nichteuklidischen  Gruppen 
licht  die  einzigen  sind,  bei  denen  zwei  Punkte  nur  eine  und  mehr 
Ü8  zwei  Punkte  keine  wesentliche  Invariante  haben. 

Wir  vervollständigen  nunmehr  die  gewonnenen  Ergebnisse,  indem 
ir  auch  alle  reellen  continuirlichen  projediven  Gruppen  der  Ebene 
lisachen,  die  in  einem  reellen  Punkte  von  allgemeiner  Lage  freie 
$^^7eglichkeit  im  Infinitesimalen  besitzen.  Die  Bekanntschaft  mit 
^3en  Gruppen  wird  uns  nachher  bei  der  Betrachtung  des  dreifach 
^gedehnten  Raumes  von  Nutzen  sein. 

Genau  wie   oben   erkennen    wir    zunächst,   dass   jede    projective 

tppe  der  Ebene,   die  unsern  Forderungen  genügt,   dreigliedrig  und 

^sitiv    ist.     Aus   unsrer   Aufzählung    der   dreigliedrigen   projectiven 

ppe  der  Ebene  (s.  S.  106)  ergiebt  sich  weiter,  dass  jede  der  ver- 

i:en  Gruppen   entweder  einen  Kegelschnitt  oder   einen   Punkt  in- 

^nt  lässt. 

Bleibt  ein  Kegelschnitt  invariant,  so  muss  dessen  Gleichung  reell 

denn  sonst  bliebe  auch  der  conjugirt  imaginäre  Kegelschnitt  in- 

nt  und  unsre  Gruppe  könnte  daher   nicht  dreigliedrig  sein.     Da 

feder  Kegelschnitt,  dessen  Gleichung  reell  ist,  durch   eine  reelle 

».tive  Transformation  auf  eine  der  beiden  Formen:  ic^  +  y^il  "=^0 

cht  werden  kann,  so  ist  dieser  Fall  schon  erledigt. 

leibt  andrerseits  ein  Punkt  invariant,  so  kann   der   nicht  reell 

enn  sonst  konnte  sich,  wenn  ein  reeller  Punkt  von  allgemeiner 

festgehalten  würde,  nicht  jedes  hindurchgehende  reelle  Linien- 

t  um  ihn  drehen,  es  gäbe  also  keinen  reellen  Punkt  von  allge- 

Lage,  in  dem  die  Gruppe  freie  Beweglichkeit  im  Infinitesimalen 

Der  invariante  Punkt  ist  demnach  imaginär  und  es   bleibt 

der  conjugirt  imaginäre  Punkt  sowie  die  reelle  Yerbindungs- 

leider  in   Ruhe.     Verlegen  wir  daher  die   beiden  invarianten 
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Punkte  durch  eine  reelle  projective  Transformation  in  die  beiden 
Kreispunkte,  so  verwandelt  sich  unsre  Gruppe  in  eine  dreigliedrige 
Untergruppe  der  viergliedrigen  Gruppe: 

(1)  Vi  q,  yp  —  ^q,  ^p  +  yq, 

wir  brauchen  somit  nur  noch  alle   dreigliedrigen  Untergruppen  diea 
Gruppe  aufzusuchen,  die  unsre  Forderung  erfüllen. 

Besitzt  eine  dreigliedrige  reelle  Untergruppe  G  von  (1)  in  d( 
reellen  Punkte  Xq,  y^  von  allgemeiner  Lage  freie  Beweglichkeit 
Infinitesimalen,  so  werden,  wenn  man  diesen  Punkt  festhält,  die 
reellen  Linienelemente :  dx :  dy  durch  ihn  eingliedrig  transform 
Denken  wir  uns  daher  den  Punkt:  Xq^  yQ  durch  eine  reelle  Tran8fc?"Wz^r- 
mation  der  zweigliedrigen  Gruppe:  p,  q  in  den  Coordinatenanfaug  vp-  ^r- 
legt,  so  bekommt  G  eine  neue  Form,  in  der  es  jedenfalls  eine  in^B^sni- 
tesimale  Transformation  von  der  Gestalt: 

(2)  yp  —  ^q  +  c{xp  +  yq) 

enthält,  denn:  xp  -^  yq  lässt  überhaupt  jedes  Linienelement  dua.  ^mr eh. 
den  Coordinatenanfaug  in  Ruhe.  Ausserdem  enthält  G  als  transi'd^'ive 
Gruppe  noch  zwei  infinitesimale  Transformationen  von  der  Form: 

p  +  a{xp  +  yq),    q  +  ß{xp  +  yq). 
Combinirt  man  nun  die  mit  (2),  so  ergiebt  sich: 

—  q  +  cp,    p  +  cq 
und  da  c  reell  ist,  G  aber  blos  drei  unabhängige  infinitesimale  Tr^^-zis- 
formationen  enthalten  kann,  lässt  sich  schliessen,  dass  a  und  ß  \p^i^^ 
verschwiuden,  dass  also  G  die  Form: 

p^  Q,  yp  -  ^Q  +  K^p  +  yq) 

besitzt.     Mithin  gilt  der 

Satz  1.  Besitzt  eine  reelle  continuirli<ihe  projective  Gruppe  der  E^^^^^ 
in  einem  reellen  Punkte  von  allgemeiner  Lage  freie  BetceglickkeiC  **^ 
Infinitesimalen,  so  ist  sie  dreigliedrig  und  durch  eine  reelle  proje^^^^^ 
Transformation  der  Ebene  mit  einer  der  in  Theorem  38  angegeb^^'^'^^ 
jrrojectiven  Gruppen  ähnlich. 

Unter  den   in  Theorem  38  zusammengestellten  projectiven  GrT^^P' 
pen  giebt  es  zwei,  die  in  gewissen  reellen  Punkten  der  Ebene  k^*^ 
freie   Beweglichkeit  im   Infinitesimalen    besitzen,   nämlich   erstens      ^^ 
Gruppe  des  Kegelschuitts:  x^-^y^—  1  =  0  und  zweitens  die  Grupl^^* 
Pf  Qi  yp  ""  ^q  "^  ^(^P  +  yq)'     B^i  der  ersten  findet  in  allen  reel*^ 
Punkten  des  Kegelschnitts  und   in  allen   ausserhalb  des  Eegelschni^ 
liegenden  reellen  Punkten  keine  freie  Beweglichkeit  im  InfinitesimB-*^ 
statt,   bei   der  zweiten   in  allen  reellen  Punkten  der  unendlich  fer*^ 
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raden.      Dagegen    giebt    es    bei    der    Gruppe    des    Kegelschnitts: 
+  y*  +  1  =  0  keine  derartigen  Ausnahmepunkte.     Also: 

Theorem  39.  Besitzt  eine  reelle  continuirliche  projective 
'uppe  ohne  Ausnahme  in  allen  reellen  Punkten  der  Ebene 
*Ae  Beweglichheit  im  Infinitesimalen y  so  ist  sie  dreigliedrig 
d  transitiv  und  kann  durch  eine  reelle  projective  Transfor- 
%tion  in  die  dreigliedrige  reelle  projective  Gruppe  des  Kegel- 
hnitts:  ic*  +  y^  +  1  =  0  übergeführt  werden. 

§  98. 

Die  Untersuchungen  des  vorigen  Paragraphen  sollen  jetzt  für  den 
wohnlichen  dreifach  ausgedehnten  Raum  durchgeführt  werden.  Wir 
iniren  daher  zunächst^  was  wir  hier  unter  freier  Beweglichkeit  im 
Ljiitesimalen  verstehen: 

Definition.  Eine  reelle  continuirliche  Gruppe  des  dreifach  ausgedehn- 
Baumes  besitzt  in  dem  reellen  Punkte  P  freie  Beweglidikeit  im  In- 
^esimalen,  wenn  sie  die  folgenden  Forderungen  erfüllt:  Hält  man  den 
-rnkt  P  und  ein  beliebiges  hindurchgehendes  reelles  Linienelement  fest, 
soU  stets  noch  continuirliche  Bewegung  möglich  sein,  hält  man  dagegen 
scr  P  und  jenem  Linienelemente  noch  ein  beliebiges  reelles  Flächen- 
^9ent  festf  das  durch  beide  gehtj  so  soll  keine  continuirliche  Bewegung 
^r  möglich  sein  (vgl.  S.  472  f.). 

Wir  suchen  nun  alle  reellen  continuirlichen  Gruppen  des  B^y  die 
einem  reellen  Punkte  von  allgemeiner  Lage  freie  Beweglichkeit  im 
iiiitesimalen  besitzen. 

Es  sei  G  eine  Gruppe  von  der  verlangten  Beschaffenheit  und  P 

reelle  Punkt  von  allgemeiner  Lage^  in  dem  G  freie  Beweglichkeit 
Infinitesimalen   besitzt.     Hält   man   dann  P  und   ausserdem   noch 

beliebiges  reelles  Linienelement  durch  ihn  fest,  so  muss  sich  jedes 
^ch  beide  gehende  reelle  FläAenelement  noch  continuirlich  um  das 
reffende  Linienelement  drehen  können^  sonst  wäre  ja  im  Wider- 
lich mit  unsrer  Voraussetzung  nach  Festhaltung  des  bewussten 
^ienelements   keine  continuirliche  Bewegung  mehr  möglich. 

Hieraus  lässt  sich  schliessen^  dass  G  transitiv  ist  Blieben  näm- 
^  bei  G  oo^  reelle  Flächen:  q) {Xiy  x^,  x^)  =  consi.  invariant,  so 
^de  P  zusammen  mit  der  Tangentialebene  an  die  durch  ihn  gehende 
^che:  (f  =  consi  ein  reelles  Flächenelement  bestimmen^  das  sich  um 
lies  der  in  ihm  liegenden  Linienelemente  drehen  könnte.  Blieben 
Srerseits  cx>'  reelle  Curveu  invariant,  so  könnte  man  die  auf  unbe- 
Lnzt  viele  Weisen   in  Schaaren  von  je  cx>^  invarianten  Flächen   an- 
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ordnen,  man  käme  also  auf  den  soeben  als  unmöglich  nachgewiesenen 
Fall  zurück. 

Durch unsern  Punkt  P gehen cx>^  reelle Linienelemenie:  dx^idx^idx^^ 
die  eine  ebene  zweifach  ausgedehnte  Mannigfaltigkeit  bilden«     Halten 
wir  P  fest,  so  wird  diese  Mannigfaltigkeit  durch  eine  reelle  projectwe 
Gruppe  g  transformirt,  die  offenbar  so  beschaffen  ist,  dass   bei  Fe^t- 
haltung  eines   beliebigen   reellen  Linienelements  sich  jedes   hindurc^^- 
gehende   reelle    Flächenelement    continuirlich    um    das    Linienelem^^nt 
drehen  kann,  während  gar  keine  continuirliche  Bewegung  mehr  m^^g. 
lieh  ist,  sobald  man  ein  beliebig  reelles  Linienelement  und  ein  belie- 
biges hindurchgehendes  reelles  Flächenelement  festhält     Beziehen   -^wir 
nun   aber  die  oo*   reellen  Linienelemente    durch  P  projectiv   auf        die 
reellen  Punkte    einer    Ebene ,  so   verwandelt    sich    die   Gruppe    g  in 

eine  holoedrisch  isomorphe  reelle  projective  Gruppe  g'  dieser  Eb^sne, 
zugleich  aber  entsprechen  den  reellen  FJ^chenelementen  durch  P  die 
reellen  Linienelemente  dieser  Ebene,  wir  erkennen  daher  sofort,  c^is^s 
die  Gruppe  g'  ohne  Ausnahme  in  allen  Punkten  ihrer  Ebene  freie  Be- 
weglichkeit im  Infinitesimalen  besitzt.  Nach  Theorem  39  folgt  hm^cr- 
aus,  dass  g'  dreigliedrig  und  transitiv  ist  und  durch  eine  reelle  ipTo- 
jective  Transformation  der  Ebene  in  die  Gruppe  des  Kegelschn-'i'fc'ts: 
^  +  y^  +  1  "=  0  Übergefährt  werden  kann.  Demnach  ist  auch  ^ie 
Gruppe  g  transitiv  und  dreigliedrig  und  lässt  einen  imaginären  Kl  ^£^1 
von  Linienelementen  invariant,  dessen  Gleichung  wir  uns  durch  ^ine 
reelle  lineare  homogene  Transformation  von  dx^^  dx^y  dx^  auf  <ü® 
Form: 

(3)  dx^^  +  dx^^  +  dx^^  =  0 

gebracht  denken  können. 

Auf  die  Gruppe  Gf  angewandt  ergiebt  das  zunächst,  dass  G  secrls- 
gliedrig  ist.    Wird  nämlich  der  Punkt  P,  ein  reelles  hindurchgehex»  ^^ 
Linienelement  und  ein  beliebiges  durch  beide  gehendes  reelles  Fläot»*°' 
element  festgehalten,  so  werden  dadufbh  die  Parameter  von  O  ge^^**" 
3+2+1=6  Bedingungen  unterworfen,  das  folgt  aus   der  Tr»^^^^' 
tivität  von   G  und   aus    der  oben   geschilderten  Beschaffenheit  vox^    9- 
Da  nun  aber   unter  den  eben  gemachten  Voraussetzungen  gar  k^^^® 
continuirliche  Bewegung  mehr  möglich  ist,  so  muss  die  Zahl  dieser  ^*' 
rameter  gerade  gleich  sechs  sein. 

Ferner  ist  klar    dass  die  sechsgliedrige  transitive  Gruppe  G  n^^** 
Festhaltung  von  P  die  cx)^  reellen  Linienelemente  durch  P  dreiglied*^ 
transformirt  und  zwar  derart,  dass  ein  imaginärer  Kegel  zweiten  ö*^*' 
des  von  Linienelementen   invariant  bleibt.     Denken   wir  uns   dahe*^ 
durch  eine  reelle  Punkttransformation   in   den  Coordinatenanfang    ^^^^' 
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id  sodann  durch  eine  reelle  lineare  homogene  Transformation  in 
x^  bewirkt;  dass  der  F  zugeordnete  Kegel  von  Linienelementen 
die  Gleichung  (3)  dargestellt  wird;  so  bekommt  G  eine  solche 
^orm,  dass  es  in  der  Umgebung  des  Coordinatenanfangs  sechs 
^ngige  infinitesimale  Transformationen  von  der  Form: 

Pl  +  "  'f    1^2  H f    Ps  +  •  •  •» 

Xf,pr  —  XrP^  +   a^, .  (a?  J),   +  X^p^  +  X^p^   H 

^  Wegen  der  Sechsgliedrigkeit  von  G  müssen  hier  die  reellen 
nten  a^^y  sämmtlich  verschwinden ;  wie  man  sich  leicht  durch 
lation  überzeugt. 

!e  Gruppe  G  gehört  demnach  zu  den  reellen  Gruppen ,  die  wir 
385 ff.  bestimmt  haben;  da  sie  überdies  sechsgliedrig  ist,  so 
Q  wir  das 

leorem  40.  Besitzt  eine  reelle  continuirliche  Gruppe  des 
ch  ausgedehnten  Raumes  in  einem  reellen  Punkte  von 
\einer  Lage  freie  Beweglichkeit  im  Infinitesimalen^  so 
sechsgliedrig  und  transitiv  und  durch  eine  reelle  Funkt- 
ormation  dieses  Raumes  ähnlich  entweder  mit  der  Gruppe 
uklidischen  Bewegungen  dieses  Raumes  oder  mit  einer 
iden  Gruppen  von  Nichteuklidischen  Bewegungen  dieses 
es,  also  im  zweiten  Falle  entweder  mit  der  sechsgliedri- 
eilen  continnirlichen  projectiven  Gruppe,  bei  der  die  ima- 
!  Fläche:  x^  -^  x^  -^  x^  '\-  l  =  0  invariant  bleibt  oder 
r  reellen  continuirlichen  projectiven  Gruppe  der  reellen 
eradlinigen  Fläche:  x^^  +  x^  +  ^s*  —  1=0. 
ir  sehen  hieraus ,  dass  im  dreifach  ausgedehnten  Räume  die 
Beweglichkeit  im  Infinitesimalen  vollkommen  genügt,  um  die 
sehen  und  die  Nichteuklidischen  Bewegungen  zu  charakterisi- 
n  neues  Beispiel  dafür,  dass  der  dreifach  ausgedehnte  Raum 
esentlich.  von  dem  zweifach  ausgedehnten  unterscheidet 

tzt  können  wir  sofort  auch   alle  reellen  continuirlichen  projee- 
rruppen  des  gewöhnlichen  Raumes  angeben,  die  in  einem  reellen 
von  allgemeiner   Lage  freie   Beweglichkeit  im  Infijiitesimalen 
1. 

de  projective  Gruppe  ®  von  dieser  Beschaffenheit  ist  nämlich 
eine  reelle  Punkttransformation  mit  einer  der  drei  Gruppen  des 
ewiesenen  Theorems  ähnlich.  Nach  Theor.  19,  S.  292  kann  aber 
ieser   drei  Gruppen  nur    durch   eine   projective    Transformation 
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wieder  in  eine  projective  Gruppe  übergeführt  werden,  demnach  ergieb 
sieh,  dass  die  reelle  Punkttransformation,  durch  die  @  mit  einer  uDsre 
drei  Gruppen  ähnlich  ist,  projectiv  ist.    Beachten  wir  schliesslich  noc 
dass  eine   der   Gruppen   des  Theorems  40    ohne  Ausnahme   in  jede 
reellen    Punkte    des   Raumes    freie    Beweglichkeit    im   Infinitesimaler 
besitzt,   während   den    andern   beiden   Gruppen   diese   Eigenschaft  n 
in  einem  Theile  des  Raumes  zukommt,  so  können  wir  unser 
folgendermassen  aussprechen: 

Theorem  41.     Besitzt    eine    reelle    continuirliche  projecti 
Gruppe  des  gewöhnlichen  dreifach  ausgedehnten  Baumes  oh 
Ausnahme  in  allen  reellen  Punkten  dieses  Baumes  freie  B 
weglichkeit    im   Infinitesimalen,    so    ist  sie  sechsgliedrig  u 
transitiv  und  besteht  aus   allen   reellen  projectiven   Transf 
mationen,   bei  denen  eine  nicht  ausgeartete   imaginäre  Fläc       .^u 
zweiten   Grades    invariant  bleibt,   die    durch  eine  reelle   Gl^^^  i- 
chung  dargestellt  wird. 

Satz  2.     Besitzt  eine  reelle  continuirliche  projective  Gruppe  des 
wöhnlidiefi  dreifach  ausgedehnten  Baumes  nicht  in  allen  redien  JPunl^ 
dieses  Baumes,  sondern  nur  in  allen  reellen  Punkten  eines  gewissen 
reichs  freie  Beweglichkeit  im  Infinitesimalen,  so  ist  sie  sechsgliedrig 
transitiv   und  zwar   ist  sie  entweder   die    continuirliche  reelle  projet^^^^-ve 
Gruppe  einer  nictU  ausgearteten  reellen  nichtgeradlinigen  Fläche 
Grades  oder  sie  ist  durch  eine  reelle  projective  Transformation  mit 
Gruppe  der  Euklidischen  Bewegungen  ähnlich. 

§  99. 

Bevor  wir  dazu  übergehen  die  Sätze  des  vorigen  Paragraphen    SLuf       l>r 
Räume  von  beliebig  vielen  Dimensionen  auszudehnen,  müssen  wir  txmü       ght 
ein  paar  Worten  gewisse   Ausdrucksweisen   erklären,   von  denen    wir 
Gebrauch  machen  werden  (vgl.  auch  S.  338,  Anm.). 

Durch  jeden  Punkt  eines  n-  fach   ausgedehnten  Raumes  X| . .  •  ^^ 
gehen    cx)*~^    Linienelemente:    dx^:  •  •  • :  dXn,   die    eine    (n  —  l)-fB^^ 
ausgedehnte  projective  Mannigfaltigkeit  bilden.    Im  gewohnlichen  dr^^' 
fach  ausgedehnten  Räume    bezeichneten  wir  nun  jedes  ebene  BOscb^^ 
von  oo^  solchen  Linienelementen  mit  dem  Namen:  Flächelement, 
Bn  wollen  wir  dafür  lieber  sagen:  Element  einer  Alannigfaltigkeit 
zwei  Dimensionen  oder  kürzer:  üf^- dement.     Ebenso  soll  jedes  eb^**^ 
Bündel  von  oo*  Linienelementen   als  Element  einer  Mannigfaltigl^^* 
ven  drei  Dimensionen    oder  kurz  als  ^If^- dement   bezeichnet   wer»^^ 


und  so   weiter.     Endlich    wollen    wir   uns    vorbehalten,   auch   für 
Linienelemente  die  Benennung:  üf^-elemente  anzuwenden. 
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Nunmehr  können  wir  definiren,  was  wir  im  Rn  unter  freier  Be- 
glichkeit  im  Infinitesimalen  verstehen. 

Definition.  Eine  reelle  Gruppe  von  PunJcUransformatwnen  des  Rn 
itet  in  dem  reelleti  Punkte  F  freie  Beweglichkeit  im  Infinitesimalen , 
nn  sie  folgende  Forderungen  erfüllt:  Wird  der  Punkt  P  festgelialten, 
ner  ein  beliebiges  hindurchgehendes  reelles  M^-elementy  ein  beliebiges 
^di  beide  gehendes  reelles  M^-elementy  ein  beliebiges  durch  alle  drei 
lendes  reelles  My  element,  und  sofort,  schliesslidi  ein  beliebiges  reelles  Mg  - 
ment,  das  durch  jedes  der  vorlierigen  Elemente  geht,  so  soll  continuir' 
he  Bewegung  möglich  sein  so  lange  aber  auch  nur  so  lange  als  q<in  —  1  ist. 

Es  liegt  nahe  zu  vermuthen,  dass  die  Sätze^  die  wir  in  §  98  für 
in  Raum  von  drei  Dimensionen  gefunden  haben,  sich  auch  auf  jeden 
aum  Yon  n  >  3  Dimensionen  übertragen  lassen.    Mit  andern  Worten, 
liegt  nahe  zu  vermuthen,  dass  die  folgenden  Sätze  gelten: 

Theorem  42.     Besitzt  eine  reelle  continuirliche  Gruppe  des 

(n  ^  3)  in  einem  reellen  Punkte  von  allgemeiner  Lage'  freie 

'woeglichkeit  im  Infinitesimalen^  so  ist  sie  \n{n'\'l)-gliedrig 

d  transitiv  nnd  durch  eine  reelle  Punkttransformation  des 

ähnlich   entweder  mit  der  Gruppe  der  Euklidischen  Bewe- 

*^gen  dieses  Raumes  oder  mit  einer  der  beiden  Gruppen  von 

<^hteuklidischen  Bewegungen,  also  im  zweiten  Falle  entweder 

^  der   reellen  continuirlichen  projectiven  Gruppe  der  Man- 

W  faltigkeit: 

^i'  +  ^2*  +  •  •  •  +  ^n*  +  1  =  0 

5r  mit  der  reellen    continuirlichen  projectiven   Gruppe  der 
*  ^nig  faltigkeit: 

^i'  +  VH +  a;„»-  1=0. 

Theorem  43.  Besitzt  eine  reelle  continuirliche  projective 
'^ppe  des  Rn  (w>  3)  ohne  Ausnahme  in  allen  reellen  Punkten 
■Sc5  Raumes  freie  Beweglichkeit  im   Infinitesimalen,   so  ist 

•^n(n -{- i)'gliedrig  und  transitiv  und  besteht  aus  allen 
tlen  projectiven  Transformationen,  bei  denen  eine  nicht  aus- 
^^tete  imaginäre  Mannigfaltigkeit  zweiten  Grades  invariant 
*6^,  die  durch  eine  reelle  Gleichung  dargestellt  wird, 

Satz  3.     Besitzt   eine  reelle  continuirliche  projeciive  Gruppe   des 

(n  ^  3)  nicht  in  allen  reellen  Punkten  dieses  Raumes,  sondern  nur  in 

**    reellen  Punkten  eines  gewissen  Bereichs  freie  Beweglichkeit  im  In- 

^^simalen,  so  ist  sie  ^n(n  +  l^-gliedrig  und  transitiv  und  zwar  ist 

^^tweder   die  continuirliche  reelle  prqjective  Gruppe  einer  nicht  aus- 

"*  ^  «,  Theorie  der  Transformationsgruppen.    III.  81 
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gearteten  reeüen  nichtgeradlinigen  Mannigfaltigkeit  gweüen  Grrades 
sie  ist  durch  eine  reelle  projedive  Transformation  des  Rn  mit  der  Gruj 
der  Euklidischen  Bewegungen  dieses  Raumes  ähnlich. 

Wir  werden  jetzt  zeigen ,  dass  es  sich  wirklieb  so  verhält  "^^  _vt 
dem  Ende  brauchen  wir  offenbar  nur  zu  zeigen  ^  dass  aus  der  GQltij 
keit  unsrer  Sätze  in  einem  Räume  von  n  ;>  3  Dimensionen  stets  ih 
Richtigkeit  im  Räume  von  n  -|-  1  Dimensionen  folgt;  denn  da  uns 
Sätze  für  n  =  3  bereits  als  richtig  erkannt  sind,  so  ist  damit  ih 
Richtigkeit  für  jedes  n  ^  3  dargethan. 

Wir  setzen  also  voraus,  dass  die  Theoreme  42  und  43  und  d.  -^t 
Satz  3  für  den  Raum  von  n  ^  3  Dimensionen  bereits  bewiesen  sicHi^d. 
Unter  dieser  Voraussetzung  suchen  wir  zunächst  alle  reellen  codl 
nuirlichen  Gruppen  des  jRn+iy  ^^^  ^^  irgend  einem  reellen  Punkte  v 
allgemeiner  Lage  freie  Beweglichkeit  im  Infinitesimalen  besitzen. 

Es  sei  G  eine  reelle  continuirliche  Gruppe  des  i2n+ ly  <üe  in  d 
reellen  Punkte   P  von    allgemeiner  Lage  freie  Beweglichkeit  im 
finitesimalen  besitzt.    Wird  dann  der  Punkt  P  festgehalten,  femer 
beliebiges  reelles  Jt/^- dement  durch   ihn,  ein    beliebiges   durch   bed 
gehendes    reelles    itf^-ejement,  u.  s.  f.,    endlich    ein    beliebiges   reeL 
J12m—i- dement,  das   durch  alle  vorigen  Elemente  geht,  so  muss  %m<^^ 
jedes  reelle  Jl/n-dement,  das   durch   das   festgehaltene  Mn—x-eiem^^^^^oi 
geht,   noch   continuirlich   um   dieses   drehen   können;   denn   könnte        ^^ 
das  nicht,  so  wäre  schon  nach  Festhaltung  der  n — 1  genannten  IG  •^" 
mente  keine  continuirliche  Bewegung  mehr  möglich. 

Hieraus  folgt,  dass  G  transitiv  ist.  Wäre  es  nämlich  intrausi'fc^  "^^ 
so  zerfiele  der  ün+i  auf  eine  oder  sogar  auf  unendlich  viele  Wei^^" 
in  oo^  invariante  reelle  n-fach  ausgedehnte  Mannigfaltigkeiten,  es  girv-^S^ 
daher  durch  den  Punkt  P,  der  von  allgemeiner  Lage  ist,  mindest^-'^^ 
ein  reelles  Jlf„- dement,  das  zugleich  mit  P  invariant  bliebe  und  si^^** 
in  Folge  dessen  um  keines  der  in  ihm  liegenden  reellen  Jf«— i-eleme:*^^ 
continuirlich  drehen  könnte. 

Ferner  erinnern  wir  daran,  dass  die  oo*  reellen  Jlf,-elemente  du^^^^ 
P  eine  ebene  n-fach  ausgedehnte  Mannigfaltigkeit  bilden,  die  bei  f( — ^ 
gehaltenem  P  durch  eine  reelle  projective  Gruppe  g  transformirt 
Die  jlf^ -demente  dieser  Mannigfaltigkeit  denken  wir  uns  auf  die  reeL 
Punkte   eines    ebenen  in- fach   ausgedehnten   Raumes   i2,i  projectiv 
zogen;    dabei    verwandelt    sich    jedes    M^- dement   durch   P  in    ei 
Punkt  des  iJ«;  jedem  reellen  J(/2-element  durch  P  entspricht  eindeu^"^^^ 
umkehrbar  ein  reelles  Jlf^'- dement  des  Bn,  überhaupt  entspricht  jecl 
reellen  ilf^-element  durch  P  eindeutig  umkehrbar  ein   reelles  üf/^ 
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•ment  des  R^,  der  Gruppe  g  endlich  entspricht  eine*  holoedrisch 
•morphe  reelle  projective  Gruppe  gf  des  R^.     Halten  wir  nun  in  dem 

einen  Punkt  fest,  ferner  ein  beliebiges  hindurchgehendes  reelles 
'-elementy  ein  beliebiges  durch  beide  gehendes  reelles  Jf^'-element 
8.  f.,  schliesslich  ein  beliebiges  reelle»»  Jfn_2-element,  das  durch 
e  vorherigen  Elemente  geht;  so  muss  sich  jedes  reelle  Jlf»—i- dement, 
3  durch  den  Punkt  und  durch  alle  diese  Elemente  geht,  noch  con- 
uirlich  um  das  ilf„'_2- dement  drehen  können;  sonst  wäre  ja  bei 
srer  Gruppe  G  die  Forderung  der  freien  Beweglichkeit  im  Infini- 
limalen  in  dem  Punkte  P  nicht  erfüllt.  Demnach  besitzt  die  reelle 
Djective  Gruppe  g'  des  R^  ohne  Ausnahme  in  jedem  reellen  Punkte 
3  R^  freie  Beweglichkeit  im  Infinitesimalen. 

Nach  unsrer  Yoraussotzung  gilt  aber  in  dem  n-fach  ausgedehnten 
iume  iJ^  das  Theorem  43,  die  Gruppe  g'  ist  daher  ^n(n+l)-glied- 
l  und  kann  durch  eine  reelle  projective  Transformation  des  12^  auf 
16  solche  Form  gebracht  werden,  dass  sie  die  imaginäre  Mannigfal- 
keit  zweiten  Grades: 

ariant  lässt.  Demnach  ist  auch  die  Gruppe  g  ^n(n -}- l)'gliedrig 
kann  durch  eine  reelle  lineare  homogene  Transformation  der 
Nerentiale:  dx^  . . .  dXn-\-\  auf  eine  solche  Form  gebracht  werden, 
3  sie  die  imaginäre  Mannigfaltigkeit  von  ilf^  -  dementen  invariant 
tt;,  die  durch  die  Gleichung: 

dx^^  +  •  •  •  +  d^n*  +  dxn-^,^  =  0 
gestellt  wird. 

Kehren  wir  jetzt  zur  Gruppe   G  zurück,    so   erkennen  wir,  dass 
dieser   Gruppe  nach  Festhaltung  von   P  die  oo"  reellen   Jf^-ele- 
cite  \n{n'\-  l)-gliedrig  transformirt   werden  und  zwar  derart,  dass 
^   gewisse   imaginäre  Mannigfaltigkeit   zweiten  Grades  von  ilf^-de- 
:xten  invariant  bleibt.     Denken   wir  uns  insbesondere  den  Punkt  P 
csh  eine  reelle  Punkttransformation  in  den  Coordinatenanfang  ver- 
t,  80  können   wir   stets  durch  eine  reelle  lineare  homogene  Trans- 
lation   in    den    Veränderlichen    x^,..Xn^\    erreichen,    dass    diese 
tginäre  Mannigfaltigkeit  durch  die  Gleichung  (4)  dargesMit  wird. 
Endlich  ist  noch  zu  bemerken,  dass  G  \{n  +  l)(n  +  2)-gliedrig 
Halten  wir  nämlich  den  Punkt  P  fest,  so  werden  die  Parameter 
i^  Gn+l  Bedingungen'unterworfen,  halten  wir  ferner  alle  cx)*»  reellen 
^elemente  durch  P  fest,  so  werden  die  Parameter  von  G  \n{n-\-\) 
teren  Bedingungen  unterworfen,  denn  diese  oo*  Jf^- demente  wer- 
-  ja  nach  Festhaltung  von  P  gerade  in(n-|- l)-gliedrig  transformirt. 

31» 
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Da  nun,  sobald  P  und  alle  hindurchgehenden  reellen  Jf^-elemente 
festgehalten  werden,  zugleich  alle  reellen  M^-y  Jf,-, . . .  Jtfn-efemeEte 
durch  P  in  Ruhe  bleiben  und  in  Folge  dessen  gar  keine  continuirliehe 
Bewegung  mehr  möglich  ist,  so  muss  die  Parameterzahl  von  G  gerade 
gleich:  ^ 

^    ,     1     ,    n(n  +  1)         (n+l)(n+2) 

sein. 

Nunmehr  ist  es  leicht,  G  zu  bestimmen. 

Denken  wir  uns  nämlich  die  Veränderlichen  x^  , . .  Zn-{-i  so  ge- 
wählt wie  oben,  also  insbesondere  so,  dass  P  der  Ooordinatenan£ang 
wird,  so  enthält  G  in  der  Umgebung  des  Ooordinatenanfangs  augen- 
scheinlich ^(n  -^  l)(n  '{'  2)  unabhängige  infinitesimale  Transforma- 
tionen von  der  Form: 

Pl  +  '  "9      "    f     Pn  +  1  H )    ^mP^  —  ^rPfi  +  dCfiV^XtPt  + 

l 

(AI,  v  =  l  .  .  .n+  1;    /u  <y), 

WO  die  a^y  reelle  Constanten  sind.     Da  G  gerade  i(n  +  l)(n  -f-   2}- 
gliedrig  ist,  ergiebt  sich  überdies  durch  Combination  sofort,  dass  alle 
a^,  verschwinden.     Demnach   gehört  G  zu  den  reellen   Gruppen,    die 
wir   auf   S.  385  ff.    bestimmt  haben,   und   zwar   ergiebt  sich,   dass    G 
durch  eine  reelle  Punkttransformation  des  jRn+i  entweder  in  die  Gruppe 
der  Euklidischen  Bewegungen  dieses  Raumes  übergeführt  werden  kann 
oder  in  die  reelle  continuirliche   projective  Gruppe   einer  der  beiden 
Mannigfaltigkeiten  zweiten  Grades: 

V  +  •  •  •  +  ^«+i'  ±1  =  0. 

Hiermit  ist  bewiesen,  dass,  sobald  das  Theorem  43  in  einem  Batif^ 
von  w  ^  3  Dimensionen  gilt,  stets  das  Theorem  42  in  dem  Baum  von 
n  +  1  Dimensionen  gültig  ist. 

Wenn  aber  das  Theorem  42  im  Räume  von  w  +  1  Dimension^'^ 
gilt,  so  gilt  in  diesem  Räume  zugleich  das  Theorem  43  und  ^^^ 
Satz  3. 

In  der  That,   jede  reelle   continuirliche   projective  Gruppe  ®  A^ 
jR„+i,  die»in  einem  reellen  Punkte  von  allgemeiner  Lage  freie  Bew^^' 
lichkeit  im  Infinitesimalen  besitzt,  ist  unter  der  eben  gemachten  V^^^ 
aussetzung   durch    eine   reelle    Punkttransformation    ähnlich    entwei^ 
mit  der  Gruppe  der  Euklidischen  Bewegungen   des   iJn+i,   oder  vC^ 
einer  der  beiden   Gruppen  von  Nichteuklidischen  Bewegungen  diec^ 
Raumes.     Nach  Theorem  19,  S.  292  ist  aber  diese  reelle  Punkttrar^  ^ 
formation    nothwendig   projectiv,    demnach    kommen    wir    anter  d 
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lachten   Voraussetzung   ohne   Weiteres   auf  das   Theorem   43   und 

Satz  3. 

Hiermit  ist  bewiesen,  dass^  sobald  die  Theoreme  42  und  43  und  der 
9  3  in  einem  Baume  von  n^  3  Dimensionen  gelten,  sie  auch  in  dem 
itne  von  »  +  1  Dimensionen  richtig  sind.  Da  unr  sie  nun  im  gewöhn- 
en dreifach  ausgedehnten  Baume  schon  bewiesen  haben  y  so  sind  sie 
emein  gültig. 

Ist  also  n  ^  3;  so  sind  die  Gruppe  der  Euklidischen   und 

:  beiden  Gruppen  von  Nichteuhlidischen  Bewegungen  des  Bn 

Iständig   durch   die   Forderung    charaJcterisirt,   dass  sie    in 

lern  reellen  Punkte  von  allgemeiner  Lage  freie  BeweglichJceit 

Infinitesimalen  haben  sollen. 

Wir  erwähnen  noch,  dass  die  vorstehenden  Entwicklungen  nicht 
8  für  solche  reelle  Gruppen  gelten,  deren  endliche  Transformationen 
eh  analytische  Gleichungen  dargestellt  werden,  sondern  auch  für 
(he,  deren  endliche  Gleichungen  nichtanalytisch  sind,  vorausgesetzt 
^  dass  diese  Gleichungen  eine  gewisse  Anzahl  Differentiationen 
X  den  Veränderlichen  und  den  Parametern  zulassen  (s.  S.  365  u.  366). 

§  100. 
Ueber  Riemanns   Habilitationsrede. 

Die  eben  durchgeführten  Untersuchungen  über  die  freie  Beweg- 
keit  im  Infinitesimalen  stehen  in  Zusammenhang  mit  gewissen 
Verlegungen,  die  Biemann  in  seiner  JQabilitationsrede  angedeutet 
Wir  wollen  daher  überhaupt  auf  den  Inhalt  dieser  Bede  etwas 
Br  eingehen,  umsomefar  da  sie  mit  allen  neueren  Untersuchungen 
r  die  Grundlagen  der  Geometrie  viele  Berührungspunkte  hat. 

Riemann  ist  niemals  leicht  lesbar,  aber  seine  berühmte  Bede 
ber  die  Hypothesen,  welche  der  Geometrie  zu  Grunde  liegen" 
et  dem  Verständnisse  Schwierigkeitem  von  ganz  besonderer  Art. 
xnann  musste  seine  Rede  vor  einer  Versammlung  halten,  die  nur 
i  Theil  aus  Mathematikern  bestand,  er  war  deshalb  bestrebt,  mög- 
8t  allgemein  verständlich   zu   sein;    darunter  hat  aber  die  Schärfe 

Bestimmtheit  des  Ausdrucks  an  sehr  vielen  Stellen  gelitten  und 
Folge  ist,  dass  nun  gerade  der  Mathematiker  öfter  in  Zweifel  ist, 

Riemann  eigentlich  hat  sagen  wollen. 

Besonders  fühlbar  macht  sich  dieser  Mangel  in  der  Darstellung  da, 

Riemann  über   die  Beweglichkeit  der  Figuren  eines  n-fach  aus- 

^hnten  Raumes   spricht;  Riemann   hilft  sich   da  mit  Ausdrücken, 
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die    zwar    dem   Nichtmathematiker    anschaulich    vorkommen    mog< 
deren  wahren  Sinn  aber  der  Mathematiker  nur  errathen  kann.  * 

Leider  hat  bis  jetzt  noch  Niemand  den  Inhalt  der  Bieman 
sehen  Rede  nach  allen  Seiten  hin  so  genau  untersucht,  wie  wir  es  i 
Kapitel  21  mit  dem  Inhalte  der  Helmholtzschen  Abhandlung  „Uetz^c 
die  Thatsachen,  die  der  Geometrie  zu  Grunde  liegen''  gethan  hab^^i 
Man  hat  zwar  die  Theorie  des  Riemannschen  Erümmungsmas^Sie 
eines  Rn  nach  Riemanns  Andeutungen  wiederhergestellt  und  Irma 
sich  überzeugt^  dass  das  Bogenelement  wirklich,  sobald  das  RS.  e 
mann  sehe  Erümmüngsmass  überall  constant  ist,  auf  die  von  Rme 
mann  angegebene  Form  gebracht  werden  kann.  Aber  gerade  di^ 
Betrachtungen  Riemanns  über  die  Beweglichkeit  der  Figuren  scixei 
nen  wenig  oder  gar  nicht  beachtet  worden  zu  sein,  obwohl  doch  gerade 
diese  Betrachtungen  für  Riemanns  Auffassung  der  Frage  nach  den 
Grundlagen  der  Geometrie  von  ganz  besonderer  Wichtigkeit  sind 
Andrerseits  giebt  es  auch  sonst  noch  eine  Reihe  von  Stellen  in  Ri  e  • 
manns  Rede,  deren  Aufklärung  dringend  zu  wünschem  ist. 

Es  wäre  sehr  verdienstvoll,  wenn  sich  jemand  der  Mühe  untex^ 
zöge,  Riemanns  Gedankengang  Schritt  für  Schritt  zu  verfolgen  uwjk€. 
die  verschiedenen  Fragen,  die  sich  da  aufdrängen,  soweit  als  mSgiici^l 
zu  beantworten.  Wir  beabsichtigen  jedoch  nicht,  dies  auszufQhr^  xi 
sondern  begnügen  uns  mit  einigen  Andeutungen,  die  hoffentlich  da.sK^ 
beitragen,  eine  derartige  Durcharbeitung  der  Riemannschen  Gedank^^^ 
anzuregen. 

Wie  schon  früher   erwähnt,  denkt  sich   Riemann   zunächst  9-^^ 
Punkte  des  n-fach  ausgedehnten  Raumes  durch  n  Coordinaten  %y.,^^» 
bestimmt.     Wir   sagten   damals   (s.  S.  394),   dass  Riemann  dies  ^^ 
beweisen  versuche.     Vielleicht  haben   wir  aber  damit  Riemann  Ui^" 
recht  gethan.     Man  kann   es  auch  so  auffassen,  dass  Riemann  df^ 
Bestimmbarkeit   der   Punkte    durch    Coordinaten   als    del&^toers^öfidlie^ 
ansieht.     Herr  v.  Helmholtz  scheint  anzunehmen,  dass  Riemann  die 
betreffende  Voraussetzung  als  Axiom  aufstellt*). 

Um  innerhalb  des  n-fach  ausgedehnten  Raumes  Massbestimmungen 
ausführen  zu  können,  stellt  Riemann  als  nächstliegende  Annahme 
die  auf;  dass  jede  Linie,  also  jede  einfach  ausgedehnte  Mannigfidtig- 
keit  durch  jede  andre  messbar  sei''^).  Zur  wirklichen  Ausf&hrung 
der  Messung  ist  es  dann  nöthig  einen  Ausdruck  für  das  Bogenelement 

•)  8.  Gott.  Nachr.  1868.  S.  198. 
**)  8.  Eiern anns  gas.  Werke,  1.  Aasg.  S.  269  £ 
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zu  besitzen,  also  einen  Ausdruck  für  die  Länge  des  unendlich  kleinen 
XinienstQcks  zwischen  zwei  unendlich  benachbarten  Punkten  x^  und 
xZr  '\-  dXp,  Er  setzt  voraus,  dass  dieses  Bogenelement  eine  homogene  Func- 
tion ersten  Grades  von  dXi  . . .  dXn  ist,  die  ungeändert  bleibt,  sobald 
a.lle  dxv  das  Zeichen  wechseln,  und  die  ausserdem  noch  von  x^ . ,  .  Xn 
stbhängt 

Es  handelt  sich  jetzt  darum,  die  Form  des  Bogenelements  näher 
22U  bestimmen.  Zu  diesem  Zwecke  nimmt  Biemann  ohne  ein  Wort 
der  Begründung  an,  dass  auch  zwei  beliebige  nicht  unendlich  ben ach- 
iDarte  Punkte  des  i2»  einen  ganz  bestimmten  Abstand  von  einander 
liaben,  er  setzt  nämlich  ohne  Weiteres  die  Existenz  einer  Function: 

t^w  (m/1   •  <  •  Xf^  I       Xt     •  •  .  Xfi   ) 

^voraus,  die  för  alle  Punkte  x^  . , ,  x^,  die  von  dem  Punkte  a;,® .  . .  Xn^ 
^^ gleich  weit  abstehen^  denselben  Werth  hat.  Es  ist  nicht  zu  ersehen, 
ob  Biemann  damit  eine  neue  Voraussetzung  hat  machen  wollen,  oder 
ob  er  meint,  dass  aus  der  Existenz  eines  Bogenelementes  von  der 
angegebenen  Beschaffenheit  die  Existenz  einer  solchen  Function  Sl 
^olge.  Das  letztere  ist  jedenfalls  nicht  unmittelbar  klar,  denn  es  ist 
sicher,  dass  aus  der  Existenz  eines  Bogenelements  die  Existenz  einer 
solchen  Function  Sl  nur  dann  folgt,  wenn  durch  das  Bogenelement 
zugleich  zwischen  je  zwei  Punkten  eine  kürzeste  Linie  bestimmt  ist; 
«s  müsste  daher  erst  bewiesen  werden,  dass  die  Existenz  solcher 
kürzesten  Linien  aus  den  vorher  über  das  Bogenelement  gemachten 
Voraussetzungen  folgt. 

Man   kann    sich    direct   überzeugen,   dass    die    Existenz  eines   Bogen- 
elements: 

09  (Xi  .  .  .  Xn'^    dXi  .  .  .  dXn)^ 

das   eine  beliebige  homogene  Function  ersten   Grades  von   dx^  .  .  .  dXn  ist, 
nicht  immer  die  Existenz  einer  Abstandsfunction: 

zweier  endlich  von  einander  entfernter  Punkte  nach  sich  zieht. 

Es  sei  nämlich  F  die  grösste  continuirliche  Gruppe  von  reellen  Punkt- 
transformationen  des  i^,,,  bei  der  das  Bogenelement  mix^dx)  invariant 
bleibt  Dann  können  wir  die  Existenz  dieses  Bogenelements  offenbar  auch 
80  ausdrücken,  dass  wir  sagen:  die  beiden  unendlich  benachbarten  Punkte 
X,  und  Xr  H~~  dxr  haben  F  gegenüber  die  Invariante:  Q)(a;,  dx).  Zugleich 
würde  die  Existenz  einer  Abstandsfunction  Sl{xyy)  darauf  hinauskommen, 
dass  die  beiden  endlich  von  einander  entfernten  Punkte  x^  und  y<^  der 
Grappe  F  gegenüber  die  Invariante  Sl{x^y)  hätten. 

Nun  aber  können  bei  einer  Gruppe  die  beiden  unendlich  benachbarten 
Punkte  X,  und  x^-^-dx^  sehr  gut  eine  Invariante  von  der  Form  (o{x^dx) 
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habeD ,  ohne  dass  die  beiden  Punkte  Xv  und  y^  eine  Invariante  haben.   Di 
zeigt  schon  die  auf  S.  457  erwähnte  Omppe: 

(7,    xq  -|-  **»     ^*Q  +  2rcr,     a^q  +  3aj*r,    p,     xp  —  er 

des    1?3.     Bei    dieser   haben    nämlich    die   beiden    anendlich    liniinrliluiili         i   ,  ^ 
Punkte  a?,  y,  £?  tmd  x  +  d^a;,  t/  +  dfy,  je  +  d;?  die  Invariante:  dy  —  j?ds=. 
während  zwei  eudlich  von  einander  entfernte  Punkte  keine  Invariante  habe: 

Es  ist  freilich  noch  denkbar,  dass  sich  die  Sache  anders  verhält,  wei 
man  mit  Biemann  die  Voraussetzung  hinzufügt,  dass  das  Bogeneleme 
00(0;,  dx)  seinen  Werth  nicht  ändert,  sobald  alle  dx^  das  Zeichen  Wechsel 
In  diesem  Falle  lässt  sich  aus  dem  eben  angeführten  Beispiele  nid 
schliessen,  da  die  Invariante:  de  —  ydx  die  Biemann  sehe  Forderu:^^c:m.g 
nicht  erfüllt.  Wir  wollen  jedoch  die  hiermit  angeregte  Frage  auf  sm^  ^zsli 
beruhen  lassen. 


Wir  fahren  in  dem  Berichte  über  Riemanns  Gedankengang  f< 
Riemann  setzt  also  voraus,  dass  es  eine  Function 

giebt,  die  für  alle  von  x^^ . , .  Xn^  gleich  weit  entfernten  Punkte  d 
selben  Werth  hat.  Wie  es  scheint,  tritt  hier  zum  ersten  Male  <3.^r 
allgemeine  Begriff  einer  Abstandsfünction  im  n-fach  ausgedelm'fc^sn 
Räume  auf. 

Von  der  Function  52  nimmt  Riemann  an^  dass  sie  als  Funcbi^z^o 
von  x^  ,  . ,  Xn  in  der  Umgebung  des  Werthsystems:  Xj^  . . .  Xn^  na^^h 
allen  Seiten  wächst  und  also  für:  Xy  =  xj^  ein  Minimum  hat,  ^r 
nimmt  weiter  an,  dass  ihre  ersten  und  zweiten  Differentialquotien^'^SD 
für  Xy  =  x^^  alle  endlich  sind.  Unter  diesen  Voraussetzungen  nara.« 
das  erste  Differential  von  Ä  für  Xy  =  x^^  verschwinden  und  dl  ä« 
zweite : 

l...n 

darf  nach  der  Substitution:  x^^^x^^  für  kein  Werthsystem:  dXi..^ 
negativ  werden. 

Riemann  beschränkt  sich  auf  die  Betrachtung  des  Falles^  ^^^ 
das  Differential  öPä  für  Xv  =  Xv^  in  eine  bestandig  positive  quad^*' 
tische  Form  von  rfrc,  .  .  .  dxn  übergeht  Das  Quadrat  des  zu  d^^ 
Punkte  rc,"  . .  .  Xn^  gehörigen  Bogenelements  ds  kann  sich  dann  v^ß 
dem  Ausdruck 

1       «.   r- 

dx..dx. 


l...n 

ft  t    L    f     ^ 
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3ur  um  einen  constanten ,  von  x^ .  . .  Xn^  abhängigen  Factor  unter- 
icbeiden  und  das  Bogenelement  in  einem  beliebigen  Punkte  x^  . , .  Xn 
8t  demnach  durch  eine  Gleichung  von  der  Form: 

1 ...» 

5)  ds*  =  ^,  a^y(a:i . .  .  Xn)dx^dXv 

>e8timmt,  wo  die  a^y  reelle  Functionen  sind,  deren  Determinante 
licht  identisch  verschwindet,  und  wo  die  rechte  Seite  fSr  allgemeine 
Berthe  von  x^.,,  Xn  eine  bestandig  positive  Function  von  dx^ . . . dxn  ist. 

Wir  haben  diese  Ableitung  des  Ausdrucks  für  das  Bogenelement 
o  ausführlich  wiedergegeben,  weil  sie  namentlich  durch  die  Einfüh- 
ung  der  Abstandsfunction  von  besonderem  Interesse  ist. 

Der  für  das  Bogenelement  gefundene  Ausdruck  erlaubt  die  Varia- 
ionsrechnung  anzuwenden,  und  es  ergiebt  sich,  dass  zwischen  je  zwei 
'nokten^  die  innerhalb  eines  gewissen  Bereichs  liegen,  eine  und  nur 
ine  kürzeste  Linie  möglich  ist,  die  ganz  diesem  Bereiche  angehört. 
Jeberdies  ist  klar,  dass  durch  jeden  Punkt  x^  . .  ,  x^  nur  eine  kürzeste 
^inie  geht,  die  ein  gegebenes  Linienelement:  dx^\-  *  -  :dXn  durch  den 
^unkt  enthält. 

Riemann  betrachtet  nun  in  einem  beliebigen  Punkte  x^..„Xn 
»in  beliebiges  hindurchgehendes  üf^-element  und  denkt  sich  durch 
edes  der  cx^  Linienelemente  dieses  üf^-elements  die  hindurchgehende 
Kürzeste  Linie  gelegt.  Die  so  entstehende  zweifach  ausgedehnte  Man- 
ligfaltigkeit  ist  durch  das  ausgewählte  Jlfj-element  eindeutig  bestimmt 
Knd  ihr  Oausssches  Krümmungsmaass  hat  in  dem  Punkte  x^,.,Xn 
»inen  ganz  bestimmten  Werth.  Den  Werth  dieses  Gauss  sehen  Erüm- 
nungsmasses,  der  nur  von  der  Form  (5)  des  angenommenen  Bogen- 
^le^lents  abhängt,  bezeichnet  Riemann  als  das  Mass  der  Krümmung, 
l.ie  der  n-fach  ausgedehnte  Raum  mit  dem  Bogenelemente  (5)  in 
lem  Punkte  x^,  ..Xn  in  der  Richtung  des  ausgewählten  Jlf^-elements 
mat.  Er  behauptet  überdies,  dass  umgekehrt  das  Bogenelement  (5) 
»ines  n-fach  ausgedehnten  Raumes  im  Allgemeinen  vollständig  bestimmt 
^»y  sobald  das  Erümmungsmass  in  jedem  Punkte  in  den  Richtungen 
>^on  \n(n  —  1)  Jlf^- dementen  von  allgemeiner  gegenseitiger  Lage 
gegeben  ist. 

unter  den  n-fach  ausgedehnten  Mannigfaltigkeiten,  die  ein  Bogen- 
element von  der  obigen  Form  (5)  haben,  betrachtet  Riemann  insbe- 
ft  ondere  alle  die,  bei  denen  das  Erümmungsmass  allenthalben  constant 
Qt,  bei  denen  es  also  in  allen  Punkten  in  allen  hindurchgehenden 
2lf^- dementen  denselben  Werth  hat.     Er  sagt  über  sie  Folgendes: 

,,Der    gemeinsame    Charakter    dieser    Mannigfaltigkeiten,    deren 
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ErümmuDgsmass  constant  ist,  kann  aach  so  ausgedruckt  werde] 
dass  sich  die  Figuren  in  ihnen  ohne  Dehnung*)  bewegen  lasse: 
Denn  offenbar  würden  die  Figuren  in  ihnen  nicht  beliebig  yerschie' 
bar  und  drehbar  sein  können,  wenn  nicht  in  jedem  Punkte  in  all< 
Richtungen  das  Krümmungsmass  dasselbe  wäre.  Andererseits  alv  -* 
sind  durch  das  Krümmungsmass  die  Massyerhältnisse  der  MannS. 
faltigkeit  vollständig  bestimmt;  es  sind  daher  um  einen  Punkt  n&.^oli 
allen  Richtungen  die  Massverhältnisse  genau  dieselben,  wie  um  ein.  ^^i 
andern,  und  also  von  ihm  aus  dieselben  Constructionen  ausf&hrbar,  ia.:^^^ 
folglich  kann  in  den  Mannigfaltigkeiten  mit  constantem  ErQmmun! 
mass  den  Figuren  jede  beliebige  Lage  gegeben  werden/' 

In   diesen   Worten    ist  ausgesprochen,   dass  die   Forderung, 
Krümmungsmass   solle   überall  constant  sein,   gleichbedeutend  ist 
gewissen  Forderungen   über    die  Beweglichkeit   der   Figuren.     Stellen 
wir  diese  letzteren  Forderungen  an  die  Spitze,   so  können   wir  Ri^. 
manns  Gedankengang  etwas  präciser,   wenn  auch  nicht  yöUig  praca^, 
folgendermassen  wiedergeben: 

Biemann  sucht  unter  den  Mannig fcUHgheUen,  deren 
die  Form  (5)  haty  alle  die  auf,  in  detien  die  Figuren  jede  MiAige 
erhalten  könnenj  das  heisst,  in  denen  sich  die  Figuren  beliMg 
und  drehefi  lassen,  ohne  Dehnung  m  erleiden.    Er  gelangt  eu  dem 
nisse^  dass  die   Mannig faltigkeitetj ,   deren  Krümmungsmass  al 
constant  ist,  die  einzigen  sind,  in  denen  die  Figuren  in  dieser  Wem 
weglidi  sind. 


Was  ist  nun   aber  darunter  zu  verstehen,  dass  die  Figuren  ytS^^^ 
beliebige  Lage  erhalten  können  oder  dass  sie  ohne  Dehnung  beliebig    ^ 
verschiebbar  und  drehbar  sein  sollen? 

Zunächst  wollen  wir  feststellen,  was  es  heisst,  dass  die  Figare^^^ 
überhaupt  ohne  Dehnung  beweglich  sein  sollen. 

Wenn  Riemann  von  einer  Bewegung  der  Figuren  spricht,  ww 
denkt  er  sich  diese  Bewegung  unzweifelhaft  als  continuirlich,  das 
zeigen  namentlich  die  Worte  „verschiebbar''  und  „drehbar'',  die  er 
braucht.  Nun  bringt  aber  jede  continuirliche  Bewegung  continuirliche 
A ender ungen  der  Coordinaten  der  bewegten  Punkte  mit  sich  und 
liefert  daher  eine  continuirliche  Schaar  von  oo^  reellen  Transforma- 
tionen : 

(6)  Xv^=^  fr{x^  .  .  '  Xn\    t)      (»•  =  1  . .  .  n) 


*)  Hier  hätte  Riemann  eigentlich  schon  das  Wort  „beliebig^  hiniufBgea 


müssen 
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der  Mannigfaltigkeit  x^  . .  .  Xn  und  zwar  eine  Schaar,  in  der  die  iden- 
tische Transformation  steckt  (vgl.  S.  440).  Sollen  bei  dieser  Bewegung 
die  Figuren  keine  Dehnung  erleiden,  so  muss  die  Länge  jeder  Linie 
ungeandert  bleiben ,  mit  andern  Worten:  die  oo^  Transformationen 
(6)  mQssen  das  Bogenelement  (5)  invariant  lassen.  Umgekehrt 
leuchtet  ein,  dass  jede  Schaar  (6)  von  oo^  Transformationen,  die  das 
Bogenelement  (5)  invariant  lässt  und  der  die  identische  Transforma- 
tion angehört,  eine  continuirliche  Bewegung  darstellt,  bei  der  die 
Figuren  keine  Dehnung  erleiden.  Demnach  kommt  die  Forderung, 
dass  überhaupt  Bewegung  der  Figuren  ohne  Dehnung  möglich  sei, 
darauf  hinaus,  dass  es  mindestens  eine  continuirliche  Schaar  (6)  von 
oo^  Transformationen  geben  soll,  die  das  Bogenelement  (5)  invariant 
lasst  und  die  identische  Transformation  enthält. 

Nun  bildet  der  Inbegriff  aller  reellen  Transformationen,  bei  denen 
das  Bogenelement  (5)  invariant  bleibt,  sicher  eine  Gruppe  @  und 
diese  Gruppe  @  enthält  stets  eine  gewisse  continuirliche  Untergruppe 
6r,  die  in  keiner  grösseren  continuirlichen  Untergruppe  von  ®  steckt. 
Ist  dann  (6)  irgend  eine  Schaar  von  oo^  reellen  Transformationen, 
die  die  identische  Transformation  enthält  und  die  der  Gruppe  G  an- 
gehört, so  bestimmt  diese  Schaar  augenscheinlich  eine  continuirliche 
Bewegung,  bei  der  keine  Dehnung  der  Figuren  stattfindet.  Ist  umge- 
kehrt (6)  eine  continuirliche  Bewegung,  bei  der  keine  Dehnung  statt- 
findet, so  gehört  die  Schaar  (6)  offenbar  der  Gruppe  G  an.  Hieraus 
folgt,  dass  G  durch  den  Inbegriff  aller  Bewegungen,  bei  denen  die 
Figuren  keine  Dehnung  erleiden,  vollständig  bestimmt  ist;  zugleich  ist 
klar,  dass  die  Transformationen  von  G  den  Inbegriff  aller  der  Lagen 
bestimmen,  die  man  den  Figuren  durch  continuirliche  Bewegungen 
ohne  Dehnung  geben  kann. 

Was  heisst  es  nun  aber,  wenn  Riemann  verlangt,  dass  die 
Figuren  ohne  Dehnung  beliebig  verschiebbar  und  drehbar  seien? 

Offenbar  ist  das  Wort  „beliebig''  viel  zu  unbestimmt,  als  dass 
man  daraus  irgend  welche  Schlüsse  ziehen  könnte.  Man  ist  also  auf 
Vermuthungen  angewiesen. 

Wir  glauben,  dass  Riemann  sich  die  beliebige  Verschiebbarkeit 
der  Figuren  so  gedacht  hat,  dass  bei  den  Bewegungen,  die  eine  Figur 
ausführen  kann,  ohne  Dehnung  zu  erleiden,  ein  beliebig  ausgewählter 
Punkt  der  Figur  in  jeden  andern  Punkt  des  Raumes  übergehen  kann. 
Bei  dieser  Deutung  kommt  die  Forderung  der  beliebigen  Verschiebbar- 
keit  offenbar  darauf  hinaus,  dass  die  oben  definirte  Gruppe  G  tran- 
sitiv sein  soll. 

Andrerseits  kann  Riemann  unter  Drehungen  jedenfalls  nur  solche 
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Bewegungen  verstehen,  die  nach  Festhaltung  eines  beliebigen  Punki^^^ 
noch  möglich  sind.  Die  Forderung  der  beliebigen  Drehbarkeit  d  m^f 
Figuren  verstehen  wir  nun  so,  dass  die  allgemeinste  nach  Fesihaltu^^Qg 
des  Coordinatenanfangs  noch  mögliche  Bewegung  ohne  Dehnung  v-  ^jp 

so    vielen   Parametern   abhängen    soll,   als   es   mit  der  Invariang  e feg 

Ausdrucks : 

l...n 

^,  a^v(0  . . .  0)dXfidXr 

HIß 

verträglich  ist,  dass  also  die  transitive  Gruppe  G  möglichst  viele  Pi^va- 
meter  enthalten  soll. 

Um  uns  über  die  Tragweite  dieser  Forderung  Bechenschaft  zu 
geben,  müssen  wir  untersuchen,  was  für  Bewegungen  ohne  Dehnia.iig 
nach  Festhaltung  eines  reellen  Punktes  von  allgemeiner  Lage  aocb 
möglich  sind. 

Der  Einfachheit  wegen  nehmen  wir  an,  dass  der  Coordinaiiexi- 
anfang  ein  Punkt  von  allgemeiner  Lage  sei,  und  denken  uns  überdies 
das  Bogenelement  durch  eine  reelle  lineare  homogene  Transformat^ion 
der  X  auf  eine  solche  Form  gebracht,  dass  es  für: 

X^  =*=  X2  ='''*='  Xn  ^=^  0 

den  Werth: 

(7)  dx,*  +  rfi,*  H h  dXn^ 

annimmt.  Jede  nach  Festhaltung  des  Coordinatenanfangs  etwa  noch 
mögliche  Bewegung  ohne  Dehnung  wird  dann  durch  eine  Transfor- 
mation von  der  Form: 

n 

(8)  Xk    *=    Xl'^kvXy    -[---»  (*=l...ll) 


dargestellt,  bei  der  das  Bogenelement  (5)  invariant  bleibt;  hier 
darf  die  Determinante  der  aj^^  nicht  verschwinden  und  die  weggel 
senen  Glieder  sind  von  zweiter  und  höherer  Ordnung  in  den  x. 

Unter   den    gemachten  Voraussetzungen  ist  klar,  dass  die  zu  Q 
gehörige  verkürzte  Transformation: 

n 

(9)  Xic  =  ^r  Cik^Xv       (*  =  1 . . .  n) 

1 

den  Differentialausdruck  (7)  invariant  lassen  muss.  Femer  ist  leie 
zu  sehen,  dass  die  Transformation  (8)  vollständig  bestimmt  ist,  a 
bald  man  die  zugehörige  verkürzte  Transformation  (9)  kennt 
verkürzte  Transformation  (9)  giebt  nämlich  an,  wie  die  oo»"*  Lini 
demente    durch    den   Coordinatenanfang    transformirt    werden.     N 


1 


t 


6 
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larch  jedes  Linienelement  dx^ :  •  •  • :  dXn   des  Goordinatenanfangs 
ine   kürzeste   Liuie   und  jeder   Punkt   x^  . , .  Xn   dieser   kürzesten 

ist  vollständig  bestimmt ,  wenn  man  ausser  dem  bewussten 
lelement  noch   seinen  Abstand  r  vom  Coordinatenanfang  kennt. 

man  daher,  dass  bei  der  Transformation  (8),  die  das  Bogen- 
it  (5)  invariant  lässt,  das  Linienelement:  dx^\  -  •  -  idXn  in  das 
lelement:  dx^  :  •  •  :dxn  übergeht,  so  ist  zugleich  auch  die  neue 
iCi'. .  .  Xn  bestimmt,  die  der  Punkt  x^  . .  .Xn  bei  der  Transfor- 
1  (8)  erhält,  a;/  .  . .  x^  i^t  nämlich  offenbar  der  Punkt,  der  auf 
ürzesten  Liuie  durch  das  Linienelement:  dx^ :  •  •  •  :  dXn  in  der 
rnung  r  vom  Goordinatenanfange  liegt. 

Vir  sehen  hieraus,  dass  jede  Bewegung  ohne  Dehnung,  die  nach 
ältung  des  Goordinatenanfangs  noch  möglich  ist,  vollkommen 
imt  ist  durch  die  Art  und  Weise,  in  der  sie  die  cx)*»""^  Linien- 
it«  durch  den  Goordinatenanfang  bewegt.  Verlangen  wir  daher, 
iie  allgemeinste  nach  Festhaltung  des  Goordinatenanfangs  noch 
3he  Bewegung  ohne  Dehnung  von  möglichst  vielen  Parametern 
ge,  so  kommt  das  darauf  hinaus,  zu  verlangen,  dass  bei  der 
«e  G  nach  Festhaltung  des  Goordinatenanfangs  die  Linienelemente 
diesen  Punkt  durch  eine  projective  Gruppe  von  möglichst  grosser 
irzahl  transformirt  werden. 

assen  wir  die  gewonnenen  Ergebnisse  zusammen,  so  können  wir 
Wenn  Biemann  verlangt,  dass  ein  beständig  positives  Bogen- 
t  von  der  Form  (5)  existire  und  dass  die  Figuren  des  Baumes 
Xn  ohne  Dehnung  beliebig  verschiebbar  und  drehbar  seien,  so  ver- 
er  damit  genau  dasselbe,  als  wenn  man  fordert,  dass  das  Bogen- 
t  (5)  bei  einer  continuirlichen  Gruppe  G  invariant  bleibe,  die 
?  transitiv  ist  und  die  zweitens  die  oo"-^  reellen  Linienelemente 
jeden  festgehaltenen  reellen  Punkt  von  allgemeiner  Lage  in  mög- 
allgemeiner  Weise  transformirt  (vgl.  S.  355  f.). 
'erbinden  wir  nun  die  Entwicklungen    auf  S.  353  f.   mit  denen 

385  ff.,  so  erkennen  wir  sofort ,  dass  jede  reelle  Gruppe  G  von 
er  verlangten  Beschaffenheit  durch  eine  reelle  Punkttransforma- 
iberführbar  ist  entweder  in  die  Gruppe  der  Euklidischen  Be- 
igen des  Bn  oder  in  eine  der  beiden  Gruppen  von  Nichteuklidischen 
;ungen.  Die  Forderungen,  die  Riemann  an  die  Beweglichkeit 
iguren  stellt,  reichen  demnach  zusammen  mit  der  Forderung 
Bogenelements  hin,  um  diese  drei  Gruppen  von  Bewegungen  zu 
cterisiren. 

Vir  schalten  zunächst  noch  ein  paar  Bemerkungen  ein   über  die 
g,  die  Riemann  selbst  von  seinem  Probleme  giebt. 
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Riemaun  sagt:  y,OjSenbar  würdeu  die  Figaren  nicht  beliebi 
verschiebbar  und  drehbar  sein  können,  wenn  nicht  in  jedem  Pui 
in  allen  Richtungen  das  Krümmungsmass  dasselbe  wäre/'  Aus  d* 
Constanz  des  Krümmungsmasses  schliesst  er  nun,  dass  die  Massvi 
hältnisse  um  jeden  Punkt  nach  allen  Richtungen  genau  dieselben  si: 
wie  um  jeden  andern  und  daraus  wieder  ergiebt  sich,  dass  die  Figur^^B 
ohne  Dehnung  beliebig  verschiebbar  und  drehbar  sind  in  der  ol^^ 
beschriebenen  Weise. 

Nun  ist  die  Forderung,  dass  das  Krümmungsmass  in  allen  Punkt}ejv 
in  allen  Richtungen  der  hindurchgehenden   M^-elemente   constant  se^ 
offenbar  nothwendig,  wenn  die  Gruppe  G  transitiv  sein  und  wenn  si^^ 
ausserdem  so  beschaffen  sein  soll,  dass  nach  Festhaltung  eines  reellei^^ 
Punktes    von   allgemeiner  Lage   noch  jedes   reelle  M^-element  durch   ^ 
den  Punkt  in  jedes  andre  übergehen  kann.    Ist  umgekehrt  die  Gruppe 
G   so    beschaffen,   dass   nach   Festhaltuug   eines    reellen  Punktes   von 
allgemeiner  Lage  noch  jedes   reelle   Jfg- dement  in  jedes  andre  über- 
gehen kann,   so  folgt  leicht,  dass   die  Gruppe   transitiv   ist   und   dass 
das  Krümmungsmass  in  allen  Punkten  in  allen  hindurchgehenden  M^: 
dementen  denselben  Werth  hat.    Hieraus  aber  folgt  nach  Riemann, 
dass   die  Figuren  beliebig   ohne    Dehnung   verschiebbar   und    drehbar 
sind  und  das  wieder  kommt  darauf  hinaus,  dass  bei  G  nach  Festhal- 
tung   eines  reellen  Punktes   von  allgemeiner  Lage  die  Linienelemente 
durch  den  Punkt  in  möglichst  allgemeiner  Weise  transformirt  werden. 

Aus  den  Riemann  sehen  Entwicklungen  folgt  demnach  der  Satz: 

Ist  G  die  grösste  reelle  continuirliche  Gruppe,  die  einen  beständig  posüi" 
ven  DifferenticUausdruck  von  der  Farm  (5)  invariant  lässt,  und  ist  diese 
Gruppe  so  beschaffen,  dass  bei  Festhaltung  eines  reellen  Punktes  von 
allgemeiner  Lage  jedes  reelle  M^-element  durch  den  Punkt  in  jedes  aftdre 
übergehen  kann,  so  transformirt  sie  die  oo*—^  Linienelemente  durch  diesen 
Punkt  in  möglichst  allgemeiner  Weise. 

Riemann  setzt  voraus,  dass  das  Quadrat  des  Bogendements  ein 
beständig  positiver  Differentialausdruck  zweiten  Grades  ist  und  fügt 
die  Forderung  hinzu,  dass  die  Figuren,  ohne  Dehnung  zu  erleiden, 
beliebig  verschiebbar  und  drehbar  seien.  Diese  letztere  Forderung 
ist,  wenn  man  sie  so  deutet,  wie  wir  gethan  haben,  gleichbedeutend 
mit  der,  dass  der  bewusste  Differentialausdruck  eine  continuirliche 
reelle  Gruppe  G  gestatte,  die  transitiv  ist  und  die  reellen  Linien- 
elemente durch  jeden  festgehaltenen  reellen  Punkt  von  allgemeiner 
Lage  in  möglichst  allgemeiner  Weise  transformirt 

Es  ist  klar,  dass  die  reelle  Gruppe  G  unter  diesen  Voraussetsungen 
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tt  jedem  reellen  Punkte  von  aligemeiner  Lage  freie  Beweglichkeit  im 
ofinitesimalen  besitzt  Andrerseits  haben  wir  in  §97  —  99  bewiesen, 
as8  jede  reelle  Gruppe  @  des  Rn  (n  >  2),  die  in  einem  reellen  Punkte 
Du  allgemeiner  Lage  freie  Beweglichkeit  im  Infinitesimalen  besitzt, 
arch  eine  reelle  Punkttran vsformation  entweder  in  .die  Gruppe  der 
uklidischen  oder  in  eine  der  beiden  Gruppen  von  Nichteuklidischen 
ewegungen  überführbar  ist.  Demnach  genügen  die  beiden  Riemann- 
ihen  Forderungen:  Existenz  eines  quadratischen  beständig  positiven 
ogenelements  und  beliebige  Verschiebbarkeit  und  Drehbarkeit  der 
iguren  zur  Charakterisirung  der  Euklidischen  und  der  Nichteuklidi- 
^hen  Bewegungen,  vorausgesetzt  dass  man  die  beliebige  Verschieb- 
arkeit  und  Drehbarkeit  so  deutet,  wie  es  oben  geschehen  ist.  Wir 
eben  aber  zugleich,  dass  die  Forderung  der  freien  Beweglichkeit  im 
nfinitesimalen  zusammen  mit  der  Forderung,  dass  die  Bewegungen  eine 
wruppe  bilden  sollen,  diese  beiden  anscheinend  weitergetienden  Riemann- 
tAen  Forderungen  vollständig  ersetzt. 

Wir  werden  jetzt  noch  zeigen,  dass  man  aus  der  Forderung  der 
'eien  Beweglichkeit  im  Infinitesimalen  direct  die  Existenz  eines  beständig 
>6itiven  quadratischen  Bogenelements  schliessen  kann,  ohne  sich  auf  die 
Qtv^icklungen  der  §§  97  —  99  zu  stützen. 

Zunächst  kann  man  in  wesentlich  einfacherer  Weise  als  damals  zeigen, 
SS  jede  reelle  prqjcctive  Gruppe,  die  in  allen  reellen  Punkten  des  Raumes 
i^  Beweglichkeit  im  Infinitesimalen  besitzt,  mit  der  reellen  projectiven 
ix^pe  einer  imaginären  Fläche  zweiten  Grades  zusammenfällt,  deren  Glei- 
U:fe.g  reell  ist. 

Für  die  Ebene  beweisen  wir  das  wie  in  §  97.  Um  es  allgemein  zu 
vv-^isen,  nehmen  wir  an,  dass  es  im  Baume  von  n  —  1  >  2  Dimensionen 
diesen  ist,  und  beweisen  sodann,  dass  der  Satz  auch  im  Baume  von  n 
'^[i^^nsionen  gültig  ist. 

Ist  nämlich  der  Satz  für  den  Baum  von  n  —  1  Dimensionen  bewiesen, 

^xgiebt  sich  sofort,  dass  jede  reelle  projective  Gruppe  y  des  i2„,  die  in 

^      Umgebung  eines  Punktes  von  allgemeiner  Lage  freie  Beweglichkeit  im 

Ui.it6simalen  besitzt,   ^n(n'^-  l)   Parameter   hat   und   durch   eine   reelle 

>j«otive  Transformation  auf  die  Form: 

L...n  l...n 

jk  t 

1...» 


XfiPv  —  OCrPf,  +^    Y^ttXtü 


t 


(/«,  r  =  1  .  .  .  n;|  y^  y^ -f  y^^^  =»  0) 

*-^^acht  werden  kann.  Hieraus  aber  folgt  durch  Bechnungen,  die  sich 
^  denen  auf  S.  290  ff.  fast  gar  nicht  unterscheiden,  dass  y  durch  eine 
^■«Ae  projective  Transformation  die  Form: 
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Pfi  +  cx^i  U^   x^pt  —  ^vPfi     (iu,  y  =  i . . .«) 

erhalten  kann.     Soll  nun  y  insbesondere  in  allen  reellen  Punkten  des  ^^^-—  ^j^ 
mes  freie  Beweglichkeit  im  Infinitesimalen  besitzen,  so  mnss  c  positiv  s^^  ^jj. 
folglich  besteht  y  in  diesem  Falle  bei  geeigneter  Wahl  der  Veränderlic'^I.^hej 
ans  allen  reellen  projectiven  Transformationen,  die  die  Mannigfaltigkeil 


^1*  H +  iT,«  +  1  =  0 

invariant  lassen. 

Hiermit  ist  direct  bewiesen,  dass  nnser  Satz  ftlr  den  R^  gilt,  ^^^■renn 
er  für  den  Rn—i  gilt,  and  da  er  in  der  Ebene  richtig  ist,  so  ist  er  a  Uge- 
mein  bewiesen. 

Betrachten    wir   jetzt  eine  beliebige   Grappe   G  des   J?«,    die  in         der 
Ibngebung  eines  reellen  Punktes  von  allgemeiner  Lage   freie  Beweglic^fckeit 
im  Infinitesimalen  besitzt.     Dann  ergiebt  sich  in  derselben  Weise  wi^m    anf 
S.  482  ff.,  dass  G  transitiv  und  ^n(n  ••\-  l)-gliedrig  ist  und  dass  es  dH^nrch 
eine  reelle  Transformation  auf  die  Form: 

gebracht  werden  kann. 

Hiei*aus  folgt,  dass  bei  Festhaltung  des  Coordinatenanfangs  die    JDiSe- 
rentiale  dx^  .  .  .  dXn  so  transformirt  werden,  dass  der  Differentialausd^nzci:: 

(10)  dx^^  H h  dXn^ 


invariant  bleibt.  Da  nun  der  Coordinatenanfang  ein  Punkt  von  allgemeiner 
Lage  ist  und  da  unsre  Gruppe  transitiv  ist,  so  erhalten  wir  überhaupt  zu 
jedem  Punkte  von  allgemeiner  Lage  einen  derartigen  Differentialansdrack 
zugeordnet  und  zwar  finden  wir  den  zu  dem  Punkte  x^^ . . .  xj^  gehörige 
Differentialausdruck,  wenn  wir  auf  den  Ausdruck  (10)  irgend  eine  Trax^~ 
formation 

^r  =  /i (^  .  .  .  a?« )      (y^i.-.n) 

ausführen,   die   den  Coordinatenanfang  in  den  Punkt  x^  ,  ,  ,  Xn    ttberflft^vl 
und   wenn  wir  nachher  in   den  Coefficienten   des  so   erhaltenen  Ansdra^^ 
die  Substitution:  Xr  =  Xy^  machen. 

Die  Differeutialausdrücke ,  die  auf  diese  Weise  den  Punkten  des  - 
mes    zugeordnet    sind,    werden    bei    den    Transformationen    unsrer    G^P^^-ua 
genau  so  unter  einander  vertauscht  wie  die  Punkte  selbst  und  daraus  ^^^^^^ax 
wiederum,  dass  unsre  Gruppe  einen  gewissen  Differentialausdruck  voa  ^^^^^ 
Form: 

X,   cekp(Xi  .  .  .  Xn)dXkdXr 

kr 

invariant  lässt,  der  im  Coordinatenanfang  die  Form  (lO)  annimmt  to^^ 
daher  fLLr  reelle  Punkte  x^  .  .  .  x^  von  allgemeiner  Lage  in  eine  best&ndi  ^ 
positive  quadratische  Form  von  dx^  .  .  .  dXn  übergeht. 

üiermit  ist  ohne  Benutzung  des  Theorems  42,  S.  481  bewiesen,  dasr^ 
jede  reelle  Gruppe,  die  in  einem  reellen  Punkte  von  allgemeiner  Lag^ 
freie  Beweglichkeit   im    Infinitesimalen  besitzt,    einen    bestSÄdig    positiveiz 
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>ifferentialausdruck  zweiten  Grades  inyariant  lässt,  es  ist  also  gezeigt, 
ass  man  mit  Hülfe  des  Axioms  der  freien  Beweglichkeit  im  Infinitesima- 
m  das  Biemannsche  Axiom  über  das  Bogenelement  ableiten  kann,  ohne 
ie  Gruppen,  die  freie  Beweglichkeit  im  Infinitesimalen  besitzen,  selbst  auf- 
istellen  *). 

Wir  wollen  schliesslich  noch  mit  ein  paar  Worten  auf  eine  Stelle  der 
<ie  mann  sehen  Probevorlesung  eingehen,  die  uns  in  der  vorliegenden  Fassung 
nverständlich  erscheint.  Wir  meinen  die  Stelle  auf  S.  265  seiner  gesam- 
leiten  Werke  (1.  Ausg.),  wo  Biemann  seine  Untersuchungen  über  die 
Bestimmung  der  Massverhältnisse  einer  n-fach  ausgedehnten  Grösse  auf 
dn   Raum  anwendet. 

Das  „ erstens '*  in  den  Worten:  „Sie  lassen  sich  erstens  u.  s.  w.'^  ist  es 
cmäclist,  was  Schwierigkeiten  macht.  Dieses  „erstens"  weist  auf  ein  nachfol- 
endes  „zweitens"  hin,  das  auch  kommt,  es  kommt  in  den  Worten:  „Setzt 
lan  aber  zweitens  u.  s.  w."  «Aber  dieses  „zweitens"  entspricht  dem  „erstens" 
ar  nicht.  Während  nämlich  unter  „erstens"  die  Bedingungen  angegeben 
'erden,  die  zur  Bestimmung  der  Massverhältnisse  des  (Euklidischen)  Rau- 
les  hinreichend  und  nothwendig  sind,  wenn  gewisse  Voraussetzungen 
emacht  werden,  giebt  Riemann  unter  „zweitens"  nicht,  wie  man  eigent- 
cb  erwarten  sollte,  eine  andere  Fassung  dieser  Bedingungen,  sondern  er 
Ihrt  ganz  neue  Voraussetzungen  ein.  Die  Worte:  „Setzt  man  aber  zwei- 
Bns  u.  s.  w."  entsprechen  also  nicht  dem  „erstens",  sondern  den  Worten: 
wenn  Unabhängigkeit  der  Linien  vom  Ort  .  .  .  vorausgesetzt  wird".  Man 
ieht  hieraus,  dass  das  „erstens"  mit  dem  „zweitens"  gar  nichts  zu  thun 
at,  dass  es  im  Grunde  ganz  überflüssig  ist.  In  der  That  wird  die  ganze 
teile  ziemlich  klar**),  wenn  man  das  erstens  weglässt,'  zwischen  den 
Vorten  „vorausgesetzt  wird"  und  „Sie  lassen  sich  so  ausdrücken  u.  s.  w." 
einen  Absatz  macht,  und  endlich,  wie  oben  angedeutet^  das  Wort  „Eukli- 
isch"  hinzufdgt. 

Nach  einer  Mittheilung,  die  wir  der  Güte  des  Herrn  H.  Weber,  des 
[eransgebers  der  Riemann  sehen  Werke  verdanken,  unterliegt  es  keinem 
iweifel,  dass  Riemann  wirklich  das  „erstens"  geschrieben  hat;  die  Mög- 
ichkeit  einer  andern  Lesart  ist  also  ausgeschlossen.  Es  wird  in  Folge 
lessen  wohl  nichts  andres  übrig  bleiben,  als  anzunehmen,  dass  hier  jeden- 
Mb  ein  stilistisches  Versehen  Riemanns  vorliegt. 


*^  Lie  hat   hierauf  bereits   1890  in    den  Leipziger  Berichten   hingewiesen 
I.  das.  S.  292  Anm.). 

**)  Allerdings  bliebe  immer  noch  feBtsnetellen,  was  die  Worte  „Endlich  könnte 
aan  drittens  u.  s.  w."  bedeuten,  das  ist  uns  aber  nickt  gelungen.  Uebrigens 
inden  sich  auch  sonst  noch  in  der  Riemann  sehen  Vorlesung  Stellen,  die  uns 
[lindestens  unverständlich  erscheinen. 


Ij  1  e ,  Theorie  tier  Transformationsgmppen.    HL  82 
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Kapitel   23. 
Zweite  IiÖBnng  des  Biemann-HelmholtzBohen  Froblema. 

Wir  erinnet-n  zuvörderst   an  die    in   der  fiinleitang   des   vori^ag'^ 
Kapitels   gemachten  Bemerkungen  (s.  S.  471  f.).     Den  dort  eingenof:^ 
menen  Standpunkt  bebalten  wir  auch  hier  bei,  wir  fragen  also  wiecj^ff 
nach  solchen  Eigenschaften,  die  der  Gruppe  der  Enklidiscben  and  de-"^ 
beideu   Gruppen   von   Nichteuklidischen  Bewegungen  gemeinsam   sio^^' 
und  durch  die  diese  drei  Gruppen  unter  allen  continuirlichen  GruppeiC^ 
mit  paarweise  inversen  Transformationen  ausgezeichnet  sind.    Während  ^^ 
aber   die   im    vorigen  Kapitel    betrachteten   charakteristischen  Eigen- 
schaften eich  blos  auf  unendlich  benachbarte  Punkte  beziehen,  wollen 
wir  jetst  nur  solche  Eigenschaften  benutzen,  die  das  gegenseitige  Ver- 
halten endlich  von  einander  entfernter  Pnnkte  betrefTen. 

Bei  Riemann  wird  die  Unterscheidung  zwischen  Axiomen,  die 
sich  auf  unendlich  benachbarte,  und  solchen,  die  sich  auf  endlich  Ton 
einander  entfernte  Punkte  beziehen,  noch  nicht  gemacht.  Die  von 
Riemann  benutzten  Axiome,  die  bei  ihm  freilich  nicht  ausdrücklich 
oder  doch  jedenfalls  nicht  scharf  und  deutlich  formulirt  sind,  beziehen 
sich  theils  auf  die  eine,  tbeils  auf  die  andre  Art  von  Punkten.  Rie- 
manns  Forderung  über  die  Existenz  eines  Bogenelements  bezieht 
sich  auf  anendlich  benachbarte  Punkte.  Aus  der  Existenz  eines  Bogen- 
elements folgt  nun  aber,  wie  wir  schon  auf  S.  487  f.  hervorhoben,  die 
Existenz  einer  Äbstandsfunction  zweier  endlich  von  einander  entfernter 
Punkte  noch  nicht,  so  lange  man  nichts  genaures  über  die  Beschaffen- 
heit des  Bogeuelementes  weiss.  Trotzdem  setzt  Riemann  ohne  nähere 
Begründung  auch  die  ßsisteuz  einer  solchen  Äbstandsfunction  Torani 
und  das  ist  eine  Annahme,  die  sich  auf  endlich  von  einander  entfernte 
Punkte  bezieht  Endlich  beziehen  sich  Riemanns  allerdings  sehr 
unbestimmt  ausgedrückte  Forderungen  über  die  Beweglichkeit  dar 
Figuren  ohne  Dehnung  offenbar  auch  auf  endlich  von  einander  ent- 
fernte Punkte,  sie  lassen  sich  aber  wegen  der  besondem  BeBchafEm- 
heit  des  Bogeuelements,  das  Riemann  aus  der  von  ihm  aogenoDime- 
nen  Äbstandsfunction  ableitet,  sofort  auf  unendlich  benachbarte  PouMe 
anwenden  (vgl.  S.  490  ff.). 

Die  Axiome  des  Herrn  v.  Helmholtz  beziehen  sich  in  der  Vtm- 
sung,  die  er  ihnen  am  Anfang  seiner  Arbeit  gegeben  ha^  auf  «aidlialt 
von  einander  entfernte  Punkte;  er  wendet  sie  aber  nicht  blos  auf  solche 
Punkte  an,  sondern  auch  auf  unendlich  benachbarte,  ein  Verfahren, 
dessen  Unzulässigkeit  wir  in  Kapitel  31  zur  Geuflge  dargethan  haben. 
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Der  Wesensunterschied  zwischen  beiden  Arten  von  Axiomen^  zwischen 
auf  endlich  entfernte  Punkte  und  den  auf  unendlich  benachbarte 
kte  bezüglichen,  kommt  in  unsrer  Darstellung  zum  ersten  Male 
lieh  zum  Ausdruck.  Riemann  macht  allerdings  Andeutungen^ 
auf  die  Vermuthung  führen  können,  dass  er  ähnliche  Gedanken 
ibt  hat,  aber  seine  Ausdrücke*)  sind  viel  zu  allgemein  gehalten, 
dass  man  entscheiden  konnte,  was  er  gemeint  hat. 

Unsre  sogenannte  erste  Lösung  des  Riemann-Helmholtzschen 
>lems  bezieht  sich  nur  auf  unendlich  benachbarte  Punkte,  genauer 
;edrückt:  sie  erledigt  die  Aufgabe,  alle  Gruppen  zu  bestimAien, 
durch  gewisse  Eigenschaften  im  Infinitesimalen  definirt  sind.  Aller- 
;s  muss  zugestanden  werden,  dass  die  Forderung,  die  Bewegungen 
m  eine  Gruppe  bilden,  sich  auf  endlich  von  einander  entfernte 
kte  bezieht,  aber  eine  derartige  Forderung  lässt  sich  überhaupt 
t  vermeiden,  da  es  sich  bei  der  Betrachtung  der  Bewegungen 
iwendig  um  endliche  Ortsveränderungen  handelt. 

Unsre  etoeite  Lösung  behandelt  ein  Problem,  das  sich  nur  auf 
ich  von  einander  entfernte  Punkte  bezieht;  der  BegrijBT  der  unend- 

benachbarten  Punkte  spielt  nur  insofern  ein,  als  wir  verlangen, 
i  getrennte  Punkte  auch  getrennt  bleiben,  dass   also  zwei  endlich 

einander  entfernte  Punkte  bei  allen  Bewegungen  endlich  von  ein- 
3r  entfernt  bleiben  und  niemals  in  unendlich  benachbarte  Punkte 
rgehen**). 

Legt  man  bei  dem  Riemann -Hei  mholtzschen  Probleme  Axiome 
Sfrunde,  die  sich  auf  endlich  von  einander  entfernte  Punkte  beziehen, 
st  die  Lösung  ungleich  schwieriger,  als  wenn  man  Axiome  über 
adlich  benachbarte  Punkte  benutzt.  Aus  diesem  Grunde  ist  unsre 
)  Lösung  (s.  Kap.  22)  auch  für  den  Raum  von  n  Dimensionen  end- 
ig abgeschlossen,  unsre  zweite  Lösung  dagegen^  die  in  dem  gegen- 
tigen  Kapitel  auseinandergesetzt  wird,  erledigt  blos  den,  freilich  wich- 
en Fall  des  Raumes  von  drei  Dimensionen  wenigstens  in  gewissem 
le  endgültig.  Für  den  Raum  von  n  Dimensionen  zeigen  wir  nur, 
I  es  ausreichend  ist,  gewisse  Axiome  aufzustellen,  die  sich  auf 
idi  von  einander  entfernte  Punkte  beziehen  und  die  jedenfalls  weniger 
angen  als  die  Helmholtz sehen;  wir  behaupten  jedoch  nicht,  dass 


*)  S.  seine  ges.  Werke,  1.  Ausg.,  S.  267. 

**)  Denselben  Charakter  trägt  die  Lösang  des  Kiemann- Helmholtz  sehen 
»lerns,  die  wir  in  Kapitel  21  auf  Grund  der  Helmholtz  sehen  Axiome  gege- 
haben. 

32* 
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diese  Axiome  für  n  >  3  keine  überflüssigfti  Elemente  enthalien;   ^^ir 
erachten  es  sogar  für  wahrscheinlich,  dass  sie  welche  enthalten. 

In  §  101  entwickeln  wir  zunächst  einen  allgemeinen  Satz  über 
Gruppen ;  bei  denen  zwei  Punkte  eine  Invariante  haben.  In  §  102 
behandeln  wir  sodann  den  Raum  von  drei  Dimensionen,  wobei  uns  der 
in  §  101  bewiesene  Satz  von  einigem  Nutzen  sein  wird.  In  §  103 
endlich  erledigen  wir  den  Fall  eines  Raumes  von  vier  Dimensionen 
und  deuten  schliesslich  noch  an,  wie  man  in  Räumen  von  mehr  als 
vier  Dimensionen  zum  Ziele  kommt. 

§  101. 

Bei  der  Besprechung  der  Helmholtzschen  Arbeit  erwähnten  ^w  ir 
schon,  dass  man  äusserst  vorsichtig  sein  muss,  wenn  man  daraus,  w^^^ 
sich  endlich  von  einander  entfernte  Punkte  bei  einer  Gruppe  verli^"J- 
ten,  auf  das  Verhalten  unendlich  benachbarter  Punkte  schliessen  wi^- 
Damit  ist  jedoch  nicht  gesagt,   dass  man  aus  dem   Verhalten  jei 
Punkte  überhaupt  nicht  auf  das  Verhalten  dieser  schKessen  könne, 
gilt  nämlich  jedenfalls  das 

Theorem  44.     Haben  bei  einer  continuirlichen,  von  infit^i- 

tesimalen  Transformationen  erzeugten  Gruppe  des  n-fach  a%^-S' 

gedehnten  Raumes  zwei  endlich  von  einander  entfernte  PunM^t^ 

x^  . . .  Xn    und   t/i  . . .  j/ft    eine    Invari'ante^    so    haben   auch  $m^  ^^ 

unendlich    benachbarte   Punkte    Xv    und  Xy -{- dxr    der    Gruf^JP^ 

gegenüber   mindestens   eine   Invariante   oder   schärfer  attS; 

drückt:  die  Gruppe  lässt  mindestens  einen  Ausdruck  von 

Form: 

u  \X\  •  •  •  x%%   aX\  ...  a Xf^ j 
invariant. 

Der  Einfachheit  wegen  beweisen  wir.  dieses  Theorem  zunächst 

endliche  continuirliche  Gruppen. 

Es  sei: 

n 
X,f  =^y  l^kv(x,  '"Xn)^ 


(*  =  1  . .  .  r) 

1 


eine  beliebige  r-gliedrige  Gruppe  und  es  möge: 

n 

gesetzt  werden.     Sollen  dann  die  beiden  Punkte  x^  und  y,  eine 
Variante  Sl{x,y)  haben,  so  ist  nothwendig  und  hinreichend,  dasfr- 
r  Gleichungen: 
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Xkf^    Y,f=0       (A  =  l...r) 

den  2n  Veränderlicheu  Xy  und  y^  eine  Losung  gemein  haben  oder, 
8  auf  dasselbe  hinauskommt,  dass  alle  2n-reihigen  Determinanten 
*  Matrix: 

S*i  W  . . .  6*«  (oc)    Ih  (y)  . . .  5*«  (y) 

(*  =  1,   2  .  . .  r) 

nUsch  verschwinden. 

Ist  nun  diese  Bedingung  erfüllt   und  setzen  wir:   y^  =  Xv  -{-  dXy, 
ergiebt  sich  sofort,  dass  auch  alle  2n- reihigen  Determinanten  der 
itrix : 


') 


1*1  (x)  ..,  |*„  (x)     d^ki  (x)  . ..  d^n  (x) 

(*  =  1  .  .  .  r) 


entisch  verschwinden,  demnach  ist  die  aus  X^f . . .  Xrf  durch  Erwei- 
sung (vgl.  Abschn.  I,  S.  524  flF.)  entstehende  Gruppe: 


n 


I       « 


x*/-+2i2? 


(*  =  1  .  .  .  r) 


den  2n  Veränderlichen  ^v,  a:r  sicher  intransitiv  und  lasst  minde- 
is  eine  Function:  (»(a;^  .  .  .  a;„,  x^ . . .  Xn)  invariant.  Es  ist  überdies 
bt  zu  sehen,  dass  man  diese  Function  cd  immer  so  wählen  kann, 
i  sie  nicht  von  allen  x  frei  ist.  Haben  nämlich  die  r  Gleichungen 
keine  von  ^i  . . .  j^n  freie  gemeinsame  Losung,  so  haben  offenbar 
^     die  Gleichungen: 


H,Ax) 


x.r+2-5^i-'- 


df 


dx 


7  =  0       (*  =  l...r) 


6  von  x^ , . .  Xn  freie  Lösung  gemein.  Haben  andrerseits  die  Glei- 
^gen  (1)  die  von  allen  y  freie  Lösung:  Sl{Xy,,,  Xn)  gemein,  so 
^H  sie  auch  die  von  allen  x  freie  Lösung:  iV^i  •  •  •  yn)  und  es  ist 
^    augenscheinlich  der  Ausdruck: 


n 


2 


dSljx^  ,  .  .xj 
dx^ 


X, 


nicht  von  allen  x'  freie  gemeinsame  Lösung  der  Gleichungen  (3). 

Hieraus  folgt,  dass  die  beiden  unendlich  benachbarten  Punkte  x^ 

Ar  +  dXr  der  Gruppe  X^f.,.  Xrf  gegenüber  stets  eine  Invariante 

^n,   sobald   die  beiden   Punkte  Xy  und  y,   eine  haben,  und  es   ist 

it  die  Richtigkeit  unsers  Theorems  44  für  alle  endlichen  continuir- 

^xi  Gruppen  bewiesen. 
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Bisher  haben  wir  uns  beim  Beweise  des  Theorems  44  auf  exi.^. 
liehe  continuirliche  Gruppen  beschränkt,  es  ist  aber  nicht  schwer     ^^ 
sehen,  dass  unser  Beweis  überhaupt  auf  alle   endlichen  oder  unexx.^- 
liehen  continuirlichen  Gruppen  anwendbar  ist,  die  von  infimte8ima.lon 
Transformationen  erzeugt  sind. 

Ist  nämlich  Xf  die  allgemeine  infinitesimale  Transformation  exxi^er 
Gruppe  und  hat  Yf  dieselbe  Bedeutung  wie  oben,  so  )iaben  die  bei  <S  «n 
Punkte  Xt  und  y^  dieser  Gruppe*  gegenüber  dann  und  nur  dann  e  ^  ne 
Invariante,  wenn  in  dem  Inbegriff  aller  Gleichungen: 

Xf+¥f=^0 

nicht  mehr  als  2n  —  1  von  einander  unabhängige  Gleichungen  ^  j^it- 
halten  sind.  Ist  aber  diese  Bedingung  erfüllt,  so  sind  auch  in  d  ^^^ 
Inbegriff  aller  Gleichungen: 


dx; 


höchstens  2n  —  1   von  einander    unabhängige  Gleichungen  enthalte 
und   die  beiden  Punkte  Xp  und   x^  -f  ^^*  haben  infolgedessen  sich» 
eine  Invariante. 

Damit  ist  unser  Theorem  allgemein  bewiesen. 


lex 


i 


Weiss  man  schon,  dass  die  beiden  endlich  von  einander  entfemte^*^    , 
Punkte  Xp  und  y»  bei  einer  gegebenen  continuirlichen  Gruppe  die  Ic^  ^^ 


Variante  Sl  (x,  y)  haben,  so  erhebt  sich  die  Frage,   ob  man  nicht  a\]C^ 
Sl  eine  Invariante  der  beiden  unendlich  benachbarten  Punkte  x^ 
Xr  +  dXr  ableiten  kann;  denn  dass  diese  beiden  Punkte  eine  Invariant^  ^*^ 
haben,  folgt  aus  Theorem  44.     Wir  wollen  uns  auf  die  Beantwortung   ^i 
dieser  Frage  nicht  weiter  einlassen  und  nur  erwähnen,   dass  man  di-^^^ 
gesuchte    Invariante   der   Punkte    x^  und   Xv  +  dx^   stets   dann    ohn 
Weiteres   angeben  kann,    wenn  der  Ausdruck  Sl{x,  x -{- dx^   in  ein^ 
gewöhnliche  Potenzreihe  von  dx^  . . .  dXn  entwickelbar  ist;  man  erhält 
nämlich  dann  die  gewünschte  Invariante,  wenn  man  die  ganze  homo- 
gene Function  niedrigsten  Grades  von  dx^  . .  .  dXn  aufsucht,  die  in  der 
Entwicklung  von  ß  (a;,  x  -\-  dx)   nach  Potenzen   von  dx^  . .  .  dx^  ent- 
halten ist.     Wenn  dagegen  Sl(x,  x  -{-  dx)  nicht  in  eine  gewohnliche 
Potenzreihe  von  dx^ .  . .  dXn  entwickelbar  ist,  so  kann  die  Invariante  von 
Xy  und  Xy  -j~  dxy  uicht  unmittelbar  aus  dem  Ausdrucke  Sl(x,  x  -|-  dx) 
abgeleitet  werden. 

Es  ist  wünschenswerth   ein   einfaches  Kriterium   zu  besitzen,    an 
dem  man  erkennen  kann,  ob  zwei  unendlich  benachbarte  Punkte  einer 
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Gruppe  gegenüber  eine  Invariante  haben  oder  nicht.  Hat  man  sich 
nämlich  überzeugt^  dass  sie  keine  Invariante  haben^  so  ist  auf  Grund 
von  Theorem  44  unmittelbar  klar,  dass  auch  zwei  endlich  von  einander 
entfernte  Punkte  keine  Invariante  haben.  Wir  werden  deshalb  zeigen, 
wie  man  zu  einem  derartigen  Kriterium  gelangt. 

Wir  betrachten  irgend  eine  endliche  oder  unendliche  continuir- 
liehe  Gruppe  G,  die  von  infinitesimalen  Transformationen  erzeugt  isi 
Unter  den  infinitesimalen  Transformationen  von  G,  die  einen  Punkt 
r/ .  . .  xj^  von  allgemeiner  Lage  invariant  lassen,  giebt  es  eine  gewisse 
Zahl^  etwa  gerade  m  ^  n^  von  einander  unabhängige: 

1...H 

iie  in  den  x^t  —  Xf/^  von  der  ersten  Ordnung  sind  und  aus  denen  sich 
keine  Transformation  yon  zweiter  oder  höherer  Ordnung  in  den  Xf^  —  Xf/^ 
linear  ableiten  lässt.  Die  infinitesimalen  Transformationen  (4)  sind 
lann  offenbar  so  beschaffen,  dass  sich  die  Glieder  erster  Ordnung  in 
jeder  infinitesimalen  Transformation  von  Gj  die  den  Punkt  x^ , , .  Xn^ 
Pesthält,  aus  den  Gliedern  erster  Ordnung  der  Transformationen  (4) 
linear  ableiten  lassen. 

Hieraus  folgt,  dass  die  infinitesimalen  Transformationen: 

1  ...n 

;5)  Akf=2^  ^A/^^^/'a^   (t=i...m) 

n  den  Veränderlichen  x^' . .  ,  Xn  ihrerseits  eine  m-gliedrige  lineare 
lomogene  Gruppe  erzeugen,  die  durch  die  Gruppe  G  und  den  Punkt 
^1^  . . .  Xn^  vollständig'  bestimmt  ist.  Diese  lineare  homogene  Gruppe, 
leren  Vorhandensein  uns  im  Falle  einer  endlichen  continuirlichen 
Gruppe  G  bereits  aus  Abschn.  I ,  S.  599  ff.  bekannt  ist,  hat  eine  sehr 
dnfache  Bedeutung,  sie  giebt  nämlich  an,  in  welcher  Weise  die  dem 
'unkte  Xi  . . ,  Xn^  unendlich  benachbarten  Punkte: 

Xv^  +  dXr  '^  Xr^  +  X'^dt      (y  =  1 .  . .  n) 

>ei  der  Gruppe  G  transformirt  werden,  sobald  man  den  Punkt  x^ ...Xn 
esthält.    Man  erkennt  das  sofort,  wenn  man  bedenkt,  dass  die  Glieder 
rster  Ordnung  in  den  infinitesimalen  Transformationen  (4)  die  einzigen 
ind,   bei   denen   die   dem   Punkte   x^ . , .  x,^  unendlich   benachbarten 
^unkte  wirklich  transformirt  werden*). 


*)  Bisher  haben  wir  x^' .  ,  .  x^  gewöhnlich  als  homogene  Coordinaten  der 

jc"—^  Linienelemente  durch  den   Pankt  x^^  ,  ,  .  x^  aufgefasst,  doch  haben  wir 
ie  hier  angegebene  Dentong  der  Gmppe  (6)  auch  schon  erwähnt  (vgl.  S.  454). 
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Haben  nun  die  beiden  unendlich  benachbarten  Punkte  x^  vlx:^^ 
Xr  +  dXr  bei  der  Gruppe  G  die  Invariante  o  (a:^  . . .  o;»,  dx^ .  . .  dsc^  ^^ 
80  ist  klar,  dass  nach  Festhaltung  des  Punktes  x^^  die  unendlich  li 
benachbarten  Punkte:  x^^  4'  ^^v  derart  transformirt  werden,  dass  d^^r 
Ausdruck:  Gi{x^ . . .  Xn^,  dx^  . . .  dx,^  invariant  bleibt,  es  ist  somit  m  ^ 
diesem  Falle  o  {x^^  . . .  Xnj  x^\  , .  Xn)  eine  Invariante  der  Gruppe  (^    )' 

Besitzt  andrerseits  die  Gruppe   (5)  eine  Invariante:    9  (fl?/. . .  a:^^^^  . 
so  folgt  daraus,  dass  zwei  beliebige  unendlich  benachbarte  Punkte  b^^^ 
G  eine  Invariante  haben.    Ist  nämlich  G  intransitiv  und  x(Xi  . ,  .Xn^^ 
irgend  eine  Invariante  von  G,  so  ist  der  Ausditick: 


n 

2 


ox 


V 


augenscheinlich  eine  Invariante  der  beiden  unendlich  benachbarten 
Punkte  Xy  und  Xr  -{-  dx^.  Ist  aber  G  transitiv^  so  denke  man  sich 
alle  Transformationen  von  G  auf  den  Ausdruck: 

<p(dXi . . .  dXn) 

ausgeführt;  man  erhält  dann  jedem  Punkte  des  Raumes  einen  ganz 
bestimmten  Ausdruck  dieser  Art  zugeordnet  und  alle  diese  Ausdrücke 
werden  bei  den  Transformationen  von  G  unter  einander  vertauscht, 
das  aber  heisst  nichts  andres,  als  dass  es  einen  bei  G  ioTarianten 
Ausdruck: 

CO  \X^  •  .  •  «u/n,    CmX*  •  •  «  QßXfi  ), 

giebt,  dass  also  zwei  beliebige  unendlich  benachbarte  Punkte  bei  G 
eine  Invariante  haben  (vgl.  S.  496). 

Wir  sehen  hieraus,  dass  zwei  beliebige  unendlich  benachbarte 
Punkte  bei  G  dann  und  nur  dann  eine  Invariante  haben,  wenn  die 
vorhin  definirte  lineare  homogene  Gruppe  (5)  in  den  Veränderlichen 
a:/.  .  .  Xn  eine  Invariante  besitzt  Dieses  Ergebniss  sprechen  wir 
so  aus: 

Satz  1.  Wünscht  man  m  entscheiden,  ob  ewei  beliebiffe  unendlidi 
benacJibarte  Punkte  bei  einer  continuirlichen,  von  infinitesimalen  Trans- 
formationen erzeugten  Gruppe  eine  Invariante  haben^  so  braucht  man  nicht 
die  infinitesimalen  Transformationen  dieser  Gruppe  selbst  ssu  kenncHy  son- 
dern es  genügt,  wenn  man  von  den  infinitesimalen  Transformationen  der 
Gruppe,  die  einen  PunJct  x^  , , ,  Xn  von  allgemeiner  Lage  invariant  lasseny 
die  Glieder  von  erster  Ordnung  in  den  Xy  —  Xy^  kennt. 

Besonders  wichtig  ist  es,  entscheiden  zu  können,  ob  zwei  unend- 
lich benachbarte  Punkte  Xy  und  Xy  +  dXy  eine  Invariante  cd  (x,  dx) 
besitzen,  die  in  den  dXy  homogen  von  erster  Ordnung  ist.    Haben  sie 
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nämlich  eine  solche  Invariante,  so  kann  man  die  als  das  Bogenelement 
«iner  Cnrve  betrachten  und  findet  durch  Quadratur,  dass  jede  Gurve 
eine  gewisse  Länge  hat. 

Es  ist  nicht  schwer  festzustellen ,  ob  eine  derartige  Invariante 
«xistirt  oder  nicht;  man  braucht  zu  diesem  Zwecke  offenbar  blos  fest- 
zustellen, ob  die  Gruppe  (5)  eine  Invaciante  besitzt,  die  in  den  xi 
Iiomogen  von  erster  Ordnung  ist.     Das  aber  ist  sehr  leicht. 

Lässt  sich  aus  den  infinitesimalen  Transformationen  (5)  die  Trans- 
formation : 


linear  ableiten,  so  sind  alle  etwaigen  Invarianten  von  (5)  homogen 
nron  nuUter  Ordnung  und  es  giebt  sicher  keine,  die  homogen  von  erster 
Ordnung  wäre.  Lässt  sich  dagegen  Uf  aus  den  Transformationen  (5) 
Illicht  linear  ableiten  und  hat  die  Gruppe  (5)  überhaupt  eine  Invariante, 
so  hat  sie  immer  auch  eine,  die  homogen  von  erster  Ordnung  ist; 
^enn  unter  den  gemachten  Voraussetzungen  haben  die  Gleichungen: 

l...n 

fit  •' 

sicher  eine  Losung  gemein.  Da  nun  die  Gleichung  Uf=0  keine  Folge 
der  Gleichungen  (5')  ist  und  da  die  m  Ausdrücke  (-4ik  Z7)  identisch  ver- 
schwinden, so  ist  klar,  dass  die  Gleichungen: 

ÄJ=0,  ...,  Amf=0,  üf^f 

ebenfalls  eine  Lösung  gemein  haben. 

Man  sieht  hieraus,  dass  aus  der  Existenz  einer  Invariante  zweier 
endlich  entfernter  Punkte  nicht  mit  Sicherheit  auf  die  Existenz  eines 
Bogenelements  geschlossen  werden  kann,  dass  also  jsu  etoei  endlich 
von  einander  entfemfen  Punkten  sehr  gut  eine  Äbstandsfundian  gehören 
iannj  ohne  dass  die  Curven  eine  Länge  haben.  Wenn  nämlich  zwei 
endliclk  von  einander  entfernte  Punkte  eine  Invariante  haben,  so  folgt 
zwar  aus  Theorem  44,  dass  zwei  unendlich  benachbarte  Punkte  x^ 
und  Xr  -f-  dXr  mindestens  eine  Invariante  haben,  aber  die  betrefiPenden 
Invarianten  können  alle  homogen  von  nuUter  Ordnung  in  den  dxy 
sein,  während  doch  die  Curven  nur  dann  eine  Länge  haben,  wenn 
eine  Invariante  o  (x,  dx)  existirt,  die  in  den  dx-^  homogen  von  erster 
Ordnung  ist. 

Ein  Beispiel  hierfür  liefert  die  dreigliedrige  Gruppe: 

i>,  2,  xp  +  yq 
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der  Ebene.    Bei  ihr  haben  zwei  endlich  von  einander  entfernte  PaaTsri;^ 
eine  und  nur  eine  Invariante,  nämlich: 

yt  —  S/i 

MT«       ^~"      SCt 

und  ebeuso  haben  zwei  unendlich  benachbarte  Punkte  eine  und    nur 

eine  Invariante,  nämlich:       ^ 

dy 

■         • 

dx 
Während  also   zu   endlich  von   einander  entfernten  Punkten  eine   Ab- 
standsfiinction  gehört,  haben  doch  die  Curven  dieser  Gruppe  gegenüber 
keine  Länge. 

Umgekehrt  sahen  wir  früher,  dass  aus  der  Existenz  einer  Inva- 
riante cj(Xj  dx),  die  in  den  dx  homogen  von  erster  Ordnung  ist^  keines- 
wegs die  Existenz  einer  Abstandsfunction  zweier  endlich  von  einander 
entfernter  Punkte  folgt  (s.  S.  487  f.).  Wir  können  das  jetzt  auch  so  aixs- 
drücken:  Wenn  auch  die  Curven  eine  Länge  haben ,  so  braiuiht  deswe^^^ 
doch  m  Zijcei  endlich  von  einander  entfernten  Punkten  weder  etM 
standsfunction  noch  eine  Icürjseste  Verbindungslinie  jsu  gehören* 

m 

Die   vorstehenden  Betrachtungen  über  die  Beziehungen  zwisclv^ 
den   Invarianten  endlich    von  einander  entfernter   Punkte   und  dei^- 
unendlich  benachbarter  Punkte  lassen  sich  noch   wesentlich  veno^^ 
ständigen;  man  kann  sie  auch  verallgemeinem,  indeif  man  drei 
mehr  Punkte  einführt,  die  Differentiale  zweiter  und  höherer  Ordni 
der  Xt  mitnimmt   und    so  weiter.     Wir  behalten   uns  vor,   auf  die 
Fragen  bei  einer  andern  Gelegenheit  ausführlich  einzugehen. 

Wir  wenden   uns  jetzt  zur  eigentlichen  Aufgabe   des   gegenwL 
tigen  Kapitels,  zur  Lösung  des  Riemann-Holmholtzschen  Proble 
und  zwar  beschränken  wir  uns,  wie  oben  angekündigt,   zunächst  w 
den  dreifach  ausgedehnten  Raum. 

§  102. 

Wir  behaupten,  dass  die  Euklidischen  und   die  Nichteuklidische:^ 
Bewegungen  des  B^  vollständig  charakterisirt  sind,  wenn  man  die  foF^ 
genden  Axiome  aufstellt: 

I)  Der  B^.ist  eine  ZahlenmannigfaUigheit. 

II)  Die  Bewegungen  des  B^   bilden  eine  reelle  conUnuirluihef  von 
infinitesimalen  Transformationen  ergeugtc  Gruppe. 

III)  Hält  man  einen  beliebigen  reellen  PunJct:  y^®,  y,®,  y/^  wm  allge- 
meiner Lage  fest,  so  befriedigen  alle  reellen  Punkte:  x^,  x^f  x^^  in  die 
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ein  andrer  reeller  PtmJct:  x^j  x^y  x^^  dann  noch  übergehen  kannf  eine 
reeUe  Gleichung  von  der  Form: 

(6)  TF(yi^  y,^  ys^  ^^^  x^^  ^3';  ^1,  a;„  X,)  =  0, 

die  für:  x^  =  y^y  x^  =  y^y  x^  =  y^^  nicht  erfüUt  ist  und  die  (im  Allge- 
meinen) eine  reelle,  durch  den  Punkt:  x^,  x^^,  x^^  gehende  Fläche  darstellt 

IV)  TJm  den  Punkt:  y^,  y,®,  y^  herum  lässt  sich  ein  endlicher 
dreifach  ausgedehnter  Bereich  derart  äbgränzen,  dass  nach  Festlialtung 
des  Punktes:  y^,  y^,  y^  jeder  andre  reelle  Punkt:  Xj^,  x^^,  x^^  des  Be- 
reichs noch  continuirlich  in  jeden  dem  Bereiche  angeJwrigen  reellen  Punkt 
übergehen  kann,  der  die  Gleichung  (6)  befriedigt  und  der  mit  dem  Punkte: 
Xi^,  x^,  x^  durch  eine  irreducible  continuirlidie  Eeihe  von  Punkten  ver- 
bunden ist. 

Werden  die  eingeklammerten  Worte  gestrichen,  so  genügen  diese 
Axiome  sicher;  das  zeigt  das  Folgende,  weim  man  überall  das  Einge- 
klammerte weglässt.  Behält  man  in  Axiom  III  und  im  Folgenden  die 
eingeklammerten  Worte  bei,  so  zeigt  das  Folgende,  wenn  wir  nicht 
irren,  dass  auch  dann  noch  die  Axiome  genügen. 

Unter  G  wollen  wir  eine  beliebige  endliche  oder  unendliche  con- 
tinuirliche  Gruppe  verstehen,  die  von  infinitesimalen  Transformationen 
erzeugt  ist  und  die  Axiome  III  und  IV  erfüllt. 

Da  die  Gleichung  (6)  für:  Xi  =  x^^  x»  =  x^,  x^  =  x^  identisch 
erfüllt  ist,  so  giebt  es  unter  dem  Inbegriff  aller  reellen  Punkte: 
x^y  x^f  x^y  die  der  Gleichung  (6)  genügen,  stets  eine  continuirliche, 
nicht  zerfallende  Schaar,  in  der  der  Punkt:  x^^,  x^^y  x^  enthalten  ist. 
Diese  Schaar  von  Punkten  bildet  nach  Axiom  III  (im  Allgemeinen)  eine 
durch  den  Punkt:  x^,  x^,  (x>^  gehende  Fläche,  (es  ist  aber  auch  denk- 
bar,  dass  sie  auf  eine  durch  diesen  Punkt  gehende  Curve  oder  gar 
auf  den  Punkt  selbst  zusammenschrumpft.  Wie  dem  auch  sei,)  wir 
wollen  sie  als  eine  zu  der  Gruppe  G  gehörige  Pseudökugel  bezeich- 
nen und  zwar  als  eine  Pseudökugel  mit  dem  Mittelpunkte:  yi^jy^^y^ 
(vgl.  S.  402). 

Dnser  Axiom  III  sagt  jetzt  offenbar  aus,  dass  eifie  Pseudökugel 
mit  dem  Mittelpunkte:  y^^,  y^,  y^  niemals  durch  ihren  Mittelpunkt  geht. 
Hierin  liegt,  dass  bei  allen  Transformationen  von  G  zwei  getrennte 
Pankte  auch  getrennt  bleiben,  dass  also  zwei  endlich  von  einander 
entfernte  Punkte  niemals  in  zwei  unendlich  benachbarte  übergehen 
können  (vgl.  S.  499). 

Unser  Axiom  IV  aber  kann  nunmehr  so  ausgesprochen  werden: 
Um    den  Punkt:   y^,  y^^,  y^  herum   lässt  sich   ein   endlicher  dreifach 
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ausgedehnter  Bereich  so  abgränzen,  dass  nach  Festhaltung  des  Punktec 
Vi^}  y^}  Vi^  jeder  andre  reelle  Punkt  des  Bereichs  sich  innerhalb  de 
Bereichs  ganz  frei  auf  der  durch  ihn  gehenden  Pseudokugel  mit  dei 
Mittelpunkte:  y^^,  y^^  J^s^  bewegen  kann. 

Bevor  wir  dazu  übergehen,  alle  Gruppen  G  zu  bestimmen,  die  unsr 
Axiome  erfüllen,  wollen  wir  noch  in  aller  Kürze  unsre  Axiome  mit  de 
He Imboltz sehen  vergleichen. 

Herr  v.  Helmholtz  verlangt  in  seinen  Axiomen  thatsächlich  meh 
als  wir,  selbst  wenn  man  von  seinem  Monodromieaxiom  ganz  absieht.  Wi 
früher  gezeigt  wurde,  folgt  ja  aus  seinen  drei  ersten  Axiomen,  dass  di 
Bewegungen  eine  endliche  continuirliche  Gmppe  bilden^  die  von  infinitesi 
malen  Transformationen  erzeugt  ist;  wir  jedoch  vorlangen  in  unserm  Axiom 
II  blos,  dass  sie  überhaupt  eine  continuirliche,  von  infinitesimalen  Trans 
forknationen  erzeugte  Gruppe  bilden,  wir  schliessen  also  die  Möglichkeit 
dass  die  Gruppe  unendlich  ist,  von  vornherein  nicht  aus.  Andrerseits  vei 
langen  unsre  Axiome  HI  und  IV  wesentlich  weniger  als  das  dritte  Helm 
holtzsche  Axiom. 

Während  nämlich  Herr  v.  Helmholtz  fordert,  dass  jeder  Punkt  voll 
kommen  frei  beweglich  sei,  soweit  er  nicht  durch  die  Gleichungen  gebun 
den  ist,  die  zwischen  ihm  und  den  übrigen  bewegten  Punkten  bestehei 
verlangen  wir  blos,  dass  nach  Festhaltung  eines  Punktes  jeder  andre  Pnnb 
vollkommen  frei  beweglich  sei,  soweit  er  nicht  durch  die  zwischen  ihm  um 
dem  festgehaltenen  Punkt  bestehende  Gleichung  gebunden  ist.  Allerding 
fügen  wir  noch  die  anscheinend  neue  Forderung  binzu,  dass  eine  Pseud» 
kugel  niemals  durch  ihren  Mittelpunkt  gehe,  aber  diese  Forderung  L 
nichts  weiter  als  eine  präcise  Fassung  dessen,  was  auch  Herr  v.  Hein 
holtz  implicite  verlangt.  Dieser  fordert  nämlich  insbesondere,  dass  na- 
Festhaltung  des  Punktes:  y^^,  yg^  ^3^  jeder  andre  Punkt  sich  ganz  frei  a 
der  hindurchgehenden  Pseudokugel  mit  dem  Mittelpunkte:  y^^,  y^^^  ^ 
bewegen  könne.  Ginge  nun  eine  der  betreffenden  Pseudokugeln  durch  ihra 
Mittelpunkt,  so  könnte  sich  nach  Festhaltung  von:  y^®,  y^®,  y^^  kein  Fun 
P  dieser  Pseudokugel  ganz  frei  auf  seiner  Pseudokugel  bewegen,  dea 
unter  den  nicht  ausgearteten  Transformationen  von  G^  die  den  Punl== 
y,**,  yg^,  ys^  in  Ruhe  lassen,  giebt  es  keine,  die  den  Punkt  P  in  den  inv" 
rianten  Punkt:  yj^,  y^^  y^®  überführt. 

Jetzt  zur  Bestimmung  aller  Gruppen^   die    unsre  Axiome  erfülle 
Wir  zeigen  zunächst,  dass  jede  derartige  Gruppe  G  transitiv 
und  dass  zwei  endlich  von  einander  entfernte  Funkte  bei  G  eine  und  ns 
eine  Invariante  haben. 

Wäre  G  intransitiv,  so  Hesse  es  sicher  00^  reelle  Flächen  in« 
riant,  deren  Gleichungen  wir  durch  eine  reelle  Punkttransformati^ 
auf  die  Form :  x^  =  const.  bringen  könnten.  Hielten  wir  nun  eii^ 
reellen  Punkt:  yj®,  y^,  y^  von  allgemeiner  Lage  fest,  so  könnte  offi^ 
bar  jeder  andre  Punkt:  x^^j  x^^  x^^  nur  noch  solche  Lage  annehm 
die  der  Gleichung:  x^  =  x^  genügten,  die  Gleichung  (6)  hätte  dal 
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wendig  die  Form:  x^^=^x^.  Demnach  würden  die  Pseudokugeln 
dem  Mittelpunkte:  y^,  y^,  y^  durch  die  Gleichung:  x^  =  const. 
esiellt  und  es  ginge  infolgedessen  eine  dieser  Pseudokugeln  durch 
1  Mittelpunkt,  was  ausgeschlossen  ist.  Also  kann  G  nicht  intran- 
,  sondern  es  muss  transitiv  sein. 

Aus  Axiom  IV  folgt  ferner,  dass  nach  Festhaltung  eines  reellen 
ktes  von  allgemeiner  Lage  jeder  andre  reelle  Punkt  (im  AUgemei- 
noch  gerade  oo^  verschiedene  Lagen  annehmen  kann.  Es  ist  daher 
dass  bei  G  nicht  jedes  Punktepaar  des  Jß,  in  jedes  andre  über- 
n  kann,  dass  vielmehr  ein  Punktepaar  bei  G  höchstens  oo^  ver- 
idene  Lagen  annimmt.  Ist  also  "Kf  eine  beliebige  infinitesimale 
isformation  von  G  und  hat  Yf  dieselbe  Bedeutung  wie  auf  S.  500, 
iebt  es  unter  den  sämmtlichen  Gleichungen:  X/'+  Yf=0  sicher 
b  mehr  als  fünf  von  einander  unabhängige,  diese  Gleichungen 
n  daher  mindestens  eine  Lösung:  Sl{XiyX^j  x^\  HiyHt^yz)  gemein, 
heisst  die  beiden  Punkte  x^  und  y^  haben  bei  G  jedenfalls  eine 
riante,  nämlich  die  Invariante  Sl{x,y), 

Aus  der  Transitivität  von  G  ergiebt  sich  nun  sofort,  dass  die  beiden 
rte  Xr  und  y^  bei  G  nur  eine  Invariante  haben;  hätten  sie  nämlich 
oder  gar  drei  Invarianten,  so  nähme  jedes  Punktepaar  bei  G  höch- 
3  oo^  verschiedene  Lagen  an^  nach  Festhaltung  eines  Punktes  von 
(meiner  Lage  könnte  sich  daher  jeder  andre  Punkt  höchstens  auf 
:  Curve  bewegen,  was  mit  Axiom  IV  in  Widerspruch  steht. 
Demnach  ist  G  wirklich  transitiv  und  zwei  endlich  von  einander 
»mte  Punkte  Xv  und  y^  haben  bei  G  nur  die  eine  Invariante: 
y  y).  Wir  können  daraus  schliesseU;  dass  sich  die  Gleichung  (6) 
die  Form: 

ß(^i, ^2, ^85  vi^  y,^ y«')  =  ^Wy ^t\ <;  y'y  y%^ y»') 

;en  lässt. 

Wir  zeigen  jetzt,  dass  unsre  Gruppe  G  reeU  primitiv  ist. 

(Da  der  Inbegriff  aller  Pseudokugeln  mit  dem  Mittelpunkte: 
h^7  yz  di^ch  eine  Gleichung  dargestellt  wird  und  da  sich  unter 
m  Pseudokugeln  oo^  reelle  Flächen  befinden,  so  ist  klar,  dass  nur 
discrete  Anzahl  von  Pseudokugeln  mit  dem  Mittelpunkte :  y^,  y^y  y^ 
Curven  oder  Punkte  zusammenschrumpfen  kann.)  Da  (überdies) 
e  der  Pseudokugeln  mit  dem  Mittelpunkte:  y^^,  y^j  y^  durch  ihren 
elpunkt  gehen  kann,  so  leuchtet  ein,  dass  bei  Festhaltung  des 
ctes:  y^^j  y^^,  y^  keine  durch  diesen  Punkt  gehende  reelle  Curve 
Fläche  in  ßuhe  bleiben  kann,  dass  also  G  wirklich  reell  primitiv  ist. 
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Nunmehr  ist  es  auch  leicht  zu  beweisen,  dass  G  endlich  und  zwar 
höchstens  sechsgliedrig  ist. 

Zunächst  ist  nämlich  sicher,  dass  zu  G  mindestens  oo^  verschiedene 
Pseudokugeln  gehören.  Gäbe  es  nämlich  blos  oo^  Pseudokugeln,  so  ginge 
durch  jeden  Punkt  blos  eiue  Pseudokugel  und  jeder  Punkt  wäre  Mittel- 
punkt der  durch  ihn  gehenden  Pseudokugel;  das  aber  darf  nicht  sein. 

Es  seien  femer  P^,  Pg,  Pj  und  P  irgend  vier  reelle  Punkte  von 
allgemeiner  gegenseitiger  Lage.  Da  es  oo^  verschiedene  Pseadokugehi 
giebt,  so  schneiden  sich  die  zwei  durch  P  gehenden  Pseudokugeln  mit 
den  Mittelpunkten  P^  und  Pg  nothwendig  in  einer  reellen  Gurve  C 
durch  P.  Läge  nun  C  auch  auf  der  durch  P  gehenden  Pseudokugel 
mit  dem  Mittelpunkte  F^,  so  schnitten  sich  überhaupt  alle  durch 
gehenden  Pseudokugeln  in  der  Curve  (7;  wenn  man  also  P  festhielte, 
bliebe  nothwendig  zugleich  auch  die  Curve  C  durch  P  in  Buhe.  Di 
aber  haben  wir  vorhin  als  unmöglich  nachgewiesen.  Es  ergiebt  sie! 
somit,  dass  die  drei  durch  P  gehenden  Pseudokugeln  mit  den  Mittel 
punkten  P^,  Pg  und  Pj  nur  den  Punkt  P  gemein  haben,  nicht  abe* 
eine  durch  diesen  Punkt  gehende  reelle  Curve.  Halten  wir  nun  di 
drei  Punkte  P^,  Pg  und  Pg  fest,  so  kann  sich  P  jedenfalls  nur 
der  Schnittmannigfaltigkeit  der  drei  durch  P  gehenden  Pseudokugel 
mit  den  Mittelpunkten  P^,  Pg  und  P^  bewegen  und  da  diese  Schnit^^ 
mannigfaltigkeit  nur  aus  dem  Punkte  P  besteht,  so  muss  P  in  Bai 


bleiben.     Mit  andern  Worten:  sobald  man  drei  reelle  Punkte  von 
gemeiner  gegenseitiger  Lage  festhält,  bleiben  überhaupt  alle  Punk" 
des  jRg   in  Ruhe.     Da  nun  G  transitiv  ist  und  da  nach   Festhaltor: 


eines  Punktes  jeder  andre   reelle  Punkt   von  allgemeiner  Lage  n< 
eine    Fläche    beschreiben   kann,   so    kommt   das   Festhalten   von  di 
Punkten  auf  höchstens  sechs  Bedingungen  hinaus.     Die  Gruppe  G 
demnach  endlich  und  zwar  höchstens  sechsgliedrig. 

Halten  wir  einen  reellen  Punkt  P  von  allgemeiner  Lage  fest, 
wird    die   projective    Mannigfaltigkeit   der  cx>^   reellen   Linienelemei 
durch   P    durch    eine    reelle    projective    Gruppe    g    transformirt, 
offenbar  höchstens  dreigliedrig  ist.     Nun  aber  ergiebt  sich  aus  unsi 
Bestimmung  aller  reellen  projectiven  Gruppen  der  Ebene  (s.  8. 
u.  380 ff.),  dass  jede  reelle  projective  Gruppe  der  Ebene,  die  w< 
als  drei  Parameter  hat,  mindestens  einen  reellen  Punkt  in  Buhe  läs^ 
Hätte  demnach  g  weniger  als  drei  Parameter,  so  liesse  es  mindestc^-^^' 
ein  reelles  Linienelement  durch  P  in  Buhe  und  daraus  würde  fol 
dass   G  reell  -  imprimitiv  wäre,  während   es  doch  reell  -  primitiv 
muss.    Demnach  ist  g  gerade  dreigliedrig  und  G  infolge  dessen  geraX?^ 
sechsgliedrig.     Also: 
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Wenn  eine  reelle  Gruppe  G  unsre  Axiome  HI  und  IV  erfüllt,  so 
sie  sechsgliedrig  und  reell-primitiv,  femer  haben  zwei  endlich  von  ein- 

dkr  entfernte  Funkte  hei  ihr  blos  eine  Invariante  und  ausserdem  ist  sie 
ieschaffen,  dass  die  cx>^  reellen  Linienelemente  durch  jeden  festgehalten 

^  reellen  Punkt  von  allgemeiner  Lage  dreigliedrig  transformirt  voerden. 

Vor  allen  Dingen  müssen  wir  jetzt  feststellen^  was  für  verscbie- 
ne  Formen  die  oben  definirte  Gruppe  g  haben  kann.  Wir  wissen, 
SS  g  dreigliedrig  ist  und  dass  es  kein  reelles  Linienelement  invariant 
ist  Beziehen  wir  daher  die  cx)^  reellen  Linienelemente  durch  P 
Djectiy  auf  die  reellen  Punkte  einer  Ebene,  so  verwandelt  sich  g  in 
e  dreigliedrige  reelle  projective  Gruppe  g  dieser  Ebene  und  zwar 
eine  Gruppe^  bei  der  kein  reeller  Punkt  invariant  bleibt  Nach 
106  und  384  ist  aber  jede  solche  Gruppe  g  entweder  die  dreiglied- 
»  reelle  projective  Gruppe  eines  nicht  ausgearteten  Kegelschnitts^ 
durch  eine  reelle  Gleichung  dargestellt  wird,  oder  sie  ist  durch 
»     reelle  projective  Transformation  der  Ebene  mit  der  Gruppe: 

p;  q,  9P  — jq  +  c(sp  +  9q) 

lieh.  Demnach  lässt  g  entweder  einen  nicht  ausgearteten  Kegel 
i'ten  Grades  von  Linienelementen  invariant^  der  durch  eine  reelle 
iohung  dargestellt  wird,  oder  es  lässt  ein  reelles  Flächenelement 
^iriant  und  in  diesem  zwei  conjugirt  imaginäre  Linienelemente. 

Wenn  der  zweite  Fall  eintritt,  so  ist  bei  G  mit  jedem  reellen 
ib«  von  allgemeiner  Lage  ein  hindurchgehendes  reelles  Flächen- 
ci€nt  invariant  verknüpft^  G  lässt  also  eine  reelle  Pf  äff  sehe  Glei- 
Kxg  invariant,  die  natürlich  wegen  der  Primitivität  von  G  nicht 
'^prabel  sein  darf.  Denken  wir  uns  diese  Gleichung  durch  eine  reelle 
^kttransformation  des  B^  auf  die  Form:  dz  —  ydx=^0  gebracht^ 
v-erwandelt  sich  G  in  eine  sechsgliedrige  reelle  Gruppe  G\  bei  der 
Crleichung:  dz  —  ydx  =  0  invariant  bleibt,  üeberdies  können  wir 
iluröh  eine  reelle  Punkttransformation,  bei  der  die  genannte  Pfaff- 
^  Gleichung  invariant  bleibt,  so  einrichten^  dass  der  Coordinaten- 
^ng:  X  =^  y  =  z  ^=0  bei  G'  ein  Punkt  von  allgemeiner  Lage  ist 
^bschn.11,  S.  402  f.). 

Halten  wir  den  Goordinatenanfang  fest,   so   bleibt  das  Flächen- 

^ent:   dz  ^^^  0  invariant   und  in  diesem  zwei    conjugirt  imaginäre 

ienelemente,  die  wir  immer  durch  eine  reelle  Transformation,  bei 

der  Goordinatenanfang  und  die  Gleichung:  dz  —  ydx^^O  invariant 
iben,  in  die  Linienelemente: 

d^  =  daj  +  idy  =  0,    dz=^  dx  —  idy  =  0 
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überführen  können.  Da  nun  G'  transitiv  ist  und  da  bei  Festhaltung 
des  Coordinatenanfangs  die  hindurchgebenden  Linienelemente  drei- 
gliedrig transformirt  werden,  so  muss  G'  in  der  Umgebung  des  Coor- 
dinatenanfangs drei  unabhängige  infinitesimale  Transformationen  von 
erster  Ordnung  in  den  x,  y,  e  enthalten;  dagegen  keine  Transformation 
von  zweiter  oder  höherer  Ordnung.  Andrerseits  kennen  wir  aber  alle 
infinitesimalen  Transformationen,  die  die  Gleichung:  dz  —  ydx  =  0 
invariant  lassen  und  die  in  den  x,  y,  z  von  erster  Ordnung  sind 
(s.  Abschnitt  II,  S.  405),  und  wir  erkennen  sofort^  dass  es  unter  diesen 
Transformationen  blos  vier  'giebt^  bei  denen  die  beiden  Linienelemente^^i^ 

(7)  invariant  bleiben  und  aus  denen  sich  keine  Transformation  vo 
zweiter  oder  höherer  Ordnung  linear  ableiten  lässt,  es  sind  das  di 
vier: 

yp  —  ^2  +  •  •  'i    ^P  +  y?  +  2^r  -{-•••,    iPp  ■^ ,     ^?  +  •  •  •» 

wo   die   weggelassenen   Glieder  in   x,  y,  z   von   zweiter  und   höhe 
Ordnung   sind.     Bedenken   wir,   dass    unsre   Gruppe    G'  gerade   dr( 
unabhängige  infinitesimale  Transformationen  von  erster  Ordnung  en 
hält  und  dass  diese  kein  reelles  Linienelement  durch  den  Goordinate: 
anfang  in  Ruhe  lassen  dürfen ;  so  finden  wir  leicht,  dass  die  infini 
simalen  Transformationen  von  G'j  die  den  Coordinatenanfang  in  Bi 
lassen ;  die  Form  haben: 

yi>  —  ^2  +  ^(^JP  +  yff  +  2^r)  H ,    zp'\ ,    Zi'\ . 

Ausserdem  enthält  G'  natürlich  als  transitive  Gruppe  noch  drei 
finitesimale  Transformationen  nullter  Ordnung  von  der  Form: 

(8)  p-\ ,     gr  H ,    r  -^ . 

Die   lineare   homogene   Gruppe^   die   G'    dem   Coordinatenanfieü-Jig 
zuordnet  (vgl.  8.  503),  hat  ofi^enbar  die  Form: 

(9)  yp —^'^  +  o{x'p+yc[+2s^r),    slp,    zq. 

Nun  aber  sollen  bei  G'  zwei  endlich  von  einander  entfernte  Puimk^ 
eine  Invariante  haben,  also  muss  nach  S.  502  ff.  die  lineare  homog^'^® 
Gruppe  (9)  eine  Invariante  besitzen^  was  augenscheinlich  nur  eintx^^ 
wenn  c  verschwindet,  also  ergiebt  sich,  dass  G'  ausser  den  Transfor- 
mationen (8)  noch  drei  von  der  Form: 

(10)  yp  —  icg  +  •  •  •,     iP|>  +  •  •  •;     i?g  -|-  •  •  • 

enthält  und  dass  jede  infinitesimale  Transformation  von  G'  sich  tk^^ 
diesen  sechs  linear  ableiten  lässi 

Wir  erinnern  jetzt  daran,  dass  die  infinitesimalen  Transformation^^ 
von  G  auch  als  infinitesimale  Berührungstransformationen  der  £bax>^ 
Xy  z  aufgefasst  werden  können  und  dass  zu  jeder  dieser  infinitesimal^^ 
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Berührungstransformationen  eine  charakteristische  Function  gehört, 
durch  die  sie  vollständig  bestimmt  ist.  Insbesondere  lauten  die  charak- 
teristischen Functionen  der  Transformationen  (10)  so: 

^  +  y*  -i — ,   y^  +  A  (^^ !/)  -I — >  i^^  +  «3  (^>  y)-^ — ; 

wo   «3  und  ß^  gewisse  ganze  homogene  Functionen  dritten  Grades  von 

a:   und  2^  sind  und  wo  die  weggelassenen  Glieder  jedesmal  von  höherer 

Stufe  in  x,  y,  z  sind  als  die  geschriebenen  (s.  Äbschn.  11,  S.  526  u. 

S.    £32  f.).     Nun   aber    muss   G'    noth wendig   auch    die   infinitesimale 

i.n8formation  enthalten,  deren  charakteristische  Function  die  Form: 


besitzt,    unter   Aj    und   A^   ganze    homogene   Functionen    zweiten   und 
▼irrten  Grades  von  x  und  y  verstanden  (a.  a.  0.  S.  321  und  S.  526  f.). 
Allein  eine  infinitesimale  Transformation,  deren  charakteristische  Func- 
tion   die  Form  (11)  besitzt,   wäre   von   zweiter  Ordnung   in  x,  y,  ss, 
'wälirend    doch    G'   gar    keine    infinitesimalen   Transformationen    von 
z^w-eiter  Ordnung  enthält.     Wir   kommen  demnach   zu  dem  Ergebniss, 
dass     es  gar  keine  sechsgliedrige  Gruppe  G'  von  der  hier  betrachte- 
ten   Seschaffenheit  giebt;  dass  also  der  zweite  der  auf  S.  511  unter- 
scbiedenen  beiden  Fälle  gar  nicht  eintreten  kann. 

^ill  man  die  Rechnung  mit  charakteristischen  Functionen  vermeiden, 

so     kann    man   auch    folgendermassen    verfahren:    G'  lässt    die  Pf  äff  sehe 

öloichung:   dz  —  ydx  =  0  invariant  und,  wenn  man  einen  reellen  Punkt 

von    allgemeiner  Lage  festhält,   so  bleiben   in  dem  reellen  Flächenelement, 

aas    fiie  Gleichung:    dz  —  ydx  =  0  dem  Punkte  zuordnet,   zwei   conjugirt 

"*^*^iiäre  Linienelemente  in  Ruhe.     Hieraus  folgt,  dass  G\   aufgefasst  als 

"öriilirungstransformationsgruppe  der  Ebene  ic,  z^  zwei  conjugirt  imaginäre 

gö^vöhnliche  Di£ferentialgleicbungen  zweiter  Ordnung  invariant  lässt.    Durch 

eine     (imaginäre)    BerUhrungstransformation   der   Ebene    können    wir    daher 

^^^'^ichen,    dass    die  lotegralcurven    der    einen   von   diesen   Diflferentialglei- 

canngen   in  die  Punkte  der  Ebene  übergehen.     Demnach  können  wir  uns 

^^    Veränderlichen  x^  y^  z  von  vornherein  so  gewählt  denken,  dass  G'  als 

''^Ppe  von  Berührungstransformationen  der  Ebene  x^  z  aufgefasst,  aus  lauter 

..''^^iterten  Punkttransformationen  besteht  und  ausserdem  noch  eine  gewöhn - 

^oe    Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  invariant  lässt.    Nun  aber  haben 

.    **    ^nf  S.  76  gesehen,  dass  jede  endliche  continuirliche  Gruppe  von  Punkt- 

^Haformationen    der   Ebene,    die    eine    gewöhnliche    Differentialgleichung 

^yt^r  Ordnung  invariant  lässt,  durch  Punkttransformation  mit  einer  pro- 

•'     ^^Ven   Gruppe    der  Ebene   ähnlich   ist.     Polglich    können   wir    annehmen, 

.  ^^     G\  wenn  es  überhaupt  existirt,    durch  Erweiterung  einer    sechsglied- 

^^^    projectiven   Gruppe   der  Ebene   entstanden    ist;    dabei  brauchen    wir 

..  ^^i'lich   zwei  projective  Gruppen,    die   innerhalb   der   allgemeinen   projec- 

^^    Gruppe    mit   einander  gleichberechtigt   oder  zu  einander    dualistisch 

^ie,  Theorie  der  Transformationsgruppen.   III.  33 
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sind,  nicht  als  von  einander  verschieden  zu  betrachten,  wir  dürfen  dahe; 
annehmen,  dass  G'  aus  der  allgemeinen  linearen  Gruppe: 

p,  r,  xp,  ep,  xr,  er 

der  Ebene  durch  Erweiterung  entstanden   ist  und  somit  in  den  gew&hltei 
Veränderlichen  a:,  y,  z  die  Form: 

p,  r,  xp  —  yq,  zp  —  t/^q,  xr  +  q,  er  +  yq 

besitzt.  Aber  von  dieser  Gruppe  haben  wir  bereits  liuf  S.  415  f. 
dass  bei  ihr  zwei  endlich  von  einander  entfernte  Punkte  keine  Invariant^^Äznte 
haben.  Also  ergiebt  sich  wieder ,  dass  eine  Gruppe  Q*  von  der  hier  ve~^^Ker- 
langten  Beschaffenheit  gar  nicht  existirt. 

Es  bleibt  noch  der  erste  der  beiden  auf  S.  511  unterschiedene  ^en 
Fälle  zu  behandeln. 

Tritt  dieser  Fall  ein,  so  werden  bei  G  die  oo^  reellen  Linie^^aen- 
elemente  durch  jeden  festgehaltenen  reellen  Punkt  von  allgemein^r^ner 
Lage  dreigliedrig  transformirt  und  zwar  derart,  dass  ein  nicht  ai^i^ aus- 
gearteter Kegel  zweiten  Grades  von  Linienelementen  invariant  bleiL^cibt. 
G  lässt   demnach  eiue  reelle  Gleichung  von  der  Form: 

1,2,3 

X.  «iuv(a;i,  a?2,  x^dXf,dXv  =  0 

invariant,  deren  Determinante  nicht  verschwindet.  Da  nun  unsei — =3r  G 
sechsgliedrig  ist,  so  ergiebt  sich  aus  Theorem  35,  S.  391,  dass  -a  es 
durch  eine  reelle  Punkttransformation  des  B^  überführbar  ist  entwes^sder 
in  die  Gruppe  der  Euklidischen  oder  in  eine  der  beiden  Gruppen  ~  von 
Nichteuklidischen  Bewegungen  oder  in  eine  der  beiden  Gruppen: 

Pi^  i?2,  i>3;     ^ii>2  —  ^2JPii     ^2jPs  +  ^zP%7    ^aPi  +  ^iA; 

^iPi  —  ^iPu     ^Pb  +  ^sPif    ^iPi  +  «lA  • 

Allein  die  beiden  letzten  Gruppen  erfüllen  unser  Axiom  III  nicht^  ^^Venn 
bei  beiden  ist  der  Coordinateuanfang  ein  Punkt  von  allgemeiner  I^  ^e, 
und  eine  der  Pseudokugeln,  die  den  Coordinateuanfang  zum  Mittel- 
punkt haben,  ist  der  Kegel: 

diese  Pseudokugel  geht  aber  durch  ihren  Mittelpunkt,  was  eben  iLTircb 
das  Axiom  III  ausgeschlossen  ist. 

Damit  ist  hewiesen,  dass  die  EuklidiscJien  und  die  Nichteuklidisckai 
Bewegungen  wirklich  durclh  die  auf  S,  506  f,  aufgestellten  Axiome  voUstän- 
dig  clmrakterisirt  sind. 
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§  103. 

Wir  werden  jetzt  zeigen,  dass  die  Euklidischen  und  die  Nicht- 
klidischen  Bewegungen  des  R^  vollständig  charakterisirt  sind,  wenn 
m  die  folgenden  Axiome  aufstellt: 

I)  Der  Jf?4  ist  eine  ZahlenmannigfaUigkeit. 

II)  Die  Bewegungen  des  R^  bilden  eine  reelle  j  continuirliclie^  von 
initesimaleti  Transformationen  ergeugte  Gruppe. 

III)  Hält  man  einen  beliebigen  reellen  Punkt:  yj^ .  . .  ^4®  von  dllge- 
iner  Lage  festy  so  befriedigen  alle  reellen  Punkte:  x^ . , ,  x^,  in  die  ein 
drer  reeller  Punkt:  x^ .  . .  x^  dann  noch  übergehen  kann,  eine  reelle 
eichung  von  der  Form: 

•2)  W^Cy/ . . .  ^i';   a:,«...a;/;   a:,  . . .  xj  =  0, 

j  für:  iCi  =  yi®, . . .,  x^  =  y^  nicht  erfüllt  ist  und  die  im  Allgemeinen 
le  reelle  durdi  den  Punkt:  x^ . . .  x^  gehende  dreifach  ausgedehnte 
annigfaltigkeit  darstellt. 

IV)  Um  den  Punkt:  yi® . . .  yi^  herum  lässt  sich  ein  endlicher  vier- 
ih  ausgedelmter  Bereut  derart  äbgränzen,  dass  die  folgenden  Bedingungen 
^illt  sind:  Hält  man  den  Punkt:  y^  .  .  *  y/  fest^  so  kann  jeder 
dre  reelle  Punkt:  x^  ,..x^  des  Bereichs  noch  continuirlich  in  alle 
dien  Punkte:  x^, ,  .x^  übergehen^  die  der  Gleichung  (12)  genügen. 
%U  man  ausser  dem  Punkte:  yi^  • . .  yi^  nodi  einen  zweiten  reellen  Punkt: 
\  . .  B^  des  Bereichs  fest,  so  kann  jeder  andre  reelle  Punkt:  x^^ ...x^ 
j  Bereichs  noch  continuirlich  in  alle  reellen  Punkte:  x^ . , .  x^  des  Be- 
'ehs  übergehen,  die  den  beiden  Gleichungen:  (12)  und: 

tßj  ff    \P\       •    •    •  Z^    j       Xy       •    •    •   X^    f       fl/|    •    •    •   X^J    ^=^    U 

^ügen.  Dabei  wird  jedestnal  vorausgesetzt j  dass  die  beiden  Punkte: 
\  ,  .  x^  und  Xi  . . .  x^  durch  eine  irreducible  conUnuirliche  Reihe  von 
inkten  derselben  Art  mit  einander  verbunden  sind. 

Wir  machen  aber  nochmals  ausdrücklich  darauf  aufmerksam,  dass 
^se  Axiome  möglicherweise  noch  gewisse  überflüssige  Bestandtheile 
bhalten,  obwohl  sie  weniger  verlangen  als  die  Helmholtzschen. 
»rr  V.  Helmholtz  verlangt  nämlich  ausserdem,  dass  wenn  drei  Punkte 
itgehalten  werden,  jeder  vierte  Punkt  noch  ganz  frei  beweglich  sei, 
^eit  es  die  Gleichungen  erlauben,  die  ihn  mit  den  festgehaltenen 
nkten  verknüpfen;  hierzu  kommt  sogar  noch  sein  Monodromieaxiom. 

Es  sei  wieder  G  irgend  eine  Gruppe,  die  unsre  Axiome    erfüllt. 

e  durch  den  Punkt:  x^  ...x^  gehende  reelle  Mannigfaltigkeit,   die 

rch  die  Gleichung  (12)  definirt   wird,  nennen  wir  natürlich   wieder 

38* 
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eine  zu  G  gehörige  Pseudokugel  mit  dem  Mittelpunkte:  ^i^ .  . .  y^. 
Unser  Axiom  III  sagt  dann  aus,  dass  die  Pseudokugeln  im  Allgemei- 
nen reelle  dreifach  ausgedehnte  Mannigfaltigkeiten  sind  und  dass  eine 
Pseudokugel  niemals  durch  ihren  Mittelpunkt  gehi 

Genau  wie  im  vorigen  Paragraphen  lässt  sich  jetzt  beweisen,  dasi 
G  transitiv  ist  und  dass  zwei  endlich  von  einander  entfernte  Punkte 
Xi  . , .  x^  und:  j/i  . .  .  y4  bei  G  eine  und  nur  eine  Invariante:   fl(a?,  y' 
haben.     Daraus   folgt  dann  sofort,   dass  die  Gleichung   (12)  auf  di»^  Jie 
Form: 

(14)      si{x,.,.x,',  t/,^..0  =  '^HV•••V;  yi'-..y4') 

gebracht  werden  kann.     Wir   brauchen  uns  damit   wohl  nicht  läng^  ^er 
aufzuhalten. 


Auch  der  Beweis,  dass  G  reell-primitiv  ist,  gestaltet  sich  fa 
genau  so  wie  in  §  102.  Unter  den  Pseudokugeln  mit  dem  Mittc^i  "dfcel- 
punkte:  t/,^  . . .  y/  giebt  es  nur  eine  discrete  Anzahl  von  solchen,  dE^die 
nicht  reelle  Mannigfaltigkeiten  von  drei  Dimensionen  sind,  sondec^^m 
blos  zweifach  oder  einfach  ausgedehnt  sind  oder  gar  auf  einen  Pa 
zusammenschrumpfen.  Da  überdies  keine  Pseudokugel  durch  ihr» 
Mittelpunkt  geht,  so  kann  bei  Festhaltung  des  Punktes:  ^i^  •  •  •  S  ^4^ 
sicher  keine  durch  diesen  Punkt  gehende  reelle  Punktmannigfaltigk^j^^eit 
in  Ruhe  bleiben.     G  muss  also  reell- primitiv  sein. 

Schliesslich  kann  man  auch  genau  so  wie  in  §  102  beweisen,  d^s:  Jass 
G  endlich  und  zwar  höchstens  zehngliedrig  ist. 

Sind  nämlich  P^  .  ,  .T^  und  P  fünf  Punkte  von  allgemeiner  geg»  '^en- 
seitiger  Lage,  so  können  sich  die  vier  durch  P  gehenden  Pseudokug-  — ein 
mit  den  Mittelpunkten  F^  .  .  ,P^  nur  in  P  schneiden;   denn  schnit — ^z? 
sie   sich  in   einer   durch  P  gehenden  reellen   Mannigfaltigkeit  Jlf,   ^ie 
nicht  blos  aus   dem  Punkte  P  bestände,   so   schnitten  sich  überhav^/ 
alle  durch  P  gehenden  Pseudokugeln  in  M  und  infolgedessen  bliebe 
bei  Festhaltung  von  P  zugleich  auch  M  in  Ruhe,  was  ausgeschlossei/ 
ist.    Wenn  wir  nun  die  vier  Punkte  P^  .  , ,  P^  festhalten,  so  kann  sich 
P  offenbar  nur  noch  auf  dem  Schnitte  der  durch  P  gehenden  Pseudo- 
kugeln   mit    den    Mittelpunkten    P^  . , .  P^    bewegen    und    da     dieser 
Schnitt  blos   aus  dem  Punkte  P  selbst  besteht,  so  muss  P  in  Ruhe 
bleiben,  und  weil  P  ein  Punkt  von  allgemeiner  Lage  ist,  zugleich  über- 
haupt jeder  Punkt  des  Raumes.    Das  Festhalten  von  Py^  ,  ,  ,  P^  erfordert 
unter  den  hier  gemachten  Voraussetzungen  höchstens:  4  +  3+2-^-1  =  10 
Bedingungen,  also   ergiebt   sich,   dass   G   endlich   und  zwar  höchstens 
zehngliedrig  ist. 
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Wir  wählen  jetzt  unter  den  Pseudokugeln  mit  dem  Mittelpunkte 
Pj  irgend  eine  von  allgemeiner  Lage  aus  und  nennen  sie  K^^.  Ist  Pg 
irgend  ein  Punkt  von  K^^  so  giebt  es  oo^  Pseudokugeln  mit  dem 
Mittelpunkte  P^,  von  denen  aber  keine  mit  K^  zusammenföllt^  denn 
eine  Pseudokugel  enthält  ja  niemals  ihren  Mittelpunkt. 

Halten  wir  P^  fest,  so  kann  sich  Pg  ganz  frei  auf  der  Pseudo- 
kugel JSTi  bewegen;  die  unter  den  gemachten  Voraussetzuugen  sicher 
eine  dreifach  ausgedehnte  reelle  Mannigfaltigkeit  ist.  Halten  wir  ausser 
Pj  auch  noch  P,  fest,  so  kann  sich  jeder  andre  Punkt  P3  von  Ky^ 
nur  auf  der  Mannigfaltigkeit  ü/T  bewegen,  in  der  Ä^  von  der  durch  Pj 
gehenden  Pseudokugel  mit  dem  Mittelpunkte  P,  geschnitten  wird;  auf 
dieser  Mannigfaltigkeit  aber  kann  er-  sich  nach  Axiom  IV  ganz  frei 
bewegen.  Wir  können  hinzufügen,  dass  M'  unter  den  gemachten  Vor- 
aussetzungen im  Allgemeinen  eine  zweifach  ausgedehnte  reelle  Man- 
nigfaltigkeit ist. 

Bestimmen  wir  die  Punkte  von  K^  durch  drei  Coordinaten:  Ji,  Jj,  Es 
und  nennen  wir  die  Coordinaten  von  P^:  \^^,  t)^^  \)^  und  die  von 
-P«  •  %l^  l%9  l^y  so  können  wir  alles  das  auch  so  ausdrücken :  Wird  Pj 
festgehalten,  so  werden  die  Punkte:  j:^,  £2,  £3  der  Pseudokugel  K^  der- 
art transformirt,  dass  nach  Festhaltung  eines  reellen  Punktes:  Q^^,  ^/,  ^3^ 
von  Ky^  jeder  andre  reelle  Punkt:  Jj^,  J^^  Js^  ^^^  ^i  ^^^^  ^^  alle 
reellen  Punkte:  f^,  £2»  Es  ^^^  ^i  übergehen  kann,  die  einer  Gleichung 
von  der  Form: 

2S(9A  C  9s°;  lx%  h",  Es";  5..  h,  Es)  =  0    • 

genügen;   diese  Gleichung  bestimmt  im  Allgemeinen   eine  auf  K^^  lie- 
gende  zweifach  ausgedehnte  reelle  Mannigfaltigkeit.    Nun  aber  werden, 
wenn  man  P^  festhält,  die  Punkte  der  dreifach  ausgedehnten  Mannig- 
faltigkeit JSTi   offenbar  durch   eine  Gruppe   G^  transformirt;    aus   dem 
eben  Gesagten  geht  überdies  hervor,  dass  diese  Gruppe  alle  im  vorigen 
Paragraphen  aufgestellten  Axiome  erfüllt,  folglich  können  wir  schliessen, 
dass  6r|  sechsgliedrig  ist  und  durch  eine  reelle  Punkttransformation  in 
den    Veränderlichen:    jj,  j^,  J3    entweder   in   die   Gruppe   der   Eukli- 
dischen oder   in  eine  der   beiden  Gruppen  von  Nichteuklidischen  Be- 
wegungen des  R^  übergeführt   werden  kann.     Andrerseits   sahen  wir 
oben^  dass  G  transitiv  und  höchstens  zehngliedrig  ist,  die  Untergruppe 
von  G,  bei  der  P^  invariant  bleibt,  hat  daher  sicher  nicht  mehr  als 
sechs  Parameter.     Demnach  ergiebt  sich,   dass  G  gerade  zehn  Para- 
meter hat^  und  dass  bei  Festhaltung  von  P^  die  Punkte  des  R^  durch 
eine  sechsgliedrige  Gruppe  transformirt  werden;  zugleich   werden  die 
Punkte  jeder  allgemein  gelegenen  Pseudokugel  mit  dem  Mittelpunkte 


} 
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Pj  durch  eine  sechsgliedrige  holoedrisch  isomorphe  Gruppe  transfor- 
mirt,  die  durch  eine  reelle  Punkttransformation  des  jß,  entweder  mit 
der  Gruppe  der  Euklidischen  oder  mit  einer  der  beiden  Gruppen  von 
Nichteuklidischen  Bewegungen  ähnlich  ist.  • 

Halten  wir  P^  und  Pg  fest,  so   werden  die  Punkte  von  K^  nocl 
dreigliedrig  transformirt  und  ebenso  die  Punkte  jeder  andern  allgemeiiKisK:  n 
gelegenen   Pseudokugel   mit  dem   Mittelpunkte  P^.     Die   betrefifendeE=^^n 
dreigliedrigen  reellen  Gruppen  sind  natürlich  mit  einander  holoedrischC^^h 
isomorph.    Aber  wenn  eine  dreigliedrige  reelle  Untergruppe  der  Eukli  jE  Jj. 
dischen   oder   der  Nichteuklidischen  Bewegungen  des   22^  holoedriscV^^^h 
isomorph    ist   mit   der   dreigliedrigen  Untergruppe,   iie  einen  reeller  ^^en 
Punkt  invariant  lässt,  so  ist  sie  offenbar  selbst  die  dreigliedrige  UnteiK-^^ar- 
gruppe,  bei  der  ein  gewisser  reeller  Punkt  invariant  bleibt  (vgl.  S.  38^^385 
und  Kap.  10).     Demnach  muss,  wenn  P^  und  P,  festgehalten  werder^^^n^ 
überhaupt  auf  jeder  allgemein  gelegenen  Pseudokugel  mit  dem  Mittrii     ^  ul 
punkte  P^   ein   reeller  Punkt  in  Ruhe   bleiben,   und  zwar  müssen  d^^^ie 
betreffenden  Punkte   augenscheinlich  eine  continuirliche  Curve  bild^^^  en 
die  durch  Pj   geht.     Die  Symmetrie   zeigt,   dass  bei  Festhaltung  v  ~^^on 
Pj   und  Pa  zugleich    auch   durch  P^  eine  continuirliche   Curve  ger^shi^ 
deren  Punkte  sämmtlich  in  Ruhe  bleiben. 

Wenn  wir    also    P^    und    Pj    festhalten,   so   geht  durch  P^  tcn^oDd 
durch  Pg  je    eine  continuirliche   reelle  Curve,    deren  Punkte  in  Rc^^nhe 
bleiben.      Es    ist    denkbar,    dass    diese    beiden    Curven    zusamm-        an- 
fallen,   es   ist   aber   auch  denkbar,  dass  sie  von  einander  verschie^iHdei] 
sind.     Wir  wollen  dahingestellt  sein  lassen,  ob  der  zweite  Fall  wi 
lieh   eintreten  kann.     Um   uns    aber  bequem    ausdrücken   zu  k5nc 


wollen    wir    den  Inbegriff  der   beiden    Curven    als    eine   Fseudogt 
bezeichnen.     Dann   können  wir  sagen:  Durch  je  zwei  Punkte  Pj 
Pj  des  jR^  ist  eine  Pseudogerade  bestimmt,  die  durch  P^  und  P,  g 
hält  man  P^  und  P^  fest,  so  bleiben  die  Punkte  dieser  Pseudogei 
sämmtlich  in  Ruhe. 

Es   ist   klar,    dass   jeder  Punkt  der  Pseudokugel  K^  eine  dm^uxli 
Pi  gehende  Pseudogerade  bestimmt  und  dass  die  so  bestimmten  Pse  'mjAo- 
geraden  überhaupt  alle  durch   P^  gehenden  Pseudogeraden  sind;  c3^eDD 
halten  wir  mit  P,  zugleich  einen  nicht  auf  K^  liegenden  Punkt  P      '^on 
allgemeiner  Lage  fest,  so  bleibt  auch  auf  K^  ein  Punkt  P'  in  ^&zie 
und  die  durch  P^  und  P  bestimmte  Pseudogerade  fallt  daher  mit>    i^ 
durch   Pj  und  P'    bestimmten   zusammen.     Durch  den  Punkt  Pj   äw^ 
demnach  im  Ganzen  genau  oo^  verschiedene   Pseudogerade  bestimx&i^ 
da  aber  jede  dieser   Pseudogeraden  möglicherweise  aus   zwei  Cunren 
besteht,   von  denen  blos  die  eine  durch  P^  selbst  geht^  so  ist  es  ?on 


Zweite  Lösimg  des  Riemann-Helmholtzschen  Problems.  519 

vornherein  nicht  sicher,  dass  die  Schaar  der  durch  P^  gehenden  Cur- 
veUy  die  durch  diese  oo^  Pseudogeraden  bestimmt  wird;  aus  oo^  ver- 
schiedenen Curven  besteht. 

Da  durch  P^  oo'  verschiedene  Pseudogerade  bestimmt  sind  und 
andrerseits  auch  oo^  verschiedene  reelle  Linienelemente,  so  wird  es 
unter  diesen  Linienelementen  eine  gewisse  Anzahl,  nämlich  cx)*" 
(0  <  m  ^  3)  verschiedene  geben,  die  so  beschaffen  sind,  dass  durch 
jedes  von  ihnen  gewisse  j^ner  Pseudogeraden  gehen,  während  durch 
keines  der  dbrigen  Linienelemente  eine  solche  Pseudogerade  geht. 
Wir  werden  zeigen,  dass  die  betreffende  Zahl  m  gleich  drei  ist. 

In  der  That,  wenn  P^  festgehalten  wird,  so  werden  die  durch  P^ 
bestimmten  Pseudogeraden  unter  einander  vertauscht,  es  bleibt  also 
die  vorhin  definirte  Mannigfaltigkeit  von  oo*"  Linienelementen  in  Ruhe. 
Da  überdies  jedem  Punkte  der  Pseudokugel  K^  eine  der  Pseudogeraden 
durch  Pi  zugeordnet  ist  und  da  nach  Festhaltnng  von  P^  jeder  Punkt 
von  K^  noch  in  jeden  andern  übergehen  kann,  so  muss  nach  Festhal- 
tung von  Pj  auch  jede  der  durch  P^  bestimmten  Pseudogeraden  in 
jede  andre  übergehen  können  und  demnach  auch  jedes  jener  oo'^' 
Linienelemente  in  jedes  andre.  Hieraus  folgt,  dass  durch  jedes  dieser 
00"»  Linienelemente  cx>^-"»  verschiedene  Pseudogerade  hindurchgehen 
und  dass  die  Pseudokugel  K^  derart  in  oo*"  (3 — m)-fach  ausgedehnte 
reelle  Mannigfaltigkeiten  zerfällt,  dass  jedem  unsrer  (x>^  Linienelemente 
eine  dieser  Mannigfaltigkeiten  zugeordnet  ist;  bei  Festhaltung  von  P^ 
werden  natürlich  diese  oo"»  (3  —  w)-fach  ausgedehnten  Mannigfaltig- 
keiten von  Kl  unter  einander  vertauscht  Wäre  nun  w  =  1  oder  =  2, 
80  würden  bei  Festhaltung  von  P,  die  Punkte  von  K^  reell -imprimitiv 
transformirt,  was  offenbar  nicht  der  Fall  ist.  Wäre  andrerseits  m  =  0, 
80  bliebe  mit  P^  zugleich  eine  discrete  Anzahl  von  hindurchgehenden 
reellen  Linienelementen  in  Ruhe  und  unsre  zehugliedrige  Gruppe  G 
wäre  also  reell -imprimitiv,  während  sie  doch  reell -primitiv  sein  muss. 

Demnach  ist  wirklich  die  oben  definirte  Zahl  m  =  S  und  es  geht  ^. 
b  Folge  dessen  im  Allgemeinen  durch  jedes  reelle  Linienelement  von 
Pj  eine  Pseudogerade.- 

Hiermit  ist  bewiesen,  dass  zwischen  den  cx>^  reellen  Linienelemen- 
;en  von  P^  und  den  c»^  reellen  Punkten  der  Pseudokugel  K^  eine 
Beziehung  besteht,  die  jedenfalls  innerhalb  gewisser  Bereiche  eindeutig 
imkehrbar  ist  und  die  bei  allen  Transformationen  von  G,  welche  den 
Punkt  Pi  invariant  lassen,  erhalten  bleibt.  Erinnern  wir  uns  daher, 
dass  bei  Festhaltung  von  P^  die  cx)^  hindurchgehenden  Linienelemente 
durch  eine  reelle  projective  Gruppe  g  transformirt  werden,  so  erkennen 
wir  sofort,  dass  diese  Gruppe  g  mit  der  Gruppe  Gj^  ähnlich  ist,  durch 
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welche  gleichzeitig  die  Punkte  von  K^  transformirt  werden^  und  zwar 
ähnlich  durch  eine  reelle  Punkttransformation   des  B^.    Aber  G^  war 
seinerseits  durch  eine  reelle  Punkttransformation  des  B^  ähnlich  ent- 
weder mit   der   Gruppe  der  Euklidischen    oder  mit  einer  der  beide^^ 
Gruppen  von  Nichteuklidischen  Bewegungen  dieses  Raumes,  also  ergie^n^l 
sich  mit  Berücksichtigung  von  Theor.  19,  S.  292,  dass  g  sechsgliedr^^ 
ist  und   durch    eine  reelle  projective   Transformation  des  iZ,  in  eir^ne 
der  drei  genannten  Gruppen  von  Bewegungen  übergeföhrt  werden  kanrmn. 

Also  unsre  zehngliedrige  Gruppe  G  ist  so  besdiaffen,  dass  bei  F^^^. 
halüing  eines  reellen  Punktes  von  allgemeiner  Lage  die  cx>*  hindurchgeh    .^^^ 
den   reellen  Liniendemente  sechsgliedrig  und  fsUHir  entweder  EtMidCZ^ 
oder  Nichteuklidisch  transformirt  werden. 

Werden  die  bewussten  Linienelemente  Euklidisch  transformirt,  so 
bleibt  mit  jedem  reellen  Punkte  von  allgemeiner  Lage  zugleich  ein 
hindurchgehendes  reelles  Bündel  von  cx>'  Linienelementen  invariant,  G 
lässt  also  eine  reelle  Pf  äff  sehe  Gleichung: 

(15)  ^.»  «v  (^1  •  •  •  ^i)  ^^r  =  0 


invariant,  die  natürlich  nicht  integrabel  sein  darf,  weil  sonst  G  r^^^'U- 
imprimitiv    wäre.      Nun   aber   ist    aus   der    Theorie    des  Pfaffset»  *ö 
Problems  bekannt,  dass  mit  jeder  nicht  integrabeln  Pf  äff  sehen  GM  Ei- 
chung in  vier  Veränderlichen  ein  simultanes  System  invariant  verknCl  jpÜ 
ist.     Dieses  simultane  System,  das  für  die  reelle  Gleichung  (15)  el>^^- 
falls  reell  wird,  müsste  natürlich  bei  G  invariant  bleiben,    also  w^Si'e 
G  auch  in  diesem  Falle  reell- imprimitiv,  also   kommt  der  Fall,   d^^s 
die  cx>^  Linienelemente  durch  einen  festgehaltenen  reellen  Punkt  Eukli- 
disch transformirt  werden,  überhaupt  nicht  in  Betracht. 

Werden  andrerseits  die  bewussten  Linienelemente  Nichteuklidisch 
transformirt,  so  ist  mit  jedem  reellen  Punkte  von  allgemeiner  Lage  eis 
imaginärer  oder  reeller  Kegel  zweiten  Grades  von  Linienelementen 
verknüpft,  der  bei  geeigneter  Wahl  der  Veränderlichen  entweder  die 
Form : 

(16)  dx,^  H 1-  da;^2  =  0 

oder  die  Form: 

(17)  dx^^  +  dx./  +  dx^^  —  dx^  =  0 

erhält.  Da  nun  G  zehngliedrig  ist  und  die  Linienelemente  durch  jeden 
festgehaltenen  reellen  Punkt  sechsgliedrig  transformirt,  so  ergiebt  sich 
aus  den  Entwicklungen  auf  S.  385  ff.,  dass  G  durch  eine  reelle  Punkte 
transformatiou  des  B,^  entweder  in  die  Gruppe  der  Euklidischen  oder 
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in  eine  der  beiden  Gruppen  von  Nichteuklidischen  Bewegungen  des 
R^  übergeführt  werden  kann  —  diese  Fälle  sind  möglich  ^  wenn  die 
Form  (16)  auftritt  —  oder  dass  es  durch  eine  reelle  Punkttransfor- 
mation des  7?4  ähnlich  ist  entweder  mit  der  projectiven  Gruppe  einer 
der  beiden  Mannigfaltigkeiten: 

oder  mit  der  Gruppe: 

Pi"  '  Ihf     ^f'Pt'  —  ^*P/if     ^hPi  +  ^iPf^     C" , »» =  1, 5J,  3) 

—  diese  Fälle  entsprechen  der  Form  (17). 

Aber  die  drei  letzten  Gruppen  kommen  hier  gar  nicht  in  Betracht, 
denn  bei  jeder  yon  ihnen  giebt  es  augenscheinlich  unter  den  Pseudu- 
Ifugeln  mit  gegebenem  Mittelpunkt  immer  eine,  die  durch  ihren  Mittel- 
(junkt  geht.  Demnadi  bleiben  nur  die  EulcUdiscIien  and  die  NichteuJcli- 
.schen  Bewegungen  übrig  und  es  ist  somit  bewiesen^  dass  diese  drei  Scliaa- 
wen  von  Bewegungen  des  B^  durcli  die  auf  S.  515  angegebenen  Axiome 
-woUständig  chardkterisirt  sind. 

Nunmehr  wollen  wir  noch  andeuten,  wie  sich  diese  Betrachtungen 
^ür  Räume  von  mehr  als  vier  Dimensionen  gestalten. 

Im   Bn    (n>'2)   verlangen    wir   ebenfalls,   dass   der   Raum    eine 

Zahlenmannigfaltigkeit   sei  und  dass  die  Bewegungen  eine  continuir- 

liehe,   von  infinitesimalen  Transformationen   erzeugte  Gruppe   bilden. 

AVird  ein  reeller  Punkt:  j/i® . . .  y^  von  allgemeiner  Lage  festgehalten, 

so  soll  jeder  andre  reelle  Punkt:  x^  . . .  x^  nur  noch  in  solche  reelle 

Funkte:  x^. , ,  Xn  übergehen,  die  einer  gewissen  Gleichung: 

^y  \yi  •  •  •  yn  5  ^1  •  •  •  ^»  5  x-^ , , ,  Xn)  =  " 

genügen.  Dabei  setzen  wir  voraus,  dass  diese  Gleichung  im  Allge- 
meinen eine  (n —  l)-fach  ausgedehnte  reelle  Mannigfaltigkeit  darstellt 
und  dass  sie  für:  arj  =  i/i®,  . . .,  a;«  =  y«^  nicht  erfüllt  ist. 

Die  durch  den  Punkt:  Xi^ . . .  Xn^  gehende  reelle  Mannigfaltigkeit, 
die  durch  die  Gleichung:  W^=»  0  bestimmt  ist,  bezeichnen  wir  natür- 
lich als  eine  Pseudokugel  mit  dem  Mittelpunkte:  ^i^^ . . .  ^n^.  Unsro 
letzte  Forderung  sagt  dann  offenbar  aus,  dass  eine  Pseudokugel  nie- 
mals durch  ihren  Mittelpunkt  gehen  darf. 

Schliesslich  verlangen  wir  noch,  dass  in  demü«  ein  endlicher  n-fach 
ausgedehnter  Bereich  abgegränzt  werden  kann,  innerhalb  dessen  die 
folgenden  Forderungen  erfüllt  sind:  Hält  man  einen  Punkt  B^  des 
Bereichs  fest,  so  soll  jeder  andre  Punkt  des  Bereichs  sich  innerhalb 
des  Bereichs   ganz   frei   auf  der  durch  ihn  gehenden  Pseudokugel  mit 
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dem  Mittelpunkte  P^  bewegen  können.  Hält  man  q  Punkte  Pi...F^ 
des  Bereichs  fest,  die  von  allgemeiner  gegenseitiger  Lage  sind,  so  soll 
stets,  wenn  q<,n  —  1  ist,  jeder  andre  dem  Bereiche  angehörige  Punkt 
P  von  allgemeiner  Lage  sich  ganz  frei  auf  der  Mannigfaltigkeit  be- 
wegen können,  in  der  sich  die  q  durch  P  gehenden  Pseudokugeln  mit 
den  Mittelpunkten  P^  . . .  Pg  schneiden. 

Wir  behaupten,  dass  diese  Forderungen  zur  Charakterisirung  de^ 
Euklidischen  und  der  Nichteuklidischen  Bewegungen  ausreichen.    D^^^ 
Beweis  für  diese  Behauptung  wollen  wir  aber  nur  andeuten. 

Wir  nehmen  an,  dass  unsre  Behauptung  für  den  Raum  von  n— 
Dimensionen  schon  bewiesen  ist  und  zeigen  auf  Grund  dieser  Vorau: 
Setzung,  dass  unsre   Behauptung   auch   für  den  Baum  von  n  Dirne 
sionen  richtig  ist.     Da  wir  sie  in  den  Fällen  ns»3  und  nc=4  scho 
bewiesen  haben,  ist  damit  ihre  Allgemeingültigkeit  dargethan. 

Um  aber  zu  beweisen,  dass  unsre  Behauptung  im  Rn  richtig  is 
sobald  sie  es  im  Rn-i  ist,  verfahren  wir   wie  im  Fall  n  =  4.     W: 
zeigen,    dass  jede  Gruppe  G,    die  unsre  Axiome  erfüllt,    transitiv  i. 
und  dass  bei  ihr  zwei  endlich  von  einander  entfernte  Punkte  eine  u 
nur   eine  Livariante  haben,  ferner  dass   sie    reell -primitiv   und   en 
lieh  ist  und  höchstens  ^w(n  +  l)  Parameter  enthält.    Halten  wir  n 
mehr  einen  reellen  Punkt  P^   von  allgemeiner  Lage  fest,    so  ergi 
sich  leicht,   dass  die  Punkte   jeder  allgemein  gelegenen  Pseudoku^^^e 
mit  dem  Mittelpunkte  P^  durch  eine  Gruppe  transformirt  werden,  ^mdie 
alle  für  den  22»— i   aufgestellten  Axiome   erfüllt,   die  also    unter  c=3er 
gemachten  Voraussetzung  durch  eine  reelle  Punkttransformation  «z7e5 
Rn—i  entweder  in  die  Gruppe  der  Euklidischen  oder  in  eine  der  beicl^ 
Gruppen  von  Nichteuklidischen  Bewegungen  dieses  Raumes  übergefül?:^ 
werden  kann. 

Hieraus  folgt  zunächst,  dass  G  gerade  4^n(n  +  1)  Parameter  ent- 
hält. Ferner  lässt  sich  genau  wie  im  Falle:  n  =  4  beweisen,  dass  je 
zwei  Punkte  des  Rn  eine  Pseudogerade  bestimmen.  Man  muss  sich 
dabei  auf  die  Untersuchungen  des  Herrn  Werner  stützen,  der  aof 
Lies  Veranlassung  die  grössten  Untergruppen  bestimmt  hat,  die  in 
der  projectiven  Gruppe  einer  nicht  ausgearteten  Mannigfaltigkeit  zweiten 
Grades  des  Raumes  von  n  >  5  Dimensionen  enthalten  sind^). 

Nachdem  die  Existenz  von  Pseudogeraden  erkannt  ist,  zeigt  man, 
wiederum  genau  wie  im  Falle:  n  =»  4,  dass  bei  O  die  oo"""^  reellen 
Linienelemente  durch  jeden  festgehaltenen  reellen  Punkt  von  allgemei- 
ner Lage  entweder  Euklidisch  oder  Nichteuklidisch  transformirt  werdot 


♦)  Math.  Ann.  Bd.  36,  S.  161  ff. 
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Schliesslicli  beweist  man  leicht,  dass  sie  sicher  nicht  Euklidisch  trans- 
formirt  werden  können,  und  durch  Betrachtung  der  übrigen  Fälle 
ergiebt  sich,  dass  G  durch  eine  reelle  Punkttransformation  des  Bn 
entweder  in  die  Gruppe  der  Euklidischen  oder  in  eine  der  beiden 
Sruppen  von  Nichteuklidischen  Bewegungen  des  B^  übergeführt  wer- 
len  kann. 

Wir  wollen  das  gegenwärtige  Kapitel  damit  beschliessen,  dass 
vir  ein  kleines  Versehen  berichtigen,  das  sich  auf  S.  446  ff.  einge- 
chlichen  hat.  Dort  wird  nämlich  gesagt,  dass  das  dritte  Axiom  des 
lerrn  v.  Helmholtz  aus  zwei  Theilen  bestehe,  von  denen  der  zweite 
gewisse  Forderungen  enthalte,  die  aus  den  im  ersten  Theile  gestellten 
«"ofderungen  nicht  folgen,  obwohl  er  seiner  Fassung  nach  blos  Folge- 
xingen  aus  dem  ersten  Theile  zu  enthalten  scheine. 

In  der  That  verhält  es  sich  aber  doch  etwas  anders.  Wenn  man 
länüidh  den  damals  sogenannten  ersten  TJieil  des  Helmholtzschen  Axiotns 
;o  versteht f  dass,  wenn  ein  Punkt  P^  festgehalten  wird,  jeder  andre 
Punkt  sich  ganz  frei  auf  der  durch  ihn  gehenden  Pseudokugel  mit 
lern  Mittelpunkte  P^  bewegen  können  soll,  und  wenn  man  daraus  den 
Schluss  zieht,  dass  eine  Pseudokugel  niemals  durch  ihren  Mittelpunkt 
gehen  darf,  so  enthält  allerdings  der  von  uns  sogenannte  zweite  Theil 
des  dritten  Helmholtzschen  Axioms  nichts,  was  nicht  schon  aus  dem 
ersten  Theile  folgt;  das  zeigen  ähnliche  üeberlegungen  wie  die,  die  wir 
in  dem  gegenwärtigen  Kapitel  benutzt  haben,  um  z.  B.  im  B^  zu  be- 
weisen, dass  drei  Pseudokugeln ,  deren  Mittelpunkte  von  allgemeiner 
gegenseitiger  Lage  sind,  sich  im  Allgemeinen  nur  in  einem  Punkte 
schneiden.  Da  wir  nun  im  Verlaufe  unsrer  Untersuchung  über  die 
Helmholtzschen  Axiome  es  immer  so  aufgefasst  haben,  dass  eine 
Pseudokugel  nicht  durch  ihren  Mittelpunkt  gehen  darf  (vgl.  S.  465  f.), 
so  ist  unsre  auf  S.  446 f.  aufgestellte  Eintheilung  des  Helmholtz- 
schen dritten  Axioms  in  zwei  Theile  unrichtig.  Freilich  bleibt  immer 
noch  die  Thatsache  bestehen,  dass  Herr  v.  Helmholtz  die  Folge- 
rungen, die  er  aus  seinem  dritten  Axiome  zieht,  hinstellt,  ohne  sie 
zu  begründen,  obwohl  ihre  Begründung  gar  nicht  so  einfach  ist. 
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Kapitel  24. 

Kritik  einiger  neuerer  Untersuchungen  über  die  Ghmndlagen  der 

Geometrie. 

Auf  die  Untersuchungen  Riemanns  und  des  Herrn  v.  Helm- 
hol tz  sind  eine  grosse  Anzahl  von  Arbeiten  über  die  Grundlagen  der 
Geometrie  gefolgt,  die  zum  grossten  Theile  durch  jene  Untersuchungen 
veranlasst  worden  sind.  Wir  können  hier  nur  auf  einige  von  diesen 
Rücksicht  nehmen  und  zwar  natürlich  nur  auf  solche,  die  directe  Be- 
rührungspunkte mit  der  Gruppentheorie  darbieten.  Daher  beschrän- 
ken wir  uns  auf  die  metrische  Geometrie,  die  Untersuchungen  über 
die  Grundlagen  der  projecHvefi  Geometrie  lassen  wir  bei  Seite*). 

Wir  wenden  uns  zuerst  zur  Arbeit  des  Herrn  de  Tilly:  Sur  lea 
principes  fondamentaux  de  la  g^ometrie  et  de  la  m^canique^^  sodann 
gehen  wir  kurz  auf  gewisse  Bemerkungen  ein,   die  von  den  Herrencrv 
F.   Klein   und   Lindemann  gemacht  worden   sind***),   endlich   be- 
sprechen wir  zwei  Arbeiten  des  Herrn  Ei  Hing. 

§  104. 

Herr  de  Tilly  macht  den  Versuch,  die  Geometrie  des  dreifac' 
ausgedehnten  Raumes  zu  begründen  und  solche  Axiome  aufisustelleiKL  -^i^-^  u 
die  entweder  auf  die  Euklidische  Geometrie  oder  auf  eine  der  beide^^Mi^^ji 
Nichteuklidischen  führen. 

Er  definirt  zunächst  die  Fläche  als  Gränze  zweier  Raumtheile,  d  ^  de 
Ourve  als  Gränze  zweier  Flächentheile,  den  Punkt  als  Gränze  zwei  ■■^r 
Curventheile. 


*)  Dass  man  mit  Hülfe  der  Gruppen theorie  auch  über  die  Grundlagen 
projectiven  Geometrie  gewisse  Aufschlüsse  gewinnen  können  niuss,  liegt  auf 
Hand ;  einen  wichtigen  Beitrag  dazu  haben  wir  bereits  in  Kap.  16  geliefiortb   D< 
haben  wir  ja  gezeigt,  dass  die  allgemeine  projective  Gruppe  dee  B^  und  die 
ihr  ähnlichen  Gruppen  die  einzigen  endlichen  continoirlichen  Gruppen  von 
transformationen  des  R^  sind,  bei  denen  erst  n  -f*  ^  yerschiedene  Punkte  ei 
Invariante  haben.    Hieraus  folgt,   dass  zum  Aufbau  der  projectiven   Gkome 
einer  n-fach  ausgedehnten  Zahlenmannigfaltigkeit  nur  ein  Axiom  erforderlich  i 
nämlich  dieses:  Es  giebt  in  der  betreffenden  Mannig&ltigkeit  eine  endliche 
tinuirliche  Gruppe  von  Punkttransformationen,  bei  der  n-f*^  Punkte  keine  In 
riante  haben. 

**)  M^moires  de  la  socidt^  des  sciences  pbys.  et  nat.  de  Bordeaux,  II.  8^: 
Tome  3  (Jahrgang  1878—79). 

**♦)  Die  folgenden  Bemerkungen  Über  die  Herren:   de  Tilly,  F.  Klein  u 
Linde  mann  finden  sich  zum  Theil  schon  in  einer  Note   von  Lie  (Leipziger 
richte  1892,  S.  106  ff). 


i 
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Sodann  führt  er  den  Begriff  Entfernung  zweier  Punkte  ein.  Er 
verstellt  darunter  vorläufig  nur  eine  Grösse,  die  durch  die  beiden 
Punkte  bestimmt  ist;  um  aber  den  Begriff  genauer  festzustellen,  denkt 
er  sich  zwei  Punkte  A  und  B  durch  irg^tid  eine  Curve  verbunden 
und  lässt  einen  Punkt  P  diese  Curve  in  der  Richtung  von  B  nach  A 
durchlaufen:  er  verlangt,  dass  sidi  die  Entfernung  AP  dabei  continuir- 
lieh  ändere,  immer  positiv  bleibe  und  schliesslich  gegen  Null  convergire. 

Ausser  dieser  Voraussetzung  macht  Herr  de  Tilly  nur  noch  die 
folgende:  Wenn  ein  System  von  beliebig  vielen  Punkten:  A,  B,  C,  D... 
gegeben  ist  und  wenn  der  Punkt  B'  so  beschaffen  ist,  dciss  die  beiden 
Entfernungen  AB'  und  AB  einander  gleich  sind,  so  soU  es  stets  auch 
solche  Punkte:  C,  D\  . .  gd)en,  dass  die  Gleichungen: 

AC=AC',     AD  =  AD\... 

BC^B'C,    BD  =  B'D\,,. 

CD  ==  CD', . . . 
erfülU  sind. 

Auf  Grund  dieser  wenigen  Voraussetzungen  glaubt  Herr  de  Tilly 
.beweisen  zu  können,    dass   entweder  die  Euklidische  Geometrie   gilt 
oder  eine  der  beiden  Nichteuklidischen. 

Man  kann  gegen  die  de  Tilly  sehen  Voraussetzungen  sofort  ein- 
wenden, dass  es  keinen  Sinn  hat,  von  einer  continuirlichen  Aenderung 
der  Entfernung  zu  reden,  so  lange  man  noch  gar  nicht  weiss,  dass 
die  Punkte  des  B^  durch  Coordinaten  bestimmbar  sind.  Wüsste  man 
das,  so  wäre  unmittelbar  klar,  dass  die  Entfernung  zweier  Punkte  A 
und  B  eine  Function  der  Coordinaten  von  A  und  B  ist,  und  es  wäre 
ganz  berechtigt,  zu  verlangen,  dass  sich  die  Entfernung  AP  continuir- 
lich  ändere,  wenn  P  eine  zwischen  A  und  B  gedachte  Curve  durch- 
läuft So  aber,  wo  man  über  die  Bestimmbarkeit  der  Punkte  durch 
Coordinaten  noch  gar  nichts  weiss,  ist  es  offenbar  unerlaubt,  von 
einer  continuirlichen  Aenderung  der  Entfernung  zu  sprechen. 

Dieser  Einwand  wird  auch  dadurch  nicht  hinfällig,  dass  Herr 
de  Tilly  an  einer  andern  Stelle  ohne  Benutzung  des  Begriffs  der 
Entfernung  beweist  oder  vielmehr  zu  beweisen  versucht,  dass  die  Punkte 
des  iZ,  durch  Coordinaten  bestimmbar  sind.  Denn  selbst  wenn  der 
de  Tillysche  Beweis  hierfür  unanfechtbar  wäre,  so  würde  doch  die 
Nothwendigkeit  bestehen  bleiben,  in  dem  Axiome  über  die  Entfernung 
ausdrücklich  hervorzuheben,  dass  die  Punkte  durch  Coordinaten  be- 
stimmt gedacht  werden,  es  würde  also  auch  dann  noch  die  Fassung 
des  de  Tilly  sehen  Axioms  ungenügend  sein 
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Nun  aber  ist  Herrn  de  Tillys  Beweis  fär  die  Bestimmbarkeit 
der  Punkte   durch  Coordinaten  alles   andre   als    unanfechtbar.     Denn 
dieser   Beweis    stützt   sich   nicht  .  blos   auf  den   Begriff:    geschlossene 
Fläche^  der  auf  dem  de  T i  11  y sehen  Standpunkte  kaum  definirbar  ist, 
sondern  auch  auf  allerhand  andre  Betrachtungen  von  zweifelhafter  Be — 
schaffenheit.     Ueberhaupt   ist  es  ja  von  vornherein  ganz  aussichtslos  .^^ 
beweisen  zu  wollen,  dass  jeder  Punkt  des  B^  durch  drei  Coordinate^^eu 
bestimmbar  ist;  solange  man  nur  die  Begriffe:  Fläche,  Curve  und  Pnnlr^g_^t 
hat;   macht   sich   doch  jetzt   immer  mehr   und  mehr   die  Auffassun^^^^g 
geltend,  dass  die  Einführung  des  Coordinatenbegriffs  in  die  Geometri  — ^jp 
auf  einem   besonderen   Axiome    beruht.     Wie   freilich    dieses    Axio^  ^cddi 
zu   fassen   ist,   darüber   dürften   noch    verschiedene   Meinungen   m5^  ^S^g- 
lich  sein. 

Hieraus  folgt,  dass  das  Axiom  des  Herrn  de  Tilly  über  die  E^  Ent- 
fernung vollständig  in  der  Luft  schwebt  und  dass  es  so,  wie  es  v^ -^^or- 
liegt,  ganz  und  gar  imgeeignet  ist,  um  darauf  Schlüsse  zu  bauen.  IS^  Die 
Betrachtungen,  die  Herr  de  Tilly  an  sein  Axiom  knüpft,  können  in. 

folgedessen    auch    keine  Beweiskraft   haben,    obwohl    sie   in  mancE'.^lier 
Beziehung  nicht  ohne  Interesse  sind. 

Etwas  andres  ist  es,  wenn  man  Herrn  de  Tillys  Voraussetzunr 
dadurch  vervollständigt,  dass  man  von  vornherein  das  Axiom  aufsi 
Der  jßg  ist  eine  Zahlenmannigfaltigkeit.     Thut  man  das,   so  kann  r     iiaa 
der  Definition,   die  Herr  de  Tilly  von  der  Entfernung   giebt,   ^^ioe 
vollständig  befriedigende  Fassung    geben.     Fügt   man   überdies  i^odi 
die  Annahme  hinzu,  dass  die  Bewegungen   des  jß,  eine  continoirliEciie 
Gruppe  bilden,  deren  Gleichungen   gewisse  Differentialquotienten       be- 
sitzen, so  lässt  sich  sogar  zeigen,  dass  die  Voraussetzungen  des  H^srm 
de  Tilly,  wenn  sie  in  dieser  Weise  vervollständigt  werden,  ausreickB.end 
sind,  um  die  Euklidischen  und  die  Nichteuklidischen  Bewegungen     des 
B^  zu  charakterisiren. 

In  der  That,  unter  den  gemachten  Annahmen  zeigen  die  de  Tilly- 
sehen  Voraussetzungen,   dass  nach  Festhaltung  eines  reellen  Puixl^tes 
P  des  jßg  jeder  andre  reelle  Punkt  dieses  Raumes  sich  ganz  firei  ^ 
einer  reellen  Fläche  bewegen  kann,  die  niemals  durch  P  hindurchg^I^^ 
Hieraus  aber  folgt  nach  den  Entwicklungen  des  vorigen  Kapitels  sofo4 
dass  die  Gruppe  der  Bewegungen  des  JRj  durch  eine  reelle  Punkttrans-        _^ 
formation  entweder  in  die  Gruppe  der  Euklidischen  oder  in  eine  der 
beiden  Gruppen  von  Nichteuklidischen  Bewegungen  übergef&hrt  we^        f , 
den  kann. 

Wir  sehen  hieraus,  dass  es  möglich  ist,  die  Voraussetzungen 
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Herrn  de  Tilly  so  zu  veryoUständigen,  dass  sie  zur  CharakterisiruDg 
der  Euklidischen  und  der  Nichteuklidischen  Bewegungen  des  R^  hin- 
reichen. Soviel  wir  daher  auch  gegen  Herrn  de  Tilly s  ganze  Untei^ 
suchungen  einzuwenden  haben,  so  glauben  wir  doch  gern,  dass  sein 
Werk  Beachtung  verdient. 

Herr  Ei  Hing  kommt  zweimal  auf  die  de  Tilly  sehe  Arbeit  zu 
sprechen,  zuerst  in  seinem  Braunsberger  Programm  von  1884  „Erwei- 
terung des  Raumbegriffs''  und  dann  in  Bd.  35  der  Math.  Annalen,  auf 
S.  430. 

An  der  ersten  Stelle  drückt  sich  Herr  Killing  sehr  unklar  aus, 
so  dass  es  uns  nicht  gelungen  ist,  den  wahren  Sinn  seiner  kritischen 
Bemerkungen  zu   verstehen.     An  der  zweiten  Stelle  dagegen  thut  er 
Herrn  de  Tilly  Unrecht;  dort  behauptet  er  nämlich,  dass   die  Vor- 
aussetzungen des  Herrn  de  Tilly    darauf  hinauskämen,  dass  bei  der 
Gruppe  der  Bewegungen   des  B^  zwei  Punkte  eine  und  nur  eine  und 
mehr    als    zwei   Punkte   keine    wesentliche   Invariante   haben   sollten. 
Diese  Behauptung  ist  nicht  richtig.  Allerdings  folgt  aus  Herrn  de  Tilly s 
Voraussetzungen,  wenn  man  sie  in  der  früher  angegebenen  Weise  ver- 
vollständigt, dass  die  Gruppe  der  Bewegungen  die  betreffenden  Eigen- 
schaften hat;  aber  Herr  de  Tilly  verlangt  ausserdem  noch,  dass  nach 
Pesthaltung  eines  Punktes   P  jeder  andre   Punkt   sich    ganz  frei    auf 
einer  nicht  durch  P  gehenden  Fläche  bewege  und  durch  diese  Forde- 
mng  werden  eben  die  Gruppen  ausgeschlossen,  die  nicht  in  die  Gruppe 
der  Euklidischen  oder  in  eine  der  beiden  Gruppen  von  Nichteuklidi- 
schen Bewegungen  übergeführt  werden  können. 

Auch  Herr  Veronese  erwähnt  in  seinem  Werke:  Fondamenti  di 
^otnetria  die  Arbeit  des  Herrn  de  Tilly,  aber  auch  nicht  in  ganz 
Zutreffender  Weise.  Er  sagt  nämlich  unter  Anderm,  bereits  Herr 
de  Tilly  habe  behauptet,  dass  das  Helmholtzsche  Monodromieaxiom 
überflüssig  sei.  Nun  benutzt  allerdings  Herr  de  Tilly  das  Monodro- 
Hiieaxiom  nicht,  denn  er  verlangt  von  vornherein  nicht  einmal,  dass 
^ach  Festhaltung  von  zwei  Punkten  noch  continuirliche  Bewegung 
Hiöglieh  sei,  vielmehr  versucht  er  dies  auf  Grund  seiner  Voraus- 
setzungen zu  beweisen  und  überdies  zu  zeigen,  dass  nach  Festhaltung 
Zweier  Punkte  alle  andern  Punkte  geschlossene  Bahncurven  beschrei- 
l^en  und  schliesslich  gleichzeitig  in  ihre  Anfangslagen  zurückkommen. 
iDagegen  behauptet  Herr  de  Tilly  keineswegs,  dass  das  Helmholtz- 
sche Monodromieaxiom  aus  den  übrigen  Axiomen  des  Herrn  v.  Helm- 
lioltz  folge,  auch  können  seine  Betrachtungen,  selbst  wenn  sie  stich- 
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haltig  wären;  nicht  als  Beweis  für  eine  derartige  Behauptung  gelten, 
denn  Herr  deTilly  macht  über  die  Abstandsfunction  Voraussetzungen, 
die  bei  Herrn  y.  Helmholtz  nicht  yorkommen^  überhaupt  /uz/  er  ja 
cHle  Heimholte scfien  Axiome  durch  andre  ersetzt. 


§  105. 

In  einer  Abhandlung  aus  dem  Jahre  1890  in  Bd.  37  der  MatL 
Ann.  kommt  Herr  F.  Klein  auch  auf  das  Helmholtzsche  Monodromie- 
axiom  zu  sprechen  (a.  a.  0.  S.  564  f.). 

Herr  Klein  erhebt  dort  den  Anspruch,  die  Ueberflüssigkeit  eines 
Theils  des  Helmholtz  sehen  Monodromieaxioms  durch  eine  einüache 
Ueberlegung  ohne  alle  Rechnung  dargethan  zu  haben  ^  während  nach 
seiner  Ansicht  Lie  eines  ausführlichen  Beweises  bedarf^  um  zu  dem- 
selben Ergebnisse  zu  gelangen*).  Herr  Veronese,  der  in  seinem 
schon  erwähnten  Buche:  Fondamenti  di  geometria  die  wichtigsten 
Ergebnisse,  zu  denen. Lie  bei  seinen  Untersuchungen  über  die  Grund- 
lagen der  Geometrie  gelangt  ist,  ganz  richtig  wiedergiebt,  bestätigt 
diese  Kleinsche  Auffassung  und  behauptet  sogar,  Herr  Klein  habe 
einen  yiel  einfacheren  Beweis  für  die  Ueberflüssigkeit  des  genannten 
Axioms  in  seiner  ganzen  Ausdehnung  geliefert. 

Sehen  wir  uns  nun  die  Kleinschen  Betrachtungen  näher  an,  so 
bemerken  wir  sofort',  dass  Herr  Klein  in  Wirklichkeit  für  das  von 
Lie  gewonnene  Ergebniss  überhaupt  gar  keinen  Beweis  liefert,  ge- 
,schweige  denn  einen  yiel  einfacheren  als  Lie.  Herr  Klein  stellt  sich 
nämlich  gar  nicht  auf  den  Helmholtzschen  Standpunkt,  er  gebt  gar 
nicht  yon  den  drei  ersten  Helmholtzschen  Axiomen  aus  imd  ye^ 
sucht  zu  beweisen,  dass  aus  diesen  ein  Theil  des  Monodromieaxioms 
folgt,  sondern  er  wendet  Ueberleguugen  an,  deren  Anwendbarkeit  erst 
aus  den  Helmholtzschen  Axiomen  bewiesen  werden  müsste,  bei  ihm 
.  aber  auch  nicht  mit  einem  Worte  bewiesen  wird. 

In  der  That,  Herr  Klein  spricht  von  Drehungen  um  eine  Axe 
und    sein  Verfahren   besteht   darin,   dass    er   sich    die   Axe   um  einen 


*)  Herr  Klein  führt  hier  die  Lie  sehe  Note  an:  Bemerkangen  zu  y.  Helm- 
holtz'b   Arbeit  über  die  Thatsachen,   welche  der  Oeometrie  zu  Gmode  liegen 
(Leipz.  Ber.  1886).     In  dieser  Note  theilt  jedoch  Lie  blos  Resultate  mit,  ohne  die 
Beweise  auszuführen.     Den  ausführlichen  Beweis  für  die  Ueberflüssigkeit  des  «rtrl:- 
liehen  MonodroDiieaxioms  veröffentlichte  Lie  erst  1890  in  den  Leipziger  Bericfaten, 
die  betreffende  Abhandlung  lag  aber  Herrn  Klein  noch  nicht  vor,  als  er  seine 
Arbeit  schrieb. 
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ihrer  Punkte  soweit  gedreht  denkt,  bis  sie  iu  umgekehrter  Richtung 
in  ihre  ursprüngliche  Lage  fällt.  Nun  aber  kann  man,  wenn  man  blos 
die  Helmhol tzschen  Axiome  voraussetzt,  unter  Drehungen  um  eine 
Axe  nur  die  Bewegungen  verstehen,  die  nach  Festhaltung  zweier  Punkte 
P^  und  Pg  noch  möglich  sind;  ob  bei  diesen  Bewegungen  ausser  Pj 
und  Pj  noch  andre  Punkte  in  Ruhe  bleiben,  darüber  weiss  man  vor- 
läufig noch  gar  nichts,  unter  der  Axe  der  betreffenden  Drehungen 
könnte  man  daher  nur  den  Inbegriff  der  beiden  Punkte:  P^  und  P^ 
verstehen.  Dass  man  aber  auf  eine  solche  Axe  die  Klein  scheu  Be- 
trachtungen nicht  anwenden  kann,  lißgt,  wie  uns  scheint^  auf  der  Hand. 
Es  ist  überhaupt  sicher,  dass  man,  um  zu  beweisen,  dass  das 
Monodromieaxiom  aus  den  übrigen  Axiomen  des  Herrn  v.  Helmholtz 
f^^S^y  g^^^J^  andre  Hülfsmittel  anwenden  muss,  als  die  Herren  v.  Helm- 
holtz und  Klein  benutzt  haben.  Dass  die  Gruppentheorie  zur  Er- 
ledigung der  Frage  führt,  haben  wir  gesehen. 

Herr  Lindemann  erwähnt  in  seinen  Vorlesungen*)  über  Geo- 
metrie ebenfalls  die  aus  dem  Jahre  1886  stammende  Liesche  Note, 
es  sind  ihm  aber  dabei  eine  Reihe  Missverstandnisse  untergelaufen, 
nicht  blos  gegenüber  Lie  selbst,  sondern  auch  Herrn  v.  Helmholtz 
gegenüber. 

Wenn  Herr  Lindemann  anführt,  dass  Herr  v.  Helmholtz  sich 
ebenso  wie  er  auf  projective  Gruppen  beschränke,  so  thut  er  Herrn 
V.  Helmholtz  Unrecht.  In  seiner  Abhandlung  in  den  Göttinger  Nach- 
richten  von  1868  denkt  Herr  v.  Helmholtz  gar  nicht  daran,  zu  ver- 
langen, dass  bei  den  Bewegungen  jede  Gerade  wieder  in  eine  Gerade 
übergehe,  in  seinen  Axiomen  kommt  ja  weder  das  Wort  Gerade  noch 
ein  Begriff  dieser  Art  vor.  Andrerseits  bezeichnet  Herr  v.  Helm- 
holtz in  seinen  populären  Vorträgen  allerdings  die  kürzeste  Linie 
zwischen  zwei  Punkten  als  eine  Geradeste^  aber  er  brauchi  diese  Beneii- 
nung  eben  im  Gegensätze  zu  detn   Worte  Gerade. 

Ferner  irrt  sich  Herr  Liudemann,  wenn  er  behauptet,  unter 
diesen  Umständen  werde  Lies  Bedenken  hinfällig,  dass  es  nicht  ohne 
Weiteres  erlaubt  sei,  die  unendlich  kleinen  Bewegungen  durch  lineare 
Functionen  darzustellen.  Denn  selbst  wenn  Herr  v.  Helmholtz  blos 
projective  Transformationen  in  Betracht  zöge,  was  er  aber,  wie  gesagt, 
nicht  thut,  selbst  wenn  das  der  Fall  wäre,  so  wäre  es  doch  nicht  von 
vornherein  erlaubt  anzunehmen,  dass  unter  den  infinitesimalen  Trans- 
formationen, die  den  Punkt:  x  =  Xq^  V  =  Vqi  ^  =  ^o  invariant  lassen, 


♦)  8.  Bd.  11,  Tbl.  1,  S.  646  Anm. 
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keine  auftrete,  die  blos  Glieder  von  zweiter  Ordnung  in:  x  —  a;^,  y  —  j^^, 
e  —  Bq  enthielte.    Eine  andre  Sache  ist  es,  dass  in  Folge  der  Fehler, 
die  Herr  v.  Helmholtz  begangen  hat,  seine  Resultate  eigentlich  nur 
für  lineare,  also  nicht  einmal  für  projective  Gruppen  bewiesen  sind. 
Ein  Missverständniss  ist  es  endlich^  wenn  Herr  Linde  mann  a 
giebt,  Lie  halte  es  für  wahrscheinlich,  dass  die  Forderung,  der  En 
solle  eine  geschlossene  Linie  sein,  sich  aus  den  übrigen  Helmholtzscli 
Axiomen  als  Folgerung  ergebe,  und  wenn  er  hinzufügt,  dass  diese  Y« 
muthung  für  die  parabolische  Geometrie  unzutreffend   sei.    Lie 
stets  betont,  dass  in  der  Ebene,  «wenn  man   die  an  und  für  sich 
trachtet,  die  Forderung:  der  Kreis  solle  eine  geschlossene  Gurye  s< 
nicht  aus  den  übrigen  Helmholtz  sehen  Axiomen  folgt;  dagegen 
er  nicht  blos  behauptet,  sondern  bewiesen,  dass  die  Sache  anders  li< 
wenn  man  die  Ebene  als  einen  Theil  des  dreifach  ausgedehnten 
mes   ansieht:  in   diesem  Falle  ist  das  Monodromieaxiom   Überfluß 
wenn  man  das  Helmholtz  sehe  Axiom   der  freien  Beweglichkeit 
Raumes  in  geeigneter  Weise  deutet*). 

Wir  benutzen  diese  Gelegenheit,  um  auch  eine  Stelle   in  dem  eir^^en 
Bande  des  Linde mannschen  Werkes  zu  berichtigen;  wir  meinen  die  S^C^^Iie 
auf  S.  1023  ff.,   wo  Herr  Lindemann  den  Versuch  macht,   die   Yon     'MLmie 
geschaffene  Theorie  der  Berührungstransformationen  für  den  Fall   zu    ent- 
wickeln,   dass  man  die  Clebschschen  Connexcoordinaten  zu  Grunde    \g^ 
Obwohl  die  Lösung  dieser  Aufgabe  aus  den  damals  von  Lie  schon  X&n^Bt 
gegebenen  Formeln  fUr  homogene  Berührungstransformationen  unmittelC>^f 
abgelesen  werden   kann,   sind  doch  nicht  blos  die  Lindemannschen  Ec^' 
Wicklungen   sondern  auch  seine  Kriterien  unrichtig. 

Wir  wollen  uns  begnügen,  die  richtigen  Kriterien  abzuleiten  und  vrB^ 
gleich  für  den  Raum  von  beliebig  vielen  Dimensionen. 

Es  seien  x^  .  . .  Xn^i  homogene  Punktcoordinaten  im  Baume  von  f> 
Dimensionen  und  u^  . .  .  Un^i  seien  homogene  CoordinateA  der  ebenen  (n— l)- 
fach  ausgedehnten  Mannigfaltigkeiten  dieses  Baumes;  besteht  dann  zwischen 
den  X  und  den  u  die  Gleichung: 

n-M 

(1)  ^^UyX^^O, 

1 

SO  sind:  x^ ,  , .  ir„^i,  Uj  .  . .  Un+i  die  homogenen  Coordinaten  der  üfn^i- 
elemente  oder,  wie  wir  früher  sagten,  der  Elemente  des  JR«  (s.  S.  480  u. 
Abschn.  II,  S.  103). 

Die  Berührungstransformationen  des  22»  lassen  sich  nun,  was  jedoch 
eines  Beweises  bedarf,  ohne  wesentliche  Beschränkung  der  Allgemeinheit 
definiren  als  diejenigen  Transformationen  von  der  Form: 


*)  In  den  vorstehenden  Auseinandersetzungen  sind  übrigens  die  Missyerstftnd- 
nisae,  die  Herr  Linde  mann  in  wenig  Zeilen  begangen  hat,  noch  nicht  erschöpft; 
es  ist  aber  unnöthig,  weiter  darauf  einzugehen. 
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(2) 


M. 


(»'  =  l...n  +  l), 


die  so  beschafifeu  sind,  dass  die  Oleichungen: 

n-j-l  n-f  1 


(3) 


1 


1 

n-f-l 


^  OydFy    =^  UydX, 


1 

n+l 


1 

»4-1 


^FydOy    =^^XydU, 


identisch  erfüllt  sind.  Die  charakteristischen  Eigenschaften  dieser  Trans- 
formationen kann  man  aber  auf  Grund,  von  Abschn.  II,  S.  135  ff.  ohne 
Weiteres  angeben. 

In  der  That,  dort  ist  gezeigt,  dass  die  Gleichung: 


«+1 


n-f- 1 


(4) 


^  OydFy  =^^Uydx, 


dann  und  nur  dann  identisch  besteht,  wenn  die  Fy  homogen  von  nullter 
Ordnung  und  die  O,  homogen  von  erster  Ordnung  in  den  u  sind  und 
wenn  ausserdem  die  Gleichungen: 


(6) 


((^/.^O.. 


(4>^:p^)..«-i 

(Ai,ra-1  ...n  +  li^  +  r) 


0 


identisch  erftlllt  sind;  zugleich  ist  bewiesen,  dass  dann  die  2n  -j"  2  Func- 
tionen: F^.  ..2^n+i,  Ö^.  .  .  On^t  immer  von  einander  nnabhängig  sind.  Der 
Ausdruck  {FO)^^^  hat  dabei  die  Bedeutung: 


n+l 


{F0)..u=2 


dp  d^        dF  d^ 
du^  dx^        dx^  du^ 


<  • 


Soll  andrerseits  die  Gleichung: 

(4')  ^^FydOy    =2i  ^'  ^^- 

1  1 

identisch  bestehen,  so  ist  aus  demselben  Grunde  offenbar  noth wendig  und 
hinreichend,  dass  die  Gleichungen  (5)  erfüllt  sind  und  dass  die  Fr  homo- 
gen von  erster  und  die  Oy  homogen  von  nullter  Ordnung  in  den  x  sind. 
Demnach  sind  die  Gleichungen  (5)  und 

B4* 
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(6) 


(  »+ 1 
1 

n-f  1 


n  +  l 


=  F.y 


r^t 


i 

n-f  1 


=  0 


=  a>,,    ^u. 


(v  =  1 . .  .11  4-1) 


0 


SU- 


zusammen  die  notb wendigen  und  hinreichenden  Bedingungen  ftir  das  iden 

tische  Bestehen  der  Gleichungen  (4)  und  (4'). 

Aber  die  Gleichungen  (5)  und  (6)  sind  zugleich  auch  die  nothweu  ml 
digen  und  hinreichenden  Bedingungen  für  das  identische  Bestehen  der  Glei^^^e^. 
chungen  (3).  Sollen  nämlich  die  Gleichungen  (3)  erfüllt  sein,  so  is^^j^t 
jedenfalls  noth wendig,  dasä  (4)  und  (4')  identisch  befriedigt  sind,  das  ab 
tritt,  wie  wir  soeben  sahen,  dann  und  nur  dann  ein,  wenn  die  JP,  und  0 
den  Bedingungen  (5)  und  (6)  genügen.  Ist  diese  Forderung  erftLllt,  s^s  so 
sind  die  Gleichungen  (4)  und  (4')  Identitäten,  es  besteht  also  zugleich::»  ^icb 
auch  eine   Identität  von  der  Form: 


oer 


n  +  l  n -f  1 

yj  OrF,  =^-u,x,  +  C, 


das  ist  aber  wegen  der  Homogeneitätsbedingangen  (6)  dann  und  nur 
möglich,   wenn   C   verschwindet.     Unter    den    gemachten    Voraussetzung 
sind  also  alle  drei  Gleichungen  (3)  identisch  erfüllt. 

Wir  sehen  hieraus,  dass  das  Bestehen  der  Gleichungen  (5)  und  (6) 
wendig  und  hinreicJiend  ist,  damit  die  Gleichungen  (2)  eine  Berührungsira^^::^^,^^ 
fonnation  des  En  darstellen, 

§  106. 

Herr  Killing  hat  eine  ganze  Reihe  von  Arbeiten  über  die  6n^  /y^r. 
lagen   der   Geometrie  veröffentlicht,    von    denen    aber  nur  zwei  em^Mjejj 
gruppeutheoretischen   Charakter  tragen,   nämlich   das  schon  erwäkiJ7/e 
Braunsberger  Programm  von  1884  und  eine  1892  erschienene  Abhaurf. 
lung  im  Crelleschen  Journal  (Bd.  109,  S.  121—186). 

Das  Programm  von  1884  lassen  wir  hier  bei  Seite,  da  die  dario 
abgeleiteten  Ergebnisse  über  die  Grundlagen  der  Geometrie  sich  auf 
die  Ebene  beschränken,  wir  werden  aber  später  aus  andern  Gründen 
auf  dieses  Programm  zurückkommen. 

Was  nun  clie  Abhandlung  im  Crelleschen  Journal  angeht,  so  kon- 
neu wir  natürlich  nicht  der  ganzen  langen  Abhandlung  von  Anfang  bis 
zu  Ende  nachgehen,  sondern  wir  müssen  uns  begnügen,  einige  Stellen 
auszuwählen,  die  ganz  besonders  die  Kritik  herausfordern. 

Nachdem  Herr  Killing  gewisse  Axiome  aufgestellt  hat,  die  sich 
auf  endlich  von  einander  entfernte  Punkte  beziehen,  versucht  er  in 
§  10  seiner  Arbeit  (S.  159  ff.)  die  Existenz  eines  quadratischen  Bogen- 


m 
eü 
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3mentes  zu  beweisen.  Er  verföllt  aber  dabei  nicht  blos  in  denselben 
)hler  wie  Herr  v.  Helmholtz,  sondern  begeht  noch  andre  wesent- 
he  Fehler. 

Die  Betrachtungen  auf  S.  161  erscheinen  uns  unverständlich. 

Auf  S.  162  wird  ohne  Weiteres  aus  dem  Verhalten  unendlich 
nachbarter  Punkte  auf  das  endlich  von  einander  entfernter  Punkte 
schlössen.  Herr  Eilling  betrachtet  alle  Transformationen  einer 
uppe,  die  einen  bestimmten  Punkt  P  invariant  lassen,  und  nimmt 
,  dass  die  dem  Punkte  P  unendlich  benachbarten  Punkte:  dXi,.,dXn 
rart  transformirt  werden,  dass   ein   linearer   Ausdruck: 

Ci  dXi  +   •  •  •   +  Cn  dXn 

rariant  bleibt  Er  schliesst  daraus,  dass  dann  mit  dem  Punkte  P 
gleich  ein  (n — l)-dimensionales  Gebiet  durch  P  in  Ruhe  bleibt. 
eser  Schluss  ist  aber  offenbar  ganz  unzulässig,  denn  unter  den  ge- 
ichten  Voraussetzungen  ist  es  zwar  sicher,  dass  die  betreffende  Gruppe 
len  Pf  äff  sehen  Ausdruck: 

n 

XT  «r  (a?i  .  .  .  Xn)  dXy 
1 

rariant  lässt,  aber  dieser  Ausdruck  bestimmt  nur  dann  eine  (n  —  1)- 
jh  ausgedehnte  Mannigfaltigkeit  durch  P,  die  gleichzeitig  mit  P  in 
ihe  bleibt,  wenn  er,  gleich  Null  gesetzt,  eine  integrable  Pfaffsche 
eichung  liefert. 

Auf  S.  163  werden  mit  den  infinitesimalen  Transformationen  der 
rt  betrachteten  linearen  homogenen  Gruppe  Operationen  vorgenom- 
m,  die  einfach  unerlaubt  sind.  Kein  Wunder  daher^  dass  Herr 
[Hing  auf  S.  166  zu  einem  ganz  falschen  Satze  über  lineare  homo- 
ne  Gruppen  gelangt.  Dass  dieser  Satz  falsch  ist,  2eigt  schon  die 
eare  homogene  Gruppe: 

x^p,  +  2xip^  +  3a:,i?3 

^iPi  —    ^dh  —  3a;3i)3  +  3x^p4^ 

den  vier  Veränderlichen  x^, . .  x^  (vgl.  S.  187  d.  Abschn.).  Diese 
uppe  lässt  nämlich  kein  „ebenes  Gebilde ''  in  Ruhe,  sie  ist  auch 
3ht  [transitiv  und  doch  zerlegt  sie  den  Raum  nicht  „in  quadratische 
bilde,  von  denen  ein  jedes  in  sich  bewegt  wird". 

In  §  11  und  12  seiner  Arbeit  geht  Herr  Killing  davon  aus, 
SS  das  Quadrat  des  ßogenelements  ein  Difierentialausdruck  zweiten 
ades  ist,  dessen  Determinante  nicht  verschwindet,  und  fragt  —  so 
nnen  wir  es  ausdrücken  —  unter  welchen  Bedingungen  dieses  Bogen- 
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element  bei  einer  ^n(n-|-  l)-gliedrigen  Gruppe  invariant  bleibt,  die 
die  Linieuelemente  durch  jeden  festgehaltenen  reellen  Punkt  von  all- 
gemeiner Lage  ^n(n  —  l)-gliedrig  transformirt. 

Er  giebt  drei  Lösungen  fQr  diese  Aufgabe.     Die  erste  beruht  auf 
einer  Verbindung  der  Untersuchungen   der  Herren  Christoffel   und 
Lipschitz  mit  der  Lieschen  Theorie  der  Definitionsgleichnngen  einec' 
Gruppe.    Die  dritte  Lösung  ist  nur  eine  Umgestaltung  der  Lösung,  di^ 
Lie  bereits  1885  in  Bd.  X  seines  norwegischen  Archivs  veroflFentliclÄ^t- 
hat  (vgl.  S.  325)   und   doch   wird    dieser   Umstand  gar   nicht  einm 
erwähnt.     Die    zweite    Lösung   endlich    beruht   zwar   zum   Theil   a 
Eillings    eignen    Untersuchungen    über    die    Zusammensetzung    d 
Gruppen,  dagegen  in  noch  höherem  Masse  auf  Lies  Theorien*). 

Die    vorstehenden  Bemerkungen,  die   sich   noch  beträchtlich   v( 
mehren  liessen,  zeigen  zur  Genüge,  dass  die  Killingsche  Arbeit  kein 
Fortschritt  in  den  Untersuchungen  über  die  Grundlagen  der  Geome 
bezeichnet;  es  ist  das  um  so  mehr  zu  verwundern,  als  Herrn  Eilli 
bei  der  Abfassung  seiner  Arbeit  die  ganze  Theorie  der  Transforn 
tionsgruppen  zu  Gebote  stand.    Dass  Herr  Killing  es  nicht  für  not 
gehalten  hat,  Lies  zwei,  bereits  1890  erschienene,  grosse  Arbeiten  ü 
die  Grundlagen  der  Geometrie  anzuführen,   sei  nur  nebenbei  erwäh. 


An  dieser  Stelle  mag  noch  mit  ein  paar  Worten  Grassman.        ^=3s 
gedacht  werden. 

In  einem  Anhange  zu  dem  1878  erschienenen  Neudrucke  sei: 
Ausdebnungslehre  von  1844  spricht  Grassmann  über  die  Grundlaf 
der  Geometrie  und  macht  dabei  einige  Bemerkungen,  die   gegen  tL 
mann  und  Herrn  v.  Helmholtz  gerichtet  sind.    Diese  Bemerkung' 
die   übrigens  während  Grassmanns    letzter  Krankheit  und  kurz 
seinem   Tode   geschrieben  sind,  zeigen   aber  nur,  dass  dieser   herir 
ragende  Geometer  nicht  mehr  dazu  gekommen  ist,  die  RiemannscZi 
und   die   Helmholtz  sehen  Untersuchungen   genauer  zu   studiren 
die  darin  enthaltenen  Leistungen  zu  würdigen.    Besonders  merkwürdi]^? 
ist,  dass  Grassmann  dabei  anscheinend  übersehen  hat,  dass  er  selb^^ 
schon  in  seiner  Ausdehnungslehre  von  1862  Nichteuklidische  Geometrie 
im  Räume  von  beliebig  vielen  Dimensionen  getrieben  hat;   denn  der 
Begriff  des  Normalsystems,  den  Grassmann  auf  S.  112ff.  dieser  Aus- 
dehnungslehre einführt,  kommt  einfach  darauf  hinaus,  dass  jedesmal, 
wenn  in  einem  Räume  von  n  Dimensionen  die  Euklidische  Geometrie 


*)  Erwähnt    sei  beiläufige   dass   Herr  Killing   die  Begriffe   sysUUisch  und 
ituprimitiv  eowie  asystatisch  und  primitiv  verwechselt. 
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gilt,  in  dem  Bündel  der  oo»»""^  Geraden  durch  einen  Punkt  dieses  Rau- 
mes die  von  Riemann  entdeckte  Nichtetiklidische  Geometrie  gültig  ist. 
Da  Grassmann  1862  die  Riemannsche  Probevorlesung  noch 
nicht  kennen  konnte,  ist  diese  Thatsache  immerhin  bemerkenswerth, 
und  da  sie  jedenfalls  nicht  allgemein  bekannt  ist,  ist  es  vielleicht  ganz 
gut,  einmal  .darauf  hinzuweisen. 

SohliLssbemerkungen  zu  Abtheilung  V. 

Wir  wollen  diese  Abtheilung  beschliessen,  indem  wir  uns  noch 
kurz  über  die  Tragweite  der  darin  ausgeführten  Untersuchungen  Rechen- 
schaft gebeuw 

Die  Grundlagen  der  Geometrie  sind  ein  Gebiet,  dessen  Bearbei- 
tung schwierig  und,  sagen  wir  es  offen,  ziemlich  undankbar  ist;  giebt 
es  doch  unter  den  vielen,  die  sich  damit  beschäftigt  haben,  nur  wenige 
die  von  allen  ihren  Nachfolgern  anerkannt  worden  sind,  und  keinen, 
der  ganz  unangefochten  geblieben  wäre.  Wenn  sich  Lie  trotzdem 
nicht  damit  begnügt  hat,  über  diesen  Gegenstand  nachzudenken  — 
welcher  Mathematiker  thäte  das  nicht  auch  wenigstens  gelegentlich 
—  wenn  er  sogar  eine  ganze  Reihe  von  grösseren  und  kleineren 
Arbeiten  darüber  veröffentlicht  hat,  so  wurde  er  dazu  durch  mehrere 
Gründe  bestimmt. 

Die  ursprüngliche  Veranlassung  war  die  Thatsache,  dass  in  Rie- 
manns  Untersuchungen  über  die  Grundlagen  der  Geometrie  ein  be- 
stimmtes mathematisches  Problem  auftritt,  bei  dessen  Behandlung  die 
ganze  Änalysis  verwerthet  werden  kann.  Dieses  Riemannsche  Problem 
ist  dasselbe,  das  wir  bisher  gewohnlich  als  das  Riemann-Helm- 
holtzsche  Problem  bezeichnet  haben.  Dazu  kam  aber  die  Bemer- 
kung, dass  alle  Mathematiker,  die  bisher  dieses  Problem  behandelt 
hatten,  in  eine  Reihe  von  groben  Fehlern  verfallen  waren,  die  daher 
stammten,  dass  die  betreffenden  Verfasser  entweder  gar  keine  gruppen- 
theoretischen Begriffe  besassen  oder  doch  nur  ganz  mangelhafte.  Es 
erschien  daher  wünschenswerth,  zu  zeigen,  ersteus  dass  eine  Reihe  von 
Fehlern  vorlagen,  und  zweitens,  dass  durch  die  Gruppentheorie  eine 
einwandfreie  Behandlung  des  von  Riemann  angeregten  Problems 
ermöglicht  wird.  Auf  diese  Weise  konnte  zugleich  an  einem  für 
jedermann  interessanten  Beispiele  die  Leistungsfähigkeit  der  Gruppen- 
bheorie  deutlich  gemacht  werden. 

Es  handelte  sich  also  einmal  darum,  die  früheren  Arbeiten  über 
len  Gegenstand  zu  kritisiren,  und  andrerseits  darum,  eine  wirkliche 
Erledigung  jenes  Problems   zu  liefern.     Der   zweite  Theil  dieser  Auf- 
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gäbe  war  wesentlich  leichter  als  der  erste.  Da  nämlich  die  Verfasser 
der  bewussten  Arbeiten  entweder  gar  keine  gruppentheoretischen  Kennt- 
nisse besassen  oder,  wenn  sie  deren  besassen,  nur  sehr  ungenügende, 
so  sind  ihre  Auseinandersetzungen  häufig  unklar.  Schon  um  ihre 
Axiome  und  Hypothesen  zu  deuten,  ist  man  oft  selbst  genöthigt,  Hypo- 
thesen zu  machen  und  nach  und  nach  verschiedene  Hypothesen  zu  ver- 
suchen. Es  ist  daher  kein  Wunder,  wenn  Lie  im  Laufe  der  Zeit 
namentlich  über  die  Helmholtzsche  Arbeit  verschiedene  Auffassungen 
ausgesprochen  hat;  sogar  in  der  hier  gegebenen  Darstellung  kommt 
es  vor,  dass  nicht  überall  dieselbe  Auffassung  consequent  durchgeführt 
worden  ist.  Soweit  wir  bemerkt  haben,  dass  hierdurch  Versehen  ver- 
ursacht worden  sind,  haben  wir  bereits  darauf  aufmerksam  gemacht. 
Wenn  aber  auch  unsre  Auseinandersetzungen  in  der  soeben  ge- 
nannten Richtung  und  wohl  auch  in  andern  Beziehungen  nicht  voll- 
kommen sind,  so  glauben  wir  doch,  dass  sie  seit  Riemanns  Arbeit 
das  Beste  sind,  was  über  das  von  Riemann  angeregte  Problem  ge- 
schrieben worden  ist. 

Welchen  Nutzen  hat  nun  aber  die  Geometrie  von  unsrer  Erled 
gung  des  Riemann  sehen  Problems?  Wir  wollen  versuchen,  die 
Frage  wenigstens  andeutungsweise  zu  beantworten. 

Die  Geometrie  soll  in  ihren  verschiedenen  Stufen  soweit  mogli  ^^h 
rein  geometrisch  begründet  werden;  das  ist  eine  Forderung,  die  gev^iss 
jeder  unterschreiben  wird. 

Für  die  erste  Stufe  der  Geometrie  sind  erstens  gewisse  Gruwti- 
begriffe  erforderlich,  wie  Raum,  Punkt,  Curve  und  Fläche,  zweitens 
aber  gewisse  Axiome,  zum  Beispiel  über  die  Eigenschaften  der  gei"a- 
den  Linie,  die  Existenz  der  Kugel  und  so  weiter.  Jede  andre  denk- 
bare Stufe  ist  charakterisirt  durch  Einführung  besondrer  Axioid  ^9 
eine  z.  B.  durch  das  Parallelenaxiom,  eine  andre  durch  das  Canto  ^^^ 
sehe  Axiom.  Auf  dieses  Axiom  lassen  sich  die  geometrischen  Grösse 
begriffe:  Flächeuraum,  Bogenlänge  u.  s.  w.  rationell  begründen,  wä 
rend  Eiiklid  dazu  faktisch  besondrer  Axiome  bedarf. 

Die   grosse   Frage   ist  jetzt,    welche   Axiome  auf   jeder  einzeln 
Stufe  nicht  blos  hinreichend,  sondern  auch  nothwendig,  also  mit  ander 
Worten    unentbehrlich    sind.     Durch    die    Beantwortung    dieser   Fra 
wäre  das  ganze  Problem  der  Grundlagen  der  Geometrie  erledigt     Allei 
es  giebt  kaum  eine  strenge  Methode  zu  ihrer  Beantwortung. 

Riemann  hat,  wen7i  auch  wohl  unhewusstj  einen  Weg  vorgezeich 
net,  auf  dem  mau  wenigstens  etwas  erreichen  kann.  Riemann  be 
schränkt  sich  ja  auf  die  Betrachtung  einer  Zahlenmannigfaltigkeit  un 


/ 
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rsacht  solche  Axiome  aufzustellen,  die  zur  Begründung  der  Gfeometrie 
?ser  Zahlenmannigfaltigkeit  ausreichen.  Hieraus  ergiebt  sich,  dass 
.n   zur  Erledigung  des  Problems  über  die  Grundlagen  der  Geometrie 

1  folgenden  Weg  einschlagen  kann: 

Es  sei  Z  das  Axiom,  das  aussagt,  dass   der  B^  eine  Zablenman- 

;faltigkeit  ist.     Ferner  seien  A  die  Axiome,   die  bei  Voraussetzung 

-Axioms  Z  noch  nothwendig  und  hinreichend  sind,  um  die  Geometrie 

J?3  zu   begründen.     Ein   derartiges   System  A  von   Axiomen,    das 

hts  überflüssiges  enthält,   haben  wir  in  Kapitel  23  aufgestellt. 

Da  Z  und  A  zusammengenommen  keine  überflüssigen  Bestand- 
ile  enthalten,  werden  die  Axiome  A  für  sich  genomnien  sicher 
cie  entbehrlichen  Bestandtheile  enthalten.  Man  muss  daher  ver- 
tien  unter  Beibehaltung  der  Axiome  A  solche  weitere  möglichst 
fache  Axiome  hinzuzufügen,  dass  diese  zusammen  mit  den  Axiomen 
&um  Aufbau  der  Geometrie  genügen. 

Hierin  besteht  der  Nutzen,  den  die  Erledigung  des  von  Riemann 
^est^llten  Problems  für  die  Grundlagen  der  Geometrie  hat;  in  der 
>fihung  des  Weges,  der  zu  diesem  Ergebnisse  führt,  besteht  zugleich 
Wesentlichen  das  Verdienst,  das  sich  Riemann  um  die  Gründ- 
en der  Geometrie  erworben  hat.  Im  übrigen  liegt  der  Werth  der 
ömannschen  Arbeit  mehr  auf  rein  analytischem  Gebiete. 

Man  würde  nun  ungefähr  folgenden  Weg  zu  gehen  haben : 

Zunächst  stellt  man  gewisse  Grundbegriffe  auf,  wie  Raum,  Punkt, 
irve,  Fläche,  dazu  den  Begriff  der  Bewegung,  der  allerdings  streng 
tiommen  nicht  nothwendig  ist,  der  aber,  wie  schon  Herr  de  Tilly 
A»  Recht  hervorgehoben  hat,  die  Sprache  ausserordentlich  erleichtert. 

Als  erstes  Axiom  wäre  das  folgende  aufzustellen:  Wird  ein  PunJct 
festgehalten y  so  kann  jeder  andre  Fwikt  noch  eine  Fläche  besdireibe^t^ 
e  nicht  durch  den  festen  Punkt  P  hindurchgeht.  Hierin  liegt,  dass 
(trennte  Punkte  bei  allen  Bewegungen  auch  getrennt  bleiben. 

Man  darf  wohl  behaupten,  dass  die  hier  eingeführten  Begrifie 
reducibel,  also  wirkliche  Grundbegriffe  sind,  und  dass  ebenso  das 
ifgestellte  Axiom  irreducibel  ist. 

Als  nächstes  Axiom  wäre  wohl  aufzustellen:  Werden  zu:ei  vor- 
\iedene  Punkte  P^  und  P^  fcstgeJuilten,  so  gicbt  es  unendlich  viele  Punkte, 

2  gleichzeitig  in  Buhe  bleiben,  und  diese  Punkte  bilden  eine  einzige 
\rcli  P^  und  P^  gehende  Linie. 

Gewiss  genügen  diese  Axiome  noch  nicht,  nicht  einmal  für  die 
ste  Stufe  der  Geometrie;  aber  wir  wollen  uns  auf  Weiteres  nicht 
dlassen. 
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Schliesslich  noch  eine  kurze  Andeutung  darüber,  wie  man  vom  grup- 
pentheoretischen  Standpunkte   aus   am  einfachsten  die  Trennung   zwischen 
der  Euklidischen  und  den  beiden  Nichteuklidischen  Geometrieen  des  R»  be- 
wirkt.    Die   Gi-uppe   der  Euklidischen  Bewegungen,  wir  meinen    natürlich 
wie  in  den  letzten  Kapiteln  immer  die  reelle  Gruppe,  enthält  eine  invariante 
reelle    Untergruppe.      Unter    den    beiden    Gruppen    von    Nichteoklidischen 
Bewegungen  giebt  es  keine,  die  eine  reelle  invariante  Untergruppe  enthält. 
Was   die   Unterscheidung   zwischen  den  beiden  Gruppen  von  Nichteuklidi- 
schen Bewegungen  angeht,  so  beschränken  wir  uns  hier  auf  den  R^.   Die 
beiden  Gruppen  haben   in   diesem  Falle  reelle  viergliedrige  Untergruppen, 
die  aber   im   Falle    der    Lobatschewskischen    Geometrie    integrabel,  im 
Falle  der  Rie  mann  sehen  nicht  integrabel  sind. 

Auf  S.  426  berührten  wir  bereits  die  Frage,  ob  die  dortigen  Gruppen: 
[1],  [2],  [4]  durch  Punkttransformationen  des  R^  in  projective  Gruppen 
dieses  Raumes  überführbar  seien;  wir  zeigten  aber  damals  nur,  dass  diese 
Frage  jedenfalls  bei  der  Grappe  [4]  mit  Nein  zu  beantworten  ist  Jetzt 
wollen  wir  die  Frage  von  Neuem  in  Angriff  nehmen  und  vollständig  er- 
ledigen. 

Soll  eine  Gruppe  von  Punkttransformationen  des  R^  mit  einer  pro- 
jectiven  Gruppe  dieses  Raumes  ähnlich  sein,  so  ist  nach  S.  224  f.  nothwen- 
dig,  aber  im  Allgemeinen  noch  nicht  hinreichend,  dass  sie  eine  Schaar  von 
cx)^  Curven  invariant  lässt,  die  durch  zwei  gewöhnliche  Differentialglei- 
chungen zweiter  Ordnung  von  der  Form: 

/AN         <i*y  /  dy     dz\         d*z  [  dy      dz\ 

definirt  ist.  Wir  stellen  uns  zunächst  die  aligemeinercf  Aufgabe,  fUr  jede 
der  Gruppen  [1],  [2],  [4]  alle  derartigen  Schaaren  von  Curven  zu  bestim- 
men, die  bei  ihr  invariant  bleiben.  Die  Grössen  x^  y,  z  betrachten  wir 
dabei  als  complexe  Veränderliche. 

Wir  schicken  die  Bemerkung  voraus,  dass  bei  jeder  der  Gruppen  [1]^ 
[2],  [4]  auf  S.  426  die  cx>^  Linienelemente  durch  jeden  festgehaltenen 
Punkt  von  allgemeiner  Lage  transitiv  transformirt  werden. 

In  der  That,  der  Coordinatenanfang:  a:  =  y  = ;?  =  0  ist  bei  jeder  unstet 
drei  Gruppen  ein  Punkt  von  allgemeiner  Lage.     Wählen  wir  nun  x'iyiz 
zu  homogenen  Coordinaten  der  <x>^  Linienelemente  durch  den  Coordinaten- 
anfang, so  bestimmen  die  drei  linearen  homogenen  Gruppen: 


(B) 


/     / 


/     /  /  /     /  /      / 

^r,  yr^  y  q  —  cxp 

ff      ff      f  f  \      *  *  *  > 

xr,  yr  ,  xp  +  y  q  —  cxq 

f  f  \     ''f»''i      '' 
^3  +y  »•»  2a:  i?  +  y  q 


wie  diese  Linienelemente  bei  den  Gruppen  [1],  [2],  [4]  nach  Festhaltung 
des  Coordinatenanfangs  transformirt  werden  (vgl.  Abschn.  I,  S.  603).  Dass 
aber  jede  der  drei  G nippen  (B)  die  cx>^  Linienelemente:  x\  y\  z  transitiv 
transformirt,  davon  überzeugt  man  sich  leicht;  denn  fügt  man  die  infini- 
tesimale Transformation:  xp  -\-  y  q  -{'  zr  hinzu  (s.  Abschn.  I,  S.  580),  so 
erhält  man  aus  jeder  der  Gruppen  (B)  eine  transitive  Gruppe  in  den  Yer" 


Schlussbemerkungen.  539 

ftnderlichen:  %y  y\  /,  demnach  hat  keine  der  Gruppen  (B)  eine  Invariante, 
die  in  x^  y\  b   homogen  von  nuUter  Ordnung  wäre. 

Nonmehr  wollen  wir  untersuchen,  welche  unter  den  Gruppen  [1],  [2], 
f4j  auf  S.  426  eine  Schaar  von  oo*  Curven  invariant  lassen,  die  durch 
zwei  Differentialgleichungen  von  der  Form  (A)  definirt  ist. 

Es  sei  G  eine  beliebige  unsrer  drei  Gruppen  und  S  sei  eine  derartige 
bei  G  invariante  Schaar  von  cx)*  Curven.  Durch  jeden  Punkt  P  von  all- 
gemeiner Lage  gehen  dann  cx)'  verschiedene  Curven  der  Schaar  S,  Diese 
oo*  Curven  sind  so  beschaflfen,  dass  durch  jeden  Punkt  P'  von  allgemeiner 
Xiage  in  einer  gewissen  Umgebung  von  P  eine  und  nur  eine  geht;  ebenso 
^eht  im  Allgemeinen  durch  jedes  der  cx)^  Linienelemente  von  P  eine  und 
nur  eine.  Halten  wir  daher  den  Punkt  P  und  ein  beliebiges  durch  ihn 
gehendes  Linienelement  L  von  allgemeiner  Lage  fest,  so  bleibt  zugleich 
c3ie  durch  beide  bestimmte  Curv^  C  der  Schaar  S  in  Ruhe.  Halten  wir 
andrerseits  ausser  P  noch  einen  beliebigen  Punkt  P'  von  allgemeiner  Lage 
auf  der  eben  definirten  Curve  C  fest,  so  bleibt  C  ebenfalls  in  Ruhe. 

Da  bei  G  die  oo^  Linienelemente  durch  den  festgehaltenen  Punkt  P 

t.ransitiv  transformirt  werden  und  da  G  selbst  transitiv  ist,  so  enthält  die 

l^rö.sste  Untergruppe  g  von  G,   die  P  und   das  Linienelement  L   in  Ruhe 

lässty  gerade  einen  Parameter.    Da  andrerseits  nach  Festhaltung  von  P  der 

Pnnkt  P  noch  (x?  verschiedene  Lagen  annehmen  kann,   so  enthält  auch 

^ie    grösste  Untergruppe  g    von   6,  die   die  beiden  Punkte  P   und  P'  in 

Hube  lässt,  blos  einen  Parameter.    Nun  aber  ist  die  eingliedrige  Gruppe  g 

offenbar   zugleich    die  grösste  in   G  enthaltene  Untergruppe,    bei  der  der 

Punkt  P  und  die  Curve  C  in  Ruhe  bleibt;    bedenken  wir  daher,   dass  bei 

der  eingliedrigen  Gruppe  g   ebenfalls  der  Punkt  P  und  die  Curve  C  ihre 

liage  behalten,  so  erkennen  wir,  dass  /  mit  g  zusammenfällt    Hierin  liegt, 

dass  bei  g  auch  der  Punkt  P'  invariant  bleibt,  und^  da  P'  ein  Punkt  von 

allgemeiner  Lage  auf  C  war,  so  muss  dasselbe  überhaupt  von  allen  Punkten 

der  Curve  C  gelten. 

Wenn  al^o  eine  der  Gruppen  [1],  [2],  [4]  eine  Schaar  S  van  cx)* 
Curven  invariant  lässt,  die  durch  zicei  Differentialgleichungen  von  der  Farm 
(A)  definirt  wird,  so  ist  die  Grupj^e  so  beschaffen,  dass  stets,  wenn  man 
einen  Punkt  P  von  allgemeiner  Lage  und  ein  durch  P  gehendes  Linienelement 
L  von  allgemeiner  Lage  festhält,  zugleich  alle  Punkte  auf  der  durch  P  und 
L  bestimmten  Curve  der  Schaar  S  in  Ruhe  bleiben. 

Nunmehr  lässt  sich  zunächst  leicht  beweisen,  dass  die  Gruppe  [4],  S.  426 
keine  Curvenschaar  von  der  hier  verlangten  Beschaffenheit  invariant  lässt. 
In  der  That,  bei  der  Gruppe  [4]  werden  die  cx)*  Linienelemente  durch 
jeden  festgehaltenen  Punkt  P  von  allgemeiner  Lage  zwar  transitiv,  aber 
blos  zweigliedrig  transformirt.  Hält  man  daher  ausser  P  noch  ein  hin- 
durchgehendes Linienelement  />  von  allgemeiner  Lage  fest,  so  bleibt  über- 
haupt jedes  durch  P  gehende  Linienelement  in  Ruhe.  Liesse  nun  die 
Gruppe  [4]  eine  Schaar  S  von  der  hier  verlangten  Beschaffenheit  invariant, 
80  bliebe  bei  Festhaltung  von  P  und  L  nicht  blos  jede  der  oo*  durch  P 
gehenden  Curven  von  S  in  Ruhe,  sondern  es  müssten  auch,  nach  dem 
Obigen,  auf  jeder  dieser  Curven  alle  Punkte  in  Ruhe  bleiben;  da  aber  im 
Allgemeinen  durch  jeden  Punkt  des  Raumes  eine  dieser  Curven  ginge, 
würde  hieraus  folgen,  dass  nach  Festhaltung  von  P  und  L  überhaupt  jeder 
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Punkt  des  Baumes  seine  Lage  behielte.  Das  ist  ein  Widersprach,  denn 
die  Gruppe  [4]  enthält  eine  eingliedrige  Untergruppe,  bei  der  P  und  zugleich 
alle  cd^  Linienelemente  durch  P  invariant  bleiben,  sie  enthält  ja  in  der 
Umgebung  jedes  Punktes  a-Q,  y^^  Zq  von  allgemeiner  Lage  eine  infinitesi- 
male Transformation  von  zweiter  Ordnung  in:  x  —  x^^  y  —  y^,  ^  —  JPq 
(s.  S.  426). 

Aber  auch  von  den  beiden  Gruppen  [1]  und  [2]  lässt  keine  eine 
Curvenschaar  von  der  hier  verlangten  Beschaffenheit  invariant. 

Betrachten  wir  zunächst  die  Gruppe  [1].  Wir  halten  den  Coordinaten- 
anfang  fest,  der  ja  ein  Punkt  von  allgemeiner  Lage  ist,  und  ausserdem  ein 
beliebiges  Linienelement :  x^  :  t/^'  :  z^^  von  allgemeiner  Lage  durch  den 
Coordinatenanfang;  die  dann  noch  übrig  bleibenden  Transformationen  von 
[1]  bilden  eine  eingliedrige  Gruppe,  die  von  der  infinitesimalen  Trans- 
formation: 

(C)  c}f^x^P  —  ^oV^q  +  2c(yo'aj  —  XQy)r    (ci  o) 

erzeugt  ist.     Bliebe   nun    bei  der  Gruppe  [1]   eine  Schaar  S  von  der  ver- 
langten Beschaffenheit  in  Buhe,  so  müsste  es  bei  der  eingliedrigen  Gmpp» 
(C)   eine   invariante   Curve   geben,    die   durch    den   Coordinatenanfang  un 
durch  das  Tiinienelement:  x^^:  y^i  Zq    ginge  und  deren  Punkte  sämmtlich  i 
Buhe  blieben.     Nun   aber  sind   alle   bei  der   eingliedrigen  Gruppe  (G) 
Varianten   Punkte  durch  die  Gleichungen: 

cy^'x^  =  0,     <f/^  =  0,     cfy^x  —  x^'y)  '=  0 

definirt   (s.  Abschn.  I,  S.  116  f.);    diese    Gleichungen   jedoch   sind,    solanj 
XQ-.y^iZQ    ein  Ltnienelement  von  allgemeiner  Lage  ist,  nur  ftlr  die  Punl 
der  Geraden:    x  =  y  =^  0   erfüllt  und   diese   Gerade  geht  nicht  durch 
betreffende  Linienelement.      Demnach   kann   bei    [1]   keine  Curvenschaar  t 

von  der  verlangten  Beschaffenheit  invariant  bleiben. 

Bei  der  Gruppe  [2]  gestaltet  sich  die  Sache  ähnlich.  Der  Coordi  -xzm.  a- 
tenanfang  und  das  Linienelement:  x^iy^iz^  bleiben  nämlich  hier  bei  <3i- ^r 
eingliedrigen  Gruppe: 

I  x^x^p  +  { 2xQxy  —  O/o'H-  cx^)x^]  q  + 
^   ^  \  +2  { V(y  +  ex)  -  (%' +  cx,')x)r 


invariant.    Alle  Punkte  aber,  die  bei  dieser  eingliedrigen  Gruppe  ihre  L« 
behalten,  sind  durch  die  Gleichungen: 

XqX'  =  0,     2xQxy  —  (yo'+  cXq)x'^  =  0 
<(Z/  +  ex)  —  (yo'+  c^o)^   =  Ö 


<JB 


m 


definirt,  oder  da:   XQiyQizJ   ein  Linienelenient  von  allgemeiner  Lage   ^* 
soll,  durch  die  Gleichungen:  x  =  y  =  0.     Demnach   giebt  es  keine  dcx^^^ 
den  Coordinatenanfang   und   durch    das  Linienelement:  XqI  y^i  Zq    gehe**  . 
Curve,    deren    Punkte    bei    der    eingliedrigen    Gruppe    (D)    sämmtlich.    ^  "*'' 
Buhe   bleiben,    und   daraus  folgt  wieder,   dass   auch   die  Gruppe  [2]  k^**^ 
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laar  von  oo^  Curven  von   der  hier  verlangten  Beschaffenheit  invariant 

8t*). 

Damit  ist  die  Aufgabe,  die  wir  uns  auf  S.  538  gestellt  Latten,  erledigt; 
ist  bewiesen,  dass  keine  der  Gruppen:  [1],  [2],  [4]  auf  S.  426  eine 
laar  von  cx>^  Curven  invariant  lässt,  die  durch  zwei  Differentialgleichungen 
1  der  Form  (A)  definirt  ist.  Offenbar  folgt  hieraus  zugleich,  dass  keine 
ser  Gruppen  durch  eine  Punkttraiisformation  des  R^  in  eine  projective 
uppe  übergeführt  werden  kann. 

Was  wir  über  die  Gruppen  auf  S.  426  gefunden  haben,  überträgt  sich 
türlich  sofort  auf  die  Gruppen:  6,  7,  8,  9,  11  auf  S.  434,  die  ja  mit 
n  Gruppen:  [1],  [2],  [4]  auf  S.  426  ähnlich  sind.  Es  ergiebt  sich 
her,  dass  keine  der  Gruppen:  6,  7,  8,  9,  11  eine  Schaar  von  oo*  Cur- 
1  invariant  lässt,  die  zwei  Differentialgleichungen  von  der  Form  (A) 
üllt,  und  dass  keine  dieser  Gruppen  durch  eine  Punkttransformation  des 
mit  einer  projectiven  Gruppe  dieses  Raumes  ähnlich  ist.  Nun  kann  nach 
9or.  19,  S.  292  keine  der  projectiven  Gruppen:  1  ...  5  auf  S.  433  durch 
ö  nichtprojective  Transformation  wieder  in  eine  projective  Gruppe  über- 
Clhrt  werden.  Andrerseits  kommt,  wie  man  sich  leicht  überzeugt,  der 
jeetiven  Gruppe  10  auf  S.  434  dieselbe  Eigenschaft  zu.  Demnach  ergiebt 
L    aus  dem  Theoreme  37,  S.  433  noch  der  Satz: 

Ist  eine  reelle  projective  Gruppe  des  Baumes  x,  y,  g  so  heschaffen, 
y  ihr  gegetiüher  ztvei  Punl'te  eine  und  nur  eine  Invariante  und  mehr  als 
r  Punkte  keine  tvesentUche  Invariante  haben  ^  so  ist  sie  sechsgliedrig  und 
o-h  eine  reelle  projective  Transfortnation  des  Baumes  x,  y,  z  überfiihrbar 
i^eder  in  eine  der  Gruppen:  1  .  .  .  5  auf  S.  433  oder  in  die  Gruppe  10 
S,  434. 

Wir  sahen  vorhin,  dass  keine  der  Gruppen:  6,  7,  8,  9, 11  auf  S.  434  eine 
E^ar  von  oo^  Curven  invariant  lässt,  die  zwei  Differentialgleichungen  von 
Form  (A)  erfüllt.  Hieraus  folgt  nach  S.  539,  dass  keine  der  genannten 
'ppen  so  beschaffen  ist,  dass  bei  Festhalt uug  zweier  beliebiger  Punkte 
tmd  P2  alle  Punkte  einer  continuirlichen  Curve  zwischen  P|  und  P^  in 
^e  bleiben.  Man  kann  sich  davon  auch  direct  überzeugen.  Hält  man 
i^lich  bei  einer  der  Gruppen:   6,  7,  8,  9,  11   den  Coordinatenanfang  fest 

ausserdem  einen  beliebigen  Punkt:  x^y  y^,  Zf^,  der  dem  Coordiuaten- 
t.nge  gegenüber  von  allgemeiner  Lage  ist,  so  findet  man  jedesmal,  dass 
Leich  alle  Punkte  der  beiden  Geraden:  x  =^y  =  0  und:  x^^Xq^  //  =  !/o 
^ahe  bleiben,  sonst  aber  keine  Punkte  weiter.  Es  bleiben  also  zwar 
tidlich  viele  Punkte  fest,  aber  die  bilden  keine  continuirliche  Curve 
achen  dem  Coordinatenanfang  und  dem  Punkte:  Xqj  y^,  s^^. 

Hierin  liegt,  dass  die  Gruppen:  6,  7,  8,  9,  11  Euklids  Geradenaxiom 
^t  erfüllen,  denn  dieses  Axiom  verlangt,  dass  es  zwischen  je  zwei  Punk- 
Pi  und  P^  eine  aber  auch  nur  eine  continuirliche  Curve  gebe,  deren 
ikte  bei  Festhaltung  von  P^  uud  P^   sämmtlich  in  Buhe  bleiben. 


*)  Es  hat  grosses  Interesse,  alle  continuirlichen  Gruppen  des  B^  zu  bestim- 
fc  ,  die  eine  Schaar  von  cx>^  Curven  von  der  hier  betrachteten  Beschaffenheit 
^ant  lassen.  Hier  erwähnen  wir  nur,  dass  diese  Gruppen,  wie  man  sich  leicht 
^^agt,  alle  endlich  sind. 
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Man  überzeugt  sich  schliesslich  leicht,  dass  auch  die  Gruppe  10  auf 
S.  434  das  Axiom  der  Geraden  nicht  erfüllt.  Hält  man  nämlich  bei  dieser 
Gruppe  den  Coordinatenanfang  und  einen  beliebigen  andern  Pankt:  Xq^Pq^i^ 
von  allgemeiner  Lage  fest,  so  bleiben  überhaupt  alle  Punkte  der  Ebene: 
y^x  —  XQy  =  0  in  Ruhe,  es  ist  also  hier  die  Forderung  nicht  erfüllt,  dass 
es  zwischen  den  beiden  festgehaltenen  Punkten  nur  eine  Curve  gebe,  deren 
Punkte  sämmtlich  in  Ruhe  bleiben. 

Man  sieht  hieraus,  dass  die  Gruppen  1  ...  5  auf  S.  433  die  einzigen 
reellen  Gruppen  des  R^  sind,  bei  denen  zwei  'Punkte  eine  und  nur  eine 
und  mehr  als  zwei  Punkte  keine  wesentliche  Invariante  haben  und  bei  denen 
ausserdem  das  Axiom  der  Geraden  erfüllt  ist.  Durch  das  Axiom  der  Ge- 
raden werden  also  unter  den  Gruppen  des  Theorems  37  aUe  die  ausgezeichnft, 
zu  denen  ein  quadratisches  Bogendement  gMrL 

Schliesslich  noch  zwei  Bemerkungen,  von  denen  die  eine  zur  Berieh- 
tigung,  die  andre  zur  Vervollständigung  des  Früheren  dienen  soll. 

Auf  S.  426  ist  gesagt,  dass  der  Parameter  c  beide  Male  wesentlich 
ist  und  nicht  fortgeschafft  werden  kann.  Diese  Behauptung  ist  jedoch  nur 
für  die  Gruppe  [1]  richtig;  bei  der  Gruppe  [2J  dagegen  kann  der  Para- 
meter c  doch  fortgeschafft  werden. 

In  der  That,  ist  c  4=  0,   so   kaim  man  durch  die  Transformation: 

a?i*=ca;,    y^=y,    ^1  =  7- 

stets  erreichen,  dass  c  =  1  wird.  Statt  der  einen  Gruppe  [2]  mit  dem 
willkürlichen  Parameter  c  muss  man  daher  in  die  Tabelle  auf  S.  426  <lie 
beiden  Gruppen: 


[2']        j9,  q,  xq  +  r,  x^q  +  2xr,  xp  +  VQ,,  o^P  +  ^xyq  +  2yr 


in 


P»  Qp  XQ  +  r,  x^q  +  2a;r,  xp+yq  +  r 
a^p  +  2xyq  +  2(a;  +  y)r 


einsetzen,   die  beide  keinen  Parameter  mehr  enthalten.     Dieselben  beic 
Gruppen  sind  natürlich  in  der  Tabelle  auf  8.  434  an  Stelle  der  Grappe9 
einzusetzen  *). 

Wir  erwähnten  auf  S.  460,   dass  die  Gruppe  7  auf  S.  434  eine  merk- 
würdige Eigenschaft  besitzt:    Hält  man  nämlich  bei  dieser  Gruppe  einen 
Punkt  P  fest,  so  werden  die  cx>^  reellen  Punkte  jeder  Pseudokugel  mit  dem 
Mittelpunkte  P  durch  eine  dreigliedrige  reelle  Gruppe  transformirt,.  die  mit 
der  Gruppe  der  Euklidischen  Bewegungen  der  Ebene  ähnlich  ist;  dagegen 


*)  Das  stimmt  mit  den  Angaben  von  Lie   in  seiner  ersten  kunen 
über  den  Gegenstand  (Leipz.  Ber.  1886,  S.  341). 
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werden  die  oo'  reellen  Linienelemente  durch  P  durch  eine  projective  Gruppe 
transformirt ,  die  mit  der  Gruppe  der  Euklidischen  Bewegungen  der  Ebene 
dualistisch  ist. 

Wir  wollen  jetzt  noch  hinzufügen,  dass  sich  die  Gruppen  6,  8  und  9 
auf  S.  434  genau  ebenso  verhalten:  Hält  man  bei  einer  solchen  Gruppe 
einen  Punkt  P  fest,  so  werden  die  cx)*  reellen  Punkte  jeder  Pöeudokugel 
mit  dem  Mittelpunkte  P  durch  eine  dreigliedrige  reelle  Gruppe  g  transfor- 
mirt, die  cx)'  reellen  Linienelemente  durch  P  werden  durch  eine  dreiglied- 
rige reelle  projective  Gruppe  g  transformirt,  und  diese  beiden  Gruppen  g 
and  g  sind  durch  eine  reelle  Berührungstransformation  der  Ebene  mit  ein- 
ander ähnlich,  nicht  aber  durch  eine  Punkttransformation. 

Diese  merkwürdige  Eigenschaft  der  genannten  Gruppen  hat  zur  Folge, 
dass  stets,  wenn  man  den  Punkt  P  und  ausserdem  noch  einen  andern  Punkt 
P'  von  allgemeiner  Lage  festhält,  zugleich  in  jedem  der  beiden  Punkte  P 
und  P'  ein  Flächenelement  von  allgemeiner  Lage  in  Ruhe  bleibt. 


.^-^ 


Abtlieilung  VI. 
Allgemeine  Betrachtaiigen  ttber  endliche  continnirliche  Grnppen. 

Die  gegenwärtige  Abtlieilung  bildet  den  Schluss  des  dritten  Ab- 
schnitts und  damit  den  Schluss  des  ganzen  Werkes  über  endliche  con- 
tinuirliche  Transformationsgruppen;  sie  enthält  eine  Reihe  von  allge- 
meinen Untersuchungen,  die  ihrem  Charakter  nach  den  Untersuchungen 
des  ersten  Abschnitts  am  nächsten  stehen. 

In  Kapitel  25  beschäftigen  wir  uns  von  Neuem  mit  den  Sätzen, 
die  die  Grundlage  der  ganzen  Gruppentheorie  bilden.  Jetzt  aber,  wo 
wir  mit  den  Begriffen:  infinitesimale  Transformation,  eingliedrige  Gruppe, 
Schaar  von  infinitesimalen  Transformationen,  Schaar-von  eingliedrigen 
Gruppen  und  andern  vollkommen  vertraut  sind,  können  wir  diese  Satze 
von  einem  höheren  Standpunkte  aus  betrachten.  Wir  sprechen  deshalb 
jetzt  eingehend  über  den  begrifflichen  Inhalt  dieser  Sätze  und  nament- 
lich über  den  begrifflichen  Inhalt  der  Beweise,  die  wir  früher  für  sie 
gegeben  haben.  Dadurch  erhalten  wir  erst  den  richtigen  Einblick  in 
das  Wesen  der  betreffenden  Sätze  und  ihrer  Beweise,  zugleich  aber 
auch  bemerkenswerthe  neue  Ergebnisse. 

Wir  könnten  übrigens  noch  weiter  gehen.  Die  eben  erwähnten 
Begriffe:  infinitesimale  Transformation  u.  s.  w.,  die  wir  im  Folgenden 
als  bekannt  voraussetzen,  besitzen  nämlich  einen  durchaus  elementaren 
Charakter,  während  wir  sie  in  Abschnitt  I  als  Ausflüsse  aus  sehr 
allgemeinen  Betrachtungen  gewonnen  haben ;  es  wäre  daher  leicht^  auch 
diese  Begriffe  selbständig  von  Neuem  zu  entwickeln  und  so  die  Be- 
trachtungen des  Kapitels  25  ganz  unabhängig  von  allem  Früheren  zu 
machen.     Wir  halten  es  jedoch  für  überflüssig,  das  auszuführen. 

In  Abschnitt  I  haben  wir  gesehen,   dass  jede  r-gliedrige  Gruppe 
durch  Einführung  neuer  Parameter  auf  eine  gewisse  kanonische  Form 
gebracht  werden  kann;   waren   die  endlichen  Gleichungen   der  Gruppe 
vorgelegt,  so   waren  die   betreffenden   neuen  Parameter  durch  gewisse 
gewöhnliche  Differentialgleichungen  definirt  (s.  Abschn.  I,  Kap.  4  und 
S.  171).     In   Kapitel  26  zeigen   wir   nun,    dass    diese   Differentialglei- 
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bungen  immer  integrirt  werden  können  und  dass  zu  ihrer  Losung 
Qsser  Differentiationen  und  Eliminationen  im  ungünstigsten  Falle  nur 
och  eine  gewisse  Anzahl  von  einander  unabhängiger  Quadraturen 
rforderlich  ist.     Hieraus  ziehen  wir  wichtige  Schlüsse. 

Das  Kapitel  27  liefert  die  Bestimmung  aller  r-gliedrigen  tran- 
itiyen  Gruppen  von  gegebener  Zusammensetzung*,  es  schliesst  sich  als 
brtsetzung  an  die  Entwicklungen  von  Kapitel  22  des  Abschnitts  I  an. 

Bereits  in  Abschnitt  I  haben  wir  uns  in  mehreren  Kapiteln  mit 
er  Theorie  der  Zusammensetzung  der  endlichen  continuirlichen  Grup- 
en  beschäftigt;  wir  nennen  nur  die  Kapitel  über  die  adjungirte  Gruppe^ 
her  Zusammensetzung  und  Isomorphismus^  über  die  Aehnlichkeit  r-glied- 
iger  Gruppen  und  über  die  Bestimmung  aller  r-gliedrigen  Gruppen 
on  gegebener  Zusammensetzung  (Abschn.  I;  Kap.  16,  17,  19  und  22). 
etzt  widmen  wir  dieser  ausserordentlich  wichtigen  Theorie  ein  neues 
lapitel,  das  achtundzwanzigste.  Während  wir  uns  in  Abschnitt  I 
uf  die  Sätze  über  Zusammensetzung  beschränkten,  die  zur  Begrün- 
ung der  allgemeinen  Theorie  der  endlichen  continuirlichen  Gruppen 
rforderlich  sind,  behandeln  wir  in  Kap.  28  die  Theorie  der  Zusammen- 
etzung  mehr  um  ihrer  selbst  willen.  Jedoch  beschränken  wir  uns 
Eist  ganz  auf  solche  Sätze,  die  Lie  schon  im  Jahre  1884  besass  und 
lamals  bereits  veröffentlicht  hatte.  Auf  die  Untersuchungen,  die  seit 
886  von  andrer  Seite  über  den  Gegenstand  ausgeführt  worden  sind, 
:ommen  wir  erst  in  dem  Schlusskapitel  zu  sprechen. 

In  Kapitel  29  endliich  geben  wir  einen  kurzen  kritischen  Ueber- 
»lick  über  die  neueren  Arbeiten  auf  dem  Gebiete  der  endlichen  con- 
inuirlichen  Transformationsgruppen. 


Kapitel   25. 

Die  Fundamentalsätze  der  Ghrappentheorie, 

Wünscht  man  einen  Ueberblick  über  die  Sätze  zu  haben,  auf 
ienen  die  ganze  Theorie  der  endlichen  continuirlichen  Gruppen  auf- 
gebaut ist,  so  unterscheidet  man  am  Besten  drei  Sätze,  die  füglich  als 
iie  drei  FundamentcHsätze  der  Gruppmiheorie  bezeichnet  werden  können. 

Jeder  dieser  drei  Fundamentalsätze  ist  ein  Doppelsatz,  das  heisst 
$r  besteht  eigentlich  aus  zwei  Sätzen,  von  denen  aber  jedesmal  der 
dne  die  Umkehrung  des  andern  ist. 

Der  erste  Fundamentalsatz  sagt  aus,  dass  jede  r-gliedrige  Gruppe 
gewissen  Differentialgleichungen  von  ganz  besonderer  Beschaffenheit, 

Lie,  Tbeori«  der  TraniformationsgrnppeD.  in.  35 
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nämlicli  den  sogenannten  grundlegenden  DüSerentialgleichongen  genC 
und  dass  umgekehrt  jede  Schaar  von  oo'*  Transformationen,  die  d 
artige  Differentialgleichungen  erfüllt  und  ausserdem  noch  die  identia  ^ 
Transformation  enthält,  eine  r-gliedrige  Oruppe  bildet. 

Der  zweite  FundamentalsaU  sagt  aus,  dass  jede  r-gliedrige  Gri^j: 
mit  paarweise  inversen  Transformationen   von   r  unabhängigen  iuQ 
tesimalen  Transformationen:  X^f..,  Xrf  erzeugt  ist,  die  paarweise 
Beziehungen  von  der  Form: 

r 

(A)  {XiXk)-=^'Ca,X.f  ,.-.t=i...r) 

1 

stehen,  und  dass  umgekehrt  r  unabhängige  infinitesimale  Transfonc» 
tionen,  die  in  diesen  Beziehungen  stehen,  stets  eine  r-gliedrige  GrupJ 
mit  paarweise  inversen  Transformationen  erzeugen. 

Der  dritte  Fundamentalsate  endlich  sagt  aus,  dass  die  r*  Gonstan 
ten  Cut,  die  in  den  Gleichungen  (A)  auftreten,  gewisse  Relationen 
erfüllen  und  dass  umgekehrt  zu  jedem  gegebenen  System  von  r*  Con- 
stanten Cikt,  das  die  betreffenden  Relationen  erfüllt,  r  unabhängige 
infinitesimale  Transformationen:  X^f , . . .  Xrf  gefunden  werden  können, 
die  gerade  in  den  Beziehungen  (A)  stehen. 

Keiner  dieser   drei  Fundamentalsätze  ist  entbehrlich,   wenn  man 
ein    vollständiges    Gebäude    der   Gruppentheorie  errichten  will;  fragt 
man   dagegen,   welcher  unter  ihnen  am  häufigsten  benutzt  wird,  9t 
muss  man  sagen,  dass  der  zweite  Fundamentalsatz  bei  allen  grappei 
theoretischen  Untersuchungen  ohne  Vergleich  die  häufigste  Anwendni 
findet.     Wir  bezeichnen  deshalb    diesen  zweiten  Satz   wohl  auch 
den  Hauptsatz  der  ganzen  Gruppentheorie. 

"Wir  wollen  jetzt  die  drei  Fundamentalsätze  der  Reihe  nach  et 
eingehender  besprechen;  es  kommt  uns  dabei  hauptsächlich  darauf 
den  begrifflichen  Inhalt  dieser  Sätze  und  der  früher  für  sie  gelief 
Beweise    möglichst    durchsichtig   zu    machen.     Wir   bemerken  y 
gleich  hier,   dass   wir  dabei  alle  Fragen  über  die  Bereiche,  inn^ 
deren  die   auftretenden  Functionen  definirt  sind,   bei  Seite  lasse 
betreffs  dieser  Fragen  auf  die  Entwicklungen  des  Abschnitts  I  ver 

§  107. 
Die  Gleichungen: 

(1)  Xl  =  fi{x^  ,.  ,Xn]    Ol.,  .ar)        ('  =»  1  .  .  .  n) 

mit   den    r   wesentlichen  Parametern:   a^  .  , ,  Or  mögen   eine 
Schaar  von  oo''  verschiedenen  Transformationen   darstellen, 
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läufig  noch  nicht  gerade  eine  r-gliedrige  Gruppe-,  die  Transformation 
(1)  dieser  Schaar  möge  der  Kürze  wegen  mit  S^a)  bezeichnet  werden. 

Ist  nun  iS(a-|-da)  eine  beliebige,  in  der  Schaar  (1)  enthaltene  Trans- 
formation, die  der  Transformation  S(ß)  unendlich  benachbart  ist,  so 
kann  man  S^a-^Sa)  ^uf  zwei  verschiedene  Weisen  aus  der  Transforma- 
tion S(fl)  und  aus  einer  infinitesimalen  Transformation  zusammensetzen^ 
nämlich  entweder,  indem  man  zuerst  die  Transformation  5(a)  ausführt 
und  dann  die  infinitesimale  Transformation:  S^)^  S^a^da)  oder  indem 
man  zuerst  die  infinitesimale  Transformation:  S(a-^^a)S^)  und  dann 
die  Tränsformation  S^^y  ausführt. 

Durch  die  beiden  unendlidi  benachbarten  Transformationen:  S(a)  und 
S(a+6a)  der  Schaar  (1)  sind  demnach  zwei  infinitesimale  Transforma- 
tionen: 6(^/5(a-i-da)  wwrf;   S{fi^6a)S{^'i    dcfinirt.     Die  Identität: 

S{a)   .  S'(a+rfa)S'(a)    .  S{u)  =  S(a)   S(a-{-da) 

zeigt  jedoch,  dass  diese  beiden  infinitesimalen  Transformationen  in 
einer  sehr  einfachen  Beziehung  zu  einander  stehen:  die  Transformation: 
S^)^S^a+da)  wird  nämlich  erhalten,  wenn  man  in  die  Tramformation: 
S(fl^6a)S[^)^  vermöge  der  Transformation  S^a)  f^^ue  Veränderliche  einführt 
Setzt  man  voraus,  dass  sich  durch  Auflosung  der  Gleichungen  (1) 
nach  Xj^ . .  .Xn  ergiebt: 

(1')  Xi  =  Fi{x^ .  .  .  Xn'i    «1  .  .  .  Ar)       (»  =  1 .  .  .  «)  , 

SO  kann  man  die  besprochenen  infinitesimalen  Transformationen  wirk- 
lich hinschreiben.  Man  findet  für  die  infinitesimale  Transformation: 
S^ySffl^da)   die  Gleichungen: 

xi  =  fi  (F,  {x,  a)  ...  Fn{x,  a);  a^  -f  da^, . . .,  a^  +  dar), 

die  wegen  der  Identitäten: 

f  {l\  (Xf  a)  . .  .  Fn  [Xj  a);  a^  .  .  ,ar)^  Xt 
die  Gestalt: 

(2)  Xi  =  Xi  +    >   ^^k       — o- (.  =  l     .  .  n) 

annehmen.  Für  die  infinitesimale  Transformation:  S{a+da)S^)^  findet 
aian  ebenso  die  Gleichungen: 

Xi'=  Fi{fi  (x,  a  +  da) . .  .f„(x,a  +  *«);  cti  , . .  ar), 

aus  denen  durch  Entwicklung  nach  den  unendlich  kleinen  Grössen: 
dai  .  . .  Sar  die  Gleichungen: 

Ö6* 
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heryorgehen.     Diese  Gleichungen  kann  man  aber  sehr  wesentlich  ver- 
einfachen.    Aus  der  Identität: 

Fi(fi{x,  a)  ...  fn(x,  a);  aj  . . .  ar)  =  Xi 
ergiebt  sich  nämlich  durch  Differentiation  nach  aki 


n 


also   bekommt  die  infinitesimale  Transformation:   S(fl^Sa}S^)^  die  ein- 
fache Form: 

(3)  Xi  =  Xi—>dak\ — TT- (i«i...«). 

i  L     ^"t     -Jt-/(*.  a) 

Noch  schneller  hätte  man  zu  dieser  Form  gelangen  können,  wenn  man 
beachtet  hätte,  dass 

eine  Gleichung,  die  in  Formeln  gekleidet  unmittelbar  zu  den  Gleichungen 
(3)  führt 

Ertheilt  man  den  a  bestimmte  Werthe,  lässt  aber  die  da  will- 
kürlich, so  stellen  die  Gleichungen  (2)  und  (3)  zwei  Schaaren  von  infini- 
tesimalen Transformationen  dar,  die  der  Transformation:  x/ '=' fi{Xja) 
durch  die  Gleichungen  (1)  zugeordnet  sind.  Es  ist  leicht  zu  sehen, 
dass  beide  Schaaren  im  Allgemeinen  aus  je  cx)'*"^  verschiedenen  in- 
finitesimalen Transformationen  bestehen. 

In  der  That,  die  infinitesimalen  Transformationen  (2)  sind  sämmt* 
lieh  aus  den  r  infinitesimalen  Transformationen: 

-^    L      G"'k      J5  =  F(*,a)^^.- 

linear  abgeleitet.  Nun  aber  sind  unter  den  gemachten  Voraussetzungen 
die  r  Parameter  a^ .  ,.ar  in  den  Gleichungen  (1)  wesentlich,  was  nach 
Abschn.  I,  S.  13  dann  und  nur  dann  eintritt,  wenn  es  nicht  möglich 
ist,  r  solche  nicht  sämmtlich  verschwindende  Functionen:  Xi  •  •  •  Xr  von 
den  a  allein  anzugeben,  dass  die  n  Gleichungen: 

identisch  bestehen.  Demnach  können  auch  die  infinitesimalen  Trans- 
formationen: Zif . . ,  Zrf  keine  Relation  von  der  Form: 
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befriedigen,  ohne  dass  Xi '  -  •Xr  ^^^^  verschwinden.  Hierin  liegt,  dass 
die  r  infinitesimalen  Transformationen:  Z^f  . . .  Zrf  für  allgemeine 
Werthe  der  a  von  einander  unabhängig  sind,  und  das  kommt  wieder 
darauf  hinaus,  dass  die  Schaar  (2)  für  jedes  Werthsystem:  ai,..ar 
von  allgemeiner  Lage  aus  oo**"^  verschiedenen  infinitesimalen  Trans- 
formationen besteht.  Für  die  Schaar  (3)  gilt  natürlich  dasselbe,  denn 
aus  ihr  wird  ja  die  Schaar  (2)  erhalten,  wenn  man  vermöge  der  Trans- 
formation S{a)  neue  Veränderliche  einführt. 

Wir  sehen  also,  dass  die  Schaar  der  oo''  Transformationen  (1)  jeder 
ihrer  Transformationen  S^a)  0u?ei  Schaaren  (2)  und  (3)  von  je  cx)*-- ^  in- 
finitesimalen Transformationen  ssuordnet.  Diese  beiden  Schaaren  sind  so 
beschaffen  f  dass  man  jede  der  Transformation  S(a)  unendlich  benachbarte 
Transformaüon  8{a-\-ia)  der  Schaar  (1)  erjjfiU,  indem  man  enttveder 
jsuerst  S(a)  ^^d  dann  eine  geeignete  infinitesimale  Transformation  der 
Schaar  (2)  ausßhrt,  oder  indem  man  ssuerst  eine  geeignete  infinitesimale 
Transformation  der  Schaar  (3)  und  dann  die  Transformation  S^a)  dus- 
führt. 

Besonders  erwähnt  sei  noch  ein  Umstand,  der  aus  den  soeben 
angestellten  Betrachtungen  folgt:  es  ergiebt  sich  nämlich,  dass  umge- 
kehrt, wenn  die  Schaar  (2)  für  allgemeine  Werthe  der  a  r  unabhängige 
infinitesimale  Transformationen  enthält  und  also  aus  oo'"'^  verschie- 
denen infinitesimalen  Transformationen  besteht,  zugleich  die  Schaar 
(1)  aus  cx)''  verschiedenen  endlichen  Transformationen  besteht.  Dem- 
nach deckt  sich  die  Forderung,  dass  die  Schaar  (2)  für  allgemeine  Werthe 
von  a^  . .  .dr  gerade  r  uncibhängige  infinitesimale  Transformationen  ent- 
halte, mit  der  Forderung,  dass  die  r  Parameter  a^ . .  .ar  in  den  Glei- 
chungen (1)  wesentlich  seien. 

§  108. 

Nunmehr  wollen  wir  insbesondere  voraussetzen,  dass  die  (xf  Trans- 
formationen (1)  eine  r-gliedrige  Gruppen  bilden,  dass  also  die  Glei- 
chungen, die  sich  aus  (1)  und: 

(4)  Xi"=  fi(Xi  .  .  .  Xn]    b^.  .  .br)       (1  =  1...  n)       , 

durch  Fortschafiung  der  x'  ergeben,  nämlich  die  Gleichungen: 
(5)  Xi"'^fi(fi(so,a)...fn(x,a)]  b^...br)     (»  =  i...«) 

die  Form: 

(5  ')  Xi  ' «=  fi {Xi  ,  .  .  Xn]    C^  ...  Cr)      (i  «=»  1 . . .  ») 
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erhalten  kÖDnen,  wo  die  c  gewisse  Functionen: 

(6)  Ck  =  9?*(öi  .  .  .  «rj   &i  .  .  .  hr)      (*«l...r) 

der  a  und  b  allein  sind.     Diese  Voraussetzung  kann  offenbar  kürzer 
durch  die  symbolische  Gleichung: 

(7)  S(a)  5(6)  =  S(c) 

ausgedrückt  werden. 

Ertheilen  wir  den  b  feste  Werthe,  während  wir  die  a  willkürlich 
lassen,  so  bestimmt  die  linke  Seite  der  Gleichung  (7)  augenscheinlich 
eine  Schaar  von  cx)'*  Transformationen;    von  der   rechten  Seite  muss^^« 
dasselbe    gelten ,    folglich    sind    die   Ck    unabhängige   Functionen   voi 
a^ . , . .  Or.     Genau   so   ergiebt   sich,    dass   die   Cjt    auch   unabhängige 
Functionen  von  b^  . .  ,br  sind:  kurz,  die  Gleichungen  (6)  sind  sowoh' 
nach  den  a  als  nach  den  b  auflösbar,  ein  Ergebniss,  dass  wir  in  Ab 
schnitt  I  (auf  S.  17  f.)  rein  analytisch,  aber  deshalb  auch  auf  ziemlicl 
umständliche  Weise  abgleitet  haben. 

Aus  der  Gleichung  (7)  folgt  ohne  Weiteres  die  nachstehende: 

WO    die    de   aus  den  Gleichungen  (6)   durch  Differentiation   gefund« 
werden.     Da   die   Gleichungen   (6)    sowohl    nach    c^ . .  ,(ir    als  nai 
b^  . .  .br  auflösbar  sind,   so  können  wir  die   da  und   die   db  stets 
bestimmen,  dass  die  8c  alle   verschwinden;  die  betreffenden  Wer^' 
der  8a  und  8b  sind  dann  durch  die  Gleichungen: 

(8)         |!j?^,^  +  ^.t5„,). 

definirt,  und  wir  haben,  sobald  diese  Gleichungen  erfüllt  sind: 

(9)  5i(a+(Ja)  5'(6-f  <f6)  =  S(c)  =  S^a)  S{b)' 

Nun  aber  können  wir  nach  §  107  die  Transformation  S(a^sa)  erhalt^ 
indem  wir  zuerst  die  Transformation  S{a)  nnd  dann  die  der  Schaar  C^^) 
angehörige  infinitesimale  Transformation:  <S(^^/S(a+<ja)  ausführen,  ij.ä:^»'^' 
ebenso  können  wir  S{b-{-6b)  erhalten,  wenn  wir  zuerst  die  ]n& 
tesimale  Transformation:  S(i,-^6b)S^)  und  dann  die  Transformati< 
S(b)  ausführen.     Demnach  können  wir  die  Gleichung  (9)  auch  schreit>< 

S{a)  .  S(^)   S{a-\'6a)  •  S'(6 -f  (^ 6) ^(^     •  Sb  =  S{a)  •  5(6), 

und  hieraus  ergiebt  sich: 

>S(7)    S(a-\-)a)    .    S{b-{-db)S^)      =  1, 

das    heisst   gleich    der  identischen  Transformation.     Die   beiden  in^^  ^^' 
tesimalen  Transformationen:  >S(J)^/S(a-f.da)   «wrf  S(f,-\-db)S^)'  sind  also  t€ 


0       (*  =a  1 . . .  r) 
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ft  gemachten  Voraussetzungen  ssu  einander  invers;  da  überdies  die  zu 
b+db)S(^)  inverse  Transformation  oflfenbar  die  Form  hat:  S(b^6i,)S{^) , 
•  bekommen  wir  schliesslich: 

Die  Gleichung  (10)  ist  eine  Folge  der  Gleichung  (7),  sie  enthält 
>er  die  Grossen :  c^  . .  .Cr  nicht  mehr.  Da  nun  die  a  und  b  an  und 
r  sich  durch  gar  keine  Relation  verknüpft  sind,  so  muss  die  Glei- 
inng  (10)  bei  beliebiger  Wahl  von  a^. .  .ar  und  b^. .  .br  göltig  sein 
r  alle  Werthe  der  da*  und  dt*,  die  den  Gleichungen  (8)  genügen, 
ie  Gleichungen  (8)  lassen  sich  aber  sowohl  nach  den  Sat  als  nach 
in  dbk  auflosen  und  daher  entweder  in  der  Form: 


!')  d bj  «a  xf  ^t (ö^  . . .  ar;  &i . . .  &r)  da*     a  =  i . . .  o 

er  in  der  Form: 


^  Saj  = /*  Akj  (öTi  .  . .  «r;  &i . . .  br)  dbk    0  =  ^  •••'') 


xeiben  (vgl.  Abschn.  I,  S.  29  und  30);  aus  ihnen  ergiebt  sich  mithin 
:3er  zwischen  dbi,..öbr  allein  eine  Relation,  noch  eine  zwischen 
.  . .  dar  allein.  Denken  wir  uns  daher  für  a^  . .  ,ar  und  b^ . .  .br 
^i  beliebig  aber  fest  gewählte  Werthsysteme  von  allgemeiner  Lage 
gesetzt  und  die  Sa  und  Sb  den  Gleichungen  (8)  unterworfen,  sonst 
CDch  ganz  willkürlich,  so  stallt  die  linke  Seite  von  (10)  die  erste 
'    beiden  Schaaren  von  je  oo'"""^  infinitesimalen  Transformationen  dar, 

nach  §  107  der  Transformation  S(a)  zugeordnet  sind;  die  rechte 
'te  von  (10)  dagegen  stellt  die  zweite  der  beiden  Schaaren  von  je 
"-^  infinitesimalen  Transformationen  dar,  die  der  Transformation 
I  zugeordnet  sind,  denn  es  liegt  auf  der  Hand,  dass  die  Schaar  der 
'  ^  infinitesimalen  Transformationen  S(ö^6b)S{i^)^  mit  der  Schaar: 
—i-6b)  S^)    identisch  ist.    Demnach  sagt  die  Gleichung  (10)  aus,  dass 

erste  der  zwei  S(a)  zugeordneten  Schaaren  von  oc/""^  infinitesima- 

Transformationen  mit  der  zweiten  der  zwei  S^b)  zugeordneten 
:^aaren  zusammenfällt. 

Halten  wir  jetzt  blos  6^  . . .  6r  fest,  während  wir  a^. , .  ar  sich 
3ern  lassen,  so  ergiebt  sich  aus  (10),  dass  die  Schaar  der  <xf~^  in- 
i^iesimalen  Transformationen:  S^)  S(a^da)  stets  dieselbe  bleibt,  wie 
fci  auch  a^...ar  ändern  mögen.  Genau  in  entsprechender  Weise 
^«nnt  man,  dass  auch  die  Schaar  der  oo''""^  infinitesimalen  Trans- 
' Nationen:  S(t,^Sb)S^)^  sich  nicht  mit  bi..,br  ändert.  Da  nun  wegen 
^  Gleichung  (10)  die  beiden  Schaaren:    5(7)  S^a-^-Sa)  und  S(b—db)S(b) 
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zusammenfallen,  so  liegt  hierin  zugleich,  dass  die  beiden  Schaaren  toh 
oo**^^  infinitesimalen  Transformationen,  die  durch  die  beiden  Ausdrücke: 
S{^)^Sifl+6a)  und  5(a+<fa)iS(7/  dargestellt  werden,  mit  einander  identisch 
sind  und  sich  beide  nicht  mit  a^  . . ,  Gr  ändern*). 

Wir  sehen  hieraus,  dass  alle  die  Schaaren  von  oo^~*^  infinitesi- 
malen Transformationen,  die  die  Schaar.(l)  den  oo^  ihr  angehorigen 
Transformationen  zuordnet,  mit  einander  identisch  sind,  sobald  die 
Schaar  (1)  eine  r-gliedrige  Gruppe  bildet     Mit  andern  Worten: 

Zu  jeder  r-gliedrigen  Gruppe  (1)  von  <xr  PunkUransfannaHanen  ge- 
hört eine  ganz  iestimmte  Schaar  von  oo*"-*  infinitesimalen  Transforma- 
tionen. Diese  Schaar  besteht  aus  edlen  infinitesimalen  Transformatumen, 
die  aus  r  gewissen,  von  einander  unabhängigen  infinitesimalen  Transfor- 
mationen linear  ableitbar  sind,  und  sie  ist  so  beschaffen,  dass  num  <m 
jeder  Transformation  S(a)  der  Gruppe  (1)  jede  unendlich  benachbarie 
Transformation  S^a+da)  der  Gruppe  erhalten  Jcann,  indem  man  entweder 
zuerst  die  Transformation  S{a)  ausführt  und  dann  eine  geeignete  infwi- 
tesimale  Transformation  der  beunissten  Schaar,  oder  indem  num  guerst 
eine  geeignete  infinitesimale  Transformation  dieser  Schaar  ausführt  und 
dann  die  Transformation  S(a)- 

Wir  wollen  jetzt  zusehen,  was  fUi  analytische  Ergebnisse  aus  den 
vorhin  angestellten  begrifflichen  üeberlegungen  folgen. 

Die  infinitesimale  Transformation:  £^}  S^a-^-da)  wird  nach  S.  547 
durch  die  Gleichungen:  • 

(2)  x/^Xi  -\-y*  da,  \-%^]  «-X...-) 

dargestellt   und    die   infinitesimale   Transformation:    S(t^eb)S(b)    n^ 
S.  548  durch  die  Gleichungen: 

*)  Wenn  wir  uns  auch  hier  aaf  die  Unters achong  der  Bereiche,  innerhalb 
deren  die  auftretenden  Functionen  definirt  sind,  nicht  einlassen,  so  können  wir 
doch  eine  Bemerkung  nicht  unterdrücken.  Aus  den  Torstehenden  BetrachtoDgen 
ergiebt  sich  nämlich ,  dass  die  in  Abschn.  1  auf  S.  15  f.  gemachten  Voraassetiimgen 
durch  allgemeinere  ersetzt  werden  können.  Man  brancht  nicht  su  verlangen,  cbut 
es  innerhalb  der  dort  definirten  Bereiche  (x)  und  (a)  zwei  kleinere  Bereiche  ((x)] 
und  ((a))  gebe,  die  so  beschaffen  sind,  dass  jedesmal,  wenn  die  a  nnd  b  iqner- 
halb  ((a))  und  die  x  innerhalb  {{x))  liegen,  zugleich  die  x'  in  den  Bereich  (x)  Qn<l 
die  c  in  den  Bereich  (a)  fallen;  es  genügt  yielmehr,  anzunehmen,  dass  es  in  des 
Bereiche  (x)  einen  kleineren  Bereich  ((x))  und  in  dem  Bereiche  (a)  zwei  kleinere 
Bereiche  ((a))  und  ((&))  gebe ,  die  so  beschaffen  sind ,  dass  jedesmal,  wenn  die  x 
in  ({x))j  die  a  in  ((a))  und  die  b  in  ((&))  liegen,  die  x'  dem  Bereiche  (x)  und  die 
c  dem  Bereiche  (a)  angehören. 
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(3') 


Xi  =  ÄTi  + 


[ 


] 


(t  BS  1    .   .   .   fl) 


Unterwirft  man  insbesondere  die  da  und  db  den  Gleichungen  (8)^  so 
gilt  die  Gleichung  (10),  vermöge  (8)  wird  also: 


2?  da.  \'J^]  =  J  dl,  ( 


a6. 


-'x=/(«,  *) 


für  alle  Werthe  der  x,  a  und  6.  Drücken  wir  daher  mit  Hülfe  der 
Gleichungen  (8')|  die  ja  mit  (8)  äquivalent  sind,  die  db  durch  die  da 
aus  und  berücksichtigen  wir,  dass  zwischen  da^ ...  dar  allein  keine 
Relation  besteht,  so  ergiebt  sich: 


(11) 


(t  s=s  1 . . .  n ;    ifc  =3  1 . . .  r)  . 


In  derselben  Weise  ergeben  sich  durch  Benutzung  der  Gleichungen 
(8")  die  mit  (11)  äquivalenten  Identitäten: 


(12) 


(i  BS  1 . . .  n ;    ifc  c=  1  .  . .  r)  . 


Hier  haben,  wie  schon  oben  angedeutet,  die  ^  und  die  A  dieselbe 
Bedeutung  wie  auf  S.  29f.  von  Abschnitt  I.  Andrerseits  ist  nach  der 
auf  S.  28  daselbst  angewandten  Bezeichnung: 


(13) 


allerdings  wurden  damals  die  9  auf  andre  Weise  gebildet,  man  über- 
zeugt sich  aber  leicht,  dass  die  linke  Seite  von  (13)  mit  der  damals 
gebildeten  Function:  Oti(Xyb)  übereinstimmt. 

Da  die  Identitäten  (11)  und  (12)  für  alle  Werthe  der  x,  der  a 
und  der  b  gültig  sind,  so  bleiben  sie  auch  dann  noch  erfüllt,  wenn 
man  für  b^. .  .br  irgend  ein  festes  Werthsystem:  o^  . . .  cor  von  allge- 
meiner Lage  einsetzt.  Thut  man  das  und  wendet  man  dieselben  Ab- 
kürzungen an  wie  auf  S.  31  von  Abschn.  I,  so  erhält  man  aus  (11) 
und  (12)  die  folgenden  neuen  Identitäten: 


(HO 


(12') 


l^F(x,  a) 


ikiix) 
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die  natörlich  auch  mit  einander  äquivalent  sind.     Aus  (11')  und  (12) 
ergiebt  sich  schliesslich  noch  die  Identität: 


(«■■)   ?t 


^^iit.m 


k        -^l^fix.b) 


Hiermit  ist  das  Ergebniss,  zu  dem  wir  vorhin  durch  begrifflich 
Ueberlegangen  gelangt  sind,  analytisch  ausgedrückt.  Da  nämlic 
unter  den  gemachten  Voraussetzungen  die  Determinante  der  ifjt{a 
einen  endlichen  von  Null  verschiedenen  Werth  hat,  so  zeigen  die  Iden — 
titäten  (11')  unmittelbar,  dass  die  oo*"~*  infinitesimalen  Transforma- 
tionen: /S(7/S(a+ja),  die  durch  die  Gleichungen  (2)  auf  S.  552  d»rge 
stellt  werden,  aus  den  r  infinitesimalen  Transformationen: 


n 
1  ' 


1 . . .  r) 


linear  abgeleitet  sind.     Ebenso  zeigen  die  Identitäten  (12"),  dass  v 
den  oo''-^  infinitesimalen  Transformationen:  S(ji,+ii,)S^)^  dasselbe  gi 
Hierin  aber  liegt,  dass  die  r  infinitesimalen  Transformationen:  X,/*... 
von  einander  unabhängig  sind  und   dass  die  Schaar  von  cx/*"^  i 
tesimalen  Transformationen,  die  durch  den  Ausdruck: 


(14) 


r 


mit  den  r  Parametern  /Ij  . . .  Ar  dargestellt  wird,  eben  die  Schaar 
oo''"^  infinitesimalen  Transformationen  ist,  die  im  Sinne  von  S. 
zu  der  Gruppe  (1)  gehört 


Macht  man  in  den  Identitäten   (11')  und  (12')  die  Substitution;: 
a;  =  /'(j,  a)  und    schreibt  man  dann  x'  für  x  und  x  für  j,  so  erlnSft 
man   neue   Identitäten,    die    aussagen,    dass  die    beiden  mit   einander 
äquivalenten  Systeme  von  Differentialgleichungen: 


(16) 
und: 


dx{ 


*  1 


(t'  EB  1 . .  .  n;    *  SB«  1  ...  r) 


(16) 


I*.(^')=2^«*y(«)ä7-  <■ 


&    •    «    •    fv  y       A*   ^^    X    •    •    •    w) 


dx; 

bei  der  Substitution:  x!=  fi{Xjd)  identisch  erfüllt  werden.  Damit 
sind  wir  wieder  zu  den  grundlegenden  Differentialgleichungen  des 
Theorems  3  auf  S.  33  von  Abschnitt  I  gelangt.  Aber  diese  Differen- 
tialgleichungen erscheinen  uns  jetzt  in  einem  andern  Lichte.     Da  sie 


* 
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nämlich  mit  den  Identitäten  (11')  gleichbedeutend  sind,  so  sagen  sie 
einfach  aus,  dass  man  aus  einer  beliebig  gewählten  Transformation 
S(a)  der  Gruppe  (1)  jede  unendlich  benachbarte  Transformation  S(a-{-6a) 
der  Gruppe  erhalten  kann,  indem  man  zuerst  S^a)  und  dann  eine  ge- 
eignete infinitesimale  Transformation  der  Schaar  (14)  ausführt.  Die 
betreffende  infinitesimale  Transformation  ist  übrigens  auch  leicht  an- 
gebbar, sie  wird  ja  durch  den  Ausdruck:  S(^)  S{a-\-6a)  dargestellt  und 
besitzt  daher  die  Form: 


(1 7)  a;,' =  Xi  +>dai.  2]  ^/* («)  i«  (^)     «  =  i  •  •  • «) . 


Man  beachte  übrigens,  dass  die  eben  ausgesprochene  Deutung  der 
grundlegenden  Differentialgleichungen  nicht  davon  abhängig  ist,  dass 
die  Schaar  (1),  die  unsre  Differentialgleichungen  erfüllt,  eine  Gruppe 
bildet.  Hat  man  nämlich  irgend  eine  Schaar  (1)  von  oo'*  Transfor- 
mationen, die  den  Differentialgleichungen  (15)  oder  den  äquivalenten 
(16)  genügt,  so  bestehen  für  diese  Schaar  die  Identitäten  (11^  ^"^^ 
es  lässt  sich  demnach  jede  Transformation  S^^a^u)  der  Schaar  dadurch 
herstellen,  dass  man  zuerst  die  Transformation  5(a)  und  sodann  eine 
geeignete  infinitesimale  Transformation  der  Schaar  (14)  ausführt 

Wir  kommen  im  nächsten  Paragraphen  hierauf  zurück. 

Aus  den  Identitäten  (12")  ergiebt  sich  ein  System  von  Differen- 
tialgleichungen, das  ein  Seitenstück  zu  dem  Systeme  (15)  bildet  Die 
Ableitung  dieses  Systems  ist  fast  genau  so  wie  auf  S.  40  f.  von  Ab- 
schnitt I.     Wie  dort  beweist  man,  dass  der  Ausdruck: 


(»  =  1  .  .  .  « ;  *  =s  1  . . .  r) 


y^iy(a,&)^,>(a) 

1 

von  a^, .  ,ar  frei  ist  und  durch  eine  Fun<;tion:  %tk^  von  den  6  allein 
ersetzt  werden  kann.  Sodann  findet  man  leicht^  dass  die  Differential- 
gleichungen: 

*  1 

bei  der  Substitution:  Xi  =  Fi{x^  d)  identisch  erfüllt  werden,  dass  also 
Xi  .  . .  Xn,  wenn  man  sie  sich  aus  den  Gleichungen:  x/=^  fi(x,a)  als 
Functionen  der  x  und  der  a  bestimmt  denkt,  den  Differentialglei- 
chungen (18)  genügen. 

Da  die  Differentialgleichungen  (18)  mit  den  Identitäten  (12") 
gleichbedeutend  sind,  so  sagen  sie  offenbar  aus,  dass  jede  Transfor- 
mation S(fl^da)  der  Gruppe  (1)  dadurch  erhalten  werden  kann,  dass 
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man  zuerst   eine  geeignete  infinitesimale  Transformation  der  Schaar 
(14)  und  dann  die  Transformation  S(a)  ausf&hrt.     Die  betreffende  in- 
finitesimale   Transformation   wird   durch    den   Ausdruck:   S(a~{.6a)S{7) 
dargestellt  und  lautet  daher: 


-I 


r  T 

(19)  Xi'  =  Xi  —2  *«*2'  ^■'*(")  ^^•■(*) 


(i  BS  1  ...  n) 


(vgl.  S.  548  uid  S.  554  Gl.  (12")). 

Auch  hier  ist  zu  bemerken^  dass  diese  Deutung  der  Differential- 
gleichungen (18)  nicht  daran  hängt,  dass  die  Schaar  (1)  eine  Gruppe 
bildet;  denn  wenn  für  irgend  eine  Schaar  (1)  von  cx>''  Transforma.t;io- 
nen  die  Differentialgleichungen  (18)  erfüllt  sind,  so  hat  das  imxner 
den  Sinn,  dass  die  Transformation  S(a+da)  der  Schaar  (1)  in  der  ^len 
beschriebenen  Weise  erhalten  werden  kann,  mag  nun  die  Schaar*  (Ij 
eine  Gruppe  bilden  oder  nicht. 

Wir  sahen  auf  S.  547,  dass  die  beiden  infinitesimalen  Transfor- 
mationen:, fi^T)  /^(a-i- da)  und  S(a+da)Ä(7)^  in  der  einfachen  Beziehung 
stehen:  » 

dass  also  die  erste  erhalten  wird,  wenn  man  in  die  zweite  vermöge 
der  Transformation  S(a)  neue  Veränderliche  einführt.  Ertheilen  wir 
den  a  feste  Werthe,  während  wir  die  da  willkürlich  lassen,  so  stellen 
die  beiden  Ausdrücke:  SJj/ Ä(a+<ja)  und  5(a+<ya)S^/  zwei  Schaaren 
von  je  oo**"^  infinitesimalen  Transformationen  dar  und  diese  beiden 
Schaaren  sind  unter  den  Voraussetzungen  des  gegenwärtigen  Para- 
graphen mit  einander  und  mit  der  Schaar  (14)  identisch  (s.  S.  551f- 
und  S.  554).  Demnach  ergiebt  sich,  dass  die  Schaar  der  cx)*""*^  in/iwife- 
simalen  Transformationen  (14)  bei  jeder  Transformation  S^a)  unsrer  Gruppe 
invariant  bleibt. 

Um  dieses  Ergebniss  analytisch  auszudrücken,  erinnern  wir  daran, 
dass  die  infinitesimale  Transformation  5(7)  S(a^da)  durch  die  Gleichungen 
(17)  und  die  infinitesimale  Transformation  S{a+6a)S{^)  durch  die  Glei- 
chungen (19)  dargestellt  wird.  Setzen  wir  daher:  da*  =  M^iJ^,  ^o 
Ui  .  .  .Ur  endliche  Grössen  sind,  so  wird  das  Symbol  der  infinitesi- 
malen Transformation:  S(^  S(a-^da)  sein: 

r  r 

(20)  ^*u,^Jtjk(a)Xff 

1  1 

und  das  Symbol  von  •S(a-|-<ro)S(7)  : 
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r  r 

1  1 

Vegen  der  oben  geschilderten  Beziehung  zwischen  beiden  infinitesi- 
malen Transformationen  muss  nun  der  Ausdruck  (21)  bei  der  Trans- 
Drmation  5(a)  die  Form  (20)  erhalten  und  zwar  muss  das  bei  belie- 
•igen  Werthen  von  Wj  .  .  .  Ur  gelten.  Führen  wir  demnach  die 
ibkürzung  ein: 


n 


o  ergiebt  sich,  dass  vermöge  der  Gleichungen: 

1)  Xi  =  fi  {x^ . . .  a;„ ;  Oj . .  •  Or)     (» =»  i . . . ») 

insrer  Gruppe  die  Relationen: 

r  r 

22)  2^  ^jk(a)Xjf+^J  tj,{a)X;f  =  0    (*  =  i... 


r) 


estehen,  unter  f  eine  beliebige  Function  von  x^. .  .Xn  verstanden.  Es 
ind  das  dieselben  Gleichungen,  die  wir  in  Abschnitt  I  auf  S.  44  ab- 
eleitet  haben. 

Das  Bestehen  der  Gleichungen  (22)  ist  eine  Folge  der  DiflFeren- 
ialgleichungen  (15)  und.  (18)  und  ausserdem  der  Identität: 

ie  für  jede  Schaar  (1)  von  oo**  Transformationen  gültig  ist.  Demnach 
\t  das  Bestehen  der  Gleichungen  (22)  nicht  daran  geknüpft^  dass  die 
chaar  (1)  eine  Gruppe  bildet,  sondern  nur  daran,  dass  für  diese 
chaar  die  Differentialgleichungen  (15)  und  (18)  erfüllt  sind.  Das 
leichzeitige  Erfülltsein  der  Differentialgleichungen  (15)  und  (18)  sagt 
ben  aus,  dass  die  Schaar  der  oo''~^  infinitesimalen  Transformationen 
L4)  bei  jeder  Transformation  der  Schaar  (1)  invariant  bleibt,  mag 
un  die  Schaar  (1)  eine  Gruppe  bilden  oder  nicht. 

Durch  das  Vorstehende  sind  alle  Ergebnisse  des  2.  Kapitels  von 
k^bschnitt  I  wieder  gewonnen,  soweit  sie  sich  nicht  auf  die  Gültigkeits- 
lereiche  der  auftretenden  Functionen  beziehen.  Dass  unsre  jetzige 
V.bleitung  dieser  Ergebnisse  grössere  Durchsichtigksit  besitzt,  liegt  auf 
ler  Hand;  aber  dieser  Vorzug  ist  nur  erreicht  durch  die  Benutzung 
siner  Reihe  von  gruppentheoretischen  Begriffen,  die  wir  damals  nicht 
^Is  bekannt  Toraussetzen  konnten. 


558  AbtheilnDg  VI.    Kapitel  25.    §  109. 

§   109. 

Wie   in  Abschn.  I,  Kap.  4  auf  S.  67  flF.   betrachten  wir  jetzt  zu- 
nächst eine  beliebige  Schaar: 

(1)  Xi  =  fi(Xi  , . ,  Xn]    a^  . . .  flr )     (» =  1 . . . ») 

von  cx)'*  Transformationen   und  setzen  nur  voraus,   dass  diese  Schaar 
Differentialgleichungen  von  der  Form: 

*  1 

erfüllt. 

Unter  diesen  Voraussetzungen  lässt  sich  nach  S.  554  f.  jede  Trans- 
formation S(a+6a)  der  Schaar  (1),  die  der  Transformation:  S(a)  unend- 
lich benachbart  ist,  dadurch  herstellen,  dass  man  zuerst  die  Transfor- 
mation 5(a)  und  sodann  eine  geeignete  infinitesimale  Transformation 
der  Schaar: 

r 

(14)  2^*^*^ 

1 

ausführt,  nämlich  die  infinitesimale  Transformation: 

r  r 

(17)  x{  =  Xi  -f  ^  duk^J  i^jk(a)  iji  (x)      (» =  1 . . . ») . 

I  1 

Hierin  liegt  nach  S.  549  zugleich,  dass   dia  r  infinitesimalen  Trans- 
formationen: 

r 
^Jtl^jk(a)Xjf       (t=l...r) 

1 
für  allgemeine  Werthe  der  a  von  einander  unabhängig   sind,  es  ver- 
schwindet  also   erstens    die  Determinante    der   tjk(p)  nicht  identisc»^ 
und  zweitens  sind:  X^f .  ,  .  Xrf  noth wendig  unabhängige  infinitesim»»® 
Transformationen.     Die  Gleichungen  (15)  lassen  sich  in  Folge  desseT^^ 
für  allgemeine  Werthe  der  a  auflösen  und  auf  die  Form  (16)  bring«^- 
Denken  wir  uns  jetzt  zuerst  die  Transformation:  S(a)  ausgeflb^ 
und  dann  die  infinitesimale  Transformation  (14),  so   müssen  wir  ei^® 
S(a)    unendlich    benachbarte   Transformation    S{fl^da)   erhalten.    Di^^ 
Transformation  S{a-\'$a)  ist  leicht  angebbar.    Die  infinitesimale  Tra^^^^' 
formation  (14)  lautet  nämlich  ausführlich  geschrieben: 


(14')  xl=:-Xi  +  dtynjiji(x)     c-i...») 


und  daraus  ergeben  sich  durch  Vergleichung  mit  (17)  wegen  der     ^^' 
abhängigkeit  von  X^f. . .  Xrf  die  Gleichungen: 


i 
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r 

(23)  ^'^jk{a)dat  =  XjSt      a  =  i. 


0 


zur  Bestimmung  von  8a^,..8ar.  Nehmen  wir  daher  an^  dass  a^.,.ar 
ein  Werthsystem  von  allgemeiner  Lage  ist^  lür  das  die  Determinante 
der  tl^jk(fl)  einen  endlichen  von  Null  verschiedenen  Werth  besitzt,  und 
berücksichtigen  wir,  dass  die  Gleichungen  (15)  lür  allgemeine  Werthe 
der  a  die  Form  (16)  erhalten  können,  so  bekommen  wir  für  dai..,dar 
die  Ausdrücke: 

r 

(24)  dat  =  dt  yf  Xj ajk (a)    (*  =  i . . .  r). 

1 

Wenn  wir  also  zuerst  die  Transformation  5(a)  ausführen,  in  der 
a^^  , , ,  Ur  ein  Werthsystem  von  allgemeiner  Lage  bedeutet,  und  dann 
die  infinitesimale  Transformation  (14),  so  bekommen  wir  die  5^)  un- 
endlich benachbarte  Transformationen  5(a-|-Ja);  in  der  da^ . . .  da,, 
durch  die  Gleichungen  (24)  bestimmt  sind. 

Die  Gleichungen  (24)  können  als  ein  simultanes  System  von  ge- 
wöhnlichen Difi'erentialgleichungen  aufgefasst  werden,  welches  a^ . . .  Qr 
als  Functionen  von  t  bestimmt.  Litegriren  wir  dieses  simultane  System 
unter  Zugrundelegung  der  Anfangsbedingungen:  ük^^^aj^  für  ^  «=  0, 
wo  a^ . , ,  ür^  ein  Werthsystem  von  .allgemeiner  Lage  bedeutet,  so 
erhalten  wir: 

r 

t 


C25)  a*«0*»+y^^-l^«;*(0»)-| (*  =  !.. .r) 


1 


oder  da  A^  . . .  A^   und  t  auf  den   rechten  Seiten  nur  in  den  Verbin- 
dungen: k^ty , ,  .jkft  vorkommen: 

^25 'j  O*  =  X*  (Ai^,  .  .  .,    krt\    a^®  .  .  .  ür^)       (*  =  1 . . .  r). 

Senken  wir  uns  hier   A^  ...  Ar  und  a^ . .  ,  aj^  fest  gewählt,    dagegen 
i  als   willkürlichen    Parameter,   so    bestimmen  die   Gleichungen    (25') 
innerhalb   der  Schaar  (1)  eine  Schaar  von  oo^  Transformationen,  und 
diese  Schaar   ist   offenbar   so    beschaffen,   dass  jedesmal,   wenn  man 
zuerst  die  Transformation   mit  dem  Parameter  t  und   dann  die  infini- 
tesimale Transformation  (14)  ausführt,  man  die  der  Schaar  angehörige 
Transformation  mit  dem  Parameter  t-^-  öt  erhält. 

Nun  enthält  die  durch  (25')  bestimmte  Schaar  von  oo^  Transfor- 
mationen insbesondere  die  Transformation: 
(26^  xl=fi{x^...Xn\  a^ . .  ,ar^)     (i«i...»), 

narolich  für  ^  =»  0.     Denkt  man  sich  daher  zuerst  die  Transformation 
\^^)      ausgeführt    und    dann    die    infinitesimale   Transformation    (14^) 
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unendlich  ofb  nach  einander,  so  erhält  man  stets  eine  von  den  ex' 
Transformationen  der  durch  (25')  bestimmten  Schaar.  Aber  wenn 
man  die  infinitesimale  Transformation  (14')  unendlich  oft  nach  ein- 
ander ausführt,  bekommt  man  stets  eine  endliche  Transformation  der 
von  ihr  erzeugten  eingliedrigen  Gruppe ,  demnach  ist  zu  vermuthen, 
dass  man  auch,  wenn  man  zuerst  die  Transformation  (26)  ausfuhrt 
und  dann  irgend  eine  Transformation  der  von  der  infinitesimalen 
Transformation  (14)  erzeugten  eingliedrigen  Gruppe,  stets  eine  Trans- 
formation der  durch  (25')  definirten  Schaar  erhält 

Um  den  soeben  durchgeführten  Betrachtungen  eine  schärfere  Fas- 
sung zu  geben,  denken  wir  uns  zuerst  die  Transformation  (26)  aus 
geführt  und  dann  irgend  eine  Transformation: 

(27)  a;/'=  Vi(x^, . .  Xn]  l^tj . . .,  Kt)     (t=>i...») 

der   von   (14)   erzeugten   eingliedrigen  Gruppe.     Wir   werden   zeigeo, 
dass  die  so  entstehende  Transformation: 

(28)  a?."=F;(/'i(a:,a«).../;(ar,a^);  X^t,...,krt)    (.-i.-.n) 
mit  der  Transformation: 

(29)  yi'=^  fi{Xi. .  .Xn]   a^ . . .  ttr)      (»«l...»!) 

zusammenfällt,  vorausgesetzt,  dass  man  sich  a^  . , ,  Or  durch  die  Glei- 
chungen (25')  bestimmt  denkt. 

In  der  That,    die  Xi'  in   den   Gleichungen  (28)    sind  vollständig 
definirt  durch  die  Differentialgleichungen: 

(30)  5i-=2'^*^'('^")    <'=>••-> 

1 

zusammen  mit  den  Anfangsbedingungen: 

(31)  [Xnt=0  =  fi{(X^i  '  "  Xn]     aj^...ar^)      ii^l...n). 

Andrerseits  erfüllen  die  y,-  in  den  Gleichungen  (29)  als  Fanctionen 
von  a^  , .  .ttr  betrachtet  die  Differentialgleichungen: 

J^  =^i  '^jk{a)iii{y)       (*=l...r;  .  =  1...») 

*        1 
und  die  Anfangsbedingungen: 

Drücken  wir  aber  ai,,.ar  vermöge  (25')  durch  t  aus,  so  werden 
die  yi  Functionen  von  t  und  erfüllen  als  solche  die  Differentialgl^^' 
chungen: 

dyt      sri^yiäaj^      ^l^  /  'x  ^«* 

^t  =2idi,  dt  =2j  *>*(«)  ^^  ("^^-dl^ 

1  *  kj 
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j  wegen  (24)  und  wegen  der  Beziehungen  zwischen  den  ^  und  den 
die  einfache  Form: 

d  ^ 

1 

nehmen.  Bedenkt  man  überdies^  dass  man  für  ^  =:  0  erhält:  ak^^Ok^ 
d  also:  yi=fi{Xj  a®),  so  erkennt  man  sofort,  dass  yi  =  Xi'  ist,  dass 
IG  die  beiden  Transformationen  (28)  und  (29)  wirklich  mit  einander 
sammenfallen,  wenn  man  in  (29)  für  ai% . .  Or  die  aus  (25')  folgen- 
n  Werthe  einsetzt. 

Wir  führten  vorhin  zuerst  die  Transformation  (26)  der  Schaar 
)  aus  und  sodann  die  endliche  Transformation  (27)  der  von  der 
initesimalen  Transformation  (14)  erzeugten  eingliedrigen  Gruppe. 
ir  haben  gesehen,  dass  die  so  entstehende  Transformation  wieder 
r  Schaar  (1)  angehört,  und  dass  ihre  Parameter  a^^ . .  ,c^  durch  die 
eichungen  (25')  bestimmt  sind.  Lassen  wir  nun  X^. . .  Xr  und  t  sich 
dem,  so  ändern  sich  auch  die  Werthe  von  a^  . . .  ch-,  die  sich  aus 
Q  Gleichungen  (25')  ergeben.  Man  kann  sogar  durch  geeignete 
abl  von  ^^  ...  Ar  und  t  erreichen,  dass  a^.  .  .ar  jedes  beliebige 
erthsystem  wird,  das  in  einer  gewissen  Umgebung  von  a^^  . , .  ür^ 
gt;  denn  die  Gleichungen  (25),  die  ja  mit  (25')  äquivalent  sind, 
3sen  sich,  da  die  Determinante  der  ctji{a^)  unter  den  gemachten  Yor- 
ssetzungen  nicht  verschwindet,  nach  A^^, . . .,  Xrt  auflosen  und  ergeben 
r:  Aj^, , .  .yXrt  gewöhnliche  Potenzreihen  von:  a^  —  Oj®, . . .,  a^  —  «r", 
3  jedenfalls  in  einer  gewissen  Umgebung  von  a^ . , .  a^  unbedingt 
nvergiren.     Demnach  gelangen  wir  zu  dem  Satz: 

Wenn  eine  Schaar  (1)  von  oo'^  verschiedenen  Transformationen 
ifferentialgleichungen  von  der  Form  (15)  erfüllt^  so  besitet  sie  die  fol- 
nde  Eigenschaft:  Führt  man  zuerst  eine  beliebige ^  der  Schaar  (1)  an- 
hörige  Transformation  (26)  aws,  für  deren  Parameter  a^^ . . .  ar^  die 
eterminante  der  tjkip)  einen  endlichen  von  Ntdl  verschiedenen  Werth 
it,  und  führt  man  sodann  eine  beliebige  endliche  Transformation  der 
ngliedrigen  Gruppe  auSy  die  von  einer  infinitesimalen  Transformation 
n  der  Form: 


4)  2i  h  x,f 


'Zeugt  wirdj  so  gehört  die  entstehende  Transformation  stets  toieder  der 
Aaar  (1)  an.  Insbesondere  kann  man  die  betreffende  eingliedrige  Gruppe 
nd  ihre  endliche  Transformation  stets  so  wählen,  dass  man  auf  die  an- 
y ebene  Weise  jede  beliebige  Transformation  der  Schaar  (1)  erhält^  deren 
'arameter  a^, , ,  ar  in  einer  gewissen   Umgebung  von  a^  , . .  ar^  liegen. 

Lie,  Theorie  der  Tranfcformationsgmppan.    m.  36 
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• 

Der  vorstehende  Satz  ist  im  Wesentlichen  mit  dem  Theorem  9 
auf  S.  72  von  Abschnitt  I  identisch  und  auch  sein  Beweis  unterscheidet 
sich  von  unserm  damaligen  Beweise  dieses  Theorems  fast  gar  nicht 
Trotzdem  haben  wir  es  vorgezogen,  den  Satz  hier  noch  einmal  zu  be- 
weisen, weil  es  uns  nämlich  darauf  ankam,  zu  zeigen,  dass  das  iu 
Abschnitt  I  benutzte  Beweisverfahren  nur  scheinbar  auf  einem  Kunst- 
griffe (s.  Abschn.  I,  S.  69)  beruht.  In  der  That  entwickelt  sich  bei 
der  jetzt  gegebenen  Darstellung  Alles  naturgemäss  und  ohne  dass 
von  einem  Kunstgriffe  die  Rede  sein  könnte. 

Aus  dem  soeben  bewiesenen  Satze  lassen  sich  bemerkenswerthe 
Folgerungen  ziehen. 

Zunächst  ist  klar,  dass  die  in  dem  Satze  ausgesprochenen  Eigen- 
schaften insbesondere  jeder  solchen  Schaar  (1)  .zukommen,  die  eine 
r-gliedrige  Gruppe  bildet,  denn  in  diesem  Falle  bestehen  ja  eben  nach 
§  108  Differentialgleichungen  von  der  Form  (15). 

Aber  der  Satz  leistet  noch  mehr;  er  zeigt  nämlich  unter  gewissen 
Umständen  unmittelbar,  dass  eine  Schaar  (1),  die  Differentialgleichun- 
gen von  der  Form  (15)  befriedigt,  eine  r-gliedrige  Gruppe  bildet 

In  der  That,  es   sei  (l)  eine  Schaar  von  oo*"  Transformationen, 
die  Differentialgleichungen  von  der  Form  (15)   erföllt,  es  möge  aber  - 
ausserdem  noch  vorausgesetzt  werden,  dass   die  Schaar  (1)   die  iden-^ 
tische  Transformation  enthält,  und  zwar  mögen  die  Parameter:  äi...ä 
der  identischen  Transformation  so  beschaffen  sein,   dass   die  DetermÜ 
nante  der  ?^^*(a)  für:  a  =  ä   einen   endlichen  von  Null   verschiedeoer: 
Werth  besitzt. 

Wenden  wir  nun  den  oben  bewiesenen  Satz  auf  die  Transform  ^. 
tion:  Xi'  =  fi(x,a)  an,  die  unter  den  gemachten  Voraussetzungen  voMit 
der  identischen  Transformation  zusammenfallt,  so  ergiebt  sich  a 
mittelbar,  dass  die  Schaar  der  oo'*  Transformationen  (1)  mit  der  Seh 
der  Transformationen  zusammenfällt,  die  von  den  (»''""^-einglie 
rigen  Gruppen  mit  den  infinitesimalen  Transformationen: 


(14)  2j'hX,f 

1 

gebildet  wird;  jedenfalls  stimmen  beide  Schaaren  von  Transformatione^^ 
in  einer  gewissen  Umgebung  der  identischen  Transformation  mit  ei 
ander  überein.     Wenden  wir  jetzt  den  Satz  noch  einmal  an  und  swi 
auf  eine  Transformation:   a:/= /l(a:,  a),   deren  Parameter  ai...ar 
einer   gewissen  Umgebung  von  ä^  .  . .  ä^  liegen,   so   ergiebt   sich   b 
Berücksichtigung  des  eben  Gesagten  Folgendes:  Führt  man  zuerst  d 
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ansformation:  a:/=  fi{x,  d)  aus  und  dann  eine  beliebige  andre  Trans- 
rmation:  Xi  <=  fi{Xjb)  der  Schaar  (1),  wo  die  Parameter  &i  . . .  &r 
enfalls  in  einer  gewissen  Umgebung  von  o^  .  . .  ä^  liegen,  so  erhält 
an  stets  eine  der  Schaar  (1)  angehörige  Transformation.  Mit  andern 
orten:  die  Schaar  (1)  bildet  unter  den  gemachten  Voraussetzungen 
le  r-gliedrige  Gruppe. 

Wir  können  hinzufügen,  dass  diese  Gruppe  aus  paarweise  inversen 
ansformationen  besteht  Es  folgt  das  unmittelbar  daraus^  dass  die 
haar  (1)  jedenfalls  in  einer  gewissen  Umgebung  der  identischen 
ansformation  mit  der  Schaar  der  oo**""^  eingliedrigen  Gruppen  (14) 
sammenfallt  und  dass  die  Transformationen  jeder  dieser  eingliedrigen 
'uppen  in  jeder  Umgebung  der  identischen  Transformation  paarweise 
einander  invers  sind. 

Ein  Theil  der  im  vorigen  und  im  gegenwärtigen  Paragraphen 
wonnenen  Ergebnisse  bildet  den  Inhalt  des  Satzes,  den  wir  als  den 
sten  Fundamentalsatz  der  Gruppentheorie  bezeichnen  (s.  S.  545). 
ir  wollen  zum  Schluss  diesen  Satz  ausdrücklich  formuliren: 

Erster  Fundamentalsatz.  Bildet  die  Schaar  der  (xf  Transfortna- 
men: 

)  Xi  =  fi  (Xi  ,  ,  ,  Xn]    «1  .  .  .  arj        ('«  1 . . .  n) 

ne  r-gliedrige  Gruppe,  so  befriedigen  die  xf,  als  Functionen  der  a  be- 
achtet y  gewisse  Differentialgleichungen  von  der  Form: 

ex 


*  1 


5)  ä7r=//^>*(ai  ...ar)6/i(V  ..  .  Xn)        (.•  =  l...n;  A  =  l...r)  , 


die  Detenninanie  der   tl^jk  nicht  identisch  verschmndet  und  wo   die 
^ao)  solche  Functionen  ihrer  Argumente  sind,  da^s  die  r  Ausdrücke- 
nd 

Xkf  =  ^«  Uii^i  "Xn)  ^-^     (*  =  l...r) 

'^soviele  unabhängige  infinitesimale  Transformationen  darstellen. 

Erfüllt  umgekehrt  eine  Sdiaar  (1)  von  oo'"  Transformationen  Di/fe- 
^^algleichungen  von  der  Form  (15)  und  enthält  sie  die  identische  Trans- 
^'^'^tiony  aber  derart ^  dass  die  Determinante  der  ifjk(p)  für  die  Tara- 
der  identischen  Transformation  einen  endlichen  von  Null  verschie- 
Werth  besitzt,  so  bildet  die  betreffende  Schaar  (1)  eine  r-gliedrige 
^^jßpe  mit  paarweise  inversen  Transformationen  und  fäUt  zusammen 
'  dem  Inbegriff  aller  Transformationen  der  eingliedrigen  Gruppen,  die 
^    den  oo**-^  infinitesimalen  Transformationen: 


Oif  A 
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(14)  2}  ^*^*/' 


erzeugt  werden.  Mit  andern  Worten:  die  Schaar  (1)  iUdet  unter  diesen 
Voraussetzungen  eine  r-gliedrige  Gruppe /die  von  defi  r  unabhängigen  in- 
finitesimalen Transformationen:  X^f. . .  Xrf  erzeugt  ist. 

In  Abschnitt  I  ist  blos  der  erste  Theil  dieses  Satzes  ausdrücklich 
ausgesprochen,  nämlich  in  dem  Theoreme  3  auf  S.  33  f.  Der  zweite  Theil 
ergiebt  sich  zwar  unmittelbar  als  Folge  des  allgemeinen  Theorems  9  anf 
S.  72  ebd.,  aber  er  wird  erst  in  Kap.  9  auf  S.  153  f.  aus  diesem  Theoreme 
abgeleitet,  um  zum  Beweise  des  Theorems  23  zu  dienen;  deshalb  wird  er 
auch  da  nicht  als  besonderer  Satz  aufgestellt.  Jedenfalls  würden  die  Ent- 
wicklungen des  Kapitels  9  an  Durchsichtigkeit  gewonnen  haben,  wenn  dieser 
zweite  Theil  schon  in  Kapitel  4  abgeleitet  und  als  Satz  formulirt  worden 
wftre. 

Herr  Schur  hat  für  den  ersten  Fundamentalsatz  einen  analytisch  sehr 
eleganten  Beweis  geliefert,  der  die  Einführung  der  Parameter  X,^ .  . .  Ir 
vermeidet  (s.  mathematische  Annalen  Bd.  35,  S.  163 — 173  u.  Bd.  38,  S.265). 
Aber  sein  Beweis  erfordert  grössere  Hülfsmittel  als  der  unsrige,  denn  er ' 
stützt  sich  nicht  blos  auf  die  Integrationstheorie  der  Systeme  von  Difife- 
rentialgleichungen  von  der  Form  (15),  während  wir  diese  Integrationstheorie 
gar  nicht  nöthig  haben,  sondern  er  benutzt  auch  explicite  den  hier  noch  nicht 
noth wendigen  Begriff  Parametergruppe.  Dazu  kommt,  dass  bei  uns  der 
ganze  erste  .Fundamentalsatz  als  specieller  Fall  viel  umfassenderer  Sätse 
hervortritt. 

Wir  wollen  hier  gleich  noch  erwähnen,    dass  Herr  Schur  sich  von 
vornherein  auf  solche  r-gliedrige  Oruppeu: 

ic/=  fi(Xi  '  *  .  Xn\     öj  .  .  .  flr)        (i  «=«  1  •  •  •  n) 

beschränkt,  in  denen  die  identische  Transformation  enthalten  ist,  und  zwar 
setzt  er  (explicite)  nur  voraus,  dass   sich  die  Functionen   ^j  .  . .  /k  in  der 
Umgebung  der  Parameter  der  identischen  Transformation  regulär  verhalten. 
Wir  leugnen  nicht,   dass  dieser  Standpunkt,  den  Herr  Schur  eing^ 
nommen  hat,  ein  gewisses  Interesse  darbietet,   wir  halten  ihn  jedoch  nicht 
für  den  besten,  denn  wenn  man   einmal   einen  praktischen  Standpunkt  ein- 
nimmt und  von  vornherein  das  Vorhandensein  der  identischen  Transforma- 
tion annimmt,   thut  man  am  Besten,  gleich  noch  vorauszusetzen,  dass  die 
Transformationen  der  Gruppe  paarweise  zu  einander  invers  sind.    Bei  allen 
Anwendungen  ist  ja  diese  Voraussetzung  erfüllt.    Will  man  dagegen  einen 
philosophischen  Standpunkt  einnehmen,   so  erscheint  es  tins  richtiger,  sich 
gleich  auf  den  allgemeinsten  Standpunkt  zu  stellen  und  auch  von  der  For* 
derung,   dass  die  identische  Transformation  vorhanden  sei,  abzusehen,  ^^ 
andern  Worten:  so  zu  verfahren,  wie  wir  es  in  Abschnitt  I  und  im  Vorher- 
gehenden   gethan    haben.      Derm    die    Voraussetzung,    dass    die   identische 
Transformation  vorbanden  sei,  bringt  verbältnissmässig  wenig  Vereinfacht^" 
gen  mit   sich   und   die  Schwierigkeiten  sind  durchaus  nicht  grösser,   wenn 
man  auch  auf  diese  Voraussetzung  verzichtet. 
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Bevor  wir  weitergehen,  wollen  wir  noch  ein  paar  Bemerkungen 
lii^nfügen,  die  uns  spater  von  Nutzen  sein  werden. 

Es  sei  (1)  eine  Schaar  von  oo''  Transformationen^  die  Differential* 
^leichungen  von  der  Form  (15)  erfüllt,  und  ä^ . . .  ä^  sei  irgend  ein 
(Verthsystem  von  allgemeiner  Lage,  für  das  die  Determinante  der  Vv^C^) 
anen  endlichen  von  Null  verschiedenen  Werth  hat.  Bezeichnen  wir 
lun,  wie  bisher  immer,  die  Transformation  (1)  mit  5(a)>  so  stellt  der 
Lusdruck:  S^^S^^co  offenbar  wiederum  eine  Schaar  von  oo*"  verschiede- 
len  Transformationen  dar.  Die  Gleichungen  dieser  neuen  Schaar 
auten  ausführlich  geschrieben  so: 

1 ")  x!  =  fi(Fi  {Xj  ä) . . .  Fn  {Xj  ä);    «i . . .  ar)     (»' —i . . . «). 

)a  nun  die  x!  in  den  Gleichungen  (1),  als  Functionen  der  a  betrach- 
Bty  Differentialgleichungen  von  der  Form  (15)  erfüllen,  so  ist  klar, 
ass  auch  die  x/  in  den  Gleichungen  (1'')  als  Functionen  der  a  ange- 
ehen  diesen  Differentialgleichungen  genügen.  Bedenken  wir  überdies, 
ass  die  Schaar  der  cx)**  Transformationen  (1")  die  identische  Trans- 
^rmation  enthält,  nämlich  für:  a  =  ä,  und  dass  für  diese  Parameter- 
rerlhe  die  Determinante  der  tjh{<^)  einen  endlichen  von  Null  ver- 
chiedenen  Werth  besitzt,  so  erkennen  wir  sofort,  dass  auf  die  Schaar 
1'^)  der  zweite  Theil  des  ersten  Fund  amen  talsatzes  anwendbar  ist. 
Vir  gelangen  somit  zu  dem 

Satz  L    Genügt  eine  Schaar: 

1)  Xi=  fi(Xi  •  .  .  a?n )   öj  .  .  .  flr)       (i  =  1  . .  .  n) 

der  S(fl)  von  ocf  Transformationen  Differentialgleichungen  von  der  Form: 


15)  j^  =^^tjk{o)^*i(^l    o  =  i-.«;  *  =  i...r) 


ind  ist  ä^  . .  .är  ein  WerOisystem,  für  das  die  Determinante  der  fjk{a) 
Hnen  endlichen  von  Null  verschiedenen  Werth  besitzt,  so  bildet  die  Sdiaar 
ier  (x/  Transformationen:  S^yS^a)  eine  r-gliedrige  Gruppe,  die  aus 
^paarweise  inversen  Transformationen  besteht  und  die  von  den  r  unab- 
hängigen infinitesimalen  Transformationen: 

n 
Xkf  =  ^  Iki  (a^l  .  .  •  ^«)  ^       (*=  1  . . .  r) 

reeugt  ist. 

Dieser  Satz  ist  besonders  dann  von  Wichtigkeit,  wenn  eine  Schaar 
}  von  ex/"  Transformationen  vorgelegt  ist,  die  eine  Gruppe  mit  paar- 
^iae  inversen  Transformationen  bildet.  Jede  solche  Schaar  erfüllt 
ttilich  Differentialgleichungen  von  der  Form  (15)  und  enthält  über- 
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dies  die  identische  TraDsformatioD;  aber  es  ist  nicht  nothig,  dass  die 
Determinante  der  tjk(fl)  für  die  Parameter  der  identischen  Transfor- 
mation einen  endlichen  yon  Null  verschiedenen  Werih  annimmt,  der 
erste  Fimdamentalsatz  ist  daher  auf  eine  solche  Schaar  nicht  ohne 
Weiteres  anwendbar.     Da  hilft  nun  der  Satz  1  aus. 

In  der  That^  da  die  Schaar  (1)  eine  Gruppe  mit  paarweise  inver- 
sen  Transformationen  bildet,  so  enthält  sie  auch  jede  Transformation 
von  der  Form:  S^ S^a),  unter  a^. . .  ä,.  irgend  ein  bestimmtes  Werth- 
system  verstanden,  für  das  die  Determinante  der  ^/jk(a)  einen  endlichen 
von   Null    verschiedenen  Werth    hat.     Aber   der   Ausdruck:    S^^S(a) 
stellt  seinerseits  eine  Schaar  von  cx>''  verschiedenen  Transformationen 
dar.     Diese  Schaar   ist   in   der   Gruppe  (1)   enthalten,   sie   ist  daher 
offenbar  mit   der   Gruppe   (1)   identisch.     Mit   Berücksichtigung  yod 
Satz  1  erhalten  wir  daher  den 

Satz  2.    Jede  r-glkdrige  Gruppe: 

(1)  Xi  =  fi  {Xi  .  .  .  Xn ;     Oj  .  .  .  Ar )       (»  =  1  . . .  ») , 

deren  Transformationen  paarweise  zu  einander  invers  sind,  ist  von  r  un- 
abhängigen infinitesimalen  Transformationen:  X^f...  Xrf  erjfeugt,  das 
heisst  sie  besteht  atis  den  eingliedrigen  Gruppen,  die  von  den  <x/""*  infi- 
nitesimalen Transformationen:  ZXkXjtf  erzeugt  werden.  Man  findä  die 
betreffenden  infinitesimalen  TransformaMoneny  wenn  man  die  DifferenÜal- 
gleichungen: 

dx/ 

aufstellt,  denen  die  Gruppe  (1)  nach  dein  ersten  Fundamentaisaige  genügt; 
dann  ist  nämlich  einfach: 


(15)  J^  =  2J  ^Jk{a)lfi{x)       (.-l.-.n;   *  =  l...r) 


n 
Xkf=^^M^l'"Xn)^ 


df 

■'-       (*=l...r). 


Man  vergleiche  hierzu  Abschn.  I  S.  165  ff.,  wo  wir  den-  vorstehen- 
den Satz  auf  einem  directen  Wege  abgeleitet  haben. 

§  110. 

Die  Betrachtungen  der  §§  108  und  109  sind  einer  wesentlicben 
Verallgemeinerung  fähig,  die  wir  jetzt  kurz  auseinandersetzen  wollen- 

Wir  denken  uns  zwei  beliebige  Schaaren  von  je  oo*"  Transforma- 
tionen gegeben,  etwa  die  Schaar: 

(1)  Xi=  fi{Xi  .  ,  .  Xn]   a^  .  ,  .  Or)       (»'  —  1 . . .  n) 

und  die  Schaar: 
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(32)  f/=  f,(f  1  ...In]   hl...  Jr;)      (•  =  1 . .  .  n). 

Führen  wir  zuerst  die  Transformation  (1)  aus  und  dann  die  Trans- 
formation (32),  so  erhalten  wir  eine  Transformation: 

(33)  Xi"^=  f,(/',  {x,  a)  ..  .fn  (x,  a);  6^ . . .  hr)    (»  =  i  • .  • »») 

mit  formell  2r  willkiirliclien  Parametern.  Die  Gleichungen  (33)  stellen 
daher  eine  Schaar  von  höchstens  oo^**  yerschiedeuen  Transformationen 
dar;  andrerseits  ist  klar,  da^  diese  Schaar  mindestens  oo**  verschie- 
dene Transformationen  enthält. 

Wir  stellen  uns  nun  'die  Aufgäbey  m  entscJieiden,  unter  welchen  Be- 
dingungen die  Schaar  (33)  wiederum  Mos  aus  oo''  verschiedenen  Trans- 
/ormcUionen  besteht. 

Soll  die  Schaar  (33)  blos  aus  oo''  verschiedenen  Transformationen 
bestehen,  so  muss  sie  die  Form: 

(34)  Xi    =  gi{Xi  .  .  .  Xn]    Ci  .  .  .  Cr)       (1  =  1...«) 

erhalten  können ,  wo  c^ . .  .Cr  gewisse  Functionen  der  a  und  der  b 
sUem  sind: 

(35)  Ck  =  9*  (flfi  .  .  .  ttr]    bi  .  .  .br)       (*  =  1 . . .  r) . 

Genau  wie  auf  S.  550  sieht  man  zugleich  ein,  dass  diese  Functionen 
^1 . . .  9r  sowohl  in  Bezug  auf  a^ . . .  ar  als  in  Bezug  auf  b^ . .  .br  von 
einander  unabhängig  sind. 

Um  jetzt  die  Betrachtungen  des  §  108  anwenden  zu  können, 
führen  wir  für  die  Transformationen  (1),  (32),  (34)  der  Reihe  nach 
die  Abkürzungen:  S(a),  ^(6)?  U(e)  ein,  so  dass  sich  unsre  Forderung, 
die  Schaar  (33)  solle  die  Form  (34)  erhalten  können,  durch  die  sym- 
l)olische  Gleichung: 

(36)  ^(a)^(6)  =  U(c) 

ausdrückt.  Wie  auf  S.  550  wählen  wir  nunmehr  die  unendlich  kleinen 
CIrössen:  dai...dar  und  dbi...dbr  so,  dass  sich  aus  (35)  ergiebt: 
de*  =  0,  dann  bekommen  wir  aus  (36): 

S^a  4-  (J  a)  T{fj  4-  (J  (,)  =    U(f:)  =  Ä(a)  T^h) 

oder: 
"Wofür  wir  offenbar  auch  schreiben  können: 

£ier  sind  die  da  und  db  durch  die  Gleichungen: 

r 
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gebundeO;  sonst  aber  ganz  willkürlich;   da  überdies  die  Gleichung 
(38)  unter  den  gemachten  Voraussetzungen  sowohl  nach  den  da 
nach  den  db  auflösbar  sind,   so  können  in  (37')   nach  Belieben  eK:^ 
weder  die  da  oder  die  dh  willkürlich  gewählt  werden. 

Nach  S.548f.  stellt  der  Ausdruck:  S^^^S^A^Sa)  bei  fest  gewähl 
a  und  bei  willkürlichen   8a   im  Allgemeinen  eine  Schaar  von 
verschiedenen  infinitesimalen  Transformationen  dar,  die  alle  aus  r 
einander   unabhängigen    unter   ihnen   liflear   ableitbar   sind.      AndL:^ 
seits  gilt  von  dem  Ausdrucke:   T^f,^sh)T^^  entsprechendes.     Da     :^ 
zwischen  a^  . . .  ar  und  bi , .  .br  allein  keine  Relation  besteht^  so  K^q 
nen  wir  in  (37')  für  die  a  und  die  b  irgend  zwei  feste  Werthsys^^o 
von  allgemeiner  Lage  einsetzen.     Denken  wir  uns  dann  die   8a      qd 
öby  abgesehen  davon^  dass  sie  den  Gleichungen  (38)  genügen  mü^ssen 
ganz    willkürlich;    so    stellt    in    (37')    jeder    der    beiden    AusdrQc^e; 
S(^)  Sifl^öa)    und    T(t,—db)T(^^  eine   Schaar   von  oo'*~*   infinitesimaieo 
Transformationen  dar,  die   die  eben  beschriebene  Beschaffenheit  hat- 
die  Gleichung  (37')  selbst  aber  bedeutet   einfach,   dass  diese   beiden 
Schaaren  von  infinitesimalen  Transformationen   zusammenfallen,  'ße- 
rücksichtigen    wir   ferner,   dass    die   Schaar   der  cx>''~^   infinitesimalen 
Transformationen:    S(^)^S(a+ia)   von   b^ . .  .br    gar    nicht   abhängt,  so 
ergiebt  sich,  dass  diese  Schaar  stets  dieselbe  ist,  welche  Werthe  auch 
a^ , .  .ttr  haben  mögen.     Aus   demselben  Grunde  ist  endlich  auch  die 
Schaar  der  c»*""*  infinitesimalen  Transformationen:   T(6— a*)^^  stets 
dieselbe,  welche  Werthe  auch  b^  . .  .br  haben  mögen. 

Demnach  sagt  die  Gleichung  (37 ')  aus,   dass  alle  die  unendlich 
vielen  Schaaren    von  je   cx)''~^  infinitesimalen  Transformationen,  die 
durch   die  Ausdrücke:    S^)^  S(a-\-da)  und:    T{b—6b)T^)^  dargestellt  we^ 
den,  mit  einander  identisch  sind.    Wir  können  daher  alle  diese  Schaa 
ren  in  einfacher  Weise  ausdrücken,  wenn  wir  irgend  eine  unter  ihne 
auswählen,  etwa  wie  auf  S.  553,  indem  wir  in  T{b^6b)T^^  für  ij... 
ein  bestimmtes  Werthsystem :    oi|  .  .  .  oir   von  allgemeiner  Lage  ei 
setzen. 

Wir   wollen   wie   auf  S.  553   annehmen,   dass    die   infinitesiiv 
Transformation:  T^f,^it>)T^)^  für:  bk'^Ok  die  Form: 


Xi  =  4:,-  +^*  ^h  iki  (^1  •  •  •  ^n)     0  =»  1 .  • .  »•) 

1 


erhält,  wo  die  r  Ausdrücke: 


Xkf'=^/  g*,(a;,  ,  .  .Xn)-^        (i  =  l  .  .  .  r) 


Die  Fnndamentalaätze  der  Gruppentheorie.  569 

sicher  ebensoviele  von  einander  unabhängige  infinitesimale  Transfor- 
mationen darstellen.  Dann  fallt  die  Schaar  der  oo*""^  infinitesimalen 
Transformationen:  S(^^5(a+(ja)  för  all©  Werthe  von  a^  .,  .ür  mit  der 
Schaar: 


r 

(39)  ^hXuf 


zusammen  und  dasselbe  gilt  von  der  Schaar  der  cx>''~'^  infinitesimalen 
Transformationen:  T{p^st)T{^)^  für  alle  Werthe  von  6,  ...Jr;  unter 
X^  .  ,  .Xr  verstehen  wir  dabei  wie  früher  r  willkürliche  Parameter. 

Erinnern  wir  uns  jetzt  an  die  auf  S.  547  ff.  entwickelte  Bedeutung 
der  infinitesimalen  Transformationen:  S(^  S{a-\-6a)  und  ^(64.^^)^^^,  so 
ergiebt  sich  Folgendes:  Führt  man  merst  die  Tra/nsformatUm  S^a)  der 
Schaar  (1)  aus  und  dann  eine  beliebige  infinitesimale  Transformation  der 
Schaar  (39),  50  erhält  man  stets  eine  m  S(a)  unendlich  benachbarte  Trans- 
formation der  Schaar  (1)  und  zwar  kann  man  in  dieser  Weise  bei  geeig- 
neter Wahl  der  infinitesimalen  Transformation  (39)  jede  Transformation 
von  der  Form  5(a-f-<ja)  erhalten.  Führt  man  andrerseits  zuerst  eine  be- 
liebige infinitesimale  Transformation  der  Schaar  (39)  aus  und  dann  die 
Transformation  T^b)  der  Scharr  (32),  so  erliält  man  stets  eine  zu  7(6) 
unendlich  benachbarte  Transformation  der  Schaar  (32)  und  zwar  "kann 
man  in  dieser  Weise  jede  Transformaticfn  von  der  Form  T(64-«r6)  erhalten, 
wenn  man  nur  die  infinitesimale  Transformation  (39)  passend  wählt. 

Nach  S.  552  ff.  kann  dieses  Ergebniss  auch  analytisch  ausgedrückt 
werden^  es  kommt  nämlich  einfach  darauf  hinaus,  dass  in  den  Glei- 
chungen (1)  die  x/  als  Functionen  der  x  und  a  betrachtet  Differen- 
tialgleichungen von  der  Form: 

(40)  j^  =Z1  ^i*(«)  Si' (^')      (*=  1 .  • .  n  •  - 1 . . . «) 

*         1 

befriedigen  y  während  in  (32)  die  j:  als   Functionen  der  j:'  und  der  b 
angesehen  Differentialgleichungen  von  der  Form: 

*         1 
erf&Uen. 

Es   sei  jetzt  a^ , , ,  ar^  irgend  ein  Werthsystem   von  allgemeiner 
Lage,  also  eines,  für  das  die  Determinante  der  '^ik{fl)j  die  ja  sicher  nicht 
identisch  verschwindet,  einen  endlichen  von  Null  verschiedenen  Werth 
besitzt.    Der  Ausdruck:  S^^^Si^)  stellt  dann  eine  Schaar  von  00^  Trans- 
formationen dar,  die  nach  Satz  1,  S.  565  einer-gliedrige  Gruppe  mit 
paarweise  inversen  Transformationen    bildet   und   zwar  eine  Gruppe, 
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die  von  den  r  unabhängigen  infinitesimalen  Transformationen:  XJ...Xrf 
erzeugt  ist. 

Hiermit  ist  bewiesen,  dass  die  Schaar  der  Transformationen  (1)  in 
einer  gewissen  Umgebung  von  a^^ . . .  Gr^  mit  der  Schaar  von  Transforma- 
tionen übereinstimmt;  die  man  erhält,  wenn  man  zuerst  die  Transfor- 
mation 5(aO)  und  dann  die  allgemeine  Transformation  der  von  Xif..,Xrf 
erzeugten  r-gliedrigen  Gruppe  ausführt.  In  ähnlicher  Weise  ergiebt 
sich,  dass  die  Schaar  (32)  jedenfalls  in  einer  gewissen  Umgebung  von 
h^ , , .  hr^  mit  der  Schaar  von  Transformationen  zusammenfallt,  die 
entsteht,  wenn  man  zuerst  die  allgemeine  Transformation  der  von 
X^/* ...  Xr/*  erzeugten  Gruppe  ausführt  und  dann  die  Transformation 
T(i^.    Wir  brauchen  auf  den  Beweis  hierfür  nicht  näher  einzugehen  und  ^ 

erwähne^  nur,  dass    er  durch  Benutzung  der  Differentialgleichungen 

(41)  sehr  leicht  zu  erbringen   ist,   aus    diesen  ergiebt  sich    nämlich 
sofort,  dass  die  cx>''  Transformationen: 

eine  r-gliedrige  von  X^f...  Xrf  erzeugte  Gruppe  mit  paarweise  inver —  — . 
sen  Transformationen  bilden. 

Durch  das  Vorstehende  ist  gezeigt,  dass  zwei  Schaaren  (1)  und^^  ^ 
(32)  von  je  cx)**  Transformationen,   die  die  auf  8.  567   verlangte  Be>  .^. 
schaffenheit   haben,   eine   sehr   einfache  Form    erhalten  können, 
zeichnen  wir  nämlich  die  allgemeine  Transformation: 

r 

(42)  x/=  Xi  +^  U\ki{x)  H a= 1 . . . ») 

1 

der  von  X, /*. . .  Xrf  erzeugten  Gruppe  mit  -E(a),  so  kann  die  Schi 
(1)   die   Form:    S^a?>)E^x)    und    die    Schaar    (32)    die   Form:    E(ft)T(. 
erhalten. 

Aber  unsre  Betrachtungen  liefern  noch  mehr.  Sind  nämlich  S 
und  T  irgend  zwei  beliebige  Transformationen  und  ist  E^i)  die  allg  ^" 
meine  Transformation  der  von  X^f . . .  Xrf  erzeugten  Gruppe,  ^^o 
stehen  die  beiden  Schaaren  von  je  cx)*"  Transformationen,  die  dur^=^l^ 
die  Ausdrücke:  SE(X)  und  E(^)T  dargestellt  werden,  genau  in  der  a- ^*f 
S.  567  verlangten  Beziehung.  Denn  führt  man  zuerst  die  Transfo^^^' 
mation:  SE(},)  aus  und  dann  die  Transformation  E{j,)Ty  so  erhält  m^^^ 
die  Transformation: 

SE{i) .  E(^)  T, 

die  aber  hängt  wiederum  nur  von  r  wesentlichen  Parametern  ab,  w  ^^ 
ja  die  Transformation:  E(X)EQ,y  der  von  Xj/*.  . .  Xrf  erzeugten  Gruppe 
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angehört  und  also  in  der  Form  E^p)  darstellbar  ist;  wo  v^  . .  ,Vr  Func- 
tionen Yop  X^ , , .  kr,  ^1  . . .  fir  allein  sind. 
Demnach  gilt  das 

Theorem  45.     Sollen  zwei  Schaaren: 

(1)  5;/  =  /i  (iCj  .  .  .  iCa ;    a^  ,  .  .  Or)       (I  =  1  . . .  n) 

und: 

(32)  ii'=  l  (ji . . .  U]  &i  •  • .  ^r)      ('•  =  1  •  • ») 

von  je  oo*"  Transformationen  so  beschaffen  sein,  dass  man, 
wenn  man  zuerst  die  allgemeine  Transformation  der  ersten  und 
dann  die  allgemeine  Transformation  der  zweiten  ausführt,  wie- 
der nur  eine  Schaar  von  gerade  c»'*  Transformationen  erhält, 
so  ist  nothwendig  und  hinreichend,  dass  es  eine  gewisse  r^glied- 
rige  Gruppe  mit  paarweise  inversen  Transformationen  gieht, 
die  von  r  unabhängigen  infinitesimalen  Transformationen: 
X^f . . .  Xrf  erzeugt  ist  %nd  die  zu  den  beiden  Schaaren  (1)  und 
(32)  in  der  folgenden  Beziehung  steht:  Bedeutet  S  eine  belie- 
bige aber  allgemein  gelegene  Transformation  der  Schaar  (1), 
T  eine  beli^ige  aber  allgemein  gelegene  Transformation  der 
Schaar  (32),  versteht  man  endlich  unter  E(X)  die  allgemeine 
Transformation  der  bewussten  r-gliedrigen  Gruppe,  so  ist  die 
Schaar  der  00''  Transformationen  (1)  in  der  Form:  SE^x)  und 
die  Schaar  der  (xr  Transformationen  (32)  in  der  Form:  E^xyT 
darstellbar.  ^ 

Wir  wollen  jetzt  insbesondre  annehmen,  dass  die  Schaar  (32)  mit 
mit  der  Schaar  (1)  zusammenfällt.  Aus  unserm  Theoreme  45  ergiebt 
sich  dann,  dass  die  Schaar  (1)  sowohl  in  der  Form:  SE^x)  als  in  der 
Form:  E(^x)S  darstellbar  ist,  unter  S  eine  beliebige  aber  allgemein 
gelegene  Transformation  der  Schaar  (1)  verstanden.  Es  muss  daher 
bei  beliebig  gewählten  Aj  . . .  Ar  stets  möglich  sein,  die  r  Parameter 
11^  » -  >  (Jtr  so  zu  bestimmen,  dass  die  Gleichung: 

E(X)S  =  SEq,) 

erfallt  ist.     Diese  Gleichung  aber  lässt  sich  in  der  Form: 
(43)  S-'E^x)S=E^^ 

schreiben  und  zeigt,  dass  die  r-gliedrige  Gruppe  E^x)  bei  der  Trans- 
formation S  invariant  bleibt. 

Ist  nun  umgekehrt  Eß)  eine  beliebige  r-gliedrige  Gruppe,  die 
Von  r  unabhängigeji  infinitesimalen  Transformationen:  X^f . , .  Xrf 
erzengt  ist,  und  S  eine  beliebige  Transformation,  bei  der  die  Gruppe 
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E(X)  inyariant  bleibt,  so  besteht  eine  Gleichung  yon  der  Form  (43), 
in  der  fii . . ,  fir  gewisse  Functionen  yon  A| . . .  Ar  sind.    Demnach  wird; 

SE^i)S£^f)  =  iS*.  S'^^E(^i)8 .  E(p) 
=  S  .  E(ft)E(^^ 
=  8^.  E(0, 

wo  die  r  Parameter  (>i . . .  Qr  gewisse  Functionen  yon  fi^ . . .  fir  und 
v^  . .  .Vr  sind.  Demnach  hat  die  Schaar  der  oo^  Transformationen: 
5JE^(2)  die  Eigenschaft,  dass  die  Schaar:  SE^X) .  SE(t)f  die  formell  2r 
Parameter  enthält,  wiederum  nur  aus  ocf  yerschiedenen  Transforma- 
tionen besteht. 

Damit  sind  wir  zu  dem  Theoreme  gelangt: 

Theorem  46.    Soll  eine  Schaar: 

(1)  •       Xi'=  /i(iPi . . .  a;„ ;  Ol . . .  ttr)     « =  i  . . ») 

von  cx)''  Transformationen  so  beschaffen  sein,  dass  die  allge- 
meinste  Transformation,  die  man  durch  Nacheinanderausfüh- 
rung  zweier  beliebiger  Transformationen  der  Schaar  erhält, 
nur  von  r  wesentlichen  Parametern  abhängt,  so  ist  nothtoendig 
und  hinreichend,  dass  es  eine  r-gliedrige  Gruppe  mit  paar- 
weise inversen  Transformationen  giebt,  die  von  r  unabhängi- 
gen infinitesimalen  Transformationen:  Xif ,,.  Xrf  erzeugt  ist 
und  die  zu  der  Schaar  (1)  in  der  folgenden  Beziehung  steht: 
Ist  S  eine  beliebige  aber  allgemein  gelegene  Transformation 
äer  Schaar  (1)  und  ist  E(X)  die  allgemeine  Transformation  der 
bewussten  r-gliedrigen  Gruppe,  so  ist  die  Schaar  der  cx>''  Trans- 
formationen (1)  in  der  Form:  SE^x)  darstellbar  und  ausserdem 
bleibt  die  Gruppe  der  oo''  Transformationen  E^x)  bei  der  Trans- 
formation S  invariant 

Das  eben  abgeleitete  Theorem  führt  zur  Beantwortung  einer  sehr 
allgemeinen  Frage,  nämlich  der  Frage  nach  den  Bedingungen,  unter 
denen  eine  Schaar: 

(1)  Xi  =  fi{x^  .  .  .Xn'^    dl  .  .  .  ar)       (•  =  1...«) 

yon  CX)**  Transformationen  die  Eigenschaft  besitzt,  dass  je   m  Trans- 
formationen  der  Schaar  nach   einander    ausgeführt   stets   wieder   eine 
der  Schaar  angehörige  Transformation  liefern,   während  je  2,  oder  je 
3, . . .  oder  je  m  —  1  Transformationen  der  Schaar,  nach  einander  aus- 
geführt, niemals  eine  der  Schaar   angehörige  Transformation  ergeben. 
Soll  die  Schaar  (1)  die  angegebene  Eigenschaft  besitzen,  so  muss 
sie  jedenfalls  so  beschaffen  sein,  dass  die  allgemeinste  Transformation, 
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die  man  durch  Nacheinanderausführung  je  zweier  Transformationen 
der  Schaar  erhält,  nur  yon  r  wesentlichen  Parametern  abhängt;  denn 
hinge  diese  Transformation  von  r  '\-  \  oder  noch  mehr  wesentlichen 
Parametern  ab,  so  hinge  auch  die  allgemeinste  Transformation ,  die 
man  durch  Nacheinanderausfiihrung  von  je  m  Transformationen  der 
Schaar  (1) -erhielte,  mindestens  von  r+1  wesentlichen  Parametern 
ab  und  konnte  daher  der  Schaar  (1)  nicht  angehören.  Demnach  fällt 
die  Schaar  (1)  unter  das  Theorem  46,  das  lieisst,  sie  hat  die  Form: 
SJE^i),  wo  S  und  E^x)  die  in  dem  Theoreme  angegebene  Bedeutung 
haben,  wo  also  insbesondere  eine  Relation  von  der  Form: 

besteht 

Föhren  wir  zwei  beliebige  Transformationen:  SE^x)  und  SE^v) 
der  Scbaar  (1)  nach  einander  aus,  so  erhalten  wir  die  Transformation: 
SE(i).SE(y)j  die  nach  S. 572  die  Form:  S^E^q)  bekommen  kann.  Führen 
wir  daher  k  beliebige  Transformationen  der  Schaar  (1)  nach  einander 
aus,  so  bekommen  wir  eine  Transformation,  die  sich  auf  die  Form: 

bringen  lässt.  Nun  aber  soll  diese  Transformation  ffii  k  =^  m  stets 
wieder  der  Schaar  (1)  angehören,  während  sie  der  Schaar  (1)  nicht 
angehören  darf,  wenn  k  einen  der  Werthe:-  2,  3, . . .,  m  —  1  besitzt. 
Demnach  muss  für  k  =  m  eine  Gleichung  von  der  Form : 

oder^  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  eine  Gleichung  von  der  Form: 

Ä* — 1 jp    jp — 1 jp 

bestehen,  während  für  Ä  =  2,  3, . . .,  m —  1  keine  Gleichung  von  dieser 
Form  bestehen  darf.  Mit  andern  Worten:  die  Transformation  S  muss 
ausser  der  in  Theorem  46  angegebenen  Eigenschaft  auch  noch  die  be- 
sitzen, dass  iS*"""^  der  r-gliedrigen  Gruppe  E(X)  angehört,  während  von 
den  Transformationen:  S,  S*  . . .  Ä™"*  keine  in  dieser  Gruppe  ent- 
halten ist. 

Die  eben  gefundene  Bedingung  für  die  Transformation  S  ist  noth- 
wendig,  damit  unsre  Schaar  (1)  die  auf  S.  572  verlangte  Eigenschaft 
besitzt,  sie  ist  aber  offenbar  auch  hinreichend,  es  ergiebt  sich  also  das 

Theorem  47,    Soll  eine  Schaar 

(1)  Xi  '^  fiipC^  .  .  .  Xn]     Oj  .  .  .  ttr)       (I-  =«  l  .  .  .  n) 

von  oC"  Transformationen  so  beschaffen  sein,  dass  je  m  Trans- 
formationen der  Schaar  nach  einander  ausgeführt  stets  wieder 
eine  der  Schaar  angehörige  Transformation   liefern j  während 
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man  keine   der  Schaar  (1)  ungehörige   Transformation  erhält^ 
wenn  man  je  2,  oder  je  3, . . .  oder  je  m  —  1  Transformationen 
der  Schaar  nach  einander  ausführt,  so  ist  nothwendig  und  hin- 
reichend, dass  es  eine  r-gliedrige  Gruppe  mit  paarweise  inver- 
sen   Transformationen  giebt,   die  von   r  unabhängigen  infini- 
tesimalen Transformationen:  X^f ...  Xrf  erzeugt  ist -und  die  eu 
der  Schaar  (1)  in  der  folgenden  Beziehung  steht:  Ist  S  eine 
beliebige  aber  allgemein  gelegene  Transformation  der  Schaar 
(1)  und  ist  E{i)  die  allgemeine   Transformation  der  bewussten 
r-gliedrigen  Gruppe,  so  ist  erstens  die  Schaar  der  <x/"  Trans- 
formationen (1)  in  der  Form:  SE^x)  darstellbar,  zweitens  lässi 
die   Transformation  S  die    r-gliedrige   Gruppe   E{i)    invariant 
und  drittens  gehört  die  Transformation  S^"^   der  Gruppe  E[i) 
an,  während  dies    bei   den   Transformationen:   S^,  5*,  ...5""^ 
nicht  der  Fall  ist*). 

Wählt  man  w  =  2,  so  liefert  dieses  Theorem  offenbar  die  not- 
wendigen und  hinreichenden  Bedingungen  dafür,  dass  die  Schaar  (1) 
eine  r-gliedrige  Gruppe  bildet.  Es  ergiebt  sich  in  diesem  Falle,  dass 
die  Transformation  S  und  demnach  überhaupt  jede  Transformation  der 
Schaar  (1)  in  der  von  X^f . . .  Xrf  erzeugten  Gruppe  enthalten  ist 
Mit  andern  Worten:  Wenn  eine  Schaar  (1)  von  cx)*"  verschiedenen  Irans- 
formationen eine  Gruppe  bildet  ^  so  gehören  aUe  ihre,  Transformationen 
einer  gewissen  r-gliedrigen  Gruppe  an,  die  von  r  unabhängigen  infinUe- 
simalen  Transformationen:  X^f . , .  Xrf  erzeugt  ist  und  aus  paarweise  zu 
einander  inversen  Transformationen  besteht. 

Schon  im  ersten  Abschnitt,  auf  S.  163,  stellten  wir  einen  Satz 
auf,  der  mit  dem  eben  gefundenen  fast  identisch  ist,  wenn  er  auch 
in  der  Fassung  von  ihm  abweicht.  Der  Unterschied  zwischen  den 
damaligen  Betrachtungen  und  den  jetzigen  besteht  darin,  dass  wir  jetzt 
mit  dem  allgemeinen  Begriffe:  Schao/r  von  Transformationen  operiren 
und  nicht  wie  damals  darauf  Rücksicht  nehmen,  dass  in  den  Gi^v 
chungen : 

(1)  X!  =  fi(x^...  Xn\    flj  •  .  .  ör)       :C«  ==  1  •  •  •  n) 

einer  Schaar  von  cso^  Transformationen  durch  Einführung  neuer  Para- 
meter   öj . . .  är   an   Stelle    der   a   gewisse  Transformationen   verloren 


*)  Herr  Dr.  Waelsch,   der  im  Winterhalbjahr  1892—93  an  Lies  gmpp^**" 
theoretischen  Vorlesungen  theilnahm,   stellte  für  m  >►  2   die  Frage,  die  in  de*^ 
Theoreme  47  ilire   allgemeine  Erledigung  gefunden   hat.    Die  übrigen  in  diese^ 
Kapitel  entwickelten  Betrachtungen  rühren  dagegen  aus  viel  älterer  Zeit  her. 
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gehen  können.  Wird  nämlich  der  Uebergang  Yon  den  a  zu  den  ä 
durch  Gleichungen  von  der  Form: 

ük  «=  iljt  (äj  . . .  är)     (*  =»  1 . . .  r) 

bestimmt,  so  ist  es  denkbar,  dass  a^ ,  . .  ar  stets  innerhalb  gewisser 
natürlicher  Gränzeii  bleiben,  welche  Werthe  auch  ä^  .  . .  är  annehmen 
mögen. 

Das  Theorem  46  führt  insbesondere  in  sehr  einfacher  Weise  zu 
dem  grössten  Theile  der  Ergebnisse  des  Kapitels  18  von  Abschnitt  I. 
Wir  begnügen  uns  jedoch  mit  einigen  Andeutungen. 

Sollen  m  yerschiedetie  Schaaren: 


(44)  [ 


Xi  =  Z*/*^  {Xi  .  ,  ,  Xn]    a,  .  .  .  ttr)       «  =  1  . .  .  n) 

(*  =  1  .  .  .  m) 

von  je  oo**  Transformationen  zusammengenommen  eine  Gruppe  bilden, 
80  muss  jede  einzelne  dieser  Schaaren  die  in  Theorem  46  angegebenen 
Eigenschaften  besitzen,  die  m  Schaaren  müssen  daher  in  der  Form: 

(45)  SkE^X)     (*=i...m) 

darstellbar  sein,  wo  E^i)  die  allgemeine  Transformation  einer  gewissen 
Gruppe  bedeutet,  die  von  r  unabhängigen  infinitesimalen  Transforma- 
tionen erzeugt  ist,  während  Si...  Sm  ganz  bestimmte  Transformationen 
sind^  die  alle  diese  r>gliedrige  Gruppe  invariant  lassen.    Das  genügt  aber 
Hoch  nicht,   es  muss  nämlich   ausserdem  noch  jede   der  m^  Transfor- 
mationen: SiSk  einer  der  Schaaren  (45)  angehören,  oder  was  auf  das- 
selbe hinauskommt,  es  muss  zu  jeder  der  Transformationen  SiSk  ein 
solclies    Sj  0«=  1  . . .  m)    angebbar    sein,    dass    die   Transformation: 
SiStSj"^  der  r-gliedrigen  Gruppe  der  E(X)  angehört.    Stets  dann  aber 
a.uch  nur  dann,  wenn  diese  Bedingungen  erfüllt  sind,  bilden  die   m 
Schaaren  (44)  zusammen  eine  Gruppe.     Dies  ist  im  Wesentlichen  der 
Inhalt  des  Theor.  59,  S.  321  von  Abschn.  I,  nur  sind  wir  jetzt  noch  etwas 
^veiter  gegangen  als  damals,  wir  haben  nämlich   nicht  vorausgesetzt, 
dass    die   Transformationen   der   Gruppe   (44)   paarweise    zu   einander 
invers  sind. 

§  111. 

Wir  wenden  uns  jetzt  zur  Besprechung  des  zweiten  Fundamen* 
t^Isatzes. 

Bei  der  Ableitung  des  ersten  Fundamentalsatzes  stiessen  wir 
bereits  auf  r-gliedrige  Gruppen,  die  von  infinitesimalen  Transforma- 
tionen erzeugt  sind;  wir  fanden  sogar,  dass  die  Untersuchung  jeder 
^'gliedrigen  Gruppe  im  Wesentlichen  darauf  hinauskommt,  eine  r-glied- 
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rige  von  r  unabhängigen  infinitesimalen  Transformationen  erzeugte 
Gruppe  zu  untersuchen.  Demnach  ist  es  naturgemäsSy  jetzt  nach  den 
Bedingungen  zu  fragen,  die  noth wendig  und  hinreichend  sind,  damit 
r  unabhängige  infinitesimale  Transformationen  eine  r-gliedrige  Gruppe 
erzeugen.  Diese  Bedingungen  bilden  den  Inhalt  des  zweiten  Funda- 
mentalsatzes. 

Zu  den  nothwendigen  Bedingungen  kann  man  auf  verschiedenen 
Wegen  gelangeu.  Der  nächstliegende  unter  diesen  dürfte  der  sein, 
den  Lie  bei  seinen  allerersten  Untersuchungen  über  vollständige  Systeme 
und  über  Gruppen  eingeschlagen  hat.  Wir  wollen  daher  die  GedaukeD; 
von  denen  Lie  damals  geleitet  worden  ist,  kurz  wiedergeben. 

Enthält  eine  endliche  oder  unendliche  continuirliche  Gruppe,  deren 
Transformationen  paarweise  invers  sind,  die  beiden  infinitesimalen 
Transformationen:  X/*  und   Yf,  oder  ausführlich  geschrieben: 

(46)  xl  =  Xi  +  S, (a?! . , ,  x^St     0  =  1 . . .  n) 
und: 

(47)  a;/=  Xi  +  rii{x^  . . .  a:«) 8%    (/«i.. .»), 

so  enthält  sie  auch  die  infinitesimale  Transformation,  die  durch  Nach- 
einanderausführung  dieser  beiden  entsteht.  Bei  der  Ausrechnung  findet 
man,  dass  diese  infinitesimale  Transformation  die  Form  hat: 

Xi"  =  Xi  +  6,-  {x)  dt  +  rji(x)  dt     (•  =»  i . . .  n). 

Da  nun  das  Yerhältniss  der  beiden  unendlich  kleinen  Grössen  dt  und 
St  jeden  beliebigen  Werth  annehmen  kann,  so  lässt  sich  dieses  Ergeb- 
niss  auch  so  fassen: 

Enthält  eine  endliche  oder  unendliche  continuirliche  Grruppe  wä 
paarweise  inversen  Transformationen  die  beiden  infinitesimalen  Transfor- 
mationen Xf  und  Yf,  so  enthält  sie  auch  jede  aus  ihnen  linear  dIM- 
bare  infinitesimale  Transformation:  aXf-^  bYf, 

Mit  den  beiden  infinitesimalen  Transformationen  Xf  und  Yf  ent- 
hält aber  die  Gruppe  zugleich  die  von  ihnen  erzeugten  eingliedrigen 
Gruppen,  sie  enthält  also,  wenn  man  nicht  blos  die  unendlich  kleinen 
Grossen  erster,  sondern  auch  die  von  zweiter  Ordnung  mitnimmt,  die 
beiden  Transformationen: 

(46')  x;  =  Xi  +  l(x)öt  +  Xii  ^     (.  =  1...-) 

und: 

St* 

(47')  x/  =  Xi  +  rji  (x)  öt  +  Yrji -—      (.  =  i . . .  n) , 
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die  wir  kurz  S  und  T  nennen  wollen.  Dann  aber  enthält  sie  auch 
noch  die  Transformation  ST,  die  offenbar  bis  auf  unendlich  kleine 
Grössen  zweiter  Ordnung  genau  die  Form  hat: 

IXi'  =  Xi  +  ii{x)  dt  +  rji{x)dr  + 

und  ebenso  die  Transformation:  TS,  die  durch  die  Gleichungep: 

Xi  ==  Xi  +  ■ni{x)8t  +  |«(a;)d<  + 


(49) 


+  ^^^  r^2  +  niST8t-\-Xli^*[^ 


dargestellt  wird. 

Durch  Vergleichung  von  (48)  und  (49)  ergiebt  sich  sofort  die 
einfache  Relation: 

(50)  x;—Xi=  {Xrii  —  Yl^Stdx    (.  =  1  ...n), 

die  nach  verschiedenen  Richtungen  hin  beachtenswerth  ist.  Erstens 
zeigt  sie  nämlich,  dass  die  beiden  Transformationen  S  und  T  bei  Ver- 
nachlässigung aller  unendlich  kleinen  Grössen  dritter  und  höherer 
Ordnung  stets  dann  aber  auch  nur  dann  vertauschbar  sind,  wenn  die 
n  Gleichungen:  Xrii —  YS,  ==  0  identisch  bestehen,  wenn  also  der 
Ausdruck:  (XT)  verschwindet  Auf  diese  Weise  gelangt  man  also 
ohne  Weiteres  zu  dem  Kriterium  für  die  Vertauschbarkeit  der  beiden 
infinitesimalen  Transformationen:  Xf  und  Yf  (s.  Abschn.  I;  S.  259). 
Zweitens  aber  zeigt  die  Gleichung  (50),  dass  unsre  Gruppe  mit  Xf 
und  Yf  zugleich  stets  auch  noch  eine  gewisse  dritte  infinitesimale 
Transformation  enthält. 

In  der  That,  der  Punkt  Xi  ist  aus  dem  Punkte  Xi  durch  die  Trans- 
formation ST  entstanden  und  der  Punkt  Xi  aus  Xi  durch  die  Trans- 
formation: TS\  als  Gruppe  mit  paarweise  inversen  Transformationen 
muss  nun  unsre  Gruppe  auch  die  Transformation:  (^TS)~'^=  S^^I^^ 
enthalten,  die  den  Punkt  Xi  in  den  Punkt  Xi  überführt,  und  demnach 
auch  die  Transformation:  S-'^T'^ST,  die  dem  Punkte  Xi  die  neue 
Lage  Xi'  ertheili  Diese  Transformation:  S^'^T'^^ST  wird  aber,  wie 
aus  (50)  unmittelbar  hervorgeht,  bei  Vernachlässigung  aller  unendlich 
kleinen  Grössen  dritter  und  höherer  Ordnung  durch  die  Gleichungen: 

(51)  x/ =  Xi  +  {Xtii --  Yii)dtdt     (.•=i...n) 

dargestellt,  sie  ist  demnach  nichts  andres  als  die  infinitesimale  Trans- 
formation mit  dem  Symbole:  (XY).     Also: 

EntliäU  eine  endliche  oder  unendliche  continuirliche  Gruppe  mit 
2)cuirweise  inversen    Transformationen  die  beiden  infinitesimalen   Trans- 
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formationen:   Xf  und   Yf,   so   enthält  sie  stets  auch  die   infinitesimale 
Tremsformation:  {XY), 

Beschränken  wir  uns  nun  auf  endliche  continuirliche  Gruppen 
uDd  nehmen  wir  an,  dass  alle  infinitesimalen  Transformationen  einer 
solchen  Gruppe  aus  den  r  von  einander  unabhängigen:  X^f  . . .  Xrf 
linear  ableitbar  sind,  so  ergiebt  sieh,  dass  auch  alle  infinitesimalen 
Transformationen:  fX,X*)  aus  X^f .  .  .  Xrf  linear  ableitbar  sind;  das 
heis8t,-e8  müssen  Relationen  von  der  Form: 

r 

(52)  (Z,X0=2ca,X/    (.•,*  =  i...r) 

1 

bestehen,  wo  die  Cikt  Constanten  sind. 

Das  Bestehen  der  Relationen  (52)  ist  demnach  jedenfalls  noth- 
wendig,  wenn  es  eine  endliche  continuirliche  Gruppe  geben  soll,  der 
die  infinitesimalen  Transformationen:  X,/*. . .  Xrf  angehören  und  deren 
infinitesimale  Transformationen  sämmtlich  aus  X,/*. . .  Xrf  linear  ab- 
leitbar sind. 

In  dieser  oder  doch  in  ganz  ähnlicher  Weise  ist  Lie  seinerzeit 
auf  die  Relationen  (52)  geführt  worden*).  Freilich  können  die  eben  an- 
gestellten Betrachtungen  nicht  eigentlich  als  ausgeführte  Beweise  gelten, 
sie  müssten  vielmehr  noch  nach  verschiedenen  Richtungen  hin  veryoll- 
ständigt  werden,  um  als  solche  gelten  zu  können;  sie  sind  aber  jeden- 
falls der  naturgemässe  Weg,  um  zu  den  Relationen  (52)  zu  gelangen, 
und  führen  mit  Nothwendigkeit  darauf,  dass  man  die  Tragweite  dieser 
Relationen  näher  untersucht. 

§  112. 

Will   man   infinitesimale  Betrachtungen   vermeiden,  so  geht  man 
am  Besten  von  den  grundlegenden  Differentialgleichungen  aus. 
Wir  wissen,  dass  jede  Schaar: 

(1)  a;/  =  /i  (a?! . . .  a;« ;  ttj  . . .  ür^     (» =  i . . . «) 

von    (Xf    Transformationen,   die    eine   Gruppe   bildet,    Differentialglei- 
chungen von  der  Form: 

(15)  ^=//^i*(«) §/••(«')     («^i..»;  *  =  i...r) 


da 


*  1 


befriedigt,  wo  die  Determinante  der  rpjk(€L)  nicht  identisch  verschwindet 
und  wo  die  r  infinitesimalen  Transformationen: 


•)  Vgl.  den  Schluss  von  Lies  erster  Abhandlnng  über  unendliche  continoif" 
liehe  Gruppen,  Ges.  d.  W.  zu  Kristiania  1883. 
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1  * 


=  1 . .  .  r) 


von  einander  unabhängig  sind.  Wir  wissen  femer,  dass  unter  diesen 
Voraussetzungen  die  r  infinitesimalen  Transformationen:  X^f.^.Xrf 
eine  r-gliedrige  Gruppe  mit  paarweise  inversen  Transformationen 
erzeugen,  die  zu  der  Gruppe  (1)  in  sehr  naher  Beziehung  steht  und 
sogar  unter  Umständen  mit  ihr  zusammenfallt 

Es  ist  daher  ganz  naturgemäss  zu  fragen,  welchen  Bedingungen 
die  infinitesimalen  Transformationen:  X^f , . .  Xrf  genügen.  Der  zu- 
nächst sich  darbietende  Weg,  um  zur  Beantwortung  dieser  Frage  zu 
gelangen,  ist  der,  dass  man  die  Integrabilitätsbedingungen  der  Differen- 
tialgleichungen (15)  bildet*).  Wir  wollen  jetzt  diese  Integrabilitäts- 
bedingungen aufstellen,  machen  aber  vorher  noch  darauf  aufmerksam, 
dass  sie  selbstverständlich  davon  unabhängig  sind,  dass  die  Schaar 
(1)  eine  Gruppe  bildet;  sie  bleiben  dieselben,  auch  wenn  die  Schaar 
(1),  die  den  Differentialgleichungen  (15)  genügt,  keine  Gruppe  bildet. 
Deshalb  werden  wir  vorläufig  ganz  von  der  Förderung  absehen,  dass 
die  Schaar  (1)  eine  Gruppe  bilden  soll. 

Wir  können  zunächst  die  n  .r  Gleichungen  (15)  durch  blos  r 
Gleichungen  ersetzen.  Ist  nämlich  /"(a?/. . .  a;/)  = /^  eine  beliebige 
Function  von  x^'. , ,  Xn  allein  und  setzen  wir  entsprechend  unsem 
sonstigen  Bezeichnungen: 

n 
Xf  iki{x^>  .  .  Xn)  ^.  =  Xif, 

80  ergeben  sich  aus  (15)  offenbar  die  n  Gleichungen: 

*        1 

die   ihrerseits,  so  lange  f  eine  unbestimmte  Function   seiner  Argu- 
mente ist,  die  Gleichungen  (15)  vollständig  ersetzen. 

Die  Integrabilitätsbedingungen  der  Gleichungen  (53)   haben  nun 
die  Form: 

r  r 

*    1  *    1 

S'ühren  wir  die  Differentiationen  aus  und  berücksichtigen  wir,  dass  die 

*)  Lie  hat  diesen  Weg  bereits  1879  in  Bd.  16  der  Math.  Ann.  eingeschlagen 

rnnf  A    Aat  f\ 


580 
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Gleichungen   (53)   für  jede  Function  f   gültig  sind,   also  auch  dann, 
wenn  man  Xxf  an  Stelle  von  f  einsetzt^  so  erhalten  wir: 

l...r 


2 


l...r 
l...r 


tlfjt^nkXnX'jf—  ifjktntX^X'jf^ 


=  y,   ifit^nk{XnXß  r  —  XjXnf). 


yn 


Auf  der  rechten  Seite  kommt  hier  der  Ausdruck:  XnXj'f—  X/Xiif 
zweimal  vor,  einmal  multiplicirt  mit:  tjtifnk,  das  andre  Mal  mit  dem 
Factor:  —  tnti^jkf  folglich  können  wir  die  letzte  Gleichung  auch  so 
schreiben : 


(54) 


(  r— 1       r 

^     ^^  {tjti^nk  -  i^n.  tjk)  (X;  X/r-  X;  Xnf) 

^%k         ^%t 


-2 


1 


da. 


da. 


Xj'f. 


Da  überdies  die  Determinante  der  r*  Functionen  ^^^  nicht  verschwin- 
det und  mithin  auch  die  Determinante  der  Ausdrücke:  Jlfjti^nk — ifnti^jt 
einen  von  Null  verschiedenen  Werth  hat,  so  können  wir  die  Glei- 
chungen (54)  auflösen  und  bekommen: 

r 

X^XJ  f  —  X'jXnf  =^f  %nj*{<h  •  •  •  ör)  X!^f\ 

1 

Da  zwischen  den  x    und  den  a  allein  keine  Relation  besteht,  müsset 
diese  Gleichungen  für  alle  Werthe   der  x   und   der  a  identisch  erfül^^ 
sein,  ihre  rechten  Seiten  müssen  also  ebenso  wie  die  linken  Functioa^^ 
von  x^,  .  ,Xn  allein  sein;    das  aber  ist  wegen  der  Unabhängigkeit  d^' 
infinitesimalen    Transformationen:    X^f\,,X'rf    nur    dann    möglich* 
wenn  die  Xnj»  blose  Constanten  sind.    Lassen  wir  schliesslich  die  Striclc^ 
weg  und  bedenken  wir,  dass:   XnXjf — XjXrtf={X„Xj)  ist,  so  ^ 
langen  wir  wieder  zu  den  oben  auf  anderm  Wege  gefundenen  Relatione?^  ^ 


(52) 


r 

{XiXk)=^^Ci,.XJ    (.-,*  = 


r) 


in  denen  die  c,*,  numerische  Constanten  bedeuten. 

Befriedigt  also  eine  Schaar  (1)  wn  oo"  Transformationen  Differ''^ 
tialgleichungen  von  der  Form  (15),  so  stehen  die  r  unabhängigen  infw^ 
tesimalen  Transformationen:  X^f .  . .  Xrf  paanveise  in  Besiehungen  '^ 
(/er  Form  (52). 

Es  ist  das  ein  Theil  von  dem  Inhalte  des  Theorems  21  auf  S.    l'^ 


i 
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ron  Abschn.  I.  Za  dem  übrigen  Inhalte  dieses  Theorems  führt  die 
lier  befolgte  Methode  nicht  direct,  sie  liefert  aber  dafür  noch  gewisse 
)emerkenswerthe  Beziehungen  zwischen  den  ^^ib.  In  der  That,  wenn 
nan  in  den  ersten  Gleichungen  auf  S.  580  für:  XnXJf — XJXnf 
leinen  Werth:  Hcnj^X^f  einsetzt  und  wenn  man  ausserdem  beachtet, 
lass  X(f. . .  X'rf  unabhängige  infinitesimale  Transformationen  sind,  so 
Thält   man  die  Differentialgleichungen: 


55) 


lie  natürlich  von  den  tl^jk  identisch  befriedigt  werden  müssen*). 

Besonders  elegant  ist  die  Methode,  die  wir  in  Abschnitt  I  auf 
3.  146 — 149  benutzt  haben,  um  zu  den  Gleichungen  (52)  zu  gelangen, 
iror  der  eben  entwickelten  hat  sie  überdies  den  Vorzug,  dass  sie  sich 
nicht  auf  die  Integratignstheorie  der  Systeme  von  Differentialglei- 
chungen von  der  Form  (15)  stützt^  sondern  auf  die  einfachere  Theorie 
der  vollständigen  Systeme.  Wir  wollen  wenigstens  ihren  Gedanken- 
gang noch  einmal  zusammenfassen. 

Zunächst  wird  das  System  (15)  durch  das  äquivalente  System: 

'16)  S*«(^0  =  yf  Cikj{a)    ^^         (»=l...n;  *=l...r) 

1  > 

rsetzt.  Denkt  man  sich  ferner  die  Gleichungen  (1)  nach  den  x  auf- 
eJöet:  Xi  =  Fi{Xy  a),  so  ergiebt  sich  aus  (16)  unmittelbar,  dass 
I  •  » .  Fn  als  Functionen  der  x  und  der  a  betrachtet  gemeinsame  Lo- 
ngen der  r  linearen  partiellen  Differentialgleichungen: 

3>  X;F+AkF^O    (*  =  i...r) 

cl,  wo  X'kF  die  auf  S.  557  angegebene  Bedeutung  hat,  während: 

AkF  =  yi  akj{(h'  "^r)j^       (*  =  l...r) 

Da  die  Determinante  der  atj  nicht  verschwindet,  so  sind  die  r  Glei- 
^*^gen  (56)  von  einander  unabhängig,  da  sie  überdies  gerade  w  +  r 
^l^hängige  Veränderliche  enthalten   und    gerade  n  unabhängige  Lö- 

*)  Die  Differentialgleichungen  (56)  hat  Lie  1879  nicht  mit  aufgestellt,  sie 
^^n  aber  unmittelbar  aus  den  Relationen  hervor,  die  er  damals  in  Bd.  16  der 
^^*^.  Ann.  abgeleitet  hat.  Veröffentlicht  hat  sie  zuerst  Maurer,  Ber.  d.  Münch- 
■^    Akad.  1888,  S.  117. 
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sungen  gemein  haben,  so  bilden  sie  ein  r-gliedriges  vollständiges 
System.  Drückt  man  diese  Eigenschaft  der  Gleichungen  (56)  ana- 
lytisch aus,  so  findet  man  leicht  (s.  Abschn.  I,  S.  148  f.),  dass  nicht 
blos  Relationen  von  der  Form: 

r 

xi  x;f-x;  x,'f  =2^  c*^.  x  f 

1 

bestehen,  sondern  auch  solche  von  der  Form: 

r 

AtAjF  -  AjAkF  =-^  Ctj.A.F, 

1 

WO  die  Ckja  beide  Male  dieselben  Constanten  sind. 

Befriedigt  also  eine  Schaar  (1)  von  c»'"  Tra/nsformcdionen  Diffe- 
rentialgleichungen von  der  Form  (15)  oder,  was  auf  dasselbe  hinauskmmlf 
solche  von  der  Form  (16),  so  stehen  die  r  unabhängigen  infinitesimalen 
Transformationen:  X^f . . .  Xrf  paarweise  in  Beziehungen  von  der  Form 
(52)  urid  gleichzeitig  stehen  die  r  unabhängigen'  infinitesimalen  Transfor- 
mationen: 

r 
A/"=^«*>(Ol...Or)  g|-         (t=l...r) 

paarweise  in  Beziehungen  von  der  Form: 

r 

{ÄiÄk)  =^  CiksÄ^f      (.-,*=  1. ..  r) , 
1 

WO  die  Cikt  dieselben  Constanten  sind  une  in  (52). 

Die  bisherigen  Entwicklungen  galten  für  jede  Schaar  (1)  von  (x^ 
Transformationen,  die  Differentialgleichungen  von  der  Form  (15)  erfBUt 
Nehmen  wir  nun  insbesondere  an,  dass  die  Schaar  (1)  eine  Gropp« 
bildet  und  fQgen  wir  noch  die  Voraussetzung  hinzu,  dass  die  Trans- 
formationen dieser  Gruppe  paarweise  zu  einander  invers  sind.  Nach 
S.  566  ist  dann  sicher,  dass  unsre  Gruppe  von  den  infinitesimalen 
Transformationen:  XJ\..  Xrf  erzeugt  ist  Andrerseits  folgt  aber 
aus  den  eben  durchgeführten  Betrachtungen,  dass  diese  infinitesimalen 
Transformationen  in  den  Beziehungen  (52)  stehen,  also  gelangen  wii 
zu  dem  wichtigen  Ergebnisse: 

Jede  r-gliedrige  Gruppe  (1)  mit  paarweise  inversen  Transformationen 
enthält  r  unabhängige  infinitesimale  Transformationen:  X,/*...  Xrf^  die 
paarweise  in  Beziehungen  von  der  Form: 
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r 

(52)  (XjXk)  =^'CiksXJ    (.•.t  =  i...r) 

1 

stehen;  sie  ist  van  diesen  infinitesimalen  Transformationen  erzeugt,  das 
heisst,  sie  besteht  aus  den  endlichen  Transformationen  der  oo^—^  einglied- 
rigen Gruppen,  die  von  den  c»'*-^  infinitesimalen  Transformationen: 
A,  X^f  +  •  •  •  +  KXrf  erzeugt  werden, 

§  113. 

Wir  könnten  jetzt  direct  zum  Beweise  der  Umkehrnng  des  eben 
gefiindenen  Satzes  übergehen  und  also  zeigen,  dass  r  unabhängige 
infinitesimale  Transformationen:  X^f,..  Xrf,  die  in  Beziehungen  von 
der  Form  (52)  stehen,  immer  in  dem  angegebenen  Sinne  eine  r-glied- 
rige  Gruppe  mit  paarweise  inyersen  Transformationen  erzeugen.  Wir 
wollen  uns  aber  auf  einen  etwas  allgemeineren  Standpunkt  stellen. 
Wir  wollen  uns  nämlich  in  den  n  Veränderlichen  x^ . .  .Xn  irgend  r 
unabhängige  infinitesimale  Transformationen:  X^f . . ,  Xrf  vorgelegt 
denken  und  wollen  feststellen,  unter  welchen  Bedingungen  es  eine 
r-gliedrige  continuirliche  Gruppe  giebt,  der  diese  infinitesimalen  Trans- 
formationen und  die  Yon  ihnen  erzeugten  eingliedrigen  Gruppen  an- 
gehören. 

Soll  es  eine  r-gliedrige  continuirliche  Gruppe  Gr  geben,  der  die 
r  eingliedrigen  Gruppen: 

Xi^Xi  +  Ajfc6fc<(a:)  +  rTä"^*^'"' «  =  1.») 

(ib  es  1 . . .  r) 

angehören,  so  muss  diese  Gruppe  auch  die  Transformation  enthalten, 
die  sich  ergiebt,  wenn  man  zuerst  die  allgemeine  Transformation  der 
eingliedrigen  Gruppe  X^f,  dann  die  allgemeine  Transformation  von 
^/*, ...,  schliesslich  die  allgemeine  Transformation  von  Xr/*  ausführt. 
Demnach  enthält  Gr  sicher  eine  Transformation  von  der  Form: 

r 
(57)  X{=  Xi  +^  Xklki{x)  H (.  =  1 . . .  n) , 

1 
wo  A^  ...  Ar  willkürliche  Parameter  bedeuten  und  wo  die  weggelasse- 
nen Glieder  von  der  zweiten  und  von  höherer  Ordnung  in  A^  ...  Ar 
sind  *). 


*)  Dieses  Ergebniss  gilt  natürlich  überhaupt  für  jede  Grnppe,  der  die  ein- 
gliedrigen Gruppen:  X^f .  .  .  Xrf  augehören,  also  namentlich  nicht  blos  für  end- 
liche Gruppen,  sondern  auch  für  unendliche. 
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Nun  aber  stellen  die  Gleichungen  (57)  mit  den  r  willkürlichen 
Parametern  A^ ...  Ar  eine  Schaar  von  Transformationen  dar,  die  wegen 
der  Unabhängigkeit  von:  X^f . .  ,  Xrf  aus  gerade  ooT  verschiedeneD 
Transformationen  besteht  (s.  Abschn.  I,  S.  65,  Satz  4),  andrerseits  ent- 
hält unsre  Gruppe  Gr,  wenn  sie  überhaupt  ezistirt,  auch  blos  oo' 
verschiedene  Transformationen,  also  können  wir  schliessen,  dass  unsre 
Gruppe  mit  der  Schaar  der  (x/  Transformationen  (57)  zusammenfallt 

Die  Schaar  (57)   muss  also    eine  r-gliedrige  Gruppe  bilden,  als 
solche  muss  sie  aber  Differentialgleichungen  von  der  Form: 

dx;       "_ 

(»  as  1 . . .  a  i   ib  =a  1  . . .  r) 


dl. 


=^*>*Wg/*(a;') 


befriedigen,  wo  die  Determinante  der  i>ik  (A)  nicht  identisch  verschwindet 
und  wo  die  r  unabhängigen  infinitesimalen  Transformationen: 

n 

von  einander  unabhängig  sind.    Bedenken  wir  überdies,  dass  sich  f&r: 
Aj  «s  . . .  SS  Ar  =  0  ergiebt:  a?/-=  Xi  und  dass  aus  (57)  folgt: 

dxn  ^     .  . 


80  erkennen  wir  sofort^  dass  Relationen  von  der  Form: 

r 

^   i'jk{0)lii(x)  =  iki{x)     (*  =  l...r;.-   =1...«) 
1 

bestehen.  Das  aber  ist  offenbar  nur  möglich,  wenn  die  Determioanie 
der  ^>*(A)  für  A  =  0  einen  endlichen  von  Null  verschiedenen  Wertb 
besitzt  und  wenn  sich  die  r  infinitesimalen  Transformationen:  Zif>.^2rf 
aus  Xif...Xrf  h'near  ableiten  lassen.  Verbinden  wir  endlich  hiermit 
den  zweiten  Theil  des  ersten  Fundamentalsatzes  (s.  8.  563  f.)  und  die 
Ergebnisse  des  vorigen  Paragraphen,  so  können  wir  sagen: 

Enthält  eine  r-gliedrige  cotitinuirliche  Gruppe  in  den  n  Veränder- 
Hellen  Xi  . . ,  Xn  die  r  undbMngigen  infinitesimalen  Transformationen: 


n 


Xkf=^,i^iiXi  ...   ^n)-^      (*  =  l...r) 

und  die  von  diesen  eraetigten  eingliedrigen  Gruppen,  so  sind  iiire  Trons- 
formationen  paarweise  zu  einander  invers  und  sie  besteht  aus  den  Trans- 
fomiationen  der  c»'*""^  eingliedrigen  Gruppen,  die  von  den  c»'"""*  ir^i^^' 
tesimalen  Transformationen:  Ji^X^f  -{'  •  — |-  KXrf  eriseugt  werden;  die 
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tfinitesimalen  Transformationen:  X^f...  Xrf  aber  stehen  ihrerseits  paar- 
Hnse  in  Beziehungen  von  der  Form: 

r 
32)  {XiXk)  =^*  Ciks  Xsf     (i,  *  =  1  . .  .  r)  . 


Damit  ist  aber  die  Frage,  die  wir  uns  auf  S.  583  stellten,  noch 
icht  vollständig  erledigt.  Wir  wollten  ja  feststellen,  unter  welchen 
ledingungen  es  eine  r-gliedrige  continuirliche  Gruppe  giebt,  die  r 
orgelegte  unabhängige  infinitesimale  Transformationen:  X^f. , .  Xrf 
nd  die  von  ihnen  erzeugten  eingliedrigen  Gruppen  enthält.  Bisher 
aben  wir  aber  blos  nothwendige  Bedingungen  für  die  Existenz  einer 
wichen  Gruppe  gefunden,  wir  haben  nämlich  gesehen,  dass  es  eine 
3lche  Gruppe  nur  dann  geben  kann,  wenn  Relationen  von  der  Form 
i2)  bestehen,  und  dass  die  Gruppe,  wenn  sie  existirt,  aus  den  c»**"^ 
ingliedrigen  Gruppen  besteht,  deren  infinitesimale  Transformationen 
arch  den  Ausdruck:  EXkXkf  mit  den  willkürlichen  Parametern 
j  ...  Ar  dargestellt  werden.  Es  bleibt  daher  noch  zu  beweisen,  dass 
iese  noth wendigen  Bedingungen  zugleich  hinreichend  sind,  dass  also 
sdesmal,  wenn  runabhängige  infinitesimale  Transformationen:  XJ...Xrf 
1  Beziehungen  von  der  Form  (52)  stehen,  die  endlichen  Transforma- 
iooen  der  oo'*—^  eingliedrigen  Gruppen:  UXkXkf  eine  r-gliedrige 
rruppe  bilden. 

*  Der  Beweis  hierfür  ist  bereits  in  Kap.  9  von  Abschn.  I  erbracht, 
a  aber  die  dort  gegebene  Darstellung  der  ganzen  Untersuchung  so- 
rohl  in  der  Anordnung  als  in  der  Form  von  der  hier  gegebenen  nicht 
nwesentlich  abweicht,  so  wollen  wir  die  dem  Beweise  zu  Grunde 
legenden  Gedanken  noch  einmal  kurz  auseinandersetzen. 

Es  soll  bewiesen  werden,  dass  die  endlichen  Transformationen  der 
o'"~^  eingliedrigen  Gruppen:  2JAib-^ib/^ zusammengenommen  eine  r- glied- 
ige Gruppe  bilden,  sobald  die  r  unabhängigen  infinitesimalen  Trans- 
3rmationen:  X^f , . .  Xrf  in  Beziehungen  von  der  Form  (52)  stehen. 
Irinnern  wir  uns  nun  des  ersten  Fundamentalsatzes  (S.  563),  so 
rkennen  wir  sofort,  dass  dieser  Beweis  geleistet  ist,  sobald  es  uns 
;elingt ,  eine  Schaar: 

58)  E,-  «=  /ii  (^1  ...  ^n)  «1 . . .  ör)      (» =  1 . . . ») 

on  Transformationen  anzugeben,  die  folgende  Eigenschaften  besitzt: 
Srstens  muss  sie  Differentialgleichungen  von  der  Form: 

15')  -^=2^^>*(ö)gii(E)     («^i-..«;   *  =  i...r) 
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befriedigen,  in  denen  die  Determinante  der  if^kifl)  nicht  identisch  ver- 
schwindet, und  zweitens  muss  sie  die   identische  Transformation  ent- 
halten, aber  so,  dass  die  Determinante  der  ifjk(p)  für  die  Parameter 
der  identischen  Transformation  einen  endlichen  von  Null  verschiedenen 
Werth  besitzt.     Gelingt  es  uns  nämlich  eine  solche  Schaar  (58)  anzu- 
geben, so  ist  nach   dem  ersten  Fundamen talsatze    sicher,    dass  diese 
Schaar  eine  r-gliedrige  Gruppe   mit  paarweise  inversen  Transforma- 
tionen bildet  und  zwar  eine  Gruppe,  die  aus  den  (x>^~^  eingliedrigen 
Gruppen:   UXkXkf  besteht.     Damit  ist   aber  zugleich  bewiesen,  das8 
die  Schaar  dieser  eingliedrigen  Gruppen   eine  r-gliedrige  Gruppe  mit 
paarweise   inversen  Transformationen  bildet. 

Es  handelt  sich  also  nur  noch  darum,  eine  Schaar  (58)  von  der 
eben  beschriebenen  Beschaffenheit  zu  finden. 

Da  die  Determinante  der  tl^jkip)  nicht  identisch  verschwinden  darf, 
lassen  sich  die  Gleichungen  (15')  auf  die  Form: 

(160  6*.(e)  =2^  cckj{a)  ^  (.•  =  !...».;  *«l...r) 

i  i 

bringen.  Differentialgleichungen  von  dieser  Form  erftillt  aber  die 
Schaar  (58)  nach  S.  581  dann  und  nur  dann,  wenn  in  der  Auflösung: 
Xi  =:  Fi(if  a)  der  Gleichungen  (58)  die  n  Functionen  i^(E,  a)  gemein- 
same Losungen  der  r  linearen  partiellen  Differentialgleichungen: 

n  r 

(59)  ^^'(ö|f,+2^«»>(«)f^  =  <^    '""■'' 
sind.     Gelingt  es  uns  nun,  r  infinitesimale  Transformationen: 

r 

Akf=^J  akj(a)  1^     (*-i . . . r) 
1  j 

anzugeben,  die  paarweise  in  Beziehungen  von  der  Form: 

r 

(60)  {AiAk)=^'CiksAJ  (t.*  =  i...r) 

1 

stehen   und  für  die   die   Determinante  der   «*>(«)  nicht  identisch  ver- 
schwindet, so  ist  damit  zugleich  auch  die  Existenz  einer  Schaar  (58) 
von   der  verlangten  Beschaffenheit  bewiesen.     Wegen  der  Relationen 
(52)  und  (60)  bilden  dann  nämlich  die  Gleichungen  (59)  ein  r-glieJ- 
riges  vollständiges  System,  das  nach  *den  r  Differentialquotienten  von 
f  nach  Ol  .  , .  ttr  auflösbar  ist.     Ist  o^^  .  .  .  a^^  ein  Werthsystem,  ffir 
(las  die  Determinante  der  akj{a)   einen  endlichen  von  Null  verschiede- 
nen Werth  besitzt,  so  hat  dieses  vollständige  System  n  Hauptlösungen 
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iD  Bezag  auf:  ak  =  ak^,  das  heisst  n  Losungeu:  JPi(j,  a) . . .  JP„(j,  a), 
die  sich  fär:  ük'^' ak^  auf  bezüglich:  £i...£i»  reduciren  (s.  Abschn.  I, 
Theor.  12,  S.  91).  Hieraus  aber  folgt,  dass  die  Gleichuugen:  Xi  =  jP,(j,  a) 
nach  Si  . . .  £n  aufgelöst  werden  *  können  und  dass  die  betreffende  Auf- 
lösung: ii  =  f{{Xya)  eine  Schaar  (58)  von  der  verlangten  Beschaffen-" 
heit  darstellt;  denn  diese  Schaar  befriedigt  Differentialgleichungen  von 
der  Form  (16'),  also  auch  solche  von  der  Form  (16'),  ausserdem  aber 
enthält  sie  die  identische  Transformation  und  für  die  zugehörigen 
Parameter:  at  «»  ak^  hat  die  Determinante  der  tjk(p)  einen  endlichen 
von  Null  verschiedenen  Werth. 

Jetzt  fehlt  nur  noch  eins,  nämlich  der  Nachweis,  dass  es  r  unab- 
hängige infinitesimale  Transformationen :  Ä^f . . .  Ärf  von  der  eben 
vorausgesetzten  Beschaffenheit  giebt.  Dieser  Nachweis  ist  genau  so 
zu  führen  wie  auf  S.  156  f.  von  Abschn.  I ;  wir  werden  ihn  aber  wenig- 
stens andeuten,  weil  wir  noch  eine  Bemerkung  daran  knüpfen  wollen. 

Man  setzt: 

n 


1 

xmd  bildet  die  r  Ausdrücke: 


diSf^) 


zwischen  denen  nach  Abschn.  I,  S.  66,  Satz  5  sicher  keine  lineare  Rela- 
tion besteht.  Die  Wkf  sind  dann  offenbar  durch  Relationen  von  der 
Form: 

r 

verknüpft,  die  r  Gleichungen: 

WJ=0,...,  Wrf—0 
in   den  n .  r  Veränderlichen  j/">   bilden  daher  ein  r-gliedriges   voll- 
ständiges System  mit  nr  —  r  unabhängigen  Lösungen:    u^...Unr—r' 
Führt    man    diese   Lösungen    zusammen    mit    r    geeigneten    Grössen 
a^...ar  als  neue  Veränderliche  ein,  so  ergiebt  sich: 

r 

Wkf  =  ^X  (Oki (a^  .  .  .  «r*,    Uj  .  .  .  Unr--r)  o^"       (*  =  l...r). 
1  ••  i 

Betrachtet  man  endlich  in  diesen  Ausdrücken  die  u  als  Constanten 
und  nur  die  a  als  Veränderliche,  so  hat  man  r  unabhängige  infini- 
tesimale Transformationen,  die  alle  oben  von  A^f . ,  ,  Arf  verlangten 
Eigenschaften  besitzen. 
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Damit  ist  der  Beweis  dafür,  dass  die  Schaar  der  cx)'*"^  einglied- 
rigen Gruppen:  2XkXkf  unter  der  auf  S.  585  gemachten  Voraus- 
setzung stets  eine  Gruppe  bildet,  vollständig  erbracht  Wenn  sich 
auch  dieser  Beweis  in  den  zu  Grunde  'liegenden  Gedanken  yon  dem  in 
Abschnitt  I  gelieferten  fast  gar  nicht  unterscheidet,  so  glauben  wir 
doch,  dass  die  vorstehenden  Entwicklungen  nicht  überflüssig  sind,  denn 
sie  lassen  eben  die  dem  Beweise  zu  Grunde  liegenden  Gedanken  deutlicher 
hervortreten,  als  es  auf  dem  damaligen  Standpunkte  möglich  war. 

Jetzt  noch  die  vorhin  angekündigte  Bemerkung. 

Wir  dachten  uns  oben  die  Functionen:  Fi(j^,  a)  als  die  Haupt- 
lösungen des  vollständigen  Systems  (59)  bestimmt;  ferner  bildeten  wir 
r  infinitesimale  Transformationen:  ÄJ...  Arf  von  der  verlangten  Be- 
schaffenheit,  indem  wir  von  den  Ausdrücken  W^f  ausgingen.  Diese 
beiden  Schritte  kann  man  nun  in  einen  zusammenziehen;  man  kann 
nämlich  die  jPt(£,  a)  direct  aus  dem  vollständigen  System: 

r 
(61)  X*/' +2  X^W/- =  0      (t=l...r) 

1 
bestimmen,  wo 

n 

gesetzt  ist.  Man  braucht  zu  diesem  Zwecke  nur  unter  den  nr  Ver- 
änderlichen ir^"^  r  solche  auszuwählen,  dass  die  Gleichungen  (61)  nach 
den  r  zugehörigen  Differentialquotienten  von  f  auflösbar  sind.  Diese 
r  ausgewählten  Veränderlichen  nenne  man  a^  . . .  Or,  die  nr  —  r  übri- 
gen v^. ,  .Vnr  —  r-  Ißt  dauu  tt*^,  v/  irgend  ein  Werthsystem  von  all- 
gemeiner Lage,  so  bestimme  man  die  n  Hauptlösungen: 

des  vollständigen  Systems  (61),  die  sich  für:  a*  =  a*^  auf  bezuglich: 
El  ...  j»  reduciren,  und  setze  endlich: 

Durch  Auflösung  dieser  Gleichungen  nach  Ji  . .  .  E»  erhält  mau  di« 
endlichen  Gleichungen  der  von  X^f . . .  Xrf  erzeugten  Gruppe. 

Was  diesen  Betrachtungen  ein  gewisses  Interesse  verleiht,  ist  der 
Umstand,  dass  die  Hi  gjs  Lösungen  des  vollständigen  Systems  (61) 
zugleich  Li  Varianten  der  Gruppe  sind,  die  von  den  infinitesimaleu 
Transformationen : 

r 
1 
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erzeugt  wird.  Hieraus  folgt  nämlich ,  dass  die  Sli  nichts  andres  sind, 
als  Invarianten  der  r  +  1  Punkte:  jy,  j/^^  . . .  J»^*"^  gegenüber  der 
Gruppe:  X^f,..  Xrf-  Unser  ganzes  Verfahren  kommt  in  Folge  dessen 
einfach  darauf  hinaus ,  dass  die  endlichen  Gleichungen  der  Gruppe: 
Xif .  . .  Xrf  durch  die  Invarianten  dieser  Punkte  ausgedrückt  werden. 
Lautet  nämlich  die  Function  Sit  geschrieben  in  den  Veränderlichen: 
E»>  j/*^  • .  •  h^*"^  folgendermassen: 

m.(r         r      r  (*>        r  <*>  r  ('*>'j 

und  sind: 

(58)  ir  =  fy{Xj^  '  .  '  Xn]     «^  .  .  .  tt^)       (^  =  l  •  .  •  n) 

die  endlichen  Gleichungen  der  Gruppe:  X^f . . .  Xrf,  so  bestehen  ver- 
möge (58)  und: 

0<  =  1  .  . .  r) 

n  Relationen  von  der  Form: 


(62)  [ 


(63)     j 


(»  =  1  .  .  .  «)  . 


Die  endlichen  Gleichungen  der  Gruppe:  X^f , . .  Xrf  können  daher 
auch  durch  Auflösung  der  Gleichungen  (63)  nach  Ji  . .  .  Jn  erhalten 
werden,  nur  muss  man  unter  den  verschiedenen  möglichen  Auflösungen 
die  wählen ,  ^ie  für  j,^^)  «=  xj^f"^  ergiebt:  j»  =  x^  (vgl.  S.  404,  Anm.). 
Was  wir  oben  gemacht  haben,  ist  nur  ein  specieller  Fall  hiervon; 
wir  ertheilten  nämlich  den  Xr^^  feste  Werthe:  a*^,  Vt^  und  andrerseits 
ersetzten  wir  die  unter  den  j»^"),  die  wir  mit  v^. ,  .Vnr^r  bezeichnet 
hatten,  durch  v^  , , .  v^nr—rj  die  übrigen  jy^^  aber   durch  a^  . . .  «r. 

Alles  das  ist  nur  eine  begrififliche  Deutung  gewisser  Betrach- 
tungen des  Kapitels  9  von  Abschn.  I.  Dass  wir  damals  diese  Deutung 
nicht  ausdrücklich  geben  konnten,  liegt  auf  der  Hand,  denn  wir  führ- 
ten die  Begriffe  Invariante  und  Invariante  von  mehreren  Punkten  erst 
später  ein.  Factisch  aber  enthält  das  Kap.  9  von  Abschn.  I  schon 
die  Bestimmung  der  endlichen  Gleichungen  einer  endlichen  continuir- 
lichen  Gruppe  durch  die  Invarianten,  die  r  +  1  Punkte  gegenüber  der 
Gruppe  haben.  Deshalb  können  wir  nicht  zugeben,  dass  Herr  Eil- 
ling,  als  er  auf  die  Möglichkeit  dieser  Bestimmung  hinwies  (Math. 
Ann.  Bd.  35,  S.  430  f.)  etwas  wirklich  Neues  geleistet  hat,  zumal  da 
er  nicht  einmal  beachtet  hat,  dass  man  die  Gleichungen,  die  von  den 
Invarianten  geliefert  werden,  in  ganz  bestimmter  Weise  auflösen  muss, 
um  zu  den  endlichen  Gleichungen  der  Gruppe:  X,/*. . .  Xrf  zu  gelangen 
(vgl.  auch  S.  296  Anm.). 
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Es  ist  jetzt  Zeit  die  Ergebnisse  des  vorigen  und  des  gegenwär- 
tigen Paragraphen  zusammenzufassen.  Wir  erhalten  so  den  zweiten 
Fundamen  talsatz  : 

Zweiter  Fnndamentalsatz.    Jede  r-gliedrige  Gruppe: 
Xi  =  fi  (a?,  . .  •  a?„  5  Oj . . .  Or)  y  (/  =  1 . . . ») 

mit  paarweise  inversen  Transformationen  enthält  r  unabhängige  infini- 
tesimale Transformationen: 

n 
Xkf  ^y}  lcr(Xi  .  .  .  Xn)  ^       (i=l...r), 

die  paarweise  in  Beziehungen  von  der  Form: 


r 

(52)  (XiX,)=^'CnsXf    u,  *==!... 


r) 


stehen;  alle  infinitesimalen  Transformationen  der  Grruppe  sind  aus  X/... 
Xrf  linear  ableitbar  und  die  Gruppe  selbst  besteht  aus  den  (xT"^  ein- 
gliedrigen Gruppen,  die  von  den  oo'*—^  infinitesimalen  TransfomuUmen: 
2JXk  Xkf  erzeugt  werden. 

Umgekehrt  erzeugen  r  unabhängige  infinitesimale  Transformatumen: 
X,/*. . .  Xrf,  die  paarweise  in  Beziehungen  von  der  Form  (52)  sttken, 
stets  eine  r-gli^drige  Gruppe  mit  paanoeise  inversen  Transformationen^ 
das  heisst,  unter  den  gemachten  Voraussetzungen  bildet,  die  Schaar  der 
cx)'— *  eingliedrigen  Gruppen,  die  von  den  (xf~^  infiniteUmcden  Trans- 
formationen: UXjt  Xkf  erzeugt  werden,  eine  r-gliedrige  Gruppe  mit  foor- 
weise  inversen  Transformationen, 

Dieser  Satz  ist,  wie  schon  auf  S.  546  erwähnt  wurde,  unter  den 
drei  Fundamentalsätzen  der  Gruppentheorie  der  praktisch  wichtigste^ 
das  heisst  der,  der  am  häufigsten  angewendet  wird.  Wir  bezeichnen 
ihn  deshalb  geradezu  als  den  Hauptsatz  der  Gruppentheorie. 

§  114. 

Bei  der  grossen  Bedeutung,  die  der  zweite  Fundamentalsatz  für 
die  ganze  Gruppentheorie  besitzt,  ist  es  selbstverständlich,   dass  sich 
Lie  vielfach  mit  dem  Beweise  dieses  Satzes  beschäftigt  und  nach  und 
nach  verschiedene  Beweise   dafür  aufgestellt  hat.     Dabei   handelte  es 
sich  weniger  um  den  ersten  Theil  des  Fundamentalsatzes  als  um  den 
zweiten,    denn    dass   jede   r-gliedrige   Gruppe    mit   paarweise  inversen 
Transformationen  von  r  unabhängigen  infinitesimalen  Transformationen: 
Xif . .  .  Xrf  erzeugt  ist,  die  in  Beziehungen  von  der  Form  (52)  stehen, 
das  ist  ofi'enbar  leichter  zu  beweisen  als  der  umgekehrte  Satz,  dass  r 
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mabhangige  infinitesimale  Transformationen,  die  in  den  Beziehungen 
'52)  stehen,  stets  eine  r-gliedrige  Gruppe  erzeugen. 

Der  erste  Beweis,  den  Lie  für  diesen  letzteren  Satz  verofientlicht 
bat,  stammt  aus  dem  Jahre  1878*).  Er  ist  streng,  wenn  auch  formell 
loch  der  Verbesserung  fähig  und  beruht  darauf,  dass  die  infinitesi- 
malen Transformationen  der  kanonischen  Parametergruppe  aufgestellt 
werden,  die  zu  der  Gruppe:  XJ.,.Xrf  gehört,  jedoch  wird  der  Begriff 
1er  kanonischen  Parametergruppe  nicht  ausdrücklich  eingeführt.  Wir 
«werden  die  bei  diesem  Beweise  benutzten  Ueberlegungen  in  Kap.  27 
^erwerthen,  wo  wir  von  Neuem  auf  die  Bestimmung  aller  transitiven 
jrruppen  von  gegebener  Zusammensetzung  eingehen. 

Der  in  Abschnitt  I  gelieferte  Beweis,  den  wir  in  dem  gegenwär- 
tigen Kapitel  ohne  Aenderung  der  zu  Grunde  liegenden  Gedanken, 
iber  in  etwas  veränderter  Form  dargestellt  haben,  lässt  an  Einfach- 
heit und  Strenge  nichts  zu  wünschen  übrig.  Trotzdem  glauben  wir 
nichts  Ueberflüssiges  zu  thun,  wenn  wir  jetzt  noch  einen  andern  Be- 
«reis  mittheilen,  der  von  den  bisherigen  Entwicklungen  des  gegenwär- 
tigen Kapitels  unabhängig  erscheint,  wenngleich  eine  tiefergehende 
Betrachtung  zeigt,  dass  zwischen  beiden  Beweisen  kein  Wesensunter- 
schied besteht,  unser  neuer  Beweis  ist  in  der  Hauptsache  nur  eine 
durchsichtige  begriffliche  Fassung  unsers  ursprünglichen  Beweises**). 

Wir  beginnen  mit  einigen  allgemeinen  Betrachtungen.     Sind: 

X^^^  .  .  .  Xn^^      0^  =  1...  m) 

lie  Coordinaten  von  m  verschiedenen  Punkten  P^ , . .  Pm  des  Raumes 
Ci  . . .  Xn,  so  nennen  wir  den  Inbegriff  dieser  m  Punkte  kurz  ein  m-Eck 
and  wenn  P^  , . .  Pm  Punkte  von  allgemeiner  gegenseitiger  Lage  sind, 
so  bezeichnen  wir  das  m-Eck  als  ein  m-Eck  von  allgemeiner  Lage. 
Denken  wir  uns  nun  irgend  eine  Schaar: 

[64)  yi  =  fi{x^ . . .  ar„;  a^, . ,  ar)     (» =  i . . . ») 

• 

7on  oo''  Transformationen  vorgelegt  und  die  Transformationen  dieser 
Schaar  auf  ein  m-Eck  von  allgemeiner  Lage  ausgeführt.  Unser 
n-Eck  erhält  dabei  eine  gewisse  Anzahl  von  neuen  Lagen,  die  durch 
lie  Gleichungen: 

'66)  l^*'^^  ^  fi(^i^^  •  •  •  ^n^^]  a^...  ttr)     (.•  - 1 . . . «) 

l  0/  SS  1 ...  m) 

*)  Archiv  for  Math,  og  Naturv.  Bd.  111,  S.  94—100  (Kriatiania). 
**)  Lie   bat  diesen  Beweis   1890  veröffentlicht  in  der  Abhandlung:    Neaer 
beweis   des  Eweiten   Fnndamentalsatzes  u.  s.  w.    (Leipz.  Berichte  1890,  S.  463  ff., 
gl.  namenlUcb  S.  472—476). 
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bestimmt  werden.  Die  Anzahl  dieser  neuen  Lagen  ist  offenbar  höch- 
stens gleich  cx)'*  und  mindestens  gleich  cx>^,  wir  können  daher  anneh- 
men, dass  sie  gerade  gleich  oo^m  ist,  wo  die  positive  ganze  Zahl  l^ 
der  Bedingung:  0  <Clm<^r  genügt  und  nur  von  dem  Werthe  von  m 
abhängt;  Im  ist  nämlich  augenscheinlich  nichts  andres  als  die  Zahl 
derjenigen  unter  den  a,  nach  denen  sich  die  m .  n  Gleichungen  (65) 
auflosen  lassen  und  diese  Zahl  ist  nur  von  m  abhängig,  solange 
P^  ,  , .  Pfn  Punkte  von  allgemeiner  gegenseitiger  Lage  sind. 

Unter  der  gemachten  Annahme  zerfällt  die  Schaar  der  oo^  Trans- 
formationen  (64)  derart  in  cx)*^  ünterschaaren  von  je  oo  **,  dass 
jedesmal  alle  oo  "*  Transformationen  einer  solchen  Unterschaar  das 
m-Eck:  P^  , . ,  Pm  in  dieselbe  neue  Lage:  Qi  .  > .  Qm  überfahren,  wah- 
rend zwei  Transformationen  der  Schaar  (64),  die  zwei  verschiedenen 
Ünterschaaren  dieser  Art  angehören,  dem  m-Eck:  P^  . . .  Pm  zwei  ver- 
schiedene neue  Lagen  ertheilen. 

Fügen  wir  jetzt  zu  unserm  m-Eck  noch  einen  (m  +  l)-ten  Ponkt; 
^^(m+i)  .p^cm-f  1)  Qjßj.  p^_|_j  Yon  allgemeiner  Lage  hinzu,  sodass  ein 
(m  +  1)-Eck  von  allgemeiner  Lage  entsteht  Dieses  (m  +  1)-Eck 
wird  dann  bei  den  c»**  Transformationen  (64)  gerade  00*"+*  verschie- 
dene Lagen  annehmen.  Wir  wollen  untersuchen,  welchen  Werth  die 
Zahl  üm-fi  besitzt 

Wir  betrachten  unter  den  c»*"  Transformationen  (64)  alle  die 
00  ~  "•,  bei  denen  das  m-Eck  P^  . . .  Pm  in  irgend  eine  bestimmte 
seiner  00"*  neuen  Lagen  übergeht,  etwa  in  die  Lage:  Qi  . . .  Qm-  ^^^ 
r  —  /m  >  0,  so  erhält  Pm+i  als  Punkt  von  allgemeiner  Lage  bei  diesen 
QQ»"— 'm  Transformationen  mindestens  cx>^  verschiedene  Lagen,  also  er- 
hält auch  das  (m -f- 1)-Eck:  P^ . . .  Pm+i  bei  ihnen  mindestens  00^ 
verschiedene  Lagen,  die  aber  alle  dadurch  ausgezeichnet  sind,  dass  sie 
das  fn-Eck:  Qi  . . .  Qm  gemein  haben;  da  nun  das  m-Eck:  P^.^^fm 
bei  den  00**  Transformationen  (64)  gerade  00  *"  verschiedene  Lagen 
annimmt,  so  ergiebt  sich,  dass  das  (fw  +  1)-Eck:  Pj  . . .  P«-}-!  bei 
diesen  00''  Transformationen  mindestens  cx)'"+*  verschiedene  Lagen 
erhält,  dass  also  lm-\-i  >  Im  ist.  Hat  dagegen  r  —  I,»  den  Werth  NuU, 
so  nehmen  das  w-Eck  und  das  (m  -f-  1)-Eck  bei  den  00''  T^an8fo^ 
mationen  (64)  beide  gleich  viele  Lagen  an,  nämlich  oc'',  also  die  grösste 
überhaupt  mögliche  Zahl,  es  ist  demnach:  /i^^i  =  Im- 

Wir  sehen  hieraus,  dass  jedesmal,  wenn  /»,  <  ^  ist,  lm-\-i>^  '^ 
während  im  Falle  l„^  =  r  nothwendig  auch  Im+i,  /m+a  -  .  •  den  Werth 
r  haben.  Da  nun  l^  mindestens  gleich  1  ist,  so  ergiebt  sich,  dass  U 
höchstens  dann  <  r  sein  kann,  wenn  m  <ir  ist,  dass  aber  auch  dann 
/„,  mindestens  den  Werth  m  hat.     Es  gilt  also  der 
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Satz  3.     Bei  einer  Schaair: 

(64)  Vi '=' fi(xi . , .  Xn'j  aj^.,.ar)    («^i...«) 

von  oo'*  Transformaticynen  erhält  jedes  r-Eck,  (r  +  l)'Eck,  .  .  .  von 
allgemeiner  Lage  gerade  oo*"  verschiedene  Lagen;  ist  m  <^r,  so  erhält 
jedes  m-Eck  von  allgemeiner  Lage  hei  ihr  mindestens  oo*"  und  höchstens 
(xf  verschiedene  Lagen;  ein  m-EcJc  und  ein  {m  +  1)  .Ecfc,  die  beide  von 
allgemeiner  Lage  sind,  erhalten  bei  ihr  dann  und  nur  dann  gleichvide 
verschiedene  Iiogeny  wenn  sie  beide  oo^  verschiedene  Lagen  annehmen. 

Hieraus  ergiebt  sich  zugleich  noch  der  folgende 

Satz  4.     Enthält  eine  Schaar: 

(64)  yi  =  /i (a?i  .  .  .  a;„;   a^  , , .  ar)     (» « i  •  • .  n) 

von  Transformationen  r  willkürliche  Parameter  und  nimmt  bei  dieser 
Schaar  irgend  ein  m-Eck  von  allgetneiner  Lage  (w<r)  blos  cx)"*— ^  ver- 
schiedene Lagen  an,  so  besteht  die  Schaar  blos  aus  cx>^~'^  verschiedenen 
Transformationen,  unter  den  r  Parametern:  a^  ..,  ar  sind  also  blos  m  —  1 
wesentlich. 

Wären  nämlich  unter  den  r  Parametern  m  oder  noch  mehr  wesent- 
lich, bestände  also  die  Schaar  (64)  aus  mindestens  cx)''»  verschiedenen 
Transformationen,  so  müsste  sie  nach  dem  vorigen  Satze  jedes  m-Eck 
TOD  allgemeiner  Lage  in  mindestens  oo*"  neue  Lagen  überführen,  was 
nicht  der  Fall  ist;  enthielte  andrerseits  die  Schaar  (64)  nicht  oo"»-^ 
verschiedene  Transformationen,  sondern  weniger,  etwa  blos  oo"*—^,  so 
konnte  sie  ein  m-Eck  von  allgemeiner  Lage  nur  in  c»*'*— *  verschiedene 
Lagen  überführen,  was  ebenfalls  der  Voraussetzung  des  Satzes  wider- 
spricht. 

Der  vorstehende  Satz  liefert  uns  ein  neues  Kriterium  dafür,  ob 
eine  vorgelegte  Schaar  (64)  mit  r  Parametern  aus  oo'*  verschiedenen 
Transformationen  besteht,  ob  also  die  r  Parameter  alle  wesentlich 
sind.  Offenbar  besteht  nämlich  die  Schaar  (64)  dann  und  nur  dann 
aus  cx)*"  verschiedenen'iTransformationen,  wenn  sie  ein  beliebig  gewähltes 
r-Eck  von  allgemeiner  Lage  in  oo'"  verschiedene  Lagen  überführt. 
Will  man  dieses  Kriterium  anwenden,  so  muss  man  in  den  Gleichungen 

(65)  m  =  r  wählen  und  dann  untersuchen,  ob  diese  Gleichungen  nach 
ai  . . .  ar  auflösbar  sind  oder  nicht;  stets  dann  aber   auch  nur  dann, 
wenn  sie  es  sind,  besteht  die  Schaar  (64)  aus  oo^  verschiedenen  Trans-, 
formationen.     Allerdings  kommt  dieses  Verfahren  im  Wesentlichen  auf 
das  hinaus,  das  wir  in  Abschn.  I  auf  S.  13  f.  angegeben  haben. 

Nehmen  wir  jetzt  an,  dass  die  Schaar  unsrer  oo''  Transformatio- 
nen (64)  die  identische  Transformation  enthält.     Bezeichnen   wir   dann 

Lie,  Theorie  der  Transformationsgmppen.     m.  38 
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wie  früher,  die  allgemeine  Transformation  (64)  unsrer  Schaar  mit  5(a), 
so  leuchtet  ein,  dass  die  Schaar  der  Transformationen:  /S(a)5(«.)  die 
Schaar  der  S(a)  umfasst. 

Soll  die  Schaar  (64)  insbesondre   eine  r-gliedrige  Gruppe  bilden, 
so  ist  nothwendig  und   hinreichend,  dass  die  Schaar:   S(a)S{b)   luit  der 
Schaar  S^a)  zusammenfallt,  was '  unter   der   gemachten  Yoraassetzong 
dann    und    nur   dann  eintritt,    wenn    die  Schaar  S(a)S^(,)    mit    dei^  2r 
Parametern:  a^, . .  ür,  &i . .  .  &r  ebenfalls  blos  aus  cx)''  Transformationen 
besteht,  wenn  sie  also  (s.  Satz  4)  jedes  (r  +  1)-Eck  von  allgemeiner 
Lage  blos  in  c»'"  verschiedene  Lagen  überführt.    Da  aber  jedes  (^+1)' 
Eck  von  allgemeiner  Lage  schon  bei  der  Schaar  5(a)  oo'*  verschiedene 
Lagen   annimmt,  so  ist  diese  Bedingung  sicher  dann   und   nur  dann 
erfüllt,  wenn  die   Schaar  der  cx)*"  (r  +  1)-Ecke,  in   die   ein   beliebig- 
gewähltes (r-f-l)-Eck  von  allgemeiner  Lage  bei  der  Schaar  S(a)  über- 
geht, bei  jeder  Transformation  S(ö)  invariant  bleibt.    Mit  andern  Worten. 

Satz  5.     Eine  Schaar: 

(64)  yi  =  fi(Xi.  ..Xn]  ai...ar)     («^i...») 

von  oo'"  Transformationen  y  der  die  identische  TransformaUün  angehört, 
bildet  dann  und  nur  dann  eine  r-gliedrige  Gruppe,  wenn  sich  die  (r+I)- 
Ecke  des  Raumes  x^  , .  .Xn  derart  in  Schaaren  von  je  00**  anordnen^  dm 
jede  dieser  Schaaren  hei  allen  00''  Transformationen  (64)  invariant  NoM. 

Nach  diesen  Vorbereitungen  denken  wir  uns  irgend  r  unabhängige 
infinitesimale  Transformationen: 


n 


1  . . .  r) 

1  * 

vorgelegt  und  wollen  untersuchen,  unter  welchen  Bedingungen  die 
cx)'"~'  eingliedrigen  Gruppen,  die  von  den  00'*"'^  infinitesimalen  Trans- 
formationen: Ekk^kf  erzeugt  werden,  zusammengenommen  einer-gli^d- 
rige  Gruppe  bilden. 

Die  endlichen  Transformationen  unsrer  oo*"""^  eingliedrigen  Gruppen 
werden  durch  die  Gleich uiij=(eu: 

r  l...r 

yi  =  Xi  +  ^2  hlki{x)  +  ^^^^  XtkjXjtl^i  H 0  =  1. ..n) 

dargestellt,  wofür  wir  der  Kürze  wegen  schreiben  wollen: 

(66)  yi  =  fi{x^  .  .  ,  Xn]    ^1  .  .  .  Cr)       («=-1  .  ..n), 

indem  wir:  A*/ =  Ci  setzen.     Aus  Theorem  8  auf  S.  65  von  Abschn.  1 
wissen  wir  dann  bereits,   dass  die  Schaar  (66)  aus  c»*"  verschiedenen 
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Transformationen  besteht.  Ueberdies  enthält  die  Schaar  (66)  die  iden- 
tische Transformation,  ihre  Transformationen  sind  ja  sogar  paarweise 
zu  einander  invers;  der  Anwendung  des  Satzes  5  steht  also  nichts  im 
Wege. 

Jedes  {r  +  1)-Eck:  rr,(^"> . . .  Xn^^  (ft  =  1  . . .,  r  +  1)  von  allge- 
meiner Lage  nimmt  bei  den  oo*"  Transformationen  (66)  oC  verschie- 
dene Lagen  an,  die  durch  die  Gleichungen: 

1  0'==l...,r+l) 

bestimmt  werden.  Diese  Gleichungen  stellen  zugleich  die  endlichen 
Gleichungen  der  cx)*"""*  eingliedrigen  Gruppen  dar,  die  von  den  oo^""* 
infinitesimalen  Transformationen: 

r  r+I  r 

(68)  2  X,^'  X,.o-)/-  =2  Ai  W,f 

11  1 

in  den  n(r+ 1)  Veränderlichen  a;,^>  erzeugt  werden;  unter  Xk^^f  ver- 
stehen wir  dabei  wie  früher  den  Ausdruck: 

H 

1  • 

Deuten  wir  die  n(r-f-  1)  Veränderlichen  x^"^  als  Punktcoordina- 
ten  in  einem  Räume  von  n{r  -}-  1)  Dimensionen,  so  können  wir  den 
Satz  5,  angewendet  auf  unsre  Schaar  (66),  etwas  anschaulicher  so 
aussprechen:  Die  Schaar  der  oo''  Transformationen  (66)  bildet  dann 
und  nur  dann  eine  r-gliedrige  Gruppe,  wenn  die  Schaar  der  Trans- 
formationen (67)  den  n(r-f-  l)-fach  ausgedehnten  Raum  Xi^^  derart 
in  lauter  r-fach  ausgedehnte  Mannigfaltigkeiten  zerlegt,  dass  jede 
dieser  Mannigfaltigkeiten  bei  der  Schaar  (67)  invariant  bleibt.    . 

Jede  Zerlegung  des  Raumes  Xi^^  in  r-fach  ausgedehnte  Mannig- 
faltigkeiten wird  durch  n(r  -(-  1)  —  r  von  einander  unabhängige  Glei- 
chungen von  der  Form: 

^^V  I  (t«l,  2...,(r  +  l)n-r) 

dargestellt,  wo  die  Ct  willkürliche  Constanten  sind.  Soll  nun  jede 
der  hierdurch  definirten  r-fach  ausgedehnten  Mannigfaltigkeiten  bei 
den  oo^  Transformationen  (67)  invariant  bleiben,  so  ist  noth wendig 
und  hinreichend,  dass  die  (r  -{-  l)n  —  r  Functionen  Ar  bei  jeder  der 
cx)''""*  eingliedrigen  Gruppen  (68)  invariant  bleiben,  das  aber  tritt 
(vgl.  Abschn.  I,  S.  96  f.)  dann  und  nur  dann  ein,  wenn  die  Ät  geraein- 
same Lösungen  der  r  linearen  partiellen  Difierentialgleichungen: 

38* 
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(70)  WJ=-0,...,Wrf''0 

sind. 

Unsre  Schaar  (67)  bildet  demnach  dann  und  nur  dann  eine  r-glied- 
rige   Gruppe,    wenn    die   r   linearen    partiellen    Differentialgleichungen 

(70)  (r  +  1)  n  —  r  unabhängige  Lösungen  gemein  haben.  Die  Glei- 
chungen (70)  sind  aber  nach  Abschn.  I,  S.  66,  Satz  5  sicher  von. ein- 
ander unabhängig,  sie  haben  daher  die  verlangte  Zahl  von  Losungen 
nur  dann  gemein,  wenn  sie  ein  r-gliedriges  vollständiges  System  bil- 
den, das  heisst,  wenn  Identitäten  von  der  Form: 

r 
1 

bestehen  (s.  Abschn.  I,  S.  88,  Satz  8).     Diese  Identitäten  zerlegen  sich 
wegen  der  Beschaffenheit  der   Wkf  sofort  in  die  folgenden: 

r 

(71)  (Xif^X,^-))  ~^' eou.X,^'V     ('.*  =  »••••), 

1 

wo  fi  alle  Werthe  von  1  bis  r  +  1  annehmen  kann. 

Aus  dem  schon  benutzten  Satze  5  auf  S.  66  von  Abschn.  I  geht 
nun  hervor,  dass  schon  die  unter  den  Gleichungen  (71),  in  denen  ff 
einen  der  Werthe  1,  2...r  besitzt,  die  ooa»  vollständig  bestimmen, 
und  zwar  liefern  diese  Gleichungen,  da  sie  von  den  a;/'*+^^  frei  sind, 
auch  für  die  aj,;t«  Ausdrücke,  die  von  den  a;/'*+^^  frei  sind.  In  der- 
selben Weise  ergiebt  sich  aber  überhaupt,  dass  die  cjna  von  allen  ^^^ 
frei  sind,  sie  sind  also  blose  Constanten. 

Wir  sind  damit  wieder  zu  dem  Satze  gelangt: 
Sind:  X^f , . .  Xrf  unäbJiängige  infinitesimale  Transformationen^  so 
bilden  die  endlichen  Transformationen  der  (xr~^  eingliedrigen  Gruppen: 
ÜXjtXjtf  dann  und  nur  dann  eine  r-gliedrige    Gruppe  ^  wenn  die  Xif 
paarweise  in  B&siehungefi  von  der  Form: 

r 

(52)  {XiXk)  =^'  dt.  X,f     o-,  *  =  t . . .  r) 

1 

stehen^  wo  die  Cik$  Constanten  bedeuten. 

Die  Betrachtungen,  die  uns  jetzt  zu  diesem  Satze  geführt  haben, 
stehen  in  sehr  enger  Beziehung  zu  denen,  die  im  zweiten  Theile  de? 
vorigen  Paragraphen  benutzt  worden  sind.  Wir  begnügen  uns  jedoch, 
darauf  hinzuweisen. 

Schliesslich    wollen  wir  noch   an    das   merkwürdige  Theorem  45 
auf  S.  258  von  Abschn.  I  erinnern.      Dieses  Theorem   sagt   aus,  dass 
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• 

die  Schaar  S(e)  der  oo^  Transformationen  (66)  stets  dann,  und  wir 
können  hinzufügen:  nur  dann  eine  r-gliedrige  Gruppe  bildet,  wenn 
auch  jede  Transformation  von  der  Form:  5(7)  S(g)S(a)  der  Schaar  (66) 
angehört.  Es  ist  aber  leicht  zu  sehen,  dass  diese  Bedingung  darauf 
hinauskommt,  dass  die  r  unabhängigen  Gleichungen  (70)  ein  r-glied- 
riges  vollständiges  System  bilden. 

In  der  That,  wenn  die  Schaar  (66)  die  bewusste  Eigenschaft  hat, 
so  gilt  dasselbe  auch  von  der  Schaar  (67),  das  heisst:  wenn  wir  die 
Transformation  (67)  mit  T(,)  bezeichnen,  so  gehört  auch  jede  Trans- 
formation von  der  Form:  T^)  T(e)T{,)  der  Schaar  (67)  an.  Erinnern 
wir  uns  nun,  dass  die  Gleichungen  (67)  die  endlichen  Gleichungen 
der  oo^^^  eingliedrigen  Gruppen:  ZJXkWkf  darstellen,  so  ergiebt  sich, 
dass  jede  endliche  Transformation  einer  jeden  eingliedrigen  Gruppe: 
^iik  Wkf  den  Raum  Xi^^  so  transformirt,  dass  die  Bahncurven  der 
oo^"~*  eingliedrigen  Gruppen:  2JQk  Wkf  unter  einander  vertauscht  wer- 
den, das  aber  ist  gleichbedeutend  damit,  dass  die  r  unabhängigen 
Gleichungen  (70)  ein  r-gliedriges  vollständiges  System  bilden. 

§  115. 

Wir  kommen  zu  dem  dritten  Fundamentalsatze,  der  das  Theorem  27 
auf  S.  170  und  den  Satz  1  auf  S.  297  von  Abschn.  I  zusammenfasst. 
Wir  sprechen  ihn  zunächst  aus: 

Dritter  Fondamentalsatz.    Sind: 

n 

X*/'=^|*r(a;, ...  a;,)  g^    (*-i...r) 

nnabhängige  infinitesimale  Transformationen  eifier  r-tjUedrigen  Gruppe  in 
den  VeränderlicJien  x^  . . .  x«,  bestehen  also  Belationen  von  der  Form: 

r 

(52)  (Z,Z,)=2*'^*'^^      «.<  =  l...r), 

1  *• 

so  erfüllen  die  r*  Constanten  Cikt,  die  die  Zt^sammenseteung  der  hei^eff en- 
den Gruppe  bestimmen,  die  Gkidmngen: 

Ciki  +  CkiM  =  0 
(72)  1^  {CiktCtjM  +  CkjtCtu  +  CfitCtkA  —  0 

(i,  t,i,  «=al...r). 

Kennt  man  umgekehrt  r*  Ckmstanten  dk»,  die  den  Gleichungen  (72) 
genügen,  so  giebt  es  stets,  wenn  man  die  Zahl  n  genügend  gross  wählt,  in 
n  Veränderlichen:  x^...  Xn  r  unabhängige  infinitesimale  Transformationen: 
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X^f . , ,  Xrfj  die  gerade  in  den  Beziehungen  (52)  stehen  und  also  eine 
r-gliedrige  Gruppe  von  der  gegebenen  Zusammensetzung  dk»  erzeugen. 

Der  erste  Theil  dieses  Satzes  kann  nicht  einfacher  bewiesen  wer- 
den, als  es  auf  S.  169  von  Abschn.  I  geschehen  ist,  nämlich  durch 
Einsetzen  der  Werthe: 

r 

iXiXk)  — ^'  CiktX^f 

in  die  Identitäten: 

(X,X»)  +  (X*X)  -  0 

((X.Xt) Xj)  +  ((X*X>) X,)  +  ((XyX,)X»)  -  0, 

die  beide  sehr  leicht  aus  der  Definition: 

iXiXk)  ^  XiX,f  —  XiXif 

des  Elammerausdrucks  folgen*). 

Wir  wenden  uns  daher  gleich  zu  dem  zweiten  Theile  des  dritten 
Fundamentalsatzes,  also  zu  dem  Satze,  dass  zu  jedem  Systeme  ?on  r^ 
Constanten  dksj  das  die  Gleichungen  (72)  erfüllt,  r-gliedrige  Gruppen 
von  der  Zusammensetzung  di.  gehören. 

Bei  der  Ausarbeitung  des  ersten  Abschnitts  sollte  für  diesen  Satz 
der  Beweis  gegeben  werden,  den  Lie  in  Bd.  25  der  Math.  Ann.  auf 
S.  92  ff.  mitgetheilt  hatte.  Während  des  Druckes  stellte  sich  aber 
heraus,  dass  dieser  Beweis  nicht  in  allen  Fällen  anwendbar  war.  Er 
beruhte  nämlich  auf  der  Bildung  einer  linearen  homogenen  Gruppe 
von  der  Zusammensetzung  Cas ,  aber  diese  lineare  homogene  Gruppe**) 
war  unter  umständen  blos  meroedrisch  isomorph  mit  den  r-gliedrigen 
Gruppen  von  der  Zusammensetzung  dkt-     Da  nun   damals  bereits  für 

*)  Die  in  Abschnitt  I  auf  S.  95  gegebene   einfache  Begründang   der  spe- 
ciellen  Jacob i sehen  Identität  rührt  von  Engel  her. 

*^)  Die  Lücke  der  betreffenden  Auseinandersetzungen  in  den  Matii.  Ann. 
Bd.  26,  S.  92ff.  beruht  darauf,  dass  eine  r-gliedrige  Gruppe  X,/*. ..  Zr/*  und  ihre 
adjungirte  Gruppe  E^f , . ,  Erf  zwar  immer  isomorph,  aber  nicht  immer  holoedrisdi 
isomarph  sind.  Hieraus  folgt,  dass  der  an  jeuer  Stelle  gegebene  Beweis  des  Satzes, 
(JUi88  jede  r-glicdrige  Gruppe  mit  einer  linearen  homogenen  Gruppe  gleichzusamnu^ 
^gesetzt  ist,  nicht  allgemein  gültig  ist.  Wir  bezweifeln  jedoch  keineswegs,  dass  der 
soeben  formulirte  Satz  ausnahmelos  richtig  ist^  es  ist  uns  aber  nicht  gelungen 
einen  "Beweis  zu  finden,  der  alle  Möglichkeiten  umfasst.  Dass  unser  Satz  jeden- 
falls für  alle  Transformationsgruppen  in  zwei  Veränderlichen  besteht,-  ergiebt  «ich 
ohne  weiteres.  Wir  halten  es  für  richtig,  ausdrücklich  darauf  hinzuweisen,  dasi 
ein  allgemein  gültiger  Beweis  dieses  Satzes,  der  gelegentlich  auch  von  andrer 
Seite  benutzt  worden  ist,  noch  fehlt.  Ist  es  uns  auch  gelungen,  die  hier  be- 
sprochene Lücke  in  Lies  älteren  UnterFnchungen  durch  andere  Hülfsmittel  aus- 
zufüllen, so  ist  es  doch  aus  vielen  Gründen  wünschenswerth,  dass  die  Frage,  ob 
es  lineare  homogene  Gruppen  von  allen  möglichen  Zusammensetzungen  giebi, 
definitiv  entschieden  werde. 
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den  zweiten  Abschnitt  ein  viel  allgemeinerer  Satz  abgeleitet  war,  der 
den  hier  in  Rede  stehenden  Satz  als  besondern  Fall  umfasste,  so 
wnrde  vorgezogen,  den  Satz  über  die  Existenz  von  Gruppen  von  ge- 
gebener Zusammensetzung  im  ersten  Abschnitte  ohne  Beweis  mitzu- 
theilen  (s.  das.  S.  297)  und  den  Beweis  erst  im  zweiten  Abschnitte  zu 
erbringen.  Dort  findet  mau  jenen  allgemeineren  Satz  in  Kapitel  13 
und  seine  Anwendung  auf  den  vorliegenden  besondern  Fall  in  Eap.  17. 
Lie  hat  den  allgemeinen  Satz  des  Kapitels  13  von  Abschn.  II  und 
den  daraus  folgenden  Satz,  der  uns  hier  am  nächsten  angeht,  zuerst 
1888  mit  ausgeführtem  Beweis  veröflEentlicht*).  Ohne  Lies  Beweis 
des  letzten  Satzes  zu  kennen,  zeigte  Herr  Schur  später  auf  anderm 
Wege,  dass  zu  jedem  Systeme  von  C;*,,  das  die  Relationen  (72)  erfüllt, 
r-gliedrige  Gruppen  von  der  Zusammensetzung  Cikt  gefanden  werden 
können,  er  stellte  nämlich  die  infinitesimalen  Transformationen  der- 
artiger Gruppen  durch  gewöhnliche  Potenzreiben  dar**).  Dieser  Be- 
weis, den  Herr  Schur  mittlerweile  sehr  wesentlich  vereinfacht  hat, 
ist  gewiss  von  grossem  Interesse,  dafür  hat  aber  der  von  Lie  gege- 
bene den  Vorzug,  dass  die  Bestimmung  aller  Gruppen  von  gegebener 
Zusammensetzung  direct  auf  die  Integration  gewöhnlicher  Differential- 
gleichungen zurückgeführt  wird,  was  bei  Herrn  Schur  nicht  geschieht; 
dazu  kommt,  dass  die  Liesche  Methode  zugleich  ein  viel  umfassen- 
deres Problem  erledigt;  Lies  Betrachtungen  stellen  u.  A.,  wie  wir 
später  zeigen,  die  Tragweite  der  Jacobischen  Identität  genau  fest. 

Wenn  wir  jetzt  von  Neuem  auf  den  Beweis  des  zweiten  Theils 
unsers  dritten  Fundamentalsatzes  eingehen,  so  hat  das  folgenden  Gmnd: 
Der  in  Abschnitt  II  gegebene  Beweis  beruht  auf  der  Theorie  der 
Fnnctionengruppen  und  insbesondere  auf  der  Bestimmung  aller  Func- 
tionengruppen  von  gegebener  Zusammensetzung.  Dadurch  wird  der 
Anschein  erweckt,  als  ob  es  zum  Verständnisse  des  Beweises  erforder- 
lich sei,  die  Theorie  der  Fnnctionengruppen  und  der  Berührungstrans- 
formationen zu  kennen.  Dem  ist  aber  nicht  so,  vielmehr  lässt  sich 
der  Beweis  sehr  gut  so  fuhren,  dass  von  diesen  Theorien  gar  nichts 
benutzt  wird.  Wir  werden  daher  wenigstens  andeuten,  wie  das  zu 
machen  ist. 

Wir  denken  uns  also  r'  Constanten  dkt  gegeben,  die  den  Bediu- 


*)  Ges.  (1.  Wies,  zu  Kristiania  1888 ;  ohne  Beweis  sind  diese  Sätze  auch  in 
den  Leipz.  Ber.  von  1888  mitgetheilt  (S.  14  f.). 

♦♦)  Leipz.  Ber.  1889,  S.  229 flP.  u.  Math.  Ann  Bd.  36,  S.  179.  Herr  Schur  hat 
mittlerweile  (Math.  Ann.  Bd.  41,  S.  629,  Anm.)  ausdrücklich  darauf  hingewiesen,  dass 
Lie  auch  in  Bezug  auf  den  Beweis  die  Priorität  hat. 
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gungen  (72)  genügen  und  versuchen  r  unabhängige  infinitesimale 
Transformationen:  X^/*. . .  Xrf  zu  bestimmen,  die  in  den  Beziehungen 
(52)  stehen. 

Wir  wählen  irgend  r  Grössen:  H^  . . .  Hr  zu   unabhängigen  Ver- 
änderlichen und  setzen: 


(73) 


r 

^»Cn,H,=  \HiHk\       (.•.*  =  !. ..r). 


Für  das  Symbol  { HiHk  \  bestehen   dann  wegen   der  Gleichungen  (72) 
die  Identitäten: 

\HiH,\  +  \H,H,\=0 

(74)  ||^,fl,|i/,|  +  ||ir*^|ir,|  +  i;fl^i/,|Ä|  =  o 

Sind  ferner  ü  und  V  irgend  zwei  beliebige  Functionen  von  Hi...Er^ 
so  setzen  wir: 


(75) 


UV\ 


ik 


dH^  dHj^ 


l...r  /      r 
ik 


r 

^'  Ciks  Es 


dU  dV 


dHidHj^ 


Das  hierdurch  definirte  Symbol:  {  UV\  genügt  erstens  der  Identität: 

(76)  1 1771  +  171^1  =  0 

und  zweitens,  wenn  W  irgend  eine  dritte  Function  von  H^  ..  ,B.r^' 
zeichnet,  der  Identität: 

(77)  \\UV\W\  +  \\VW\ü\  +  \\WU\V\  =  0, 

die  der  Jacobischen  Identität  analog  ist.  Das  erste  leuchtet  unmittel- 
bar ein  und  das  zweite  beweist  man  genau  so  wie  auf  S.  236  f.  ^on 
Abschn.  II,  indem  man  nämlich  zunächst  zeigt,  dass  die  Identität  (77) 
für:  U=  Hif  V  =  Hk  bei  beliebigem  TF  besteht,  dann  dass  sie  ßr: 
ü  =>  Hi  bei  beliebigen  V  und  W  und  endlich,  dass  sie  bei  beliebigen 
ü,  F,   W  erfüllt  ist. 

Mit  Berücksichtigung  von  (76)  lässt  sich  die  Identität  (77)  auch 
schreiben: 

(78)  \u\rw\\  —  \v\uw\\  =  \\üv\  W\. 

Setzt   man   daher:     U^^Hi,    y  =  i/ifc*und    W  =^  f^   so    ergiebt  sich 
wegen  (73): 


(79) 


r 

\H,\E,f\\-\H,\H,f\\=^'Ca.\S,fU 
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die  r  infinitesimalen  Transformationen: 

\Ekf\  =  Alf     (*  =  l...r) 

in  den  r  Veränderlichen:  J3j  . . .  flr  stehen  somit  in  den  Beziehungen: 

r 

(80)  {AiAi^^^CiuA,f   (.-.  *  =  i...r). 

Wären  also:  A^f . , ,  Arf  von  einander  unabhängig,  so  hätten  wir 
bereits,  ohne  Integration,  eine  r-gliedrige  Gruppe  von  der  gegebenen 
Zusammensetzung. 

Aber  freilich  brauchen:  A^f , , .  Arf  nicht  immer  von  einander 
unabhängig  zu  sein;  sind  sie  es  nicht,  so  erzeugen  sie  zwar  eine 
Gruppe,  aber  diese  Gruppe  ist  nur  meroedrisch  isomorph  mit  der 
gesuchten  r-gliedrigen  Gruppe  von  der  Zusammensetzung  dk»'  Tritt 
dieser  Fall  ein,  so  müssen  wir  andre  Mittel  und  Wege  finden,  um 
unsre  Aufgabe  zu  erledigen. 

üebrigens  ist  uns  die  Gruppe:  A^f . , .  Arf  nicht  unbekannt^  sie 
ist  die  zur  adjungirten  dualistische  Gruppe,  die  wir  in  Eap.  19  von 
Abschn.  II  eingehend  untersucht  haben. 

Um  nun  in  jedem  Falle  eine  r-  gliedrige  Gruppe  von  der  Zusammen- 
setzung dk»  angeben  zu  können,  versuchen  wir  zunächst  r  solche  von 
einander  unabhängige  Functionen:  t/j  . .  .  Ur  von  H^,,.Hr  zu  be- 
stimmen, dass  die  Ausdrücke:  |  UiUk\  möglichst  einfach,  also  entweder 
=  0  oder  «■  1  werden.  Das  erreichen  wir  genau  in  derselben  Weise 
wie  in  Abschn.  II  auf  S.  238—240,  wir  wollen  daher  die  dortigen  Ent- 
wicklungen, die  von  der  Theorie  der  Berührungstransformationen  ganz 
unabhängig  sind,  nicht  noch  einmal  wiederholen  und  nur  ihr  Ergeb- 
niss  mittheilen:  Es  gelingt  durch  Integration  einer  Reihe  von  Systemen 
simultaner  gewöhnlicher  Differentialgleichungen*)  r  ==  2w  +  g  unab- 
hängige Functionen :  P^ . . .  Pm+g,  X^  .  . .  Xm  von  H^  . . .  Hr  zu  be- 
stimmen, die  in  den  Beziehungen: 

|P^P,|  =  |P^X.|  =  |Z^X,|=0    (/.  +  »     |P.X.|=1 

0*,  T  =  l,,.m-|-g;  r,  9r&si..m) 

stehen. 

Denkt  man  sich  jetzt  umgekehrt:  H^, . .  Hr  als  Functionen  von: 
Pj  . . .  Pm+q^  Xj  . . .  Xfn  ausgcdrückt: 

(82)  üfe=Ä;t(Pi...Pm+„    Xi...X,n)       (*«=!.    .r), 

SO  ergiebt  sich  (vgl.  Abschn.  II,  8.  241): 

*)  von  denen  das  erste  in  unserm  Falle  sogar  linear  und  homogen  ist  und 
lauter  constante  CoefQcienten  hat. 


(81)     { 
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(83) 


M         /*  ^— .^^-^, 


r 

■2- 


1 


und  ausserdem,  wenn  f  eine  beliebige  Function  von  Hi,..Hr  bedeutet: 

Hier  stellt  der  Ausdruck:  Bif  die  infinitesimale. Transformation  in  den 
Veränderlichen:  X^  . .  .  Xm,  Pj  . . .  Pin+9  dar,  die  aus  der  infinitesi- 
malen Transformation  \Hif\  entsteht,  wenn  man  an  Stelle  der  H 
vermöge  (82)  die  neuen  Veränderlichen  X,  P  einfährt.  Mit  Berück- 
sichtigung von  (79)  ergiebt  sich  daher,  dass  die  Bif  in  den  Be- 
ziehungen: 

r 

(84)  (BiB,)=^»Cnt,B,f    (.•,*  =  !. ..r) 

stehen. 

Hiermit  ist  freilich  anscheinend  noch  nicht  viel  gewonnen,  denn 
unter  den  infinitesimalen  Transformationen:  B^f , . ,  Brf  befinden  sich 
offenbar  genau  so  viele  von  einander  unabhiingige  wie  unter:  \HJ\ 
,..\Hrf\,  also  haben  wir  noch  immer  keine  in  allen  Fällen  ausrei- 
reichende  Darstellung  für  eine  r-gliedrige  Gruppe  von  der  Zusammen- 
setzung Ciki,  Aber  dafür  ist  es  jetzt  sehr  leicht,  zu  einer  solchen 
Darstellung  zu  gelangen,  wir  brauchen  nämlich  blos  die  infinitesimalen 
Transformationen:  Bif  durch  Hinzunahme  neuer  Veränderlicher  zu 
erweitern,  um  r  unabhängige  infinitesimale  Transformationen  zu  er- 
halten, die  in  den  verlangten  Beziehungen  (52)  stehen. 

Bei  den  infinitesimalen  Transformationen:  Bif  werden  unter  den 
Veränderlichen :  X^  . .  .  X;;,,  Pj . . .  Pm+q  nur  Xj  . . .  Xm,  Pi>»*J^tn 
transformirt.  Da  nun  in  dem  Bildungsgesetze  der  Bif  eine  gewisse 
Reciprocität  zwischen  Pj  . .  .  P„t  und  Xj  . . .  X,„  unverkennbar  ist,  so 
liegt  es  recht  nahe,  q  Veränderliche:  X^^^-i . . .  X^+g  hinzuzufügen, 
die  in  Sl^  ,  .  ,  Sir  nicht  vorkommen,  und  diese  Veränderlichen  den 
Pot+i  . .  .  Pm^q  in  derselben  Weise  entsprechen  zu  lassen,  wie  Xj  ...X« 
den  Pj  .  . .  P,;j  entsprechen;  Mit  andern  Worten :  es  liegt  nahe,  in  den 
2(w  +  q)  Veränderlichen:  X^ . .  .  X^+j,  Pi  .  .  .  Pm-f  9  die  r  infinitesi- 
malen Transformationen: 
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zu  bilden  uud  zu  untersuchen,  ob  die  nicht  etwa  in  den  Beziehungen: 

r 

(85)  (BiB,) '=^' eit.B,f    («,»=i...r) 

1 

stehen  und  von  einander  unabhängig  sind.  Wir  werden  sehen ,  dass 
man  damit  das  Richtige  getroffen  hat. 

In  der  That,  d^  H^ . , ,  Hr  von  X^+i  • . .  Xm^q  frei  sind,  so  lassen 
sich  die  infinitesimalen  Transformationen  jS,/^auch  so  schreiben: 

Da  Xm+i . . .  Xr  in  den  Goefficienten  von:  B^f . . .  Brf  nicht  vorkom- 
men und  da:  Pm^i  . . .  Pr  bei:  B^f . . .  Brf  gar  nicht  transformirt 
werden,  so  ergiebt  sich: 

(5..Ä)= (5..Ä)  +^^{Br,p-  - mJ^)^  . 

Nun  aber  ist  ^xigenscheinlich : 

aß, 

1  w+* 

wegen  (83),  berücksichtigt  man  daher  noch  die  Gleichungen  (84),  so 
sieht  man  unmittelbar,  dass:  BJ\,,  Brf  wirklich  in  den  Beziehungen 
(85)  stehen. 

Schliesslich  ist  auch  leicht  zu  zeigen,  dass  B^f , . ,  Brf  von  ein- 
ander unabhängig  sind.  Wären  sie  es  nämlich  nicht,  so  müsste  es 
möglich  sein,  r  solche  nicht  verschwindende  Constanten  e^  . , ,  Cr  anzu- 
geben, dass  der  Ausdruck: 

r 

1 

für  jede  Function  f  der  2m  -{-  2q  Veränderlichen:  P^  . . .  Pw+g,  X^ .  . . 
X,n-\-q  identisch  verschwände.  Setzte  man  daher  für  f  der  Reihe  nach 
die  Werthe:  P,  . . .  Pm-hz,  Xj  . . .  X^^q  ein,  so  müssten  die  2m  +  2g 
Ausdrücke: 

2r      ^fl,       "^      dSl^ 
/'^ä^'   4/^'äx,   ^>=*  ■•-+«> 

alle  identisch  verschwinden,  Ucifli  wäre  also  eine  blose  Constante; 
das  aber  ist  unmöglich ,  da  Sl^  , .  ,  Sir  unabhängige  Functionen  der 
2m  -^  q  =  r  Veränderlichen:  P^ . . .  Pm'\-qj  X,  .  . .  X»,  sind. 
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Demnach  sind:  B^f . . ,  Brf  unabhängige  infinitesimale  Transfor- 
mationen, die  in  den  Beziehungen  (85)  stehen  und  infolgedessen  eine 
r-gliedrige  Gruppe  von  der  gegebenen  Zusammensetzung  Cikt  erzeugen. 
Unsre  Aufgabe  ist  also  gelöst  und  zwar  ohne  die  Theorie  der  BerQb- 
rungstransformationen  und  der  Functionengruppen  zu  benutzen.  Freilich 
ist  nicht  zu  leugnen,  dass  die  ganze  Entwicklung  bei  Benutzung  dieser 
Theorien  durchsichtiger  und  naturgemässer  wird;  dagegen  wird  sie 
nicht  wesentlich  kürzer*  denn  nur  der  Beweis,  dass:  B^f..,Brf  eine 
r-gliedrige  Gruppe  von  der  Zusammensetzung  Cik»  erzeugen,  ist  hier 
etwas  länger  als  in  Abschnitt  11^  wo  wir  von  der  allgemeinen  Jacobi- 
schen Identität  Gebrauch  machen  konnten. 

Wir  wollen  noch  eine  bemerkenswerthe  Form  erwähnen,  auf  die 
die  gefundene  Gruppe:  B^f , . ,  Brf  gebracht  werden  kann.  Führt  man 
nämlich  in  B^f , . ,  Brf  an  Stelle  von:  X^ . . .  X^+j,  Pj . . .  -Pw+j  die 
r+3'=2m+ 2g  unabhängigen  Veränderlichen:  H^.,,Hri  Xm4.i...Zw+g 
ein,  so  ergiebt  sich: 


Ä^-^|i'.aiÄ;+^y;i;] 


df 

(»  =  1 . . .  r) 


a^«+r       ' 


WO  die  eckige  Klammer  andeuten  soll,  dass:  X^,,,Xmj  Pi^^^Pm-^-q  durch 
H^,,.Hr  auszudrücken  sind.  Diese  Form  der  Gruppe:  B^f,..Brf 
zeigt  unmittelbar,  dass  es  in  r  -{-  q  Veränderlichen  eine  r-gliedrige 
Gruppe  von  der  Zusammensetzung  (?a«  giebt^  bei  der  die  r  Veränder- 
lichen: H^, , ,  Hr  für  sich  transformirt  werden  und  zwar  durch  die 
lineare  homogene  Gruppe: 

r 

die  zu  der  adjungirten  Gruppe  der  r-gUedrigen  Gruppen  von  der  Zu 
sammensetzung  c^it«  dualistisch  ist. 

Zum  Schlüsse  noch  ein  paar  Worte  über  die  Entwicklungen  des 
Kapitels  13  von  Abschnitt  II.  Ausser  ihrer  Bedeutung  für  die  Theorie 
der  Gruppen  von  Berührungstransformationen  und  von  Punkttransfor- 
mationen zeichnen  sich  diese  Entwicklungen  auch  noch  dadurch  aus, 
dass  sie  über  die  Tragweite  der  Jacobischen  Identität  Aufschloss 
geben. 

Sind  tpj  X  und  ^  irgend  drei  Functionen  der  2n  Veränderlichen: 
Xi  . ,  ,Xnf  Pi  '  •  -Pn  und  setzt  man: 


(88)  \-^\-Z'^4V^. 
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SO  gilt  für  das  Symbol:  (     )  die  Identität: 

(86)  (9Z)  +  (x<p)  =  0 
und  ausserdem  noch  die  Jacob ische  Identität: 

(87)  i{q>x)t)  +  {(Xt)  g>)  +  i(i^9>)  Z)  -  0 

(s.  Abschn.  H,  S.  171,  Satz  1). 

Will  man  die  Jacobische  Identität  verallgemeinern,  das  heisst 
eine  möglichst  allgemeine  Identität  aufstellen,  von  der  die  Jaco bi- 
sche Identität  ein  besonderer  Fall  ist,  so  liegt  es  am  nächsten,  davon 
auszugehen,  dass  der  Ausdruck  (jcpx)  sowohl  in  den  Differentialquotien- 
ten von  q)  als  in  denen  von  x  linear  und  homogen  ist  und  dass  er 
bei  Vertauschung  von  (p  und  x  ^^^  Zeichen  wechselt.  Man  wird  sich 
daher  aus  zwei  Functionen:  u  und  t;  der  r  Veränderlichen:  g^  . . .  0r 
einen  Ausdruck: 

l...r 

Srr       du  dt) 

-  Z  '"■•  — 

ik 

gebildet  denken  und  nun  versuchen^  die  <Oik  in  allgemeinster  Weise  so 
zu  bestimmen,  dass  erstens: 

(89)  |ttv|  + |t;w|  =  0 

ist  und  zweitens  für  je  drei  Functionen:  u,  v,  w  von  e^  . . .  er  die 
Identität: 

(90)  1 1  t«v  I ««;  I  +  1 1  vw^  1  «*  I  +  1 1  w^w  1 1;  I  ^  0 

besteht. 

Die  Lösung  dieser  Aufgabe  ergiebt  sich  unmittelbar  aus  Kap.  13 
von  Abschn.  II. 

Die  Identität  (89)  besteht  nämlich  offenbar  dann  und  nur  dann, 
wenn  die  coik  den  Gleichungen: 

(91)  <o<*  +  OJ*t  =  0      (*,  *-I...r) 

genügen.  Andrerseits  besteht  die  Identität  (90)  jedenfalls  nur  dann 
für  beliebige  Functionen:  w,  v,  w,  wenn  sie  für:  u^'gi,  v  =  0iy  w  =  gj 
erfüllt  ist,  wenn  also  die  (Oik  die  Bedingungen: 

(92)  2'  («'>  ^  +  -•.^'  +  "-  -F^)  =  0 

l  (rf,  A,i«l...r) 

befriedigen.  Aus  S.  237,  Satz  2  von  Abschn.  11  geht  aber  hervor, 
dass  jedesmal,  wenn  die  r*  Functionen  o;*  den  Bedingungen  (91)  und 
(92)  genügen,  zwischen  drei  beliebigen  Functionen:  UyV,w  von  ei,.,0r 
die  Identität  (90)  besteht.    Es  bleibt  also  nur  noch  übrig,  alle  Systeme 
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von  r'  Functiosen  coijt  anzugeben,  die  den  Gleichungen  (91)  und  (92) 
genügen. 

Um  das  zu  erreichen,  bemerken  wir,  dass  nach  Kap.  13  von 
Abschn.  II  zu  jedem  System  von  r*  Functionen  cd,*,  das  den  Gleichun- 
gen (91)  und  (92)  genügt,  r-gliedrige  Functionengruppen  gehören,  die 
gerade  die  durch  die  oa  bestimmte  Zusammensetzung  haben,  und  dass 
jede  solche  Functionengruppe  durch  eine  Berübrungstransformation  auf 
die  Form:  p^ . .  -Pm+qj  x^ . . ,  Xm  (2m  +  2  "^  ^)  gebracht  werden  kann. 
Hieraus  ergiebt  sich,  dass  man  alle  Functionensysteme  oa  von  der 
verlangten  Beschaffenheit  folgender massen  erhalten  kann: 

Man  wählt  die  beiden  ganzen  positiven  Zahlen  m  und  q  in  all- 
gemeinster Weise  so,  dass  2in+2  =  r  wird,  ohne  dabei  aoszuschliessen, 
dass  entweder  m  oder  q  verschwindet  Sodann  wählt  man  in  allge- 
meinster Weise  r  unabhängige  Functionen:  e^ . .  .0r  von  l>i  . . .  Pm-i-q) 
Xi  . .  .Xm  und  berechnet  die  Functionen: 

(^•^*)«p  *^  ®»*(^l  •  •  •  ^r)        ('»  *  =  l...r). 

Die  so  gefundenen  Functionen  (Oik  sind  die  allgemeinsten  von  der 
verlangten  Beschaffenheit.  Damit  ist  dann  zugleich  auch  das  allge- 
meinste Sjmbol  (88)  gefunden,  das  der  Identität  (89)  und  der  verall- 
gemeinerten Ja cobi sehen  Identität  (90)  genügt. 

üebrigens  sind  die  Ausdrücke  vou  der  Form  (88)  noch  nicht  die 
allgemeinsten,  die  eine  der  Jaco bischen  analoge  Identität  erfüllen. 
Man  erhält  noch  allgemeinere,  wenn  man  verlangt,  dass  \uv\  sowohl 
in  u  und  seinen  Differentialquotienten  als  in  t;  und  seinen  Differential- 
quotienten  homogen  sei.  Ein  Beispiel  hierfür  liefert  das  in  Abschn  II 
auf  S.  320  eingeführte  Symbol: 

r  iTT/i        SjfdU/dV     .        dV\        dV /du    ,        du\\ 


-{<-r'i) 


für  das   ebenfalls  eine   Identität  von   der  Form  (90)   besteht  (a.  a.  0. 
S.  536 j.     Wir  wollen  aber  darauf  nicht  weiter  eingehen. 
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Kapitel   26. 

Die  UeberfühTTing  der  endlichen  Gleichungen  einer  r-gliedrigen 

Gmppe   in  ihre  kanonische  Form. 

Es  seien: 

(1)  Xi  =  /i  (iCj  .  .  .  0?«  ;     «1  .  .  .  «r)       (»  =  1  .  . .  n) 

die  endlichen  Gleichungen  einer  r-gliedrigen  Gruppe,   die  von  den  r 
unabhängigen  infinitesimalen  Transformationen: 


n 


(2)  ^*/*=^'fefc.(^l  .••^».)|^       (*=l...r) 

1  '     . 

erzeugt  ist.  Diese  endlichen  Gleichungen  können  nnbegränzt  viele 
verschiedene  Formen  erhalten,  denn  man  kann  nicht  blos  an  Stelle 
von  x^  , ,  ,Xn  beliebige  neue  Goordinaten  einführen ,  sondern  auch  an 
Stelle  der  a  irgend  r  unabhängige  Functionen  von  ihnen  als  neue 
Parameter. 

Wir  beschäftigen  uns  hier  nur  mit  den  verschiedenen  Formen, 
die  die  endlichen  Gleichungen  (1)  unsrer  Gruppe  durch  Einführung 
neuer  Parameter  erhalten  können.  Unter  diesen  Formen  giebt  es  näm- 
lich eine  ausgezeichnete,  die  kanonische  Form  (s.  Abschn.  I,  S.  171)  und 
die  wollen  wir  jetzt  näher  betrachten. 

Man  findet  die  kanonische  Form  folgeudermassen:  man  bilde  das 
simultane  System: 

V.    /  \...r  l...r  ' 

k  k 

WO  für  Sji,(a:/. .  .  Xn)  kurz  |/,  geschrieben  ist,  und  integrire  es  unter 
Zugrundelegung  der  Anfangsbedingungen:  rr/=  rr^,  .  .  .,  Xn  =  Xn  für 
t  =  0.     Die  so  erhaltenen  Integralgleichungen: 

(4)  Xi  =  \i{x^  .  .  ,  Xn\     ^it,.,.,krt)       (»  =  1...«) 

sind  die  gewünschte  kanonische  Form.  Da  diese  Integralgleichungen 
die  Grössen:  k^  ,  .  .  Ir  und  t  nur  in  den  Verbindungen: 

(5)  ^t  =  Wj,  .  .  .,  krt  «=  Ur 

enthalten,  so  lassen  sie  sich  auch  schreiben: 

(6)  a:/«=  f<(a;i  . . .  a;„;  Wi...Mr)     («^i...*»). 

Je  nach  Bedarf  wird  man  bald  die  eine,  bald  die  andre  Darstellung 
der  kanonischen  Form  vorziehen. 
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Was  die  kanonische  Form  vor  den  andern  Formen  der  endlichen 
Gleichungen  einer  r-gliedrigen  Gruppe  auszeichnet,  ist  zunächst  der 
Umstand,  dass  in  der  kanonischen  Form  die  oo'*"-^  eingliedrigen  Gruppen, 
aus  denen  die  Gruppe  besteht,  deutlich  hervortreten;  ertheilt  man 
nämlich  in  den  Gleichungen  (4)  den  Grössen:  k^  . . .  Ir  feste  Werthe, 
während  man  t  willkürlich  lässt,  so  erhält  man  die  oo^  Transforma- 
tionen einer  eingliedrigen  Gruppe,  und  lässt  man  A^  ...  Ar  nach  und 
nach  alle  möglichen  Werthe  annehmen,  so  bekommt  man  überhaupt 
alle  eingliedrigen  Gruppen,  die  der  r-gliedrigen  Gruppe  angehören. 

Aber  die  kanonische  Form  ist  unter  den  möglichen  Formen  der 
Gruppe  (1)  keineswegs  die  einzige,  der  diese  Eigenschaft  zukommt, 
denn  fahrt  man  in  (4)  an  Stelle  der  A  neue  Parameter  i/j  .  . .  v^  ©in, 
die  durch  Gleichungen  von  der  Form: 


Vk 


A*.Ä*I^>  •  •  •    '-7—)      (*  =  l..r) 


bestimmt  sind,  so  erhält  man  offenbar  wieder  eine  Form  der  Gruppe 
(1),  bei  der  jedem  Werthsystem :  Vj  . .  .  v^  eine  eingliedrige  Untergruppe 
entspricht.  Vollständig  charakterisirt  wird  daher  die  kanonische  Form 
durch  die  besprochene  Eigenschaft  noch  nicht. 

Wirklich  charakteristisch  fQr  die  kanonische  Form  ist  nun  aber 
die  Eigenschaft,  dass  in  der  kanonischen  Form  (6)  der  Gruppe  (1) 
jede  continuirliche  Untergruppe  dieser  Gruppe  durch  lineare  homogene 
Gleichungen  zwischen  u^. , ,  Ur  bestimmt  werden  kann  und  dass  man, 
wenn  man  vermöge  dieser  Gleichungen  gewisse  von  den  u  durch  die 
übrigen  willkürlich  bleibenden  ausdrückt,  zugleich  die  betreffeude  Unter- 
gruppe in  der  kanonischen  Form  erhält.  Diese  uns  schon  aus  Abschn.I 
bekannte  Eigenschaft  der  kanonischen  Form  (s.  das.  Kap.  12  u.  Kap.  I6, 
S.  279)  hat  darin  ihren  Grund,  dass  einerseits  jedes  System  von  linea- 
ren homogenen  Gleichungen  zwischen  u^, ,  ,Ur  unter  den  oc/""^  ein- 
gliedrigen Gruppen  der  Gruppe  (1)  ein  ebenes  Bündel  von  einglied- 
rigen Gruppen  ausscheidet,  das  heisst  eine  Schaar  von  eingliedrigen 
Gruppen,  deren  infinitesimale  Transformationen  ein  ebenes  Bündel 
bilden,  während  andrerseits  die  eingliedrigen  Gruppen  ieder  endlichen 
continuirlichen   Gruppe  ein  ebenes  Bündel  bilden. 

Wenn  ^ir  sagen,  dass  die  eben  angegebene  Eigenschaft  für  die 
kanonische  Form  der  Gruppe  (1)  charakteristisch  sei,  so  soll  das 
heissen,  dass  jede  Form  der  Gruppe,  die  diese  Eigenschaft  besitzt, 
eine  kanonische  Form  der  Gruppe  isi  In  Wahrheit  giebt  es  nämlich 
unendlich  viele  verschiedene  kanonische  Formen  der  Gruppe  (1),  denn 
man  erhält  aus  der  kanonischen  Form  (6)  stets  wieder  eine  kanonische 


Die  üeberffthrang  einer  Grappe  in  ihre  kanonische  Form.  609 

Form,  wenn  man  an  Stelle  der  u  durch  irgend  eine  lineare  homogene 
Transformation  r  neue  Parameter  einführt^  oder,  was  auf  dasselbe  hin- 
auskommt, wenn  man  X^  f ...  Xrf  durch  irgend  r  andre  unabhängige 
infinitesimale  Transformationen  der  Gruppe  ersetzt.  Aber  die  kano- 
nische Form  (6)  ist  so  beschaffen,  dass  sie  nur  bei  linearer  homogener 
Transformation  der  Parameter  wieder  in  eine  kanonische  Form  über- 
geht, sie  ist  also  eindeutig  bestimmt ,  wenn  man  solche  Parameter- 
systeme, die  durch  lineare  homogene  Transformationen  aus  einander 
herYorgehen,  nicht  als  wesentlich  verschieden  ansieht. 

Wir  werden  jetzt  untersuchen,  was  fQr  Operationen,  insbesondere 
was  für  Integrationen  erforderlich  sind,  um  die  kanonische  Form  einer 
r-gliedrigen  Gruppe  aufzustellen,  sobald  man  irgend  eine  Form  der 
endlichen  Gleichungen  dieser  Gruppe  kennt.  Wir  werden  zeigen,  dass 
dazu  an  Integrationen  im  ungünstigsten  Falle  nur  eine  Anzahl  von 
Quadraturen  erforderlich  ist.  Dieses  wichtige  £rgebniss  werden  wir 
sodann  benutzen,  um  eine  Reihe  anderer  bemerkenswerther  Sätze  ab- 
zuleiten. 

§  116. 

Wir  denken  uns  also  die  endlichen  Gleichungen  einer  r-glied- 
rigen Gruppe  in  irgend  einer  Form: 

(l)  X/  =  fi(Xi  .  .  .  Xnj    a^  .  .'.  ür)       (»  —  1  . . .  n) 

vorgelegt.  Unsre  Aufgabe  ist,  au  Stelle  von  a^ . .  .ür  solche  neue 
Parameter  u^ . . .  Ur  einzuführen,  dass  die  Gleichungen  (1)  in  die  kano- 
nischen Gleichungen  unsrer  Gruppe  übergehen. 

Unser  erster  Schritt  besteht  darin,  dass  wir  irgend  r  unabhängige 
infinitesimale  Transformationen  unsrer  Gruppe  aufstellen.  Zu  diesem 
Zwecke  bilden  wir  nach  Anleitung  von  Abschn.  I,  S.  27 — 32  durch 
Differentiationen  und  Eliminationen  die  Gleichungen: 

(7)  J^  =^/  VO*(«i  .  .  .  «r)  ijii^i'  '  .  Xn)    («=  1 .  . .  "i    A  =  1  ...  r), 

*  1 

die  bei  der  Substitution:  x^=  f^^. . ., x'n  =  fn  identisch  erfüllt  werden. 
Da  die  Determinante  der  tjk{a)  nicht  identisch  verschwindet,  wie 
damals  gezeigt  worden  ist,  so  lassen  sich  die  Gleichungen  (7)  nach 
den  ^i(pif)  auflösen: 

(8)         ki(Xi..  .Xn)  =  ^*  ajk(ai  . . .  a^)  ^--     (>  =  i...r;  t  =  i...fi) 
und  es  sind  nunmehr: 

Lio,  Theorie  der  Trau8formation8grui>pen.   III.  39 
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n 


1 . .  .  r) 


r  von  eifiander  uDabhängige  infiDitesimale  Transformationen  der  r-glied- 
rigen  Gruppe  (1).     Zugleich  sind: 


Ajf  =2  «/*  («1  •  •  •  «r )  ^     u 
1  * 


1  .  .  .  r) 


unabhängige    infinitesimale    Transformationen   der   zugehörigen  Para- 
metergruppe (s.  Abschn.  I,  S.  401 — 406). 

Wir  erinnern  daran^  dass  die  Parametergruppe  mit  der  Gruppe  (1) 
gleichzusammengesetzt  ist:  wenn  die  Zusammensetzung  der  Gruppe 
(1)  durch  die  Relationen: 

r 
(9)  {X.X,)=^'Ctj.X.f     (.•,>  =  l...r) 

1 
bestimmt  wird^  so  bestehen  zwischen  A^f .  * .  Arf  Relationen  von  der- 
selben Form: 

r 

(10)  {Ai  As)  =2'  CijsA,f  (.-.  i  =  1 . . .  r) 

1 
mit  denselben  Coefficienten  0,7«. 

Wie  auf  S.  607  gesagt  wurde,  kann  jetzt  die  unbekannte  kano- 
nische Form  (4)  der  Gruppe  (1)  dadurch  gefunden  werden^  dass  man 
das  simultane  System: 

'dx/  dx' 

(3)  -— '-  -  = —'-  =  dt 


mit  den  Anfangsbedingungen:  xl^=^Xi  för  <  =  0  integrirt.  Wir  kön- 
nen aber  sofort  dieses  Integrationsproblem  durch  ein  andres  ersetzen^ 
das  leichter  zu  behandeln  ist. 

Die  kanonische  Form  (4)  der  Gruppe  (1)  muss  nämlich  aus  den 
Gleichungen  (1)  auch  dadurch  erhalten  werden  können,  dass  man  an 
Stelle  von  a^^ . ,  .ar  geeignete  Functionen  von  A^  ...  Ar  und  t  einführt, 
und  es  ist  nicht  schwer ,  ein  simultanes  System  aufzustellen,  das  von 
diesen  Functionen  befriedigt   wird.     Wir  multipliciren  (8)   mit  Ij  und 
Summiren  nach  j  von  1  . .  .  r;   mit  Berücksichtigung  von  (3)   ergiebt 
sich  auf  diese  Weise: 

dl ^^>«>H«i---ör)^. 

kj  * 
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demnach  befriedigen  a^  . . .  «r  als  Functionen  von  t  betrachtet  das 
simultane  System: 

r 

(11)  ^=^Jkjajk(a...ar)     (*-i...r). 

dt       ^^ 

Da  nun  x/  für  ^  =  0  den  Werth  Xi  annimmt,  so  müssen  o^^  , , .  ar  für 
^  =  0  nothwendig  die  Werthe  Oj^  . .  .  ar^  annehmen ,  die  in  (1)  einge- 
setzt die  identische  Transformation  h'efern.  Durch  diese  Bedingungen 
sind  aber  a^^, .  .  Or  als  Functionen  von  A,  ...  Ar  vollständig  definirt; 
integrirt  man  das  simultane  System  (11)  mit  den  Anfangsbedingungen: 
Ok  =  ö*®  für  ^  =  0,  so  erhält  man  für  a^, . .  ar  ganz  bestimmte 
Functionen : 

(12)  a*  =  ?l*(Ai^,  .  ..,  Ar<)        (*=!.. .r), 

die  in  die  Gleichungen  (1)  eingesetzt  die  gewünschte  kanonische  Form 
(4)  unsrer  Gruppe  (1)  liefern.  Da  übrigens  die  Gleichungen  (12) 
A^ ...  Ar  und  t  nur  in  den  Verbindungen  (5)  enthalten ,  so  lassen  sie 
sich  auch  schreiben: 

(13)  fl*  =  3t*(«i  .  . .  Mr)      (*=l...r) 

und  es  sind  demnach: 

(14)  ar/==3/l(a;i . .  .a;«;  Sti(w)  ...  Str 00)    o  =  i...«) 

die  kanonischen  Gleichungen  unsrer  Gruppe  geschrieben  in  der  Form  (6). 

Wollen  loir  also  die  Gruppe  (l)  auf  ihre  JcanoniscJie  Form  hrinyeUy 
so  liaben  wir  nur  nöthig,  das  simultane  System  (11)  unter  Zugrunde- 
legung der  Anfangsbedingungen:  a*  «=  a*®  für  t  =^0  zu  integriren. 

Mit  Benutzung  der  Symbole:  A^f .  . .  Arf  können  wir  dieses  In- 
tegrationsproblem auch  so  ausdrücken: 

Es  soll  in  den  Veränderlichen:  a^ , , ,  Or,  t  ein  Gleichungensystem 
bestimmt  werden j  das  die  infinitesimale  Transformation: 

(15)  Af=l,AJ+---[-lrArf+y^ 

gestattet;  das  betreffende  Gleichungensystem  muss  nadi  a^  , . .  ar  auflösbar 
sein  und  ausserd/*m  von  defn   Werthsysteme: 

(16)  ai==='aj^,,.,,ar  =  ar^y     t  =  0 

identisch  befriedigt  werden. 

Bei  allen  diesen  Betrachtungen  wird  selbstverständlich  voraus- 
gesetzt, dass  sich  die  tlfjk  für  die  Parameter  a^^ . . .  ar^  der  identischen 
Transformation  unsrer  Gruppe  regulär  verhalten  und  dass  die  Deter- 
minante der  tjk(ct)  für:  Oy  ==  a^^  einen  endlichen  von  Null  verschiede- 
nen Werth  annimmt;  dann  verhalten  sich  offenbar  auch  die  ajk(a)  für 
a^  s  ay^  regulär  und  zugleich   besitzt  ihre   Determinante  einen   end- 

89* 
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liehen,  Ton  Null  yerschiedenen  Werth.  Sollten  diese  Voraussetzungen 
nicht  von  Tomherein  erfQllt  sein,  so  denken  wir  uns  die  Gruppe  (1) 
in  der  auf  S.  565  f.  beschriebenen  Weise  auf  eine  Form  gebracht,  in 
der  diese  Voraussetzungen  erfQllt  sind  (vgl.  auch  Abscbn.  I,  S.  165  ff.). 

§  117. 

Die  Integration  des  simultanen  Systems  (11)  gestaltet  sich  des- 
wegen besonders  einfach,  weil  man  von  yornherein  durch  ausfahrbare 
Operationen  gewisse  Integralgleichungen  des  Systems  aufstellen  kann. 
Man  gelangt  zu  diesen  Integralgleichungen  durch  Betrachtung  der  ad- 
jungirten  Gruppe  der  Gruppe  (1). 

Führt  man  in  die  allgemeine  infinitesimale  Transformation: 

11  1 

der  Gruppe  (1)  vermöge  der  allgemeinsten  endlichen  Transformation 
(1)  dieser  Gruppe  die  neuen  Veränderlichen  x^  , , . .  Xn  ein,  so  ergiebt 
sich  (s.  Abschn.  I,  S.  81,  Satz  4)  eine  Gleichung  Ton  der  Form: 

r  r 

(17)  ^e^X^f^'^^etX.f, 

1  1 

WO  die  Ck   lineare  homogene  Functionen  der  et  sind: 

r 
(18)  ^k=^J'Qkn{a^  .,.ar).€n       (t=l...r). 

1 

Diese  Gleichungen  (18),  die  unter  den  gemachten  Voraussetzungen 
ohne  Integration  gefunden  werden  können,  stellen  die  adjungirte  Gruppe 
der  Gruppe  (1)  dar  (a.  a.  0.  S.  270  ff.). 

Wären  nun  die  Integralgleichungen  (12)  des  simultanen  Systems 
j(ll)  schon  bekannt,  so  würden  wir  die  adjungirte  Gruppe  ohne  Wei- 
teres in  ihrer  kanonischen  Form  hinschreiben  können,  wir  braucbten 
zu  diesem  Zwecke  blos  in  (18)  die  Substitution: 

(12)  öifc  =  Slit(A,^,  .  .  .,  ArO       ik=l...r) 

auszuführen;  die  kanonische  Form  der  adjungirten  Gruppe  wäre  dann: 

r 

(18')  et'  =2  pt»(«,(AO  . . .  «r  (AO)  c«   (*= 1 . . .  r) . 

1 

Aber  auch  jetzt,  wo  wir  die  Integralgleichungen  (12)  noch  nicht 
kennen,  sind  wir  doch  im  Stande,  die  kanonische  Form  der  adjungirten 
Gruppe  anzugeben. 
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Die  adjungilrte  Gruppe  ist  ja  von  den   r  infinitesimalen  Trans- 
formationen: 

l...r 

(19)  ^f  =^  CnJkCn^       (i=l...r) 

erzeugt,  die  paarweise  in  Beziehungen  von  der  Form: 

r 

(20)  (EiEj)=:^^'Cij.E.f       ('•./  =  l...r) 

1 

stehen.    Ihre  kanonischen  Gleichungen  werden  demnach  erhalten,  wenn 
man  das  simultane  System: 


(21) 

de,' 

■ "  '        •    .    • 

r 
1 

de/ 

=  dt 

r 
1 

mit  den  Anfangsbedingungen:  et 
Abkürzung: 

=  c*  für  ^  = 

■•  0  integrirt, 

wobei 

zur 

(22) 

1 

c;*    a,*="i. 

..r) 

gesetzt  ist.  Denken  wir  uns  die  Integration  des  Systems  (21)  ausge- 
führt, was  nur  die  Auflösung  einer  algebraischen  Gleichung  erfordert, 
so  finden  wir  die  kanonischen  Gleichungen  der  adjungirten  Gruppe  in 
der  Form: 


(23)  e'k  =^''^kn{^t, ..  .,Xrt)e,t    (*-i...r), 


deren  Coefficienten  ökn  die  Grossen:  A^ . . .  Ar,  ^  nur  in  den  Verbin- 
dungen: Xkt'^^tik  enthalten. 

Die  kanonische  Form  (23)  der  adjungirten  Gruppe,  die  wir  soeben 
gefunden  haben,  muss  natürlich  mit  der  oben  abgeleiteten  kanonischen 
Form  (18')  identisch  sein;  da  wir  nun  die  Gleichungen  (18')  aus  der 
andern  uns  bekannten  Form  (18)  der  adjungirten  Gruppe  durch  die 
noch  unbekannte  Substitution  (12)  gebildet  hatten,  so  ergiebt  sieb, 
dass  diese  unbekannte  Substitution  die  rr  Gleichungen: 

(24)  9kn{ai ..  .ar)=^  ^kn^K^y . .  -i  Kt)     (*,  «  =  i .  •  •  0 

in  lauter  Identitäten  verwandeln  muss. 

Wir  sehen  also,  dass  die  Gleichungen  (24),  die  vnr  durch  aus- 
führbare Operationen  aufstellen  können,  Integralgleichungen  des  simul- 
tanen Systems  (11)  sind. 

Da  die  Gleichungen  (24)  sich  bei  der  Substitution  (12)  in  Iden- 
titäten verwandeln,  so  werden  sie  offenbar  von  dem  Werthsysteme: 
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(16)  a^  =  a^^, , ,  .yar^=  Ur^^  ^  «*  0 

identisch  befriedigt;   zugleich   ist  klar,  dass  sich  aus  ihnen  keine  von 
a^ . .  .ür  freie  Relation   ableiten  lässt.     Ebensowenig  lässt  sich   aber 
aus  (24)   eine   Relation   zwischen   a^  . . .  Or  allein   ableiten   und   zwar 
deswegen,  weil  die  Gleichungen  (12)  nach  A^^, . . .,  Ar^  aufgelost  werden^ 
können. 

In   einem  Falle  ist  unser  Integrationsproblem  bereits  durch   di*> 
Aufstellung  der  Gleichungen  (24)  vollständig  erledigt,   dann  nämlicU^ 
wenn  die  Gruppe  (1)  keine  ausgezeichnete  infinitesimale  Transformati 
enthält.     In  diesem  Falle  ist  ja  die  adjuugirte  Gruppe  der  Gruppe  ( 
r-gliedrig  (Abschn.  I,  S.  277),  es  giebt  also  unter  den  rr  Function 
Qkrt{Gi  .  •  -cir)  gerade  r  von  einander  unabhängige,  hieraus   aber  fol^/ 
dass  sich  die  Gleichungen  (24)  nach   O]  . . .  ttr  auflösen  lassen;    du^^»^ 
die  betreffende  Auflösung  erhalten  wir  ohne  Integration  die  gewQusc£. 
ten  Integralgleichungen  (12)  des  simultanen  Systems  (11)  und  köat/e/i 
mithin  auch   die  kanonische  Form   der  Gruppe  (1)   ohne   Integration 
angeben.     Es  gilt  also  das  ' 

Theorem  48.     Kennt  man  irgend  eine  Form: 

der  endlichen  Gleichungen  einer  r-glicdrigen  Gruppe,  die  keine 
ausgezeichneten  infinitesimalen  Transformationen  enthält^  so 
kann  man  die  kanonische  Form  der  endlichen  Gleichungen 
dieser  Gruppe  ohne  Integration  aufstellen,  es  ist  dazu  ausser 
Differentiationen  und  Eliminationen  nur  die  Auflösung  einer 
algebraischen  Gleichung  erforderlich. 

Anders  wird  die  Sache,  wenn  die  Gruppe  (1)  ausgezeichnete  in- 
finitesimale Transformationen  enthüll;  in  diesem  Falle  lässt  sich  unser 
Integratiousproblem  nicht  ohne  Integration  erledigen,  aber,  wie  sciion 
auf  S.  609  angekündigt  wurde:  die  erforderlichen  Integrationen  be- 
schränken sich  auf  Quadraturen.  Um  das  nachweisen  zu  können, 
schalten  wir  zunächst  einen  Paragraphen  ein,  in  dem  wir  gewisse 
allgemeine  Eigenschaften  der  adjungirten  Gruppe  und  des  Gleichungen- 
Systems  (24)  entwickeln. 

§  118. 
Wie  wir  wissen,  gehen  die  Gleichungen; 

(8)  iji{Xj^.  .  .  X,',)  =  ^   «;;t(«i  .  .  .  tlr)  ^       (^  =  1  .  .  .  r;  »  =  1  .  .     „) 

bei  der  Substitution: 


Die  Ueberfühnmg  einer  Gruppe  in  ihre  kanonische  Form.  615 

(1)  X{  =  fiip^t  •  •  •  ^«5  öi  .  . .  Ar)      0'  =  1 . . . «) 

in  Identitäten  über.  Diese  Thatsache  kann  offenbar  auch  so  aus- 
gesprochen werden:  das  Gleichungensystem  (1)  gestattet  die  r  infini- 
tesimalen Transformationen : 

X/f+A^f    a  =  i...r) 

m  den  Veränderlichen:  x^. . .  Xn,  «j  . . .  ür]  unter  X/f  verstehen  wir 
dabei  wie  gewöhnlich  den  Ausdruck: 

Da  wir  über  die  Gruppe  (1)  nichts  weiter  vorausgesetzt  haben^ 
als  dass  sie  r-gliedrig  sein  sollte,  so  ist  die  im  Vorstehenden  ange- 
gebene Eigenschaft  des  Gleichungensystems  (1)  augenscheinlich  eine 
allgemeingültige  Beziehung  zwischen  den  endlichen  Gleichungen  einer 
r-gliedrigen  Gruppe,  den  infinitesimalen  Transformationen  dieser  Gruppe 
und  den  infinitesimalen  Transformationen  der  Parametergruppe,  die 
durch  die  betreffenden  endlichen  Gleichungen  bestimmt  isi 

Nun  stellen  die  Gleichungen: 

^/  =  /i  (^1  •  •  .    '^n'j     tti  .  ..   '(Ir) 

r 

1 
(t  =  1  . .  .  n ;    A  ^  1  . . .  r) ; 


(25) 


die  durch  Zusammenfassung  der  Gleichungen  (1)  und  (18)  entstanden 
sind,  offenbar  eine  r-gliedrige  Gruppe  in  den  n  -{-  r  Veränderlichen 
x^, , .  Xnt  e^ ...  Cr  dar.  Diese  Gruppe  (25)  hat  genau  dieselbe  Para- 
metergruppe wie  die  Gruppe  (1),  ausserdem  ist  sie  von  den  r  unab- 
hängigen infinitesimalen  Transformationen: 

erzeugt.  Es  ergiebt  sich  daher  sofort,  dass  das  Gleichungensystem 
(25)  die  r  infinitesimalen  Transformationen: 

X/f+E/f  +  Ajf    (i  =  i...r) 

in  den  Veränderlichen:  a;/. . . .  rr„',  Cj'. . .  e/,  a^^  . . .  ür  gestattet.  Hieraus 
aber  folgt  wiederum,  dass  das.  Gleichungensystem: 


(18)  ^k  =  ^'^ QkTt(ai . .  >  ar)en     (*=i...r) 

1 

fiQr  sich  genommen  die  r  infinitesimalen  Transformationen: 

E/f+Ajf     0  =  1. ..r) 
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in  den  '2r  Veränderlichen:  e/. . . .  er^  aj  . . .  ür  gestattet.  Mit  andern 
Worten:  Vermöge  der  endlichen  Gleichungen  (18)  der  adjungirten 
Gruppe  bestehen  die  Differentialgleichungen: 


(26) 


'^  CnjkCn  =^  «>7r  (a^  ,  .  .  ttr)  ^* 

l  1  ^ 

(y,  *  =  1 . . .  r) 


identisch*). 

Aus  der  gefundenen  Eigenschaft  des  Gleichungensystems  (18j 
können  wir  ersehen^  wie  sich  die  Functionen  Qknifl)  gegenüber  den 
infinitesimalen  Transformationen  Ajf  verhalten.  Es  müssen  ja  die 
Gleichimgen: 


r  /• 

"  Cnjke'n  =  X^  ^jQkn  -  Cn 
1  1 


identisch  erfüllt  sein^  wenn  man  e^. , ,  e/  mit  Hülfe  yon  (18)  durch 
6|  . . .  ßr  und  a^. ,  .ttr  ausdrückt.  Vergleichen  wir  in  diesen  Identi- 
täten die  Coefücienten  von  e^  , .  .er  auf  beiden  Seiten,  so  erkennen 
wir,  dass  sich  die  AjQkn  linear  und  homogen  mit  constanten  CoefB- 
cienten  durch  die  Q^n  ausdrücken: 


(27) 


1 


Betrachten  wir  jetzt  die  kanonische  Form: 


(23)  Ck  =^''  ^k7i{^i  t,  .,,.,lrt)Cn        (*  -=  1  . . .  r) 

1 

der  adjungirten  Gruppe. 

Wir  haben  die  Gleichungen  (23)  durch  Integration  des.  simultanen 
*   Systems  (21)  gefunden.     Hieraus  folgt,   dass   das  Gleichungensystem 
(23)  die  infinitesimale  Transformation: 

1 
gestattet.     Diesen  Umstand  benutzen  wir^  um  die  Differentialquotien- 
ten der  6k  7t  nach  t  zu  berechnen. 

Wegen  der  angegebenen  Eigenschaft  des  Gleichungensystems  (23) 
müssen  die  Gleichungen: 


*)  Dieses  firgebniss  ist  allerdings  nur  in  dem  Falle  neu,  wenn  die  adjnn- 
girte  Gruppe  nicht  r-gliedrig  ist;  ist  sie  r-gliedrig,  so  versteht  es  sich  von  selbst 
und  hätte  keines  besondern  Beweises  bedarft. 
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11  1 


ZU  Identitäten  werden  ^  wenn  man  in  ihnen  die  aus  (23)  folgenden 
Werthe  von  e^...er  einsetzt.  Durch  Vergleichung  der  Coefficienten 
Ton  e^  ...  er  in  den  so  entstehenden  Identitäten  ergiebt  sich  aber : 


(28) 


dt 

1  1 


r  r 


(*,  /r=  1 . . .  r)  . 

Hält  man  die  Identitäten  (28)  mit  den  Identitäten  (27)  zusammen, 
so  erkennt  man  augenblicklich,  dass  sich: 


*• 


^  Xj,AjQkft  =^  Ajf2  ^'i*P'^ 


^''kn 


genau  in   derselben  Weise  durch  die  Q^n  ausdrückt^  wie    -p—   durch 
die  ötff     Hierin  liegt,  dass  der  Ausdruck: 


A{Qkn—^kf^  =yj  Xj.AjQkft' 


dt 


vermöge  des  Gleichungensystems: 

(24)  Qknia^  .  .  .ar)  =  (fkn{X^tj  .  .  ,,Xrt)       (*»  n^l...r) 

verschwindet.    Kurz:  das  Gleichungensystem  (24)  gestattet  die  infinitesi- 
male Transformation: 

r 

1 
Diese  Eigenschaft  des  Gleichungensystems  (24)  ist  von  der  gross- 
ten  Wichtigkeit  für  die  Erledigung  unsers  Integrationsproblems.  Bisher 
wussten  wir  nämlich  blos,  dass  die  Gleichungen  (24)  Inte^alglei- 
chungen  des  simultanen  Systems  (11)  sind.  Nunmehr  können  wir 
hinzufügen,  dass  sie  Integralgleichungen  von  ganz  besonderer  Beschaffen- 
heit sind;  differentiitt  man  nämlich  die  Gleichungen  (24)  nach  t,  indem 
man  a^  , . ,  ar  als  Functionen  von  t  ansieht,  und  schafft  man  aus  den 
erhaltenen  Gleichungen  mit  Hülfe  des  simultanen  Systems  (II)  die 
Differentialquotienten  von  a^.,,  ar  nach  t  fort,  so- erhält  man  zwischen 
^1 ...  Ar,  X^ . . .  Xr  und  t  nur  solche  Relationen,  die  schon  eine  Folge 
von  (24)  sind. 

Enthält  die  Gruppe  (1)  ausgezeichnete  infinitesimale  Transfor- 
mationen, so  besitzt  das  Gleichungensystem  (24)  noch  eine  andre 
Eigenschaft,  die  uns  ebenfalls  nachher  von  Nutzen  sein  wird. 
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Ist:  €iXif'\ f-  Sr^rf  elnc  ausgezeichnete  infinitesimale  Trans- 
formation der  Gruppe  (1),  so  verschwindet  die  infinitesimale  Traus- 
formation: 

der   adjungirten    Gruppe   identisch.     Da   nun   das    Gleichungensystem 
(18)  die  infinitesimale  Transformation: 


gestattet  und  diese  Transformation  sich  unter  der  gemachten  Voraus- 
setzung auf: 

(29)  e,AJ+'''  +  SrArf 

reducirt,  so  ergiebt  sich,  dass  die  Ausdrücke: 

alle  identisch  verschwinden;  hieraus  aber  folgt,  dass  das  Gleichungen- 
System  (24)  auch  noch  die  infinitesimale  Transformation  (29)  gestattet 
Wir  können  dieses  Ergebniss  kurz  so  aussprechen:  Das  (rfet- 
chungensysteth  (24)  gestattet  ausser  der  infinitesimalen  Transfonnatm 
Af  auch  noch  jede  ausgezeichnete  infinitesimale  Transformaüon  der  Para- 
nietergruppe:  AJ\  . .  Arf. 

§  119. 

Wir  wollen  jetzt  annehmen,  dass  unsre  Gruppe  (1)  eine  gewisse 
Anzahl,  etwa  gerade  r  —  m  unabhängige  ausgezeichnete  infinitesimale 
Transformationen  enthält,  und  wollen  uns  Xif,.,Xrf  gleich  so  g^ 
wählt  denken,  dass  Xm+if--*Xrf  solche  ausgezeichnete  Transforma- 
tionen sind. 

Um  die  Gruppe  (1)  auf  ihre  kanonische  Form  zu  bringen,  haben 
wir  nach  S.  611  ein  Gleichungensystem  von  der  Form: 

(12)  a,  =  ^,(k,t,..,,Xrt) 

aufzustellen,  das  die  infinitesimale  Transformation: 

Af=X,AJ-{-----{-XrÄrf+^ 

in  den  Veränderlichen:  a^ . ,  ,ar,t  gestattet  und  das  ausserdem  von  dem 
Werthsysteme: 

(16)  a,=a,^,...,ar'='ar'^,     t  =  0 

identisch  befriedigt  wird. 
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Wir  kennen  bereits  ein  Gleicfaungensystem,  das  die  infinitesimale 
Transformation  Af  gestattet  und  das  von  dem  Werthsysteme  (16) 
befriedigt  wird,  nämHch  das  Gleich ungensystem: 

(24)  Qlnißi  .  •  .  Or)  =  ^kn{^it,  .  .  .,  Irt)       (*.  «=l...r). 

Wir  wissen  überdies,  dass  die  Gleichungen  (24)  bei  der  noch  unbe- 
kannten Substitution:  a^  =  St^, . . .,  ör  =  Ar  in  Identitäten  übergehen, 
dass  also  das  gesuchte  Gleichungensystem  (12)  die  uns  bekannten 
Gleichungen  (24)  uYnfass't.  Wir  brauchen  daher,  um  das  Gleichungen- 
system (12)  zu  finden,  nur  gewisse  geeignete  Gleichungen  zu  den 
Gleichungen  (24)  hinzuzufügen. 

Unter  der  zu  Anfang  des  Paragraphen  gemachten  Voraussetzung 
ist  nun  die  adjungirte  Gruppe  der  Gruppe  (1)  blos  w-gliedrig,  es 
giebt  also  unter  den  Functionen  Qirt{(^  im  Ganzen  nur  m  von  ein- 
ander unabhängige,  infolgedessen  enthält  auch  das  Gleichungensystcm 
(24)  blos  m  von  einander  unabhängige  Gleichungen.  Mithin  können 
wir  die  -zu  lösende  Aufgabe  genauer  so  aussprechen: 

Es  sollm  gu  den  Gleichungen  (24)  noch  r  —  m  solche  Gleichungen 
zwischen  a^  . .  ,ar  und  t  hinzugefügt  werden  j  dass  ein  nach  a^  . .  .ar  auf- 
lösbares Gleichungensystetn  entsteht,  das  die  infinitesimale  Transformation 
Af  gestattet  und  das  von  dem  Werthsysteme  (16)  identisch  befriedigt  wird. 

Wir  führen  zunächst  diese  Aufgabe  auf  die  Integration  einer 
gewissen  linearen  partiellen  Difi'erentialgleichung  zurück. 

Zu  diesem  Zwecke  lösen  wir  die  Gleichungen  (24)  nach .  m  von 
den  Grössen  a^  . .  .ar  auf,  Avas  immer  möglich  ist,  denn:  auf  S.  614 
haben  wir  ja  gesehen,  dass  sich  aus  (24)  keine  von  den  a  freie  Glei- 
chung herleiten  lässt.  Der  Einfachheit  wegen  wollen  wir  uns  die  Be- 
nennung von  «1  ...  Ar  gleich  so  gewählt  denken,  dass  die  Gleichungen 
(24)  nach  a^  ...  am  aufgelöst  werden  können.  Die  betreffenden  Auf- 
lösungen mö*gen  lauten: 

(30)  ttft  =  (Ofi(a,n^i . . .  öfr;  A^f, . . .,  krt)      C"  =  1-  •  •  »0; 

natürlich  gestattet  dann  auch  das  Gleichungensystem  (30)  die  infini- 
tesimale Transformation  Af. 

Nunmehr  bilden  wir  aus  Af  eine  verkürzte  infinitesimale  Trans- 
formation in  den  Veränderlichen  t,  Om+i  •  •  -  ^r;  indem  wir  die  Diffe- 
rentialquotienten : 

df  df 


weglassen  und  in  den  Coefficienten  der  übrigen  Differentialquotienten 
für  ^1  ...  00,  ihre  aus  (30)  folgenden  Werthe  einsetzen.  Auf  diese 
Weise  erhalten  wir  eine  verkürzte  infinitesimale  Transformation: 
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r 

(31)  ^/•=K+2^M>/", 

1 

WO  Äjf  die  zu  Äjf  gehörige  verkürzte  infinitesimale  Transformation 
ist  und  die  Form  besitzt: 


(32) 


r — m 


1  m 

a  =  l...r). 


df 


^«m  +  * 


um  das  Gleichungensystem  (12)  zu  finden^  brauchen  wir  jetzt  nur 
in  den  Veränderlichen  Om-fi .  .  .  ö^,  ^  ein  System  von  r  —  m  nach 
ttm+i  ...  Ar  auflösbaren  Gleichungen  zu  bestimmen ,  das  die  infinitesi- 
male Transformation  Af  gestattet  und  von  dem  Werthsysteme: 

identisch  befriedigt  wird  (vgl.  Abschn.  I^  S.  126  f.).  Ffigan  wir  diese 
Gleichungen  zu  (30)  hinzu,  so  erhalten  wir  ein  nach  a^, .  .<if  auflös- 
bares Gleichungensystem  von  der  verlangten  Beschaffenheit. 

Die  Aufgabe,  auf  die  wir  so  geführt  worden  sind,  ist  erledigt, 
wenn  es  uns  gelingt,  irgend  r  —  m  solche  unabhängige  Lösungen: 

^^\a,n^l  .  .  .  rtr,  0   •    •    •  «ör-wC^m  +  l  •  •  •  ^z";  0 

der  linearen  partiellen  Differentialgleichung: 

(34)  J/-  =  0 

zu  finden,  die  sich  in  der  Umgebung  des  Werthsystems  (33)  regulär 
verhalten. 

Da  nämlich  die  Gleichung  (34)  in  aufgelöster  Form  vorliegt,  so 
sind  <$2^  ...i$2r~m  unabhängige  Functionen  von  a,„4.i...ar  (s.  Abschn.  I, 
Theorem  12,  S.  91).     Bilden  wir  nun  die  Gleichungen : 

(35)  ßv(öw-f  1  .  .  .  «ri  0  ^^  5ir(öt?n+l  •  •  •  O'^ }    0)       <r  =l...r  — r/i)  , 

SO  sind  diese  nach  am+i . . .  «r  auflösbar  und  werden  von  dem  Werth- 
systeme (33)  identisch  befriedigt;  überdies  gestattet  das  Gleichungen- 
System  (35)  die  infinitesimale  Transformation  Af.  Folglich  bilden 
die  Gleichungen  (30)  und  (35)  zusammengenommen  ein  nach  a^..'(ir 
auflösbares  Gleichungensystem,  das  die  infinitesimale  Transformation 
Af  gestattet  und  von  dem  Werthsysteme  (16)  befriedigt  wird,  kurz 
ein  Gleichungensystem  von  der  verlangten  Beschaffenheit. 

Nicht  unerwähnt  bleiben  darf  übrigens,  dass  das  System  der 
Gleichungen  (30),  (35)  das  einzige  Gleichungensystem  von  der  Ter- 
langten  Beschaffenheit  ist,  das  es  giebt.    Soll  nämlich  ein  Gleichungen- 
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System  in  den  Veränderlichen  üm+i  •  -  >  Or,  t  die  infinitesimale  Transfor- 
mation Af  gestatten,  so  muss  es  sich  wegen  der  besonderen  Form 
von  Af  darcfa  Relationen  zwischen  den  Losungen:  i$2^ . . .  Hr^m  der 
Gleichung  (34)  darstellen  lassen  (s.  Abschn.  I,  S.  117,  Theor.  15),  soll 
es  ausserdem  nach  a^+i ...  Ar  auflösbar  sein,  so  muss  es  nothwendig 
die  Form  haben: 

ißi  «=  const., .  .  .,  ^r—m  =  const. 

Es  bleibt  uns  jetzt*  nur  noch  zu  zeigen,  wie  die  Losungen 
der  linearen  partiellen  Differentialgleichung  (34)  gefunden  werden 
könneu.  Wir  werden  nachweisen,  dass  dazu  nur  Quadraturen  erforder- 
lich sind. 

Auf  S.  618  sahen  wir,  dass  das  Gleichungensystem  (24)  jede  aus- 
gezeichnete infinitesimale  Transformation  der  Gruppe:  A^f...  Arf 
gestattet.  Unter  den  gemachten  Voraussetzungen  sind  aber:  Am^-if 
...Arf  unabhängige  ausgezeichnete  infinitesimale  Transformationen 
dieser  Gruppe,  also  muss  das  Gleichungensystem  (24)  und  ebenso  das 
äquivalente  Gleichungensystem  (30)  die  infinitesimalen  Transforma- 
tionen: Am+if> . .  Arf  gestatten. 

Nun  sind  AmJ^if  *  > .  Arf  als  ausgezeichnete  infinitesimale  Trans- 
formationen unter  einander  und  zugleich  mit  der  infinitesimalen  Trans- 
formation Af  vertauschbar  und  da  auch  Af  das  Gleichungensystem 
(30)  invariant  lässt,  so  ergiebt  sich,  dass  die  r  —  m  -{-  1  paarweise 
Tertauschbaren  infinitesimalen  Transformationen: 

-«/ 7    -«m+l/  •  •  •  Arf 

eine  Gruppe  erzeugen,  bei  der  das  Gleichungensystem  (30)  iiiyariant 
bleibt.  Hieraus  aber  folgt  nach  Abschn.  I,  S.  233  f.,  dass  auch  die 
yerkOrzten  infinitesimalen  Transformationen: 

Äff     A,n-{-lf  •  .  .  Arf 

in  den  Veränderlichen:  a^^.!  ,..ar,t  eine  Gruppe  erzeugen  und  dass 
sie  paarweise  yertauschbar  sind.    Mit  andern  Worten  (a.  a.  0.  S.  140  ff.): 

Die  lineare  partielle  DifferentiälgleidMng:  Äf<^  0  in  den  Veränder- 
lichen am-\-i'"  CLr^t  gestattet  die  r  —  m  infinitesimalen  Transformationen: 
Äm+if '  •  •  ^rf  in  diesen  Veränderlichen. 

Ausserdem  ist  noch  zu  bemerken,  dass  die  zu  Atn-\-if  > .  >Arf  ge- 
hörige  (r  —  w)- reihige  Determinante: 


(36) 


Ar,  m-\-l  •    ^r    r 
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nicht  identisch  verschwindet;  wir  werden  sogar  nachweisen,  dass  diese 
Determinante  für  das  Werthsystem  (33)  einen  endlichen,  von  Null 
verschiedenen  Werth  annimmt. 

In  der  That,  wir  setzen  nach  S.  611  voraus,  dass  sich  die  ajk{a) 
für:  Qi  =  ai^,  , . ,  ,ar  ^=  ar^  alle  regulär  verhalten  und  dass  die  Deter- 
minante: 

für:  a^  =  a^j . . .,  Cfr  =  «r^  einen  endlichen,  von  Null  verschiedenem 
Werth  hat;  es  sind  demnach  auch  die  (r  —  m)-reiliigen  Determioao- 
ten  der  Matrix: 

(37)  .         •    •       •        , 

für:  a^  =  a^y .  .  ,,  Or  =^  a^^  alle  endlich  und  nicht  alle  gleich  Null. 
Nun  gestattet  das  Gleichungensystem  (30)  die  infinitesimalen  Trans- 
formationen: Am-^if . '  •  Arf,  die  Gleichungen: 

r—W  o 

(4  =  1  . . .  r  —  in ;  ^  =:  1  . . .  ni) 

sind  also  eine  Folge  der  Gleichungen  (30)  und  werden  wie  diese  durch 
die  Substitution: 

(16)  Ol  =  (ll^  . . .,  dr  =  örr^  t  =  0 

identisch  befriedigt.  Hieraus  ergiebt  sich,  dass  unter  deu(r  — wV 
reihigen  Determinanten  der  Matrix  (37)  jedenfalls  die  folgende: 

«w+l,  m+l    •    *^w»-f-l,  r   I 

(38)  ....        I 

für:  a^  =  a^^, . .  .,  (ir  =  ör^  einen  endlichen,  von  Null  verschiedenen 
Werth  annimmt  Da  endlich  die  Determinante  (38)  für:  aj  «fliV-? 
a^  =  ar^  augenscheinlich  denselben  Werth  annimmt,  wie  die  Deter- 
minante (36)  für  das  Werthsystem  (33),  so  ist  der  versprochene  Nach- 
weis geliefert. 

Um  jetzt  die  Lösungen  der  linearen  partiellen  Differentialgleicliuiig 
Af=0  zu  finden,  verfahren    wir  folgendermassen*): 

*)  Das  hier  behandelte  Integrationsproblem  ist  ein  specieller  Fall  des  fon 
liie  formulirten  und  gelösten  Problems:  eine  Differentialgleichung  Äf^O  lu 
integriren,  die  bekannte  inßnitesimale  Transformationen  gestattet 
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Wir  stellen  die  r  —  m  Gleichungeu  auf: 

l  -4m4-*-f.l/*=  0,  .  .  .,Arf^=  0, 

unter  h  eine  der  Zahlen  1 ,  2  . . .  r  —  w  verstanden.  Diese  r  —  m  Glei- 
chungen sind  augenscheinlich  Ton  einander  unabhängig  und  bilden  ein 
(r  —  in)-glicdriges  vollständiges  System  in  den  r  —  tw  +  1  Veränder- 
lichen: Qm+i . .  'dr,  t,  sie  haben  daher  eine  Losung  Slk(flm-^i  *  . .  ctr,  t) 
gemein  und  ihre  allgemeinste  gemeinsame  Losung  ist  eine  beliebige 
Function  von  Hk.  Andrerseits  ist  klar^  dass  das  vollständige  System 
(39)  die  infinitesimale  Transformation  Am-\-kf  gestattet^  es  besteht 
daher  eine  Relation  von  der  Form: 

WO  die  Function  %  jedenfalls  nicht  identisch  verschwindet,  denn  Sit 
kann  nicht  auch  noch  eine  Lösung  von  Am^^f^^O  sein.  Denkt  man 
sich  insbesondere  an  Stelle  von  Sljc  die  Function: 


/ 


dSl, 


als  neues  Slk  eingeführt,  so  wird  einfach:   ^m+*'^A""l- 

Die  unbekannte  Lösung  Slk  des  vollständigen  Systems  befriedigt 
also  die  Gleichungen: 

•    ÄSlk  =  O;    i„,+i  Ä*  =  0, . . .,  Im+*-i  ß*  =  0 

Am-^-k-^l^k  =  0,  .  .  .,    Ari^k  =  0,      Am-^-k^k  =   1. 

Diese  Gleichungen  aber  lassen  sich  nach  den  Differentialquotienten: 

auflösen,  weil,  wie  wir  oben  sahen,  die  Determinante  (36)  nicht  iden- 
tisch verschwindet;  da  überdies  die  bewusste  Determinante  für  das 
Werthsystem  (33)  einen  endlichen  von  Null  verschiedenen  Werth  hat, 
80  ist  zugleich  sicher,  dass  sich  die  betreffenden  Auflösungen  in  der 
Umgebung  des  Werthsystems  (33)  regulär  verhalten.  Wir  können 
somit  alle  Differentialquotienten  von  Slk  als  Functionen  von  a^+i 
,  . .  arjt  ausdrücken  und  finden  Slk  selbst  durch  eine  Quadratur;  dabei 
versteht  es  sich  von  selbst,  dass  sich  Slk  in  der  Umgebung  des  Werth- 
systems (33)  regulär  verhält.  Ertheilen  wir  endlich  der  ganzen  Zahl 
k  der  Reihe  nach  die  Werthe:-!,  2 . . .,  r  —  m,  so  finden  wir  r  —  w 
Lösungen;  Sli...Slr—m   der   linearen  partiellen  Differentialgleichung: 
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Af=^0  und  zwar  r  —  m   uDabhängige  Löaungen,  wie  aus  dem  Be- 
stehen der  Gleichungen: 

unmittelbar  hervorgeht. 

EQermit  ist  bewiesen,  dass  man  durch  r — m  Quadraturen  r  —  m 
solche  unabhängige  Lösungen  der  Differentialgleichung:  Äf=0  finden 
kann,  die  sich  in  der  Umgebung  des  Werthsystems  (33)  regulär  ver- 
halten; die  betreffenden  Quadraturen  sind  von  einander  unabhängig, 
das  heisst,  sie  können  in  ganz  beliebiger  Reihenfolge  ausgeführt  werden. 

Die  Aufgabe,  die  uns  in  dem  gegenwärtigen  Paragraphen  beschäf- 
tigt hat,  ist  nunmehr  nach  S.  620  erledigt  und  wir  haben  das 

Theorem  49.     Kennt  man  irgend  eine  Form: 

der  endlichen  Gleichungen  einer  r-gliedrigen  Gruppe,  die 
gerade  r  —  m  unabhängige  ausgeeeichnete  infinitesimale  Trans- 
formationen enthält j  so  erfordert  die  Aufstellung  der  endlichen 
Gleichungen  dieser  Gruppe  in  kanonischer  Form  ausser  Diffe- 
rentiationen und  Eliminationen  nur  noch  r  —  m  von  einander 
unabhängige  Quadraturen. 

§  120. 

Wir  stellen  jetzt  eine  Reihe  wichtiger  Anwendungen  der  beiden 
Theoreme  48  und  49  zusammen. 

Es  seien  wiederum  die  endlichen  Gleichungen  einer  r-gliedrigen 
Gruppe  in  irgend  einer  Form: 

(1)  Xi  =  fi  (X^  ,  .  ,  Xn'^     tti  ,  ,  .  Qr)       (i  =  l...n) 

gegeben.  Hat  man  nun  durch  Differentiationen  und  Eliminationen 
irgend  r  unabhängige  infinitesimale  Transformationen:  X^f,.»^r{ 
dieser  Gruppe  bestimmt,  so  kann  man  nach  Abschn.  I,  S.  210,  Theor.  33 
auch  die  infinitesimalen  Transformationen  einer  jeden  Untergruppe  der 
Gruppe  (1)  finden  und  zwar  durch  algebraische  Operationen. 

Wir  werden  zeigen,  dass  man  auch  die  endlichen  Gleichungen 
einer  jeden  Untergruppe  der  Gruppe  (1)  aufstellen  kann. 

In  der  That,  die  allgemeine  infinitesimale  Transformation : 

einer  w-gliedrigen  Untergruppe  der  Gruppe  (1)   wird   durch  gewisse 
lineare  homogene  Relationen  von  der  Jform: 

(40)  h  =  lklV^'\ 1-  hmVm      (*  = 


I 
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dargoBtellty  in  denen  die  hft  Constanten ,  die  v^  dagegen  willkürliche 
Parameter  bedeuten.  Denken  wir  uns  jetzt  in  der  oben  beschriebenen 
Weise  die  endlichen  Gleichungen  der  Gruppe  (1)  in  der  kanonischen 
Form: 

aufgestellt,  wozu  im  ungüustigbten  Falle  nur  gewisse  Quadraturen 
erforderlich  sind,  so  werden  wir  die  endlichen  Gleichungen  unsrer 
Untergruppe  einfach  dadurch  erhalten^  dass  wir  in  (41)  für  A^ ...  Ar 
ihre  aus  (40)  folgenden  Werthe  einsetzen.  Selbstverständlich  bekom- 
men wir  auf  diese  Weise  die  endlichen  Gleichungen  der  Untergruppe 
in  kanonischer  Form. 

Hat  man  die  endlichen  Gleichungen: 

^«'=  Z«(^i  • : -^i;  Vi...v,n)     (»  =  1...«) 

einer  m-gliedrigen  Untergruppe  der  Gruppe  (1)  bestimmt^  so  kann 
man  nach  Abschn.  I,  S.  226,  Theor.  37  alle  bei  dieser  Untergruppe 
invarianten  Gleichungensysteme  durch  blose  Eliminationen  finden. 
Dieses  Ergebniss  ist  besonders  im  Falle  m*»l  bemerkenswerth,  denn 
es  zeigt,  dass  die  Bahncurven  einer  jeden  infinitesimalen  Transforma- 
tion der  Gruppe  (1)  aufgestellt  werden  können: 

Satz  1.    Kennt  man  irgend  eine  Form: 

(1)  Xi  =  fi{Xi  ,  .  .  Xn'^    Qy^  ,  ,  ,  Gr)        (/ =  1 . . .  n) 

der  endlichen  Gleichungen  einer  r-gliedrigen  Gruppe,  so  kann  man  die 
Bahncurven  einer  jeden  infinitesimalen  Transformation  dieser  Gruppe 
angeben;  es  sind  dam  ausser  Differentiationen  und  Eliminationen  im 
ungünstigsten  Falle  nur  noch  Quadraturen  erforderlich  und  tswar  gerade 
r  —  m  von  einander  unabhängige  Quadraturen,  wenn  die  Gruppe  (1) 
gerade  r  —  m  unabhängige  ausgezeichnete  infinitesimale  Transformationen 
enihäU. 

Man  kann  diesem  Satze  offenbar  auch  die  folgende  Fassung  geben: 

Satz  2«    Ereeugen  die  r  unabhängigen  infinitesimalen  Transformc^ 
tionen: 

n 

Xkf=  ^'  Sib«  (a?i  .  .  .  Xn)  -^       (*  =  l...r) 
1  * 

eine  r-gliedrige  Gruppe  in  den  Veränderlichen  x^.  ..Xn  und  kennt  man 
irgend  eine  Form: 

Xi  =  fi  (Xi  .  .  .  Xn]    öj  •  .  .  Ar )        {« «=  1 .  . .  «) 

der  endlichen  Gleichungen   dieser  Gruppe,  so  kann  die  Integration  des 
^muUanen  Systems: 

Lie,  Tbeorit  der  Tnosfennfttionagrappen.  m.  40 
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r  r 


stets  geleistet  werden;  sie  erfordert  ausser  Differentiationen  und  Elimina- 
tionen nur  noch  ebensoviele  unabhängige  Quadraturen^  als  die  Gruppe: 
Xif..,Xrf  unabhängige  ausgezeichnete  infinitesimale  Transformationen 
enthält. 

Wendet  man  diesen  Satz  auf  die  allgemeine  projectiye  Gruppe  der 
Ebene  an,  so  erkennt  mau,  dass  die  Differentialgleichung: 

(«1  +  h^  +  hy  +  Ci^  +  <^^y)^y  — 
—  («2  +  6s«  +  \y  +  c^^y  +  c^f)dx  =  0 

zu  ihrer  Integration  ausser  Differentiatio&en  und  Eliminationen  blos 
algebraische  Operationen  erfordert;  es  ist  das  offenbar  eine  sogenamite 
Jacobische  Gleichung. 

Als   zweites,  allerdings    triviales   Beispiel    möge   die   allgemeine 
lineare  Gruppe: 


n 
Xi=^  birXr  +  Ci     (i^l...«) 


in  n  Veränderlichen  dienen.    Auf  diese  Gruppe  angewendet  zeigt  unser 
Satz,  dass  jedes  simultane  System  von  der  Form: 


da?|  dx 


H 


^  ßlr^9  +  Yi  ^  ßn^^r  +  Yn 

1  1 

durch  algebraische  Operationen  integrirt  werden  kann,  eine  Thatsache, 
die  d'Alembert  zuerst  bemerkt  hat 

§  121. 

Die  Sätze  des  vorigen  Paragraphen  lassen  sich  in  gewissen  Fällen 
auch  auf  solche  Gruppen  ausdehnen,  von  denen  nicht  die  endlichen; 
sondern  blos  die  infinitesimalen  Transformationen  gegeben  sind. 

Sind  die  infinitesimalen  Transformationen:  X^f.,.Xrf  einer  r-glied- 
rigeu  asystatisdien  Gruppe  vorgelegt,  so  kann  man  nach  Absclm.  1, 
S.  518,  Satz  7  durch  ausführbare  Operationen,  das  heisst  durch  Auf- 
lösung einer  algebraischen  Gleichung  und  durch  Eliminationen  die 
endlichen  Gleichungen  dieser  Gruppe  in  kanonischer  Form  aufstellen. 
Folglich  gilt  der 
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Satz  3.    Kennt  man  r  unabhängige  infinitesimale  Transformationen: 

H 

^kf=^^ki(Xi  ...rr,)-^       (*  =  l...r) 

1  * 

einer  r-gliedrigen  asystatisehen  Gruppe  des  Baumes  rr^ . . .  Xn,  so  kann 
man  ohne  Integration ,  blas  durch  aig^aische  Operationen  und  durch 
Eliminationen  die  BaJmcurven  einer  jeden  infinitesimalen  Tramformation: 
X^Xif'\-  •  •  •  +  XrXrf  dieser  Gruppe  finden. 

Es  sei  zweitens: 

n 
(42)  X*/-=2^*'(*l-  ••*-)£       (*  =  l...r) 

eine  r-gliedrige  systatische  Gruppe,  wir  wollen  aber  voraussetzen,  dass 
jede  mit:  X^/ . . .  Xr/*  vertauschbare  infinitesimale  Transformation: 


1  ' 


der  Gruppe:  X^f . . .  Xrf  selbst  angehört.  Mit  andern  Worten:  die 
ausgezeichneten  infinitesimalen .  Transformationen  der  Gruppe  (42), 
deren  es  gerade  2  >  0  unabhängige  geben  möge,  sollen  die  einzigen 
infinitesimalen  Transformationen  iu  den  Veränderlicheu  x^  , .  .Xn  sein, 
die  mit:  Xj^f. . .  Xrf  vertauschbar  sind.  Der  Einfachheit  wegen  möge 
noch  angenommen  werden,  dass:  X^/*. . .  Xif  unabhängige  ausgezeich- 
nete Transformationen  unsrer  Gruppe  sind. 

Aus  Abschnitt  I,  S.  377,  Satz  2  folgt  zunächst,  dass  die  Gruppe: 
X|/*.  • .  Xrf  transitiv  ist,  dass  also  die  r  Gleichungen: 

XJ=0,...,Xrf=0 

keine  Lösung  gemein  haben.  Femer  ergiebt  sich  aus  dem  Theor.  67, 
S.  376  a.  a.  0.,  dass  die  infinitesimalen  Transformationen:  X^f.  .  .  Xif 
sicher  keine  lineare  Identität: 

(43)  yix^(^i'^'^n)X,f=0 

l)efriedigen.  Wir  können  demnach  voraussetzen,  dass  von  den  infini- 
tesimalen Transformationen:  Xif .,.  Xrf  die  ersten  n  durch  keine 
lineare  Identität: 

n 

^  %y(a?i  .  .  .  Xn)Xrf=i  0 
1 

verknöpft  sind,  während  X^^if . . .  Xrf  sich  linear  durch  X,/*. . .  Xnf 
ausdrücken  lassen: 

40* 
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n 

(44)  Xn-\-kf^^r9kv(Xi  ...Xn)Xyf      (*«l...r-«). 

1 

unter  deo  n{r  —  n)  Functionen  g>kt  giebt  es  dann  gerade  n  —  i  von 
einander  unabhängige  und  ausserdem  sind  alle  diese  Functionen  tpk, 
Lösungen  des  2-gliedrigen  vollständigen  Systems: 

(45)  XJ=0,...,X,f^O; 

die  allgemeinste  Losung  dieses  vollständigen  Systems  ist  demnach 
eine  willkürliche  Function  der  <pkt. 

Wollen  wir  jetzt  die  endlichen  Gleichungen  der  Gruppe:  XJ,.. 
Xrf  in  kanonischer  Form  finden,  so  müssen  wir  das  simultane  System: 

dx' 

(46)  —^ — ^dt     (.  =  !...«) 

1 

mit  den  Anfangsbedingungen:  Xi  ^=^  Xi  für  ^«=0  integriren.  Diese 
Aufgabe  kommt  darauf  hinaus,  n  unabhängige  Lösungen: 

iSwy \X-\  •  •  •  Xf^ :    A|  V ,  •  •  ay  Af> r )     (»S^  1  .  .  .  «) 

der  linearen  partiellen  Differentialgleichung: 

r 

(47)  x7=2a»x;/-+|{  =  o 

1 

ZU  bestimmen.  Kennt  man  nämlich  n  solche  Lösungen,  so  sind  die 
Gleichungen: 

( ÄQ\  \^^p\p^i  •   •   •  ^n  5      Aj  r,  .  .   .,  Ar  fy  ^=   ^Ci^\X^  .   •  ,  Xjn',^     U  .  .  .  Uj 

die  verlangten  Integralgleichungen  des  simultanen  Systems  (46).  Loet 
man  (48)  nach  x^ . . .  Xn  auf,  so  sind  die  entstehenden  Gleichungen: 

(49)  X{  =  \i{Xi  .  .  .  Xn]    k^t,...yXrt)       (i^l.^.n) 

die  endlichen  Gleichungen  der  Gruppe:  X^f ...  Xrf  in  kanonischer 
Form. 

Wir  werden  zeigen,  dass  sich  gewisse  Lösungen  der  partiellen 
Differentialgleichung  (47)  ohne  Integration  angeben  lassen. 

Denkt  man  sich  in  die  allgemeine  infinitesimale  Transformation: 
^1  Xj /*+•••  +  Cr  Xrf  unsrer  Gruppe  vermöge  der  unbekannten  Glei- 
chungen (49)  die  Veränderlichen  x'  an  Stelle  der  x  eingeführt,  so 
erhält  man  eine  Gleichung  von  der  Form: 
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r  r 

1  1 

'O  die  e   mit  den  t  durch  gewisse  Relatiooen: 

1 

erknüpft  sind.  Diese  Relationen  stellen  die  endlichen  Gleichungen 
er  adjungirten  Gruppe  unsrer  Gruppe:  X|/*. . .  Xrf  dar  uud  zwar  in 
anonischer  Form,  sie  können  daher  durch  Auflosung  eiuer  algebrai- 
shen  Gleichung  gefunden  werden. 

Setzt  man  die  Werthe  der  eu  aus  (51)  in  (50)  ein  und  vergleicht 
lan  die  Coefficienten  von  e^ . . .  «r  auf  beiden  Seiten,  so  bekommt  man 
ie  nachstehenden  Gleichungen: 

r 
>2)  ^<ljt{Xit,...,Xrt)Xif^Xkf       (*=l...r), 

1 

.6  natürlich  vermöge  der  Gleichungen  (49)  identisch  bestehen.  In 
iserm  Falle  lässt  sich  sogar  über  die  Form  der  Gleichungen  (52) 
>ch  etwas  genaueres  sagen.  Da  nämlich  X|/*. ..  X«/*  ausgezeichnete 
.finitesimale  Transformationen  unsrer  r-gliedrigen  Gruppe  sind,  so 
üssen  sie  bei  jeder  endlichen  Transformation  (49)  dieser  Gruppe 
re  Form  bewahren^  es  müssen  also  vermöge  (49)  l  Relationen  von 
?r  Form: 

>3)  .       Xif=  ^if)  • . .;  X//*=  Xif 

»stehen,  das  heisst  die  l  ersten  der  Gleichungen  (52)  müssen  die 
orm  (53)  besitzen. 

Zur  Abkürzung  setzen  wir: 

r 

^  (fjk  (Aj  t,...,   Irt)  X/f=  Skf        (*-  1 .  . .  r), 
1 

kUQ  sind:  Sif. . .  Snf  durch  keine  lineare  Identität: 

n  • 

1 

Tknüpft;  dagegen  drücken  sich  aber  Sn^if . . .  Srf  linear  durch 
'f.  . .  Snf  aus: 

4)  I  5*4-*/"=^  ^kr(Xi\  .  .  Xn]    ^ity,.  .,  krt)Sif 

I  ' 

\  (*  a»  1 . . .  r  —  n) . 
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Es  würde  sogar  leicht  sein,  die  Functionen  0k ^  wirklich  hinzuschrei- 
ben,  man  brauchte  zu  diesem  Zwecke  nur  zu  berücksichtigen,  im 
zwischen:  X//* ...  X//*  Identitäten  von  derselben  Form  bestehen,  wie 
die  Identitäten  (44)  zwischen  X^f...Xrf* 

Durch  Benutzung  der  Identitäten  (44)  und  (54)  erhalten  jetzt  die 
Gleichungen  (52)  die  Form: 

Äl  /*«=  Xj/*,  .  .  .,  iSnf  ="  Xnf 

n  n 

1  1 

(*=  1  . . .  r  —  n)  j 

also  ergiebt  sich: 

n 

^   {0kt{x\kt)  —  ^kt{x)]X4=O      (*=l...r-«). 
1 

Diese  Gleichungen  müssen  zu  Identitäten  werden ,  wenn  man  für 
x^\..Xn  ihre  Werthe  aus  (49)  einsetzt;  da  aber  zwischen  XJ.,.XJ 
keine  lineare  Identität  besteht,  so  können  wir  schliessen,  dass  die 
M(r  —  ny  Gleichungen: 

(55)  {0kv{p^' . .  <;  K^f"  .,  Kt)  =  <Pkt(Xi  ,..Xn) 

{  (*  =  l...r  —  n-f  v=i  1 .  .  .  n) 

vermöge  der  unbekannten  Gleichungen  (49)  in  Identitäten  übergehen. 
Bedenken  wir  jetzt  noch,  dass  die  Grössen  Xi . . .  x^  in  den  Glei- 
chungen (49)  nichts  anderes  sind,  als  die  n  willkürlichen  IntegratioiiB- 
Constanten,  die  sich  bei  der  Integration  des  simultanen  Systems  (46) 
ergeben,  so  erkennen  wir  unmittelbar,  dass  jede  Gleichung  von  der 
Form: 

0kv(Xi\  .  .  Xn]    ^itj  .  .  .,  Xrt)  «=a  COnst. 

eine  Integralgleichung  des  simultanen  Systems  (46)  ist,  mit  andern 
Worten:  die  n{r  —  n)  Functionen  0kt(x]  Xt)  sind  Lösungen  der  linearen 
partiellen  Differentialgleichung  (47). 

Damit  sind  also  wirklich  ohne  Integration  Lösungen  der  Diffe- 
rentialgleichung (47)  gefunden.  Es  ist  zugleich  klar,  dass  sich  unter 
den  betreffenden  Lösungen  gerade  n  —  l  von  einander  unabhängige 
befinden;  denn  die  Gleichungen  (55)  zeigen,  dass  es  unter  den  Ott{x]li) 
genau  so  viele  von  einander  unabhängige  giebt,  wie  unter  den  9i»(x). 
unter  den  g>ky(x)  giebt  es  aber  nach  S.  628  gerade  n —  l  von  einander 
unabhängige. 

Noch  eine  Eigenschaft  besitzen  die  0kt(x]  Xt)^  die  uns  nachher 
von  Nutzen  sein  wird.    Wie  nämlich  die  n(r  —  n)  Functionen  (pif(x] 
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Lösmfj^en  des  Z-gliedrigen  yollstandigen  Systems  (45)  sind,  so  sind 
augenscheinlich  die  0k9(,oo,  kt)  Lösungen  des  Z-gliedrigen  vollständigen 
Systems: 

(56)  x//'=o,...,x,y=o. 

Dieser  Umstand  ist  deshalb  so  wichtig,  weil  die  infinitesimalen  Trans- 
formationen: Xif..,X{f  als  ausgezeichnete  infinitesimale  Transfor- 
mationen der  Gruppe:  X^f.  .  .  Xrf  sämmtlich  mit  der  infinitesimalen 
Transformation: 

r        • 

1 
vertauschbar  sind  und  weil  infolge  dessen  die  lineare   partielle  Diffe- 
rentialgleichung : 

r 

(47)  XY=2^*^*^+I(=Ö 

i 

die  l  paarweise  yertauschbareu  infinitesimalen  Transformationen:  X,Y 
, . .  X/f  gestattet. 

Die  Bestimmung  der  noch  fehlenden   Lösungen  der  Difi^erential- 
gleichung  (47)  gestaltet  sich  jetzt  äusserst  einfach. 
Wir  wollen  annehmen ,  dass: 

irgend  n  —  l  von  einander  unabhängige  unter  den  n  (r  —  w)  Functionen 
0kv{pci']  Jii)  sind,  und  wollen  uns  ausserdem  die  Benennung  der  Gr&ssen 
2:/ . . .  Xn  SO  gewählt  denken,  dass  O^  • . .  <Pn—i  gerade  in  Bezug  auf 
x'i^i  . . .  Xn   von  einander  unabhängig  sind.     Setzen  wir  dann: 

so  können  wir:  x^, . .  x{ ,  y/. . .  Vn—i,  ^  an  Stelle  von:  a?/. . .  a;«,  t  als 
neue  Veränderliche  einführen.  Da  ® j  .  . .  ©«_/ 'Lösungen  der  Diff^e- 
rentialgleichung  (47)  sind,  so  erhält  diese  in  den  neuen  Veränder- 
lichen die  Form: 

(57)         X'f  =^  g,fa:,' . . .  x!,  y.'. . .  y.'-,,  0  g  +  §(  =  0. 

1  * 

Andrerseits  sind  aber  0^ ,  , ,  On—i  auch  Lösungen  des  vollständigen 
Systems  (56),  folglich  bekommen  X^f. . .  X{f  in  den  neuen  Veränder- 
lichen die  Gestalt: 

(58)  x;/-=-  x;/^=2'  5«r(^i'. . . «;,  y,'. . . y;_„ o ^  («=i...o. 
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Selbstverständlich  gestattet  hier  die  Differentialgleichung  (5?)  die 
l  infinitesimalen  Transformationen  (58)  und  diese  ihrerseits  sind  paar- 
weise vertauschbar.  Endlich  ist  noch  zu  bemerken,  dass  die  Deter- 
minante : 

^,  i  5u  •  •  •  5" 

sicher  nicht  verschwindet,  denn   da:  X^f.,.X{f  nach  S.  627  durch 
keine  lineare  Identität: 

i 

verknüpft  sind,   so  kann  auch  zwischen:   X^f ,  .  .  X{f  keine  lineare 
Identität: 

(59)  ^i,r{x;  ...  x{,  y/. . .  y;_„  0  Xf=  0 

1 

bestehen. 

Die  Bestimmung  der  noch  fehlenden  Lösungen  der  Differential- 
gleichung (47)  ist  nunmehr  auf  die  Bestimmung  von  l  unabhängigen 
Losungen  der  Differentialgleichung  (57)  in  den  l  -{-  1  Veränderlichen 
Xi...Xijt  zurückgeführt;  überdies  ist  bekannt;  dass  die  Differential- 
gleichung (57)  die  l  paarweise  vertauschbaren  infinitesimalen  Trans- 
formationen (58)  gestattet,  zwischen  denen  sicher  keine  lineare  Iden- 
tität (59)  besteht.  Wir  haben  also  hier  genau  denselben  Fall,  wie 
auf  8.  621  ff.;  genau  in  derselben  Weise  wie  damals  ergiebt  sich,  dass 
die  Lösungen  der  Differentialgleichung  (57)  durch  l  unabhängige 
Quadraturen  gefunden  werden  können. 

Wir  erhalten  demnach  das 

Theorem  50.  Ist  eine  r-gliedrige  Gruppe,  deren  infinitesi- 
male Transformationen: 

n 

Xjtf=^iiki{Xi...Xn)-^     (*=l...r) 
1  » 

gegeben  sind,   so    beschaffen,  dass  jede  infinitesimale  Trans- 
formation: 


die  mit  allen  Xkf  vertauschbar  ist,  der  Gruppe:  Xif...X,f 
selbst  angehört,  so  verlangt  die  Aufstellung  der  endlichen  Glei- 
chungen dieser  Gruppe  in  der  kanonischen  Form,  abgesehen  von 
algebraischen   Operationen   und   von   gewissen   Eliminationenj 
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nur  noch  Quadraturen  und  zwar  gerade  l  unabhängige  Quadra- 
turen, wenn  die  Gruppe  gerade  l  unabhängige  ausgezeichnete 
infinitesimale  Transformationen  enthält. 

Den  soeben  bewiesenen  Satz  haben  wir  bereits  in  Abschnitt  I  auf 
S.  518  am  Schlüsse  von  §  125  angekündigt. 

Aus  dem  Theoreme  50  wollen  wir  jetzt  noch  ein  wichtiges  Er- 
gebniss  ableiten. 

Es  seien  r  unabhäogige  infinitesimale  Transformationen: 


^*/"=2''S*»(^i...^»)^^  (*= 


=  1  ...r) 


vorgelegt;  die  eine  r-gliedrige  Gruppe  erzeugen;  ausserdem  setzen  wir 
voraus,  dass  die  allgemeinste  infinitesimale  Transformation: 

n 
1  » 

die  mit  Xif..  .Xrf  vertauächbar  ist,  sich  aus  einer  endlichen  Anzahl, 
etwa  aus  m  von  einander  unabhängigen  infinitesimalen  Transformationen: 

n 

Zf,f=^i  5.M-  (^  •  •  •  ^»)  g^.       C«  =  1 . . .  m) 
1  •" 

linear  ableiten  lässt  und  dass  wir  m  derartige  infinitesimale  Trans- 
formationen: ZJ...Zmf  kennen. 

Die  gemachten  Voraussetzungen  können  nach  Abschn.  I,  S.  377, 
Satz  2  nur  dann  eintreten,  wenn  die  Gruppe  X^f, . .  Xrf  transitiv  ist. 
Sind  sie  erfüllt,  so  erzeugen:  Z^f.,.  Z^f  augenscheinlich  eine  fn-glied- 
rige  Gruppe;  da  überdies  alle  Zf^f  mit  allen  Xtf  vertauschbar  sind, 
so  erzeugen  auch  die  infinitesimalen  Transformationen: 

(60)  XJ...Xrf,    Zj\..Zmf 

eine  Gruppe  und  zwar  eine  (r  +  w  —  /)-gliedrige,  wenn  die  Gruppe: 
X,/*. .  •  Xrf  gerade  l  unabhängige  ausgezeichnete  infinitesimale  Trans- 
formationen enthält. 

Die  Gruppe  (60)  erfüllt  nun  die  Forderungen  des  Theorems  50, 
denn  jede  infinitesimale  Transformation,  die  mit  allen  infinitesimalen 
Transformationen  (60)  vertauschbar  ist,  hat  augenscheinlich  die  Form: 

e,ZJ+'-'  +  e„,ZU 

und  gehört  mithin  der  Gruppe  (60)  an.  Folglich  können  wir  die  end- 
lichen Gleichungen  der  Gruppe  (60)  in  kanonischer  Form  durch  eine 
Anzahl  von  einander  unabhängiger  Quadraturen  bestimmen.    Hieraus 
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aber  ergiebt  sich  nach  S.  624  f.,  dass  wir  auch  die  endlichen  Glei- 
chungen der  Gruppe:  X^f , . ,  Xrfy  die  ja  eine  Untergruppe  der  Gruppe 
(60)  ist,  durch  blose  Quadraturen  in  der  kanonischen  Form  finden 
können.  Die  Anzahl  der  erforderlichen  Quadraturen  ist  gleich  der 
Anzahl  der  unabhängigen  ausgezeichneten  infinitesimalen  Transforma- 
tionen der  Gruppe  (60),  sie  ist  also  mindestens  gleich  L 

Sind  zum  Beispiel: 

n 
1  '    * 

n  unabhängige  infinitesimale  Transformationen  einer  n-gliedrigen  ein- 
fach transitiven  Gruppe  des  n-fach  ausgedehnten  Baumes  a;|...:r„ 
so  lässt  sich  jede  infinitesimale  Transformation  Zfy  die  mit  allen  Xi{ 
yertauschbar  ist,  aus  n  von  einander  unabhängigen  infinitesimalen 
Transformationen : 

n 

linear  ableiten  und  zwar  erzeugen:  Zj/*. ..  Z„/*  ebenfalls  eine  n-glied- 
rige  einfach  transitive  Gruppe,  nämlich  die  zur  Gruppe:  X^f.,.Xn{ 
reciproke  Gruppe  (s.  Abschn.  I,  Theor.  68,  S.  380). 

Kennt  man  ausser  den  infinitesimalen  Transformationen:  X/... 
Xnf  auch  noch:  Z^f.,,Znfy  so  sind  die  vorhin  gemachten  Voraus- 
setzungen erfüllt,  es  ergiebt  sich  demnach  das 

Theorem  51.  Kennt  man  n  unabhängige  infinitesimale  Trans- 
formationen: 

n 

Xkf  =^'  ^kiioi^l  '"  ^n)-^       (*=!...«) 
1  » 

eitler  n-gliedrigen  einfach  transitiven  Gruppe  in  den  n  Ver- 
änderlichen Xi  . , ,  Xn  und  kennt  man  zugleich  die  infinitesima- 
len Transformationen: 


n 


Zkf'='^'lki{x^...Xn)U, 


(A  =  1  .  .  .  n) 
ÖX. 
1  • 

der  zugehörigen  rcciproken  einfach  transitiven  Gruppe,  so  kann 
man  die  endlichen  Gleichungen  der  Gruppe:  X^f.,.  Xnf  tw  der 
kanonischen  Form  aufstellen  und  zwar  sind  dazu  ausser  alge- 
braischen Operationen  nur  noch  gewisse  Eliminationen  und  end- 
lich gerade  l  von  einander  unabhängige  Quadraturen  erforder- 


Bestimmiuig  aller  transitiven  Gruppen  von  gegebener  Znsammensetzung.     635 

lieh,  wenn  die  Gruppe:  X^f ,..  Xnf  gerade  l  unabhängige  aus- 
gezeichnete infinitesimale  Transformationen  enthält  Opera- 
tionen von  genau  derselben  Beschaffenheit  genügen,  wenn 
man  die  endlichen  Gleichungen  der  Gruppe:  Z^f .  ,  .  Z„f  und 
die  endlichen  Gleichungen  der  (2n  —  l)-gliedrigen  Gruppe:  X^f 
.  . .  Xnf,  Z^f . . .  Znf  in  der  kanonischen  Form  aufstellen  will. 

Dieses  Theorem  wird  uns  im  nächsten  Kapitel  von  grossem  Nutzen 
sein  *). 


Kapitel   27. 

Die  Bestimmung  aller  r-gliedrigeQ  transitiven  Gruppen  von 

gegebener  Zusammensetzung. 

In  Kap.  22  von  Abschn.  I  haben  virir  die  in  der  Ueberschrift 
bezeichnete  Aufgabe  uuter  der  Voraussetzung  erledigt^  dass  die  end- 
lichen Gleichungen  irgend  einer  r-gliedrigen  Gruppe  von  der  gegebe- 
nen Zusammensetzung  bekannt  waren.  Wir  dachten  uns  damals  durch 
Dilferentiationen  und  Eliminationen  die  infinitesimalen  Transformationen 
zweier  reciproker  einfach  transitiver  Gruppen  von  der  gegebenen  Zu- 
sammensetzung bestimmt  und  zeigten ,  dass  die  Erledigung  der  Auf- 
gabe dann  nur  noch  algebraische  Operationen  und  die  Integration 
gewisser  simultaner  Systeme  von  gewöhnlichen  Differentialgleichungen 
verlangt. 

Wir  lassen  jetzt  die  damals  gemachte  Voraussetzung  fallen;  wir 
denken  uns  blos  eine  Zusammensetzung  gegeben,  also  ein  System  von 
r^  Constanten  Cik»,  das  die  Gleichungen: 

*)  Den  Hauptsatz  dieses  Kapitels,  dass  es  immer  möglich  ist  die  kanonische 
Form  einer  jeden  Gruppe  zu  finden,  deren  endliche  Gleichungen:  Xi^^fi{x^a) 
in  irgend  einer  Form  yorliegen,  benutzte  Lie  bei  vielen  Gelegenheiten  in  seinen 
älteren  Untersuchungen,  ohne  ihn  aber  ausdrücklich  zu  formuliren,  geschweige 
denn  zu  beweisen.  Ausführlich  dargestellt  wurden  die  Theorien  dieses  Kapitels 
zum  ersten  Male  in  seiner  Abhandlung:  Reduction  einer  Gruppe  auf  ihre  kano- 
nische Form,  Leipziger  Berichte  1889.  In  Bd.  26  der  Math.  Ann.  benutzte  Lie 
ohne  es  ausdrücklich  hervorzuJiehen,  den  folgenden 

Satz.    Kennt  man  die  endlichen  Gleichungen  einer  Gruppe: 

m         a:/= /"^(a?!  .  .  .  $^,  Ol  .  .  .  a^)    (i=i...n), 

80  ist  es  immer  möglich^  die  Invarianten  jeder  ihrer  Untergruppen  zu  finden. 

Dieser  Satz  ist  offenbar  eine  einfache  Folge  der  allgemeinen  Entwicklungen 
dieses  Kapitels. 
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ICikt  +  Ckit  =  0 
r 
1 
(»»  *.i.  «  =  1  .  .  .  r) 

befriedigt,  und  suchen  alle  r-gliedrigen  transitiven  Gruppen  von  der 
Zusammensetzung  dkg-  Mit  andern  Worten:  Wir  suchen  in  n  Ver- 
änderlichen: Xi  . .  ,Xn  (0<  n  <  r)  alle  r-gliedrigen  Gruppen: 

n 
^i/"=^  2*^(^1  •••  ^«)|^      •(*=!...  r), 

die  transitiv  sind  und  deren  infinitesimale  Transformationen:  X^f..,Xr{ 
gerade  in  den  Beziehungen: 

r 
(2)  {X,X{)  '=''^' Cik.X.f     (.■.*  =  l...r) 

1 

stehen. 

In  Abschn.  I  baben  wir  diese  allgemeinere  Aufgabe  bereits  erwähnt 
(S.  433  f.)  y  aber  nur  theil weise  erledigt ,  denn  wir  konnten  zwar  in 
gewissen  Fällen  durch  ausf&hrbare  Operationen  die  endlichen  Glei- 
chungen einer  r-gliedrigen  Gruppe  von  der  gegebenen  Zusammen- 
setzung Cik»  aufstellen ,  aber  im  Allgemeinen  war  uns  das  noch  nicht 
möglich^  yni  hatten  ja  damals  noch  nicht  einmal  den  Satz  bewiesen, 
dass  zu  jedem  Systeme  von  f^  Cikty  das  die  Gleichungen  (1)  erfallt, 
r-gliedrige  Gruppen  von  der  Zusammensetzung  Cik$^  gehören. 

Diesen  Satz  haben  wir  zwar  mittlerweile  in  Kapitel  17  von 
Abschn.  II  bewiesen,  indem  wir  zeigten,  dass  zu  jedem  derartigen 
Systeme  von  Ca«  eine  r-gliedrige  Gruppe  von  der  Zusammensetzung 
Cik»  gefunden  werden  kann  und  dass  sich  die  Bestimmung  einer  solchen 
Gruppe  durch  Integration  von  simultanen  Systemen  gewöhnlicher 
Differentialgleichungen  leisten  lässt  (vgl.  auch  §  115  in  Kap.  25d.jetz. 
Abschn.),  aber  praktisch  ist  damit  für  die  Erledigung  unsrer  gegen- 
wärtigen Aufgabe  nicht  viel  gewonnen,  weil  die  betreffenden  Integra- 
tionen zu  schwierig  sind. 

Wir  werden  deshalb  einen  andern  Weg  einschlagen,  um  unsre 
gegenwärtige  Aufgabe  auf  die  in  Kap.  22  von  Abschn.  I  erledigte 
zurückführen.  Wir  werden  nämlich  zeigen,  dass  jedesmal,  wenn  ein 
System  von  r^  Constanten  dkt  gegeben  ist,  man  die  infinitesimalen 
Transformationen  zweier  r-gliedriger  »reciproker  einfach  transitiver 
Gruppen  von  der  Zusammensetzung  Cik»  aufstellen  kann  und  dass 
dazu  nur  die  Auflösung  einer  algebraischen  Gleichung  erforderlich  ist 
Haben  wir  diesen  Nachweis  geführt,   so   ist  aus  den  Entwicklungen 
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von  Kap.  22  des  Abschn.  I  unmittelbar  klar,  dass  die  Bestimmung 
aller  r-gliedrigen  transitiven  Gruppen  von  der  Zusammensetzung  c^« 
ausser  algebraischen  Operationen  nur  noch  die  Integration  gewisser 
simultaner  Systeme  von  gewöhnlichen  Differentialgleichungen  erfordert. 

Merkwürdigerweise  lassen  sich  nun  aber  diese  Differentialglei- 
chungen sammt  und  sonders  integrireu.  Gestützt  auf  die  Entwick- 
lungen des  vorigen  Kapitels  werden  wir  nämlich  zeigen,  dass,  sobald 
die  infinitesimalen  Transformationen  jener  beiden  reciproken  einfach  tran- 
sitiven Grruppen  gefunden  sind,  ausser  algebraisclien  Operationen  nur  noch 
gewisse  Eliminationen  und  im  ungünstigsten  Falle  gewisse  Quadraturen 
erfordert  werden,  damit  man  die  endlichen  Gleichungen  aller  transitiven 
Gruppen  von  der  gegd>enen  Zusammensetzung  hinschreiben  Tcann*). 

Begnügt  man  sich  mit  den  infinitesimalen  Transformationen  der 
gesuchten  Gruppen ,  so  ist  auch  dieses  Ergebniss  noch  einer  Verein- 
fachung fähig;  die  wir  in  Kap.  29  besprechen  werden. 

Die  Aufgabe,  die  uns  zunächst  beschäftigen  wird,  ist  folgende: 
Gegeben  sind  r^  Constanten  Cut»,  die  den  Gleichungen  (1)  genügen,  gesucht 
werden  die  infinitesimalen  Transformationen  ssweier  r-gliedriger  reeiproker 
einfach  transitiver  Gruppen  von  der  Zusammensetzung  Ca«*    Wir  müssen 


*)  Nachdem  Lie  schon*  im  Jahre  1874  (Math.  Ann.  1880,  Bd.  16,  S.  628) 
erkannt  hatte,  dass  die  complicirten  Functionalgleichongen,  welche  alle  r-glied- 
rigen  Gruppen  in  n  Veränderlichen  bestimmen,  durch  die  Integration  von  gewölm- 
liehen  Differentialgleichungen  erledigt  werden  können,  bemerkte  er  im  Sept  1884 
(Ges.  d.  W.  SU  Christiania  1884,  Nr.  9),  dass  man  immer  ohne  Integr<xtion  Ton 
Differentialgleichungen  zaerst  eine  einfach  transitive  Gruppe  gegebener  Zusam- 
mensetzung und  sodann  alle  gleichzosammengesetzten  Gmppen  aufstellen  kann. 
Dieselbe  Behanptnng  wurde,  ebenfalls  ohne  Beweis,  in  den  Math.  Ann.  Bd.  26, 
S.  186  unterm  Text  wiederholt.  Dasselbe  Problem  wurde  sodann  in  den  Leipz. 
Berichten  vom  18.  Febr.  1888  folgendermassen  besprochen: 

,yDie  Bestimmung  aller  r-gliedrigen  Gruppen  von  Punkttransformationen 
kann  jedenfalls  durch  Integration  von  gewöhnlichen  Differentialgleichungen  ge- 
leistet werden.  Schliesst  man  alle  Gruppen  mit  ausgezeichneten  infinitesimalen 
Transformationen  ans,  so  lassen  sich  die  betreffenden  Differentialgleichungen  leicht 
integriren.  Lässt  man  dagegen  die  soeben  eingeführte  Beschränkung  fallen,  so 
wird  die  Integration  jener  Differentialgleichungen  wesentlich  schwieriger.  Ich  bin 
indeas  auch  für  diesen  Fall  zu  dem  Resultate  gekommen,  dass  sich  die  betreffende 
Integration  durchführen  lässt.  Diese  Frage  ist  indess  so  verwickelt,  dass  ich  mir 
eine  definitive  Entscheidung  derselben  für  eine  spätere  GFelegenheit  vorbehalten 


muB8.^ 


Endlich  veröffentlichte  Lie  in  den  Leipz.  Ber.  vom  1.  Dec.  1890  die  Note:  „Be- 
stimmung aller  r-gliedrigen  transitiven  Gruppen  durch  ausführbare  Operationen**, 
in  der  er  die  früher  angegebenen  Ergebnisse  durch  allgemeingültige  Methoden 
bewies. 
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jedoch,  um  diese  Aufgabe  erledigen  zu  können,  einige  vor  bereitende 
Betrachtungen  einschalten. 

§  122. 
Es  sei: 

irgend  eine  r-gliedrige  Qruppe,  die  von  den  r  unabhängigen  infini- 
tesimalen Transformationen  X^f . , .  Xrf  erzeugt  ist  und  die  Zusammen- 
setzung dks  besitzt.  Wenn  wir  auch  vorläufig  noch  keine  solche 
Gruppe  kennen,  so  wissen  wir  doch,  dass  es  welche  giebt;  wie  sie 
gefunden  werden,  das  kommt  hier  noch  nicht  in  Betracht. 

Die  Gruppe  (3)  genügt  den  bekannten  Differentialgleichungen: 

sie  besteht  überdies  aus  paarweise  inversen  Transformationen  und 
enthält  die  identische  Transformation.  Wir  können  daher  nach  S.  565  f. 
voraussetzen,  dass  sich  die  ifjk{o)  für  die  Parameter:  a^  ...Oh^  der 
identiBchen  Transformation  regulär  verhalten  und  dass  ihre  Deter- 
minante für:  a  =a  a^  einen  endlichen  von  Null  verschiedenen  Werth 
besitzt.     Dann  sind  auch  in  den  Auflösungen: 

(5)  iki(x)  =^J  ajtj(a) -^    (*  =  i...ri.  =  i...») 

1  ^ 

der  Gleichungen  (4)  die  akj(a)  so  beschaffen,  dass  sie  sich  für:  Ok  ='0k^ 
regulär  verhalten  und  dass  zu  gleicher  Zeit  ihre  Determinante  endlich 
und  von  Null  verschieden  bleibt. 

Nach  Abschn.  I,  Kap.  21  gehört  nun  zu  der  Gruppe  (3)  eine  mit 
ihr  gleichzusammengesetzte  einfache  transitive  Gruppe,  ihre  Para- 
metergruppe.  Um  diese  Parametergruppe  zu  finden,  führe  man  zuerst 
eine  Transformation  von  der  Form  (3)  mit  den  Parametern  ai."(h 
aus,  dann  eine  mit  den  Parametern  b^  , .  .br]  die  entstehende  Tranfl* 
formation  hat  wieder  die  Form  (3)  und  ihre  Parameter:  c^..-^ 
drücken  sich  durch  die  a  und  die  b  in  bekannter  Weise  aus: 

(6)  Ck  =  g>k(cii  .  ,  .  OrJ    &!  .  .  .  br)       (*  =  l...r). 

Fasst  man  hier  die  a  und  die  c  als  Veränderliche  auf,  die  b  aber  als 
Parameter,  so  stellen  diese  Gleichimgen  die  Parametergruppe  der  Gruppe 
(3)  dar. 

Die  Gleichungen  (6)  stellen  aber  nach  Abschn.  I,  S.  428 1  noch 
eine  andre  Gruppe  dar;  fasst  man  nämlich  in  ihnen  die  b  und  die  c 
als  Veränderliche  und  die  a  als  Parameter  auf,  so  stellen  sie  die  zur 
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Parametergruppe  reciproke  Qruppe  dar.  Wir  wollen  diese  letztere  Gruppe 
von  jetzt  ab  als  die  zweite  Parametergrappe  bezeiclinen,  wahrend  die 
bisher  Parametergruppe  genannte  Gruppe  die  erste  Parametergruppe 
beissen  soll.  Doch  wollen  wir  festsetzen,  dass  jedesmal;  wenn  von  der 
Parametergruppe  schlechthin  gesprochen  wird,  darunter  die  erste  Para- 
metergruppe zu  verstehen  ist 

Wir  wollen  jetzt  die  infinitesimalen  Transformationen  der  beiden 
Parametergruppen  bilden  und  zwar  zunächst  die  der  ersten. 

Da  die  Transformation  (3)  für:  ak  =  a«^  in  die  identische  Trans- 
formation übergeht,  so  müssen  die  Gleichungen  (6)  fQr:  h^^^aj^  ergeben: 
Ck  ■=»  €ik'  Wir  werden  daher  jedenfalls  gewisse  infinitesimale  Trans- 
formationen der  ersten  Parametergruppe  finden,  wenn  wir  in  (6)  den 
hk  solche  Werthe:-  0^®+  ömk  ertheilen,  die  von  den  a*®  unendlich 
wenig  abweichen.  Die  infinitesimalen  Transformationen  der  ersten 
Parametergruppe,  die  wir  auf  diese  Weise  erhalten,  haben  die  Form: 

r 

(7)  a^^a,-\-^i]^m^'\bmj     (*  =  .... D, 

WO  wir  aus  leicht  begreiflichen  Gründen  a'k  für  Ck  geschrieben  haben. 
Es  lässt  sich  nun  auch  leicht  zeigen,  dass  die  Gleichungen  (7) 
die  allgemeine  infinitesimale  Transformation  der  ersten  Parameter- 
Gruppe  darstellen,  dass  also  unter  den  infinitesimalen  Transformationen 
[7)  r  unabhängige  vorhanden  sind.  Nach  Abschn.  I,  S«  405  erfüllen  ja 
lie  7Jb(^;  &)  Identitäten  von  der  Form: 

— g5 —  ^2j  **>(*)"'* (9*1  («>  **)•••  9r{a,  h)) 
ind  die  geben  bei  der  Substitutiou :  bt^ak"  über  in: 


rd<p^{a,  h)-\ 
L      dhj      X 


r 

1 


3a  nun  die  Determinante  der  ^rjifl^)  endlich  und  von  Null  verschie- 
len ist,  und  da  die  Determinante  der  Utkipi)  nicht  identisch  verschwindet, 
io  folgt  hieraus  augenscheinlich,  dass  die  r' infinitesimalen  Transfor- 
uationen: 

ttk  ^ak+      ^T \OG)j       (*=l...r) 


(y  =  1 . . .  r) 


von  einander  unabhängig  sind. 
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In  ganz  ähnlicher  Weise  gelangt  man  zu  den  infinitesimalen 
Transformationen  der  zweiten  Parametergruppe. 

Macht  man  in  (6)  die  Substitution:  at  =^  at^j  so  ergiebt  sich: 
Ck  «=  hkj  man  wird  daher  eine  infinitesimale  Transformation  der  zweiten 
Parametergruppe  bekommen,  wenn  man  die  at  durch  ak^-^-dot  ersetzt 
Die  so  entstehende  infinitesimale  Transformation  lautet: 

(8)  6/=ft,+2^r^^^^1aa,;     (t-l...r), 

wo  bk  an  Stelle  von  Ck  geschrieben  ist;  dass  sie  die  allgemeine  in- 
finitesimale Transformation  der  zweiten  Parametergruppe  ist,  konnte 
man  in  ähnlicher  Weise  einsehen,  wie  vorhin,  doch  würde  das  zu 
umständlich  sein,  da  wir  in  Abschn.  I  die  grundlegenden  Differen- 
tialgleichungen für  die  zweite  Parametergruppe  nicht  mit  angegeben 
haben.  Wir  schlagen  deshalb  einen  andern  Weg  ein,  der  zugleich 
über  die  Bedeutung  der  zweiten  Parametergruppe  Licht  verbreitet 

Bezeichnen  wir  wie  üblich  die  Transformation  (3)  mit  S{a)  nnd 
denken  •  wir  uns  die  a,  b  und  c  den  Gleichungen  (6)  unterworfen, 
so  ist:  S(a)S(it,)  «=  S(c),  eine  Gleichung,  die  sich  offenbar  auch  schreiben 
lässt : 

In  unserm  Falle  stimmt  nim  die  Schaar  der  oo^  Transformationen 
S(a)  mit  der  Schaar  S(a)  überein,  S^)  ist  also  nur  eine  andre  Form 
der  Gruppe:  Xyf.,.Xrf.  Legen  wir  aber  diese  Form  der  Gruppe: 
X^f , . .  Xrf  zu  Grunde,  so  ergiebt  sich  aus  Gleichung  (9)  sofort,  dass 
die  beiden  Parametergruppen  ihre  Rollen  vertauscht  haben,  die  bisher 
die  zweite  war,  ist  jetzt  die  erste  und  umgekehrt  Mit  andern  Worten: 
Die  zweite  Parametergruppe  der  Gruppe:  S(a)  ist  zugleich  die  erste 
Paranietergruppe  der  Gruppe:  SJ^). 

Bedenkt  man  endlich,  dass  die  Gruppe :  X^f ,  .,  Xrf  in  der  Form: 
S{i^)    durch  Gleichungen  von  der  Gestalt: 

Xi  =  Fi  (Xj^  . . .  a^n  ;  «i . . .  «r)     (i  =  1 . . . ») 

dargestellt  wird  und  dass  hier  die  Xi  als  Functionen  der  a  betrachtet 
Differentialgleichungen  von  der  Form: 

dx.        \~^ 

~  =  2J^Jk{a)  isi{x)      (f  =  1  ...»;*  =  1  ...  r) 
*  1 

befriedigen  (s.  S.  555),  und  beachtet  man  überdies,  dass  die  Deter- 
minante der  ^jk  für:  a^^a^  einen  endlichen  von  Null  verschiedenen 
Werth  hat,  so  übersieht  man  sofort,  dass  die  bei  der  ersten  Parameter- 
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gruppe  angestellteu  Betrachtungen  sich  unmittelbar  auf  die  infinitesi- 
male Transformation  (8)  anwenden  lassen  und  dass  (8)  wirklich  die 
allgemeine  infinitesimale  Transformation  der  zweiten  Parametergruppe 
darstellt. 

Die  gefundeneu  Ausdrücke  für  die  infinitesimalen  Transformationen 
der  beiden  Parametergruppen  haben  einen  begrifflichen  Sinn,  den  wir 
jetzt  noch  entwickeln  wollen,  weil  er  für  die  praktische  Berechnung 
dieser  infinitesimalen  Transformationen  von  Bedeutung  ist. 

Die  rechten  Seiten  der  Gleichungen  (7)  stellen  die  Parameter 
einer  gewissen  Transformation  unsrer  Oruppe  (3)  dar.  Aus  der  Ab- 
leitung der  Gleichungen  (7)  geht  heryor,  d^ss  man  diese  Transforma- 
tion erhält^  wenn  man  zuerst  die  Transformation  (3)  ausführt  und 
dann  die  ebenfalls  der  Schaar  (3)  angehorige  Transformation  S(ao+d(o)j 
die  augenscheinlich  die  Form: 

(10)  x/=  Xi  +^    "W^    *®*    0=1... «) 

besitzt.  Nun  stellen  die  Gleichungen  (10),  wenn  man  8m^ . . .  dcir 
willkürlich  lässt,  die  allgemeine  infinitesimale  Transformation  der 
Gruppe  (3)  dar  (s.  Abschn.  I,  S.  77  f.),  andrerseits  stellen  die  Glei- 
chungen (7)  die  allgemeine  infinitesimale  Transformation  der  ersten 
Parametergruppe  dar,  also  ergiebt  sich,  dass  man  diese  letztere  infini- 
tesimale Transformation  folgendermassen  berechnen  kann: 

Man  führt  merst  die  allgemeine  Transformation  S(a)  der  Gruppe 
(3)  atiSf  dann  ihre  allgemeine  infinitesimale  Transformation:  SXkXkf 
und  "berechnet  die  der  Transformation  S^a)  unendlich  benachbarte  Trans- 
formation /S(a+<j«),  die  auf  diese  Weise  entsteht  Die  Ausdrücke:  da^ . . .  dar 
stellen  dann  die  unendlich  Meinen  ZuwcuAse  dar,  die  a^. .  ,ar  bei  der 
allgemeinen  infinitesimalen  Transformation  der  ersten  Parametergruppe 
erhalten. 

Für  die  zweite  Parametergruppe  ergiebt  sich  ebenso  die  Regel: 

Man  führt  zuerst  die  allgemeine  infinitesimale  TransformcUion: 
UkkXkf  der  Gruppe  (3)  aus  und  dann  die  allgemeine  etidliclie  Trans- 
formation S(a)  dieser  Gruppe  und  berechnet  die  der  Transformation  Si^) 
unendlich  benachbarte  Transformation  5(«+<ja);  die  auf  diese  Weise  entr 
steht  Die  Ausdrücke:  da^ . .  .dor  sind  dann  die  unendlich  kleinen  Zu- 
wachse, die  a^. .  .ar  bei  der  allgemeinen  infinitesimalen  Transformation 
der  zweiten  Parametergruppe  erhalten. 

Alles  das  ist  selbstverständlich  nur  unter  der  Voraussetzung  gültig, 
die  wir  auf  S.  638  gemacht  haben,  unter  der  Voraussetzung  nämlich, 
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dass  sich  die  tl;jk{a)  in  der  Umgebung  der  Parameter:  o^^ . . .  ar^  der 
identischen  Transformation  regulär  verhalten  und  dass  die  Determi- 
nante der  ifjk(fl^)  nicht  yerschwindet.  Diese  Voraussetzung  kann  aber 
durch  eine  andre  ersetzt  werden^  die  fQr  die  praktischen  Anwendungen 
yiel  bequemer  ist.  Man  braucht  blos  zu  verlangen ,  dass  sich  die 
fi{Xf  a)  in  der  Umgebung  von  a^  . . .  Or^  regulär  verhalten  und  dass  die 
Gleichungen  (10)  bei  willkürlichen  dok  eine  Schaar  von  oo''~^  verschie- 
denen infinitesimalen  Transformationen  darstellen. 

In  der  That,  wenn  die  vorhin  wiederholte  Voraussetzung  erfüllt 
ist,  so  sind  es  offenbar  auch  die  eben  angegebenen  Forderungen.  Sind 
umgekehrt  diese  Forderungen  erfdllt,  so  ist  es  auch  jene  Voraussetzung. 
Dann  bestehen  nämlich  wegen  der  Differentialgleichungen  (4)  die 
Identitäten: 


[^-]  -i!*«W8,.W. 


«        -  a=o' 


Setzt  man  nun  in  diesen  für  x^.  .  .  Xn  der  Reihe  nach  r  verschiedene 
Werthsysteme:  x^^ . . .  xj^^  (fi  =  1 . . .r)  von  allgemeiner  gegenseitiger 
Lage,  so  erhält  man  ein  Gleichungensystem,  das  nach  den  ^>i(a^) 
auflösbar  ist  (s.  Abschn.  I,  S.  66,  Satz  5)  und  zwar  ergeben  sich  offen- 
bar fQr  alle  i^jkia^)  endliche  Werthe.  Dass  andrerseits  die  Determi- 
nante der  i^jkip^)  nicht  identisch  verschwindet,  folgt  daraus,  dass  es 
unter  den  infinitesimalen  Transformationen  (10)  r  von  einander  unab- 
hängige giebt. 

§  123. 

Wir  wenden  uns  jetzt  zur  Erledigung  der  auf  S.  637  gestellteD 
Aufgabe. 

Da  die  r^  Gonstanten  Cusf  die  uns  gegeben  sind,  den  Gleichungen 
(1)  genügen,  so  ist  es  sicher,  dass  es  in  einer  geeigneten  Zahl  ron 
Veränderlichen,  etwa  in  den  n  Veränderlichen  x^ . . ,  Xn  r  unabhängige 
infinitesimale  Transformationen: 

n 
Xkf=^^  iki(pOi  •  •  .  ^»)  ^       (*  =  1 .  .  .  r) 

giebt,  die  paarweise  in  Beziehungen  von  der  Form: 

r 
(2)  (X.Zt)  — 2^  Ci.  Z/       (*,*=l...r) 

1 

stehen  und  also  eine  r-gliedrige  Gruppe  von  der  Zusammensetzung 
dks  erzeugen.  Die  endlichen  Gleichungen  dieser  Gruppe  lauten  dann 
in  der  kanonischen  Form: 
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1) 


1  ■  ..r  1  ...r 

k  *  kj 

(i  =3  1  . . .  n) 


id  Dach  Abschn.  I^  S.  255  können  wir  den  Ausdruck: 

r  r 

2)  t^  hXif  ^^  etXuf   (M=«*) 

1  1  • 

iradezu  als  Symbol  der  endlichen  Transformation  benutzen^  die  durch 
e  Gleichungen  (11)  dargestellt  wird.  Bei  Anwendung  dieser  Sym- 
»lik  müssen  wir  aber,  um  folgerichtig  zu  sein,  als  Symbol  der  all- 
imeinen  infinitesimalen  Transformation  der  Gruppe  einen  Ausdruck 
MX  der  Form: 

r 

^  dcDjtXkf 
1 

rwenden,  unter  da^ , . ,  dor  willkürliche  unendlich  kleine  Grössen 
rstanden. 

Obwohl  wir  nun  in  Wahrheit  noch  keine  infinitesimalen  Transfor- 
ationen:  X^f. . .  Xrf  von  der  hier  angenommenen  Beschaffenheit 
innen,  so  werden  wir  doch  mit  Hülfe  der  im  vorigen  Paragraphen 
'gebenen  Vorschriften  dazu  gelangen,  die  infinitesimalen  Transfor- 
ationen  der  beiden  Parametergruppen  zu  berechnen,  die  zu  der  Gruppe 
1)  gehören.  Damit  sind  dann  zugleich  die  infinitesimalen  Transfor- 
ationen  zweier  r-gliedriger  reciproker  einfach  transitiver  Gruppen 
•n  der  Zusammensetzung  Cns  gefunden. 

Dass  die  Vorschriften  des  vorigen  Paragraphen  auf  den  gegen- 
Irtigen  Fall  anwendbar  sind,  unterliegt  nach  S.  642  keinem  Zweifel, 
nn  die  Gleichungen  (11)  verhalten  sich  ja  in  der  Umgebung  der 
irameter:  A^  =  •  •  •  =  Ar  «=  0  der  identischen  Transformation  regulär 
id  ausserdem  erhält  man,  wenn  man  in  (11)  die  Parameter  Xk  un- 
dlich  klein,  etwa  =dkk  wählt,  eine  Schaar: 


x/='  Xi  +^  *^* &fc.(«i  •  •  •  ^»)    (••  =  1 . . .«) 


m  infinitesimalen  Transformationen,  die  wegen   der  Unabhängigkeit 
mi  X^f . . ,  Xrf  aus  oo''~*  verschiedenen  Transformationen  besteht. 

§  124. 

Wir  suchen  zuerst  die  infinitesimalen  Transformationen  der  zweiten 
sirametergruppe  der  Gruppe  (11). 

14  ach  der  auf  S.  641  gegebenen  Regel  finden  wir  diese  infinit esi- 
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malen  Transformationen  folgendermassen:  Wir  führen  zuerst  die  all- 
gemeine infinitesimale  Transformation:  IJdmkXtf  der  Gruppe  (11) 
aus  und  dann  ihre  allgemeine  endliche  Transformation:  ZJetXkf, 
Durch  NacheinanderausfQhrung  dieser  beiden  Transformationen  mQssen 
wir  eine  Transformation  von  der  Form:  U (efi- 8 €k) Xkf  erhslten,  wo 
dci  . . .  dCr  die  unendlich  kleinen  Zuwachse  sind,  die  e^  ...  er  bei  der 
allgemeinen  infinitesimalen  Transformation  der  zweiten  Parametergruppe 
bekommen. 

Es  handelt  sich  also  darum ,  ie^ ,  . .  der  durch:  da>^ . . .  dor  auszu- 
drücken; das  aber  gelingt  uns  durch  ein  Verfahren,  das  Lie  schon 
1878  in  seinem  norwegischen  Archive  entwickelt  hat. 

Wir  lösen  zunächst  die  umgekehrte  Aufgabe,  das  heisst  wir 
drücken  die  dok  durch  die  dck  aus.  Wir  setzen:  ejt  =>  ^kt  und  definireu 
dXk  durch  iie  Gleichung:  tdXk'=»  dek^  dann  kommt  diese  umgekehrte 
Aufgabe  darauf  hinaus,  die  infinitesimale  Transformation:  SdcJkXkf 
so  zu  bestimmen,  dass  durch  Nacheinanderausführung  der  beiden  Trans- 
formationen: 2JdakXkf  und:  tUkkXkf  die  Transformation: 

t2(Xk+dXk)Xkf 
entsteht. 

Um  die  Lösung  dieser  Aufgabe  zu  vereinfachen,  führen  wir  an 
Stelle  der  x  neue  Veränderliche:  Jfi .  >  »ffn  ei^;  die  so  gewählt  sind, 
dass  der  Ausdruck:  2 XkXkf  die  einfache  Form: 

(13)  ^A*x*/-=|£ 

bekommt.  Das  ist  immer  möglich  und  zwar  hängen  die  neuen  Ver- 
änderlichen ausser  von  den  x  natürlich  auch  noch  von  A^ ...  Ar  ab. 
Wir  können  daher  annehmen,  dass  X^f . . .  Xrf  in  den  neuen  Veränder- 
lichen die  Form: 

(14)  ^*/'=2*^*.(yi..-y«)l^    (t=i...r) 

erhält,  wo  die  rjki  ebenfalls  von  A^  ...  Ar  abhängen. 

In   den   neuen  Veränderlichen   hat   die   Transformation    mit  dem 
Symbole:  tZJkkXkf  ähs  Symbol: 


r 


(s.  Abschn.  I,  S.  255),  ihre  Gleichungen  lauten  daher  einfach: 
(15)  y/=  yi, . . .,  y;-x  =  J/n-i,    Vn  =  yn  +  t. 

Denken   wir  uns    demnach   zuerst   die   infinitesimale   Transformation: 
SdtOkXkf  und  dann  die  endliche  Transformation:  t£XkX^f  ausgeführt, 
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(16) 


80  finden  wir  eine  Transformation  ^  die   in  den  neuen  Yeräuderlicheu 
geschrieben  die  Form: 

1 

r 

+2  ScDkfikiiVi  .  .  .  y»-l,    tfn) 
1 

(i  =s  1 .  .  .  n  —  1) 

besitzt. 

Andrerseits  erhält  die  Transformation  mit  dem  Symbole: 

jetzt  das  Symbol: 


y« 


Vi  —  Vi 


1  '^^        1 

ihre  Gleichungen  sind  demnach  durch  das  simultane  System: 


(17) 


dt 
dt 


1  +2*^*^2*»(y/.-.y«) 


1 

r 


MA4iyH(yi'...y;) 


(«  =  l...n— 1) 

mit  den  Anfangsbedingungen:  yi^^y^  für  f»=0  bestimmt. 

Bei  der  Integration  des  simultanen  Systems  (17)  müssen  wir  be- 
rücksichtigen,  dass  dX^,..dXr  unendlich  kleine  Grössen  sind;  wir 
brauchen  also  blos  die  Glieder  von  erster  Ordnung  in  den  SX  mitzu- 
nehmen. Wären  die  dk  gleich  Null,  so  stellten  die  Gleichungen  (15) 
die  Integralgleichungen  des  simultanen  Systems  (17)  dar;  wollen  wir 
daher  die  Integralgleichungen  dieses  simultanen  Systems  bis  auf  die 
Glieder  von  erster  Ordnung  in  den  dX  genau  haben,  so  müssen  wir 
auf  den  rechten  Seiten  von  (17)  für  y/. . .  y^  die  Werthe  (15)  ein- 
setzen und  dann  von  0  bis  t  integriren.  Die  gewünschten  Integral- 
gleichungen lassen  sich  auf  diese  Weise  in  der  Form: 


(18) 


y»  =  y»  +  ^  +2  *^*  /  ^*»(yi  •  •  •  y»-^'  y^  +  ^) 


dt 


0 


+2*  *^*  /  nkiijii  -  •  y«-i,  yn  +  0 


dt 


A»^mm»4^^^\^^. 


(» —  1  ...»•  —  1) 
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Die  zu  erledigende  Aufgabe  kommt  jetzt  darauf  hiuaus,  nachzu- 
wciseD;  dass  sich  die  dcok  derart  als  Functionen  Yon  dA|  . . .  iXr  und 
t  bestimmen  lassen ;  dass  die  beiden  Transformationen  (16)  und  (18) 
zusammenfallen,  dass  also  die  Gleichungen: 


(19) 


dt 


t 
r  r  /^ 

\  ( »  =  1  . . .  »I ) 

ZU  Identitäten  werden.  Dieser  Nachweis  gelingt  ziemlich  leicht,  weil  es 
hier  in  unserm  Falle  möglich  ist,  die  Integrale  auf  den  rechten  Seiten 
von  (19)  auszuführen. 

Zu  diesem  Zwecke  yersuchen  wir  r  Functionen:   Xi  •  •  •  TU-  ^^^  ^ 
und  den  dX  ausfindig  zu  machen,  die  n  Gleichungen  yon  der  Form: 

r 

(20)      \  Zj  *^* ^*'(J'i  •  •  •  J'«-^'  *'*  +  ^)  "^^  XJtVkiijfi . .  -  y*) 

identisch  befriedigen;  ist  uns  das  nämlich  gelungen,  so  brauchen  wir 

blos: 

t 

(21)  ä(Ok=JXkdt     (*  =  i...r) 

0 

zu  setzen,  um  auch  die  Gleichungen  (19)  identisch  zu  erfüllen. 

Die  Gleichungen  (20)  bestehen  offenbar  dann  und  nur  dann  iden- 
tisch, wenn  die  Xk  den  Gleichungen: 

r  r 

* Skkfikiivi  ...yn)  =^  Xktikiiyi . . .  y«-i,  Vn  —  0 
1  1 

oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  den  Gleichungen: 

r 
1 

und  den  Anfangsbedingungen:  Xk=dXk  für  ^  =  0  genügen.  Nun  ist 
aber  unter  den  gemachten  Voraussetzungen: 


oder  wegen  (13): 


1 ..  .r 


2r.  ^VjiiVt  ■•■Vn)  df       "Vi  "V-      /■  \^f 
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l...r 


(23)  I  — dy '^^  *  ^*^'  ^"  (yi  •  •  •  y- ) 


(/  =  1 . . .  r ;    «  s=  1  .  .  .  «) . 


Auf  Grund  dieser  Gleichungen  erhält  (22)  bei  Ausführung  der  Diffe- 
rentiation die  Form: 

1 . . .  r 

—^Xk^jCjksVsiivi . .  .yi—i,  y»  —  0  =  0 

und   diese  Gleichungen  zerfallen  endlich^  wegen  der  Unabhängigkeit 
der  infinitesimalen  Transformation:  Xif,..Xrf  in  die  folgenden: 

(.24)  -^=^^>2^-^-*«*        (*  =  l...r), 

1  I 

die  zusammen  mit  den  Anfangsbedingungen:  Xk  "=  9kk  f^r  ^  «=  0  die 
Functionen  Xk  vollständig  bestimmen. 

Die  Differentialgleichungen  (24)  erinnern  lebhaft  an  die.  Differen- 
tialgleichungen : 


r)} 


die  nach  S.  273  von  Abschn.  I  zusammen  mit  den  Anfangsbedingungen: 
Ck  ^=  et  für  ^  s=  0  die  endlichen  Gleichungen  einer  gewissen  linearen 
homogenen  Gruppe  bestimmen^  nämlich  die  endlichen  Gleichungen  der 
adjungirten  Gruppe*),  die  zu  den  r-gliedrigen  Gruppen  von  der  Zu- 
sammensetzung dka  gehört.  In  der  That  verwandeln  sich  die  Diffe- 
rentialgleichungen (24)  sofort  in  die  Gleichungen  (25),  wenn  man  t 
durch  — t  und  Xk  durch  e^  ersetzt  Nehmen  wir  daher  an,  dass  wir 
durch  Integration  von  (25)  die  endlichen  Gleichungen  der  adjungirten 
Gruppe  in  der  Form: 

r 

(26)  et  =^  Qkj  (X^t,...,Xrt)ef     (*  =  i . . .  r) 
1 

*)  Dass  hier  die  adJQDgirte  Gruppe  auftritt,  kann  nicht  überraschen;  denn 
fährt  man  in  die  allgemeine  infinitesimale  Transformation:  Ze^^Xj^f  der  Gruppe: 
Xi  /" .  .  .  X^f  neue  Veränderliche  ein  vermöge  der  Transformation  (16)  dieser 
Gruppe,  so  erhält  man  nothwendig  eine  infinitesimale  Transformation  von  der  Form: 
Zel.Xj.f,  wo  die  Beziehung  zwischen  den  e^  und  den  e^  durch  eine  Transforma- 
tion der  adjungirten  Gruppe  bestimmt  ist  (s.  Abschn.  1 ,  S.  270  ff.). 


648 
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gefunden  haben  —  es  ist  das  nebenbei  bemerkt  die  kanonische  Form 
dieser  endlichen  Gleichungen  —  so  lauten  die  gesuchten  Losungen  der 
Differentialgleichungen  (24)  folgendermassen: 


(27) 


r 


Durch  Einsetzen  dieser  Werthe  von  Xi  - » »Xr   müssen   sich  die  Glei- 
chungen (20)  in  Identitäten  verwandeln,  wir  haben  also; 


(20') 


1 

l...r 


kf 


(»  =s  1  .  . .  n) 


für  alle  Werthe  der  dXty  der  j/j  und  Yon   t.     Andrerseits  bekommen 
wir  nach  (21)  die  Gleichungen: 


(28) 


*®*  =  ^/  f^J  I  (>*/(—  Aj^,  •  .  .,  —  Xrt)  dt     (*  =  1  .  . . 


zur  Bestimmung  der  donk* 

Die  Functionen  QhjiXt)  lassen  sich  durch  ausführbare  Operationen 
bestimmen.  Da  nämlich  die  Differentialgleichungen  (25)  linear  and 
homogen  sind  und  lauter  constante  Coefficienten  haben,  so  kann  man 
bekanntlich  ihre  Integration  durchführen,  sobald  man  die  algebraische 
Gleichung: 


(29) 


e.kO  +  yjCi,kh 


(« ,  t  =  1  .  .  .  r) 


0 


aufgelöst  hat,  wo  6  die  Unbekannte  ist  und  wo  e^  wie  gewöhnlich 
=  0  oder  =  1  ist,  jenachdem  s  und  h  ungleich  oder  gleich  sind.  Be- 
zeichnen wir  die  von  einander  verschiedenen  Wurzeln  dieser  Gleichung 
mit:  tfi . . .  (y^;  so  werden  bekanntlich  die  (fkjiXt)  lineare  Functionen 
der  m  Ausdrücke: 


a.  t  <7,,,  t 


(30) 

mit  Coefficienten,  die  ihrerseits  ganze  Functionen  von  t  und  rationale 
Functiouen  der  Grössen:  A^  ...  Ar,  6^  , , ,  6^  sind. 

Hieraus  ergiebt  sich  femer,  dass  auch  die  Integrale  in  den  Glei- 
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chuDgen  (28)  ansfilhrbar  sind.  In  der  That,  es  wird  offenbar  das 
Integral: 

0 

wieder  eine  lineare  Function  der  m  Ausdrücke  (30),  mit  Coefficienten^ 
die  ganze  Functionen  von  t  und  rationale  Functionen  Yon  A^ ...  Ar, 
6i  , . .  6m  sind.  Bedenken  wir  überdies,  dass  dieses  Integral  für  ^«=0 
verschwindet  und  dass  qmj  die  Grössen  t  und  A^ ...  Ar  nur  in  den 
Verbindungen:  A^^,  ...^Ar^  enthält,  so  können  wir  setzen: 

t 

(31)  jQhji^t,  '  .  .,  ^rt)dt  =  t  .  Ipkji^it,  .  .  .,  Xrt), 

0 

wo  die  ipij^Xt)  Functionen  von  genau  derselben  Beschaffenheit  sind, 
wie  die  Qkji^f)' 

Durch  Benutzung  dieser  Formeln  ergeben  sich  aus  den  Identitäten 
(20')  die  nachstehenden: 

t 


(20") 


S  *^*  /  Vki(j/i . . . y«-i,  Vn  +  t)dt  = 


0 
1  ...r 

=^  tdlf  ^kj  (—  Ai^,  .  .  .,  —  Xrt)  VkiiVi  .  •  •  yn) 

(t  =  1 . . .  »)  f 


die  ebenfalls  für  alle  Werthe  der  dkk,  der  tfi  und  von  t  gültig  sind. 
Ausserdem  aber  bekommen  wir  nach  (28): 

r 
(28')  ä(Ok=^  tdXjiPjtj(—  X^t,...,   —Xrt)     (*-l...r) 

1 

als  endgültige  Darstellung  der  do^. 

Wir  wollen  hier  gleich  noch  erwähnen,  dass  (fkj{Xt)  für:  <  «=  0 
den  Werth  Skj  annimmt,  was  unmittelbar  einleuchtet  und  woraus  offen- 
bar folgt,  dass  für:  ^  =  0  auch  tkj{Xt)  =  €jtj  wird.  Hierin  liegt,  dass 
die  Determinante  der  tkj{Xt)  nicht  identisch  verschwindet  und  für 
^  =3  0  den  Werth  1  besitzt. 

Durch  die  vorstehenden  Entwicklungen  ist  Folgendes  bewiesen: 
Wenn  man  zuerst  die  infinitesimale  Transformation:  27 dojbXib/*  aus- 
führt, wo  die  dtOk  ä^s  (28')  zu  entnehmen  sind,  und  dann  die 
endliche  Transformation  (15),  so  ergiebt  sich  die  Transformation  (18). 
Kehren   wir   daher   zu   den    ursprünglichen   Veränderlichen:   x^ . , .  Xn 
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zurück  und  setzen  wir  wieder:  X^t^^eu  und:  t  .dXk'^  dejt,  so  können 
wir  auch  sagen: 

Führt  nian  ssuerst  die  infinitesififäle  Transformation  mit  dem  Symbole: 

r  1  ...r 

^*  *»*  -  Xkf=^  8ejifkj{—  ei,...y  —  er)  Xjtf 

1  Jk 

aus  und  dann  die  endliche  Transformation  mit  dem  Symbole: 

r 


(12)  2f  ''*^^' 

1 

so  erJiält  man  eine  Transformation,  deren  Symbol  die  Gestalt: 


'j^(ejt+de,)X,f 
1 
besitzt. 

Was  die  Form  der  Functionen:  i^kj  angeht,  so  ist  Folgendes  zu 
bemerken:  Die  Grössen:  <^^ . . .  öm  sind  algebraische  Functionen  von 
Aj  . .  .  Ar  und  zwar  sind  sie  homogen  Yon  erster  Ordnung,  demnach 
enthalten  öj^t, , .  .,6mt  die  A  und  t  nur  in  den  Verbindungen:  k^t^^ik 
und  werden,  wenn  man  sie  durch :  e^. , .  er  ausdrückt,  die  m  verschie- 
denen Wurzeln  der  Gleichung: 


1 


(«,  ibc=3  1 . .  .  r) 


0. 


Setzen  wir  daher:  6^t^^  <y^',  so  werden  die  ifk}{^  ...  fr)  lineare  Func- 
tionen der  m  Ausdrücke: 


öl  a,^ 


(30')  e\r.e 

mit  Coefficienten,  die  ihrerseits  rationale  Functionen  von:  c^ . .  .  6r  und: 
^i»  •  •  <^m  sind. 

Jetzt  sind  wir  aber  auch  im  Stande  die  infinitesimalen  Transfor- 
mationen der  zweiten  Parametergruppe  anzugeben.  Da  nämlich  die  Deter- 
minante der  ipij(Xt)  nicht  verschwindet,  so  sind  die  r  Gleichungen: 


(28")  dcDjt  =  ^/  dejfkji —  ^n  •  •  •;  —  ^r)     (*-=i...r) 

1 

nach:  de^  . , ,  der  auflösbar.  Wir  koimen  also  bei  ganz  beliebigen  doi 
stets  die  Transformation:  2^(c*  +  dek)Xkf  berechnen,  die  durch  Nach- 
cinauderausführung  der  beiden  Transformationen:  ZJdcokXkf  und: 
ÜCkXkf  entsteht;  die  betreffenden  Werthe  von:  de^  . .  .  der  stelleo 
dann   nach  S.  644   die  unendlich  kleinen   Zuwachse  dar,   die  e^  .  .  .Cr 
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bei  der  allgemeinen  infinitesimalen  Transformation  der  zweiten  Para- 
metergruppe erhalten. 

Um  die  Auflösung  der  Gleichungen  (28")  durchzuführen,  denken 
wir  uns  r*  Functionen:  akj(€i .  .  .Cr)  aus  den  r*  Gleichungen: 

r 

(32)  ^  ajfc,(ei . . .  er)tkj  (^i . .  •  ^r)  =  f,/     («,  >  =  i . . .  o 

1 

berechnet.  Diese  Functionen  werden  in  Folge  der  Beschaffenheit  der 
i'kj  rationale  Functionen  von:  e^ . . .  Cr,  <^/.  • .  <^m  und  den  Grössen 
(30');  mit  ihrer  Hülfe  lassen  sich  die  Auflösungen  der  Gleichungen 
(28")  in  der  Form: 

r 

(33)  des  =^  *»*«*,  (—  Cj, . . .,  —  Cr)     0  =  1 ...  r) 

1 
darstellen  und  es  sind  demnach: 

r 
(34)  Bkf  =  ^'  au  (—  gi>  '      »y  —  gr)  ^       (*=l...r) 

infinitesimale  Transformationen  der  zweiten  Parametergruppe.  Dass 
diese  infinitesimalen  Transformationen  von  einander  unabhängig  sind, 
ist  Yon  vornherein  sicher,  es  folgt  aber  auch  daraus ,  dass  die  Deter- 
minante der  il)kj  und  also  auch  die  der  a^g  nicht  identisch  verschwindet. 

§  125. 

Nunmehr  wollen  wir  die  infinitesimalen  Transformationen  der 
ersten  Parametergruppe  der  Gruppe  (11)  berechnen.  Dabei  können 
wir  uns  etwas  kürzer  fassen  als  bei  der  ziveiten. 

Wir  denken  uns  die  Veränderlichen:  J^i  .  - .  y»  so  gewählt  wie  auf 
S.  644 y  führen  aber  nun  zuerst  die  endliche  Transformation: 

(15)  yi  =  Vu '  •  •>  yn-i  =  yn-i,  Vn  —  y«  +  ^ 

aus  und  dann  die  infinitesimale:  SdmkXkf^  so  dass  wir  die  Transfor- 
mation: 


(35) 


Vn  =  yn  +  t  +^*  *0*^*»(yi  .  .  .  y»-l,   Vn  +  0 

1 

r 

y/  =  Vi       +^  9wknii(jfi .  - . y«-i,  y»  +  0 

1 
(« = 1 . . . » — 1) 


erhalten.     Die   dtOk  suchen   wir  so   zu   wählen,  dass   diese  Transfor- 
mation das  Symbol:  t2^{Xk'{-6Xk)Xkf  \m^  also  die  Form  (18)  erhält. 
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Zu  diesem  Zwecke  ist  es  nöthig,  die  GleichnngeD : 


(36) 


r 

1 

t 


durch  geeignete  Wahl  der  do«  zu  befriedigen. 

Wir   erinnern   zu    diesem   Zwecke   an   die  IdentitiLten  (20')  und 
(20^'),  vermöge  deren  die  Gleichungen  (36)  offenbar  die  Form: 


l...r 


^  8(oj(fkji—  hh  •  •  •;  —  ^0?»"Cyi  •  •  •  y«) 


1  ...r 


=^  tdXjtifjtj{—  Ai<i, . . .,  —  ArO«?A<(yi  •  • .  y«) 

annehmen.    Wegen  der  Unabhängigkeit  der  infinitesimalen  Transfor- 
mationen: X^f, . .  Xrf  ergiebt  sich  hieraus: 

r  r 

(37)  {^*^><^*/(""^i'^'"*;  —  ^»"O  =^^'*A/**>(—  Aj^, ...  — ArO 

(*  =  1 . . .  r)  . 

Um  diese  Gleichungen  nach  den  dmj  aufzulösen,  bemerken  wir,  dass  man 
durch  Auflösung  der  Gleichungen  (26)  erhält: 

r 

(26')  ejt  =^  Qkji—  Ai ^, . . .,  —  ArO  ^/     (*  =  1 . .  •  '•) ; 

wir  schliessen  daraus,  dass  sich  die  Auflösungen  der  Gleichungen  (37) 
in  der  Form: 

(*  =  1 .  .  .  r) 

darstellen  lassen. 

Hiermit  wären  die  dcik  gefunden,  wir  wollen  aber  gleich  noch 
eine  andre  Darstellung  für  sie  ableiten. 

Wir  differentiiren  die  Gleichungen  (36)   nach   ^,  indem  wir  die 
dät  als  Functionen  von  t  und  die  dA^   als  Gonstanten  betrachten: 
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dStOj^ 


1 

r 


jT  '^"'^i '  •  •  y— ''  y»  +  0  + 


+2  ^^^st vaiVi  •  •  ■  y*-u  y»  +  0  =■ 
1 

r 

=2  *^*^*»(yi  •  •  •  y»-i>  Vn  +  t). 

Drückt  man  hier  den  Differentialquotienten  Yon  riki  vermöge  (23)  aus, 
so  ergeben  sich  Gleichungen^  die  sich  ohne  Weiteres  in  die  folgenden 
zerlegen  : 

(38)  ~^^    ^^  Sh—^nj^'Cjnäos    (*  =  i...r). 

1  1 

Durch  diese  Differentialgleichungen  zusammen  mit  den  Anfangsbedin- 
gungen: dcik'^'O  für  ^==0  sind  die  däk  offenbar  vollständig  be- 
stimmt. 

Die  Integration  der  Differentialgleichungen   (38)   ist  sehr   leicht 
durchzuführen.     Differentiirt  man  nämlich  nach  t,   so  kommt: 

1  •         1 

was  genau  die  Differentialgleichungen  (25)  sind;  da  sich  nun  aus  (3S) 
ergiebt: 

so  kommt  einfach: 


es 


^  =2  Qkj{^i  ty...,  krt)  8  h 
und  mit  Benutzung  von  (31): 

am 

(37")  dat^^JtSi,il,tj(X,t,...,Xrt), 

1 

Gleichungen;  die  ganz  den  früher  für  die  dtOk  gefundenen  Gleichungen 
(28^  entsprechen. 

Kehren  wir  jetzt  zu  den  ursprünglichen  Veränderlichen  a:^ .  .  .  o:,» 
zurück  und  setzen  wir  wieder:  Xkt  >=  Ck  und:  tdXk  «=  dCk,  so  können 
wir  alles  das  so  ausdrücken: 

Führt  man  zuerst  die  endliche  Transformation  mit  dem  Symbole: 
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r 


(12)  ^i  euX,f 

1 

aus  und  dann  die  infinitesimale  Transformation  mit  dem  Symbole: 

r  l...r 

1  jk 

so  erhält  man  eine  Transformation,  die  das  Synibol: 

r 

j  (e*  +  *«*)  Xtf 

l 

besitzt. 

Nach  S.  641  erhalten  wir  daher  die  infinitesimalen  Transforma- 
tionen der  ersten  Parametergruppe;  wenn  wir  hier  d^^  . . .  dör  als 
willkürliche  unendliche  kleine  Grossen  betrachten  und  ie^ . . .  der  durch 
sie  ausdrücken.  Das  ist  aber  leicht  gemacht.  Die  Auflösungen  der 
Gleickungen: 

r 
(39)  dcäk  =^^  ^^J  ^kj{ei  ...  Cr)       (*  =  1  .  . .  r) 

1 
lauten  nämlich  offenbar: 

r 

(39')  dcj  =  ^  (Jöjb  akj{e^  ...  Cr )     ü  =  i . . .  r) 

und  es  sind  demnach: 

r 

(40)  Akf=^^J  akj(e^  ...  Cr)-^     (*  =  i . . .  r) 

r  unabhängige  infinitesimale  Transformationen  der  ersten  Parameter- 
gruppe. 

§  126. 

Die  gewünschten  infinitesimalen  Transformationen  der  zwei  Para- 
metergruppen der  Gruppe  (11)  sind  jetzt  gefunden.  Es  ist  nun  zwar 
von  vornherein  sicher,  dass  diese  Parametergruppen  beide  die  Zusam- 
mensetzung Ciks  besitzen,  es  empfiehlt  sich  aber  doch,  das  sichtbar  zu 
machen,  indem  man  ermittelt,  wie  sich  die  (ÄiAk)  aus  den  Äsf  \^i 
die  {BiBk)  aus  den  B^f  linear  zusammensetzen.  Das  lässt  sich  folgen- 
dermassen  bewerkstelligen: 

Bezeichnen  wir  die  allgemeine  Transformation:  SckXkf  der  Gruppe 
(11)  mit  iS(,),  so  können  wir,  wie  oben  gezeigt  wurde,  jede  £►(,)  unend- 
lich benachbarte  Transformation:  S{^^Se)  dadurch  erhalten,  dass  wir 
zuerst  S{f)  und  dann  jiie  infinitesimale  Transformation: 
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l...r 

^  dejtl;tj(e)X,f 

ausführen.     Nach  S.  554  f.  kommt  das  darauf  hinaus,  dass  die- o;/  in 
den  Gleichungen: 


x!  =  Xi  +  >*  eklkiix)  H (.  =  1 . . . «) 


der  Transformation  S^e)  den  Differentialgleichungen: 

dxf 


ex:         ^^ 

*         1 


genügen.  Diese  Differentialgleichungen  aber  lassen  sich  wegen  (32) 
auch  so  schreiben: 

da  nun:   X^f...  Xrf  nach  uusrer  Voraussetzung  in  den  Beziehungen: 

•  r 

(X,X»)=  ^'c,„X,f 

1 
stehen,   so   ergiebt   sich  hieraus   nach  S.  582,   dass:   A^f . , ,  Arf  die 
Gleichungen: 

r 

(41)  {AiAk)  =2J  <^ik»A,f    (f .  *  - 1 . . .  r) 

identisch  erfüllen. 

Nimmt  man  hierzu  noch  die  unmittelbar  einleuchtende  Thatsache, 
dass  sich,  sobald  man:  — e^, . . .,  — Cr  an  Stelle  von  e^, . .  Cr  als  neue 
Yeränderliche  einführt,  Akf  in:  —  Bkf  verwandelt,  so  erkennt  man, 
dass:  JB|/*. ..  jßr/*  ihrerseits  in  den  Beziehungen: 

r 

(42)  {BiB,)=^'Cki.B.f 

stehen. 

Endlich  wollen  wir  noch  einmal  daran  erinnern,  dass  unsre  beiden 
Parametergruppen  reciproke  einfach  transitive  Gruppen  sind,  dass  also 
die  Gleichungen: 

(43)  {AiBk)  =  0    (.•.*  =  i...r) 

identisch  bestehen.  Zugleich  mag  erwähnt  werden,  dass  wir  ihre 
infinitesimalen  Transformationen  gerade  in  der  Form  gefunden  haben, 
die  wir  auf  S.  379  von  Abschn.  I  für  die  infinitesimalen  Transfor- 
mationen  zweier  beliebiger  reciproker  einfach  transitiver  Gruppen  an- 
genommen haben. 
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,§  127 

Wir  keimen  also  jetzt  die  infinitesimalen  Transformationen  der 
beiden  Parametergmppen,  die  zn  der  Gruppe  (11)  auf  S.  643  gehören. 
Bei  der  Bestimmung  dieser  infinitesimalen  Transformationen  haben 
wir  nur  vorausgesetzt;  dass  die  infinitesimalen  Transformationen:  XJ 
.  . .  Xrf  der  Gruppe  (11)  in  den  Beziehungen: 

r 
(2)  (Xi Xk)  —^  Cik,  X,f      (/,*=»  1  ...  r) 

1 

stehen  und  dass  die  Gruppe  (11)  die  kanonische  Form  besitzt  Da- 
gegen nahmen  wir  keineswegs  an^  dass  uns  r  uiiabhängige  infinitesi- 
male Transformationen:  X^f . . .  Xrf  von  jener  Beschaffenheit  gegeben 
waren,  sondern  wir  stützten  uns  nur  auf  den  früher  bewiesenen  Satz, 
dass  es  stetS;  wenn  die  Cn»  die  Gleichungen  (1)  erfüllen,  r  solcbe 
infinitesimale  Transformationen:  X^/*. . .  Xr/*  giebt 

Nun  sind  die  Ausdrücke,  die  wir  für  die  infinitesimalen  Transfor- 
mationen unsrer  beiden  Parametergruppen  gefunden  haben,  offenbar 
von  der  besondem  Form  der  infinitesimalen  Transformationen:  XJ 
. .  •  Xrf  ganz  unabhängig,  denn  sie  sind  ja  durch  die  WerÜie  der  Con- 
stanten Cik»  vollständig  bestimmt.  Demnach  sehen  wir,  dass  überhaupt 
jede  r-gliedrige  Gruppe  von  der  Form  (11),  deren  infinitesimale  Trans- 
formationen: Xif...Xrf  in  den  Beziehungen  (2)  stehen,  die  von  uns 
gefundenen  Gruppen  zu  Parametergruppen  hat.  Hierin  liegt ,  im 
unsre  jetzigen  Entwicklungen  zugleich  einen  neuen  Beweis  ftlr  den 
Satz  1  auf  S.  414  f.  von  Abschn.  I  enthalten;  nur  leisten  sie  naturlich 
viel  mehr,  da  sie  ausserdem  nicht  blos  für  die  in  diesem  Satze  erwähnt« 
erste  Parametergruppe  die  infinitesimalen  Transformationen  finden  lehren, 
sondern  auch  für  die  isweüe. 

Da  die  beiden  von  uns  gefundenen  Parametergruppen  zu  einer 
r-gliedrigen  Gruppe  gehören,  die  die  kanonische  Form  besittt,  so 
wollen  wir  sie  als  kanonische  Parametergruppen  bezeichnen.  In  diesem 
Sinne  gehören  allerdings  zu  jeder  r-gliedrigen  Gruppe  unendlich  viele 
Paare  von  kanonischen  Parametergruppen,  nämlich  ebensoviele  als  die 
Gruppe  kanonische  Formen  besitzt.  Da  aber  aus  einer  kanonischen 
Form  einer  r-gliedrigen  Gruppe  jede  andre  durch  eine  lineare  homo- 
gene Transformation  der  Parameter  der  Gruppe  erhalten  wird  (s,  S.  608  f.), 
so  ist  klar,  dass  man  aus  einem  vorgelegten  Paare  von  kanonischen 
Parametergruppen  einer  r-gliedrigen  Gruppe  jedes  andre  Paar  dadurch 
ableiten  kann,  dass  man  in  den  beiden  vorgelegten  Parametergruppen 
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die  Veränderlichen:  e^ . . ,  er  einer  linearen  homogenen  Transformation 
unterwirft. 

Aus  dem  oben  Gesagten  geht  nun  hervor,  dass  jedes  Paar  von 
kanonischen  Parametergruppen  einer  r-gliedrigen  Gruppe  zugleich  für 
jede  andre  r-gliedrige  Gruppe  von  der  betreffenden  Zusammensetzung 
ein  Paar  von  kanonischen  Parametergruppen  ist.  Hierin  liegt,  dass 
die  kanonischen  Parametergruppen  jeder  r-gliedrigen  Gruppe  eine  von 
der  besondern  Form  dieser  Gruppe  ganz  unabhängige  Existenz  haben 
und  dass  sie  nur  von  der  Zusammensetzung  der  betreffenden  Gruppe 
abhängen.     Wir  können  daher  auch  sagen: 

Zu  jeder  Ztisammensetzung,  die  eine  r-gliedrige  Gruppe  haben  kann, 
gehören  unendlich  viele  Paare  von  kanonischen  Paratnetergruppen.  Kennt 
man  ein  solches  Paar^  so  findet  man  alle  andern,  indem  man  die  Vei'- 
änderlidien  der  beiden  bekannten  kanonischen  Parametergruppen  in  allge- 
meinster Weise  linear  und  homogen  transformirt 

Die  unendlich  vielen  Paare  von  kanonischen  Parametergruppen, 
die  hier  auftreten,  entsprechen  den  unendlich  vielen  verschiedenen 
analytischen  Darstellungen,  die  es  für  die  Zusammensetzung  einer 
jeden  r-gliedrigen  Gruppe  giebt.  Nach  Abschn.  I,  S.  289  f.  ist  ja  die 
Zusammensetzung  einer  r-gliedrigen  Gruppe  durch  die  Constanten  c,*, 
in  den  Relationen  (2)  bestimmt,  es  giebt  aber  im  Allgemeinen  un- 
endlich viele  verschiedene  Systeme  von  c,*,,  die  dieselbe  Zusammen- 
setzung bestimmen.  Unsre  obigen  Entwicklungen  zeigen  nun,  dass  jedes 
dieser  Systeme  von  Ca»  ein  ganz  bestimmtes  Paar  von  kanonischen 
Parametergruppen  liefert.  Ueberdie»  erhält  man  augenscheinlich  alle 
Paare  von  kanonischen  Parametergruppen,  die  zu  einer  bestimmten 
Zusammensetzung  gehören,  wenn  man  sich  zu  jedem  einzelnen  Systeme 
von  dkl,  das  die  betreffende  Zusammensetzung  darstellt,  das  zugehörige 
Paar  von  kanonischen  Parametergruppen  aufgestellt  denkt. 

Wir  fassen  jetzt  noch  die  Ergebnisse  der  letzten  Paragraphen 
zusammen  in  dem 

Theorem  52.     Kennt  man  ein  System  von  r^  Constanten  Cns 
das  die  Gleichungen: 

Cikt  +  Chi»  =  0 


(0 


r 

^  [CiktCrjs  +  CkJtCtis  +  CjitCfk,  ]  =  0 


(t,  i,i,«as  l  . .  .r) 

befriedigt  und  also  nach  dem  dritten  Fundamcntalsatze  (s.  S.  597) 
die  Zusammensetzung  gewisser  r-gliedriger  Gruppen  darstellt 

Li«,  Theorie  der  Transformationsgmppen.    III.  42 
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SO  braucht  man  blos  eine  algebraische  Gleichung  aufzulösen^ 
um  die  infinitesimalen  Transformationen  zweier  r-gliedriger 
reciproker  einfach  transitiver  Gruppen  von  der  Zusammen- 
setzung Ciki  aufstellen  zu  können.  Wählt  man  r  Grössen: 
e^.^.er  zu  Veränderlichen,  so  wird  die  aufzulösende  Gleichung 
durch  Nullsetzen  der  Determinante: 

1 . . .  r 

j 

erhalten,  wo  ea  wie  gewöhnlich  gleich  0  oder  1  ist,  jenachdem 
Je  und  s  von  einander  verschieden  oder  gleich  sind.  Bezeichnet 
man  nun  die  von  einander  verschiedenen  Wurzeln  dieser  Glei- 
chung mit:  öl  . . .  öm,  so  haben  die  infinitesimalen  Transfor- 
mationen der  ersten  von  den  beiden  gewünschten  einfach  tran- 
sitiven Gruppen  die  Form: 

r 

(40)  ^kf-^^^cckjie^  ...  Cr)  J--      (*  =  l...r), 

1  / 

WO  die  akj(e)  gewisse  rationale  Functionen  von:  e^  . . .  Cr,  von 
6i. . ,  6m  und  von: 

e'^\  .  .  e< 

sind;  andrerseits  haben  die  infinitesimalen  Transformationen 
der  reciprohen  einfach  transitiven  Gruppe  die  Form: 

r 

(34)  -B*/"=2a*>(— ^1,...,— 6r)   If       (*=!.. .r). 

1  ^ 

Die  beiden  Gruppen:  A^f . . ,  Ärf  und  B^f . . .  Brf  sind  durch  das 
gegebene  System  von  Cik»  vollständig  bestimmt  und  bilden  eines 
der  zu  der  Zusammensetzung  Cik»  gehörigen  Paare  von  kano- 
nischen Parametergruppen. 

§  128. 

Bevor  wir  unsre  Ergebnisse  auf  die  Bestimmung  der  r-gliedrigen 
transitiven  Gruppen  von  gegebener  Zusammensetzung  anwenden,  wollen 
wir  noch  einen  Paragraphen  einschalten. 

Wir  erwähnten  schon  auf  S.  591  den  ersten  Beweis,  den  Lie  für 
den  zweiten  Theil  des  zweiten  Fundamentalsatzes  veröffentlicht  hat, 
und  bemerkten,  dass  dieser  Beweis  auf  gewissen  Betrachtungen  beruhe, 
die  im  gegenwärtigen  Kapitel  Verwerthung  finden  sollten.  Gemeint 
waren  damit  die  Betrachtungen  des  §  124,  die  —  nach  unsrer  jetzigen 
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Ausdrucksweise  —  zur  Bestimmung  der  infinitesimalen  Transformatio- 
nen der  zweiten  Parametefgruppe  fähren.  Wenn  nun  auch  diese  Be- 
trachtungen hier 'in  erster  Linie  zu  andern  Zwecken  entwickelt  sind 
als  zu  dem;  die  Grundlage  für  einen  abermaligen  Beweis  der  zweiten 
Hälfte  des  zweiten  Fundamentalsatzes  zu  bilden^  so  kann  es  doch  nur 
nützlich  sein;  wenn  wir  zeigen ,  dass  sie  auch  zu  diesem  Zwecke  sehr 
geeignet  sind.  Wir  werden  deshalb  den  Gedankengang  jenes  ältesten 
Beweises,  den  Lie  für  den  erwähnten  Satz  geliefert  hat,  kurz  wieder- 
geben*). 

Wir  denken  uns  in  n  Veränderlichen:  x^  . .  .Xn  irgend  r  unab- 
hängige infinitesimale  Transformationen:  X^f  . . .  Xrf  v.orgelegt,  die  in 
den  Beziehungen: 

r 

(2)  {XiXt)  =^' Cn.X,f    (.•.*  =  i...r) 

1 

stehen.  Um  nun  zu  beweisen ;  dass  unter  dieser  Voraussetzung  die 
Schaar  der  Transformationen: 

l...r  l...r 


(44) 


k  kj 

(t  =3  1  .  .  .  n) 


eine  Gruppe  bildet^  verfahren  wir  folgendermassen**): 

Wir  zeigen  zunächst ,  dass  man,  wenn  man  erst  die  infinitesimale 
Transformation:  UdcjkXkf  und  dann  die  Transformation:  ZJekXkf 
ausführt,  eine  Transformation  mit  dem  Symbole:  27 (c*  +  dek)Xkf  er- 
hält, wo  die  dck  berechnet  werden  können.  Der  Beweis  hierfür  gestaltet 
sich  ganz  genau  so  wie  in  §  124,  denn  obwohl  wir  es  damals  als 
bekannt  voraussetzten,  dass  die  Schaar  (44)  eine  Gruppe  bildet,  haben 
wir  doch  in  §  124  von  dieser  unsrer  Kenutniss  gar  keinen  Gebrauch 
gemacht. 

Erlauben  wir  uns  mit  den  Symbolen:  UekX^f  u.  s.  w.  ebenso  zu 

*)  Die  folgenden  Auseinandersetzungen  werden  zeigen,  dass  der  Lie  sehe 
Beweis,  wie  wir  auf  S.  591  behaupteten,  streng  ist.  Allerdings  ist  zu  bemerken, 
dass  er  in  der  Fassung,  die  ihm  Lie  damals  gegeben  hat,  dem  Verständnisse 
einige  Schwierigkeiten  bereitet,  weil  die  Bezeichnungen  an  Durchsichtigkeit  zu 
wünschen  übrig  lassen.  Auch  ein  kleines  Versehen  findet  sich;  es  ist  nämlich  an 
einer  Stelle  (Archiv  for  Math,  og  Naturv.  Bd.  III,  S.  98)  die  Reihenfolge  zweier 
Transformationen,  die  nach  einander  ausgeführt  werden,  verwechselt,  aber  dieses 
Versehen  hat  auf  die  Strenge  des  Beweises  selbst  gar  keinen  Einfluss. 

^)  Wir  wenden  hier  natürlich  überall  die  uns  jetzt  geläufigen  Bezeichnungen 
an,  insbesondere  benatzen  wir  daher  den  Ausdruck:  Ze^^X^f  als  Symbol  für  die 
Transformation  (44),  denn  dieses  Symbol  bleibt  offenbar  auch  noch  in  dem  Falle 
anwendbar,  dass  die  Schaar  der  Transformationen  (44)  keine  Gruppe  bildet. 

42* 
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rechnen  wie  die  Substitutionentheorie  mit  den  Symbolen:  S,  T  • . .  ein- 
zelner Substitutionen,  so  können  wir  unsef  Ergebniss  durch  die  sym- 
bolische Gleichung: 

(45)  2  ^<o,X,f.'^ e,X,f  =2'  («*  +  '«OX"*/- 

ausdrücken,  wo  die  Sck  aus  den  ScHk  mit  Hülfe  der  Gleichungen: 


(46)  Sei=^d(OkOLkj{— e^j.,.,  —  er)    (y  =  i..r) 

1 

zu  berechnen  sind  (s.  S.  651). 

Setzen  wir:  6^%=  — lu^t,  wo  die  A^  endliche  Grössen  sind,  und 
berücksichtigen  wir,  dass  die  beiden  infinitesimalen  Transformationen: 
ZJdcOiX*/*  und:  — Zdco^Xtf  zu  einander  invers  sind,  so  ergiebt  sich, 
dass  die  Gleichung  (45)  auf  die  Form: 

(45-)  ^X,6tX^f.'^{e,  +  8e,)Xuf=-'^e^Xtf 

gebracht  werden  kann,  wo  die  Beziehung  zwischen  den  dck  und  den 
kkSt  durch  die  Gleichungen: 

r 

(46')  6€j  =  —  dt^  hcckj{—  «1,.:.,  —  Cr)     ü  =  l...r) 

1 

bestimmt  ist.  Erinnern  wir  uns  endlich,  dass  die  Schaar  der  oo' 
Transformationen:  ZJXktXkf  mit  dem  willkürlichen  Parameter  t  eine 
eingliedrige  Gruppe  bildet,  dass  also  die  Gleichung: 

2  htXkf.^hötXkf=^kk{t  +  dt)Xjtf 
besteht,  so  erkennen  wir,  dass  aus  (45 '^  die  Gleichung: 

(47)  ^  h(t  +  8t)XJ,^  {€u+  8eu)Xuf  =^  htX,f.^e,X,f 

folgt. 

Nunmehr  fassen  wir  die  Gleichungen  (46')  als  ein  simultanes 
System  auf  und  denken  uns  aus  ihnen:  e^^ , ,  ,er  als  Functionen  toh  i 
bestimmt,  etwa  mit  Hülfe  der  Anfangsbedingungen:  ek'==ek^  für:  /  =  0; 
dabei  möge  sich  ergeben: 

(48)  ßk  =  ^k(^it ,  .  .  ,  f  Xrt]    ei^.-.ßr®)       (*  =  l...r). 

Setzen  wir  diese  Werthe  der  €k  in  die  Transformation: 

(49)  ^htXkf.^€kXkf 

eiu,  so  wird  diese,  wie  die  Gleichung  (47)  zeigt,  von  t  unabhängig; 
wir  können  daher,  ohne  die  Transformation  (49)  zu  ändern,  i  den 
Werth  Null  ertheilen  und  erhalten  so  die  Gleichung: 
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(50)  ^XttX,f.^e,X,f=^e,oX,f, 

denn  die  Transformation:  SlttXtf  fällt  für:  ^  ==:  0  mit  der  identischen 
Transformation  zusammen. 

Die  Gleichung  (50)  wird  durch  die  Substitution  (48)  identisch 
erfüllt.  Nun  aber  lassen  sich  die  Gleichungen  (48)  auch  nach:  c,^...er^ 
auflösen  und  zwar  lauten  ihre  Auflösungen  einfach: 

(48')  ßk^  =  ^k{ —  Aj  ^,  .  .  .,  —  krt]    Ci,  .  .  .,  €r)       (*=  1    --r) 

(s.  Abschn.  I,  S.  82  f.);  demnach  wird  die  Gleichung  (50)  auch  dann 
zu  einer  Identität,  wenn  man  rechts  für:  e^^ . . ,  c^  ihre  aus  (48')  fol- 
genden Werthe  einsetzt.  Da  alles  das  bei  ganz  beliebiger  Wahl  der 
Xkt  und  der  e}^  gilt,  so  ist  hiermit  bewiesen,  dass  zwei  beliebige  Trans- 
formationen der  Schaar  (44)  nach  einander  ausgeführt  stets  wieder 
eine  dieser  Schaar  angehörige  Transformation  liefern,  dass  also  die 
Schaar  (44)  unter  den  gemachten  Voraussetzungen  eine  Gruppe  bildet. 

Der  vorstehende  Beweis  für  den  zweiten  Theil  des  Fundamental- 
satzes stammt,  wie  gesagt,  aus  dem  Jahre  1878.  Er  zeichnet  sich 
dadurch  aus,  dass  er  nur  mit  der  kanonischen  Form  der  Gruppe: 
X^f . . .  Xrf  operirt.  So  verschieden  er  nun  auch  von  dem  in  Ab- 
schnitt I  gelieferten  Beweise  zu  sein  scheint,  so  ist  doch  leicht  zu 
sehen,  dass  beide  Beweise  im  Grunde  ziemlich  nahe  verwandt  sind. 
Der  Beweis  in  Abschnitt  I  beruht  nämlich  —  so  können  wir  es  jetzt 
ausdrücken  —  auf  der  Bildung  von  r  unabhängigen  infinitesimalen 
Transformationen,  die  eine  einfach  transitive  Gruppe  von  der  Zusam- 
mensetzung Cikg  erzeugen,  unser  jetziger  Beweis  aber  beruht  ebenfalls 
auf  der  Bildung  von  r  solchen  infinitesimalen  Transformationen,  nur 
sind  es  hier  infinitesimale  Transformationen  von  ganz  besonderer 
Beschafibuheit,  nämlich  die  der  zweiten  kanonischen  Parametergruppe 
der  Gruppe  (44). 

Wir  wollen  schliesslich  noch  erwähnen,  dass  unser  jetziger  Beweis 
unmittelbar  auf  den  Fall  anwendbar  ist,  dass  die  r  infinitesimalen 
Transformationen:  X^f .  ..  Xrf,  die  in  den  Beziehungen: 

r 

(2)  (X,X*)=2'c,*.X/     (.■.»=l...r) 

1 

stehen,  nicht  von  einander  unabhängig  sind.  Die  Betrachtungen  des 
§124  bleiben  nämlich  in  allen  wesentlichen  Punkten  auch  für  diesen 
Fall  gültig  und  es  sind  nur  ganz  wenige  formelle  Aenderungen  erfor- 
derlich.    Hieraus  geht  hervor,  dass   man   den  eben  geführten  Beweis 
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auch  benutzen  kann,  um  die  Uebereinstimmung  zwischen  den  beiden 
Definitionen  des  meroedrischen  Isomorphismus  endlicher  continuirlicher 
Gruppen  in  neuer  Weise  zu  begründen  (s.  Abschn.  I,  Kap.  17  u.  21). 

§  129. 

Wir  wenden  uns  jetzt  zur  Erledigung  der  eigentlichen  Aufgabe 
unsers  Kapitels.  Wir  denken  uns  also  r*  Constanten  c,*,  vorgelegt, 
die  den  Gleichungen: 


(1) 


r 

^^  (CiktCrjt  +  CkjtCtit  +  CjirCtks)  =  0 


1 


genügen,  und    suchen   alle   r-gliedrigen   transitiven  Gruppen  von  der 
Zusammensetzung  Cns* 

Nach  Anleitung  der  §§  124  und  125  bestimmen  wir  zunächst  die 
infinitesimalen  Transformationen  zweier  r-gliedriger  reciproker  einfach 
transitiver  Gruppen  von  der  Zusammensetzung  Cng,  Dazu  ist,  wie  wir 
wissen ,  nur  die  Auflösung  einer  algebraischen  Gleichung  erforderlich; 
wir  können  daher  die  infinitesimalen  Transformationen  dieser  beideu 
Gruppen  als  bekannt  voraussetzen  und  annehmen,  dass  die  der  ersten 
die  Form: 

r 
(40)  ^kf  =  ^^CCkj{ei  ...   gr)    p^       (*=l...r) 

haben,  während  die  der  zweiten  die  Gestalt: 

r 

(34)  Bkf=y}  ctki (— ^1, . . .,  —  e.)  ^    (i  =  1 . . . r) 

besitzen. 

Wollen  wir  nun  für  jeden  Typus  r-gliedriger  transitiver  Gruppen 
von  der  Zusammensetzung  du»  einen  Repräsentanten  haben,  so  ist, 
wie  sich  aus  Kap.  22  von  Abschn.  I  ergiebt,  nur  nöthig,  dass  wir  die 
folgende  Aufgabe  lösen  können:  Gegeben  sind  m  unabhängige  infinitesi- 
male  Transformationen: 

r 

C^f  =  2}KkStf     0/  =  l...m) 
1 

irgend  einer  m-gliedrigen  Untergruppe  der  Gruppe:  BJ\  . .  Brf,  gesucht 
werden  die  Invarianten  dieser  Untergruppe,  also  mit  andern  Wort^^ 
irgend  r  —  m  unabhängige  Losgingen  des  m-gliedrigen  vollständigen  Systems: 

(51)  CJ=0,...,Cr,f=0. 
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Sind  nämlich :  u^  (^ . . .  Wr— /« (e)  irgend  rj—  m  unabhängige  Losungen 
dieses  vollständigen  Systems,  so  sind  die  r(r— -  m)  Ausdrücke:  Akii^ 
Functionen  von:  u^. .  .Ur^m  allein  und  die  r  infinitesimalen  Trans- 
formationen: 


i'  r — m  r — m 

(52) 


1 

(*  =  1  .  . .  r) 


erzeugen  in  den  r  —  m  Veränderlichen:  Mj  . . .  Ur^m  eine  transitive 
Gruppe^  die^  wenn  sie  r-gliedrig  ist,  die  gegebene  Zusammensetzung 
dks  besitzt  (s.  Abschn.  I,  Theor.  78,  S.  439).  Ueberdies  kann  man 
(a.  a.  0.  Theor.  79,  S.  443)  durch  geeignete  Wahl  der  Untergruppe: 
Cif . .  .  Cmf  stets  erreichen,  dass  die  Gruppe  (52)  mit  jeder  beliebigen 
r-gliedrigen  transitiven  Gruppe  von  der  Zusammensetzung  c^«  ähnlich 
wird.  Da  nun  die  Bestimmung  der  infinitesimalen  Transformationen 
aller  Untergruppen  der  Gruppe:  B^f . »  ,  Brf  nur  algebraische  Opera- 
tionen erfordert  (a.  a.  0.  Theor.  33,  S.  210),  so  ist  klar,  dass  wir  die 
infinitesimalen  Transformationen  jeder  r-gliedrigen  transitiven  Gruppe 
von  der  Zusammensetzung  Cm  sofort  angeben  können,  sobald  es  uns 
gelingt,  die  oben  ausgesprochene  Aufgabe  für  jede  beliebige  Unter- 
gruppe: Cif. . .  Cnf  der  Gruppe  (34)  zu  lösen. 

Die  Lösung  der  in  Rede  stehenden  Aufgabe  ist  äusserst  einfach. 

Da  nämlich  die  infinitesimalen  Transformationen  (40)  und  (34), 
die  uns  bekannt  sind,  zwei  reciproke  einfach  transitive  Gruppen  erzeu- 
gen, so  ist  es  nach  Theor.  51,  S.  634  möglich,  die  endlichen  Glei- 
chungen jeder  dieser  beiden  Gruppen  in  kanonischer  Form  aufzustellen, 
und  zwar  sind  dazu  ausser  algebraischen  Operationen  und  Eliminatio- 
nen nur  noch  soviele  von  einander  unabhängige  Quadraturen  erforder- 
lich, als  die  Gruppe  (40)  unabhängige  ausgezeichnete  infinitesimale 
Transformationen  enthält.  Wir  können  also  annehmen,  dass  uns  die 
endlichen  Gleichungen  jeder  der  beiden  Gruppen  (40)  und  (34)  bekannt 
sind  und  zwar  in  der  kanonischen  Form. 

Nunmehr  sind  wir  aber  nach  S.  624  f.  sofort  im  Stande,  auch  die 
endlichen  Gleichungen  der  Untergruppe:  Cif...Cmfder  Gruppe  (34) 
aufzustellen  und  zwar  ebenfalls  in  kanonischer  Form;  die  Invarianten: 
Wj  . . .  i*r— m  dieser  Untergruppe  finden  wir  dann  in  bekannter  Weise 
durch  Elimination.  Sind  endlich  diese  Invarianten  gefunden,  so  erhalten 
wir  wieder  durch  Elimination  die  infinitesimalen  Transformationen 
der  Gruppe  (52). 

Aber  wir  brauchen  uns  nicht  mit  den  infinitesimalen  Transfor« 
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niationeu  dieser  Gruppe  zu  begnügen,  wir  können  auch  ihre  endliclien 
Transformationen  angeben. 
In  der  That,  sind: 

(53)  Ck  =  9l*(Ci  .  .er]     Ai  .  .  .  Ar )        (*  =  l .  . .  r) 

die  endlichen  Gleichungen  der  Gruppe  (40),  die  wir  nach  dem  Obigen 
als  bekannt  voraussetzen  können,  so  müssen  die  r  —  m  Ausdrücke: 

bei  der  Substitution  (53)  eine  solche  Form  erhalten,  dass  sie  sich  durch: 
Ui{e)  . . .  Ur—mie)  und  A^ ...  Ar  allein  ausdrücken  lassen,  es  müssen  also 
vermöge  (53)  Relationen  von  der  Form: 

«y(e)  =  Ar (Wi  («)...  tlr—m(ß);     A^  .  .  .  Ar)        (v  =  1  . . .  r  —  m) 

bestehen.  Denkt  man  sich  diese  Relationen  aufgestellt,  was  vnederum 
nur  Eliminationen  erfordert,  so  sind  offenbar: 

(54)  Uy  =  £lv{Ui  .  .  .  Ur—m]    Aj  .  .  .  Ar )       (v  =  1 . . .  r  —  m) 

die  endlichen  Gleichungen  der  Gruppe  (52)  und  zwar  ebenfalls  in  der 
kanonischen  Form. 

Wir  können  daher  jetzt  unter  Berücksichtigung   der  Ergebnisse 
des  Kap.  22  von  Abschn.  I  das  Theorem  aussprechen: 

Theorem  53.    Kennt  man  ein  System  von  r^  Constanten  cu„ 
das  die  Gleichungen: 

Cikt  +  <^ki$  =  0 

r 

'j(CiktCrJ»  +  CkjtCtis  +  CjieCrks)  =  0 
1 

(i,  *,>,  a=  1  ...  r) 


(i) 


befriedigt  und  also  eine  mögliche  Zusammensetzung  einer 
r-gliedrigen  Gruppe  darstellt,  so  kann  man  stets  durch  soge- 
nannte ausführbare  Operationen  die  infinitesimalen  Transfor- 
mationen und  auch  die  endlichen  Gleichungen  aller  r-gliedrigen 
transitiven  Gruppen  von  der  Zusammensetzung  Ctks  aufstellen;  dU 
dazu  erforderlichen  ausführbaren  Operationen  sind  erstens  ge- 
wisse algebraische  Operationen,  zweitens  gewisse  Eliminatio- 
nen und  drittens  soviele  von  einander  unabhängige  Quadrah- 
ren,  als  eine  r-gliedrige  Gruppe  von  der  Zusammensetzung  dkt 
unabhängige  ausgezeichnete  infinitesimale  Transformationen 
enthält.  Man  Tzann  es  insbesondere  stets  so  einrichten^  dass 
man  für  jeden  Typus  r-glicdriger  Gruppen  von  der  Zusammen- 
setzung Cikt  eine  und  nur  eine  Gruppe  als  Repräsentanten  erhält 
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und  dass  man  die  endlichen  Gleichungen  jedes  solchen  Reprä- 
sentanten in  kanonischer  Form  bekommt. 

In  Kapitel  29  werdeu  wir  sehen,  dass  die  in  Theorem  53  erwähn- 
ten Quadraturen  erspart  werden  können,  sobald  man  sich  mit  der  Auf- 
stellung der  infinitesimalen  Transformationen  der  gesuchten  Gruppen 
begnügt. 


Kapitel   28. 

Allgemeines  über  die  Zusammensetzting  r-gliedriger  Gruppen. 

Der  Ausgangspunkt  für  Lies  allgemeine  Untersuchungen  über 
endliche  continuirliche  Gruppen  war  die  Aufgabe:  eine  lineare  homo- 
gene partielle  Differentialgleichung  erster  Ordnung  zu  integriren,  die 
bekannte  infinitesimale  Transformationen  gestattet.  Lie  führte  diese 
Aufgabe  auf  den  besonderen  Fall  zurück,  dass  zwischen  den  bekannten 
infinitesimalen  Transformationen  Relationen  von  der  Form: 


{XiXk)  =  yj  CikiX^f     (I,  *  =  !... r) 


bestehen.  Damit  war  der  Begrifi*  der  endlichen  continuirlichen  Gruppe 
gegeben  und  es  galt  nun  insbesondere  festzustellen,  wie  sich  die  Kennt- 
niss  von  solchen  infinitesimalen  Transformationen,  die  eine  vorgelegte 
lineare  partielle  Differentialgleichung  invariant  lassen  und  dabei  eine 
endliche  continuirliche  Gruppe  erzeugen,  für  die  Integration  dieser 
Differentialgleichung  verwerthen  lässt.  Es  stellte  sich  heraus,  dass 
die  Untersuchung  über  die  Verwerthbarkeit  der  bekannten  infinitesi- 
malen Transformationen  eine  rein  algebraische  Aufgabe  war,  dass  also 
die  Schwierigkeit  der  noch  erforderlichen  Integrationen  durch  blose 
algebraische  Operationen  bestimmt  werden  konnte.  Da  die  betreffen- 
den algebraischen  Operationen  nur  von  den  Constanten  Ca«  in  den 
Relationen:  (X,X;t)  = -27ca,X,/*  abhängen,  so  war  hiermit  auch  der 
Begriff  der  Zusammensetzung  einer  endlichen  continuirlichen  Gruppe 
gegeben. 

In  der  That,  jedes  Integrationsproblem,  bei  dem  eine  endliche 
continuirliche  Gruppe  auftritt,  konnte  auf  die  Integration  einer  Reihe 
von  Hülfsgleichungen  zurückgeführt  werden,  deren  Ordnungen  nur 
von  der  Zusammensetzung  der  betreffenden  Gruppe  abhingen«  Lie 
wurde  daher   mit  Nothwendigkeit  darauf  geführt,  die  endlichen  con- 
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tinuirlichen  Gruppen  losgelost  von  ihrer  besonderen  Form^  blos  auf 
ihre  Zusammensetzung  hin  zu  untersuchen,  sich  also  auf  den  Stand- 
punkt zu  stellen,  dass  ^leichzusammengesetzte  Gruppen  nicht  als 
wesentlich  verschieden  betrachtet  werden.  Andrerseits  behandelte  er 
aber  auch  schon  sehr  früh  die  Aufgabe,  alle  Gruppen  von  gegebener 
Zusammensetzung  zu  bestimmen,  und  erledigte  diese  Aufgabe  schoii 
1876  für  die  Gruppen  von  Berührungstransformationen*). 

Auch  in  Lies  ältesten  Untersuchungen  über  die  Transformations- 
gruppen  der  Ebene  und  des  Raumes  spielte  der  Begriff  der  Zusammen- 
setzung und  der  daraus  abgeleitete  Begriff  der  adjungirten  Gruppe  eine 
sehr  grosse  Rolle.     Als^Lie  in  dem  Jahre  1874  zum  ersten  Male  alle 
endlichen  Gruppen  von  Punkttransformationen    und  von  Berühmngs- 
transformationen  einer  Ebene  bestimmte,  da  gelangte  er  hauptsachlich 
dadurch  zum  Ziele,  dass  er  eine  Reihe  von  Sätzen  über  die  Zusammen- 
setzung  von   Gruppen   und   über   die    adjungirte  Gruppe    fortwährend 
anwendete  und  so  schrittweise  von  den  zwei-,  drei-  und  viergliedrigen 
Gruppen  zu  Gruppen  mit  immer  mehr  Parametern  aufstieg.     Da  aber 
das  Operiren  mit  der  adjungirten  Gruppe  der  Darstellung  nicht  geringe 
Schwierigkeiten  bereitet,   indem  es  zu  einem  fortwährenden  Wechseln 
zwischen    verschiedenen  Räumen   nothigt,    so  drängte  Lie    in  seinen 
Abhandlungen  nach  und  nach  diese  Methode  immer  mehr  zurück,  was 
ihm  namentlich  durch  Einführung  des  Rechnens  mit  den  Reihenent- 
wicklungen  der   infinitesimalen    Transformationen    ermöglicht    wurde. 
So  kommt  es,  dass  sich  in  Bd.  III  des  norwegischen  Archivs  bei  der 
Bestimmung    der    endlichen    continuirlichen  Gruppen   der   Ebene  nur 
noch  mehr  oder  minder  deutliche  Spuren  jener  älteren  Methode  finden 
und  dass  in  Bd.  16  der  Math.  Annalen   auch  diese  Spuren  fast  voll- 
ständig  verschwunden   sind.      Nichtsdestoweniger   benutzt«   Lie  auch 
später  noch  in  vielen  Fällen  jene  ältere  Methode,  nur  in  seinen  Ver- 
öffentlichungen trat  sie  sehr  wenig  hervor. 

Es  ist  nicht  unsre  Absicht  auf  diese  Methode  einzugehen,  doch 
werden  wir  einige  von  den  Sätzen  über  Zusammensetzung,  die  Lie 
bei  seinen  ältesten  gruppentheoretischen  Untersuchungen  fortwährend 
benutzte,  in  dem  gegenwärtigen  Kapitel  mittheilen  und  zwar  in  Ver- 


*)  Norwegisches  Archiv  Bd.  I  in  der  2.  Abhandlung  über  Transformaüons- 
grnppen.  Man  sieht  hieraus,  dass  Lie  sich  schon  damals  mit  den  beiden  Proble- 
men beschäftigte,  alle  Zusammensetzungen  r-gliedriger  Gruppen  und  alle  r-glied- 
rigen  Gruppen  von  gegebener  Zusammensetzung  zu  bestimmen.  Erst  sp&ter  bat 
Cayley  auf  die  entsprechenden  Probleme  in  der  Theorie  der  Substitutionengnippen 
hingewiesen,  uns  scheint  aber,  dass  man  mit  viel  mehr  Recht  Galois  und  C.  Jordan 
als  die  Urheber  dieser  substitutionentheoretischen  Probleme  bezeichnen  kann. 
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bindung  mit  gewissen  fandamentalen  Sätzen  über  Zusammensetzung, 
die  aus  dem  Jahre  1882  herrühren. 

Das  gegenwartige  Kapitel  enthält  mit  einer  einzigen  später  an- 
gegebenen Ausnahme  nur  solche  Sätze  über  die  Zusammensetzung,  die 
Lie  schon  1883  oder  noch  früher  gefunden  hat.  Die  neueren  Unter- 
suchungen über  die  Zusammensetzung,  die  yon  anderer  Seite  angestellt 
worden  sind^  werden  hier  nicht  mit  berücksichtigt,  über  sie  werden 
wir  in  Kapitel  29  berichten. 

Was  die  Gliederung  des  gegenwärtigen  Kapitels  anbetrifft,  so  ist 
Folgendes  zu  bemerken.  In  §  130  und  131  erinnern  wir  kurz  an  die 
adjungirte  Gruppe  und  an  die  Untersuchungen  des  Abschnitts  I  über 
gewisse  Gruppen,  die  wir  jetzt  integrable  Gruppen  nennen  werden. 
In  §  132  bestimmen  wir  die  Zusammensetzungen  aller  r-gliedrigen 
einfachen  Gruppen,  deren  grösste  Untergruppen  entweder  r  —  1,  oder 
r  —  2,  oder  r  —  3  Parameter  haben.  In  §  133  und  134  entwickeln 
wir  einige  allgemeine  Sätze  über  Untergruppen  beliebiger  Gruppen. 
In  §  135  zeigen  wir,  dass  zu  jeder  beliebigen  Gruppe  eine  Reihe  von 
Zusammensetzungen  einfacher  Gruppen  gehört,  und  beweisen  im  An- 
schlüsse daran  einen  allgemeinen  Satz,  der  für  die  Integrationstheorie 
von  der  weittragendsten  Bedeutung  ist.  Leider  können  wir  auf  die 
so  wichtigen  Beziehungen  zwischen  der  Gruppentheorie  und  der  In- 
tegration der  Differentialgleichungen  nur  kurz  eingehen. 

Diesen  allgemeinen  Untersuchungen  lassen  wir  dann  noch  einige 
von  speciellerem  Charakter  folgen.  In  §  136  und  137  bestimmen  wir 
nämlich  die  Zusammensetzungen  aller  zwei-,  drei-  und  viergliedrigen 
Gruppen  und  in  §  138  die  Zusammensetzungen  aller  nicht  iütegrabeln 
fünf-  und  sechsgliedrigen  Gruppen. 

Nach  einigen  Bemerkungen  verschiedenen  Inhalts  in  §  139  be- 
sprechen wir  in  §  140  noch  kurz  den  Zusammenhang  der  höheren 
complexen  Zahlen  mit  der  Gruppentheorie. 

§  130. 

Die  adjungirte  Gruppe  einer  r-gliedrigen  Gruppe  haben  wir  in 
Kap.  16  von  Abschn.  I  definirt  und  näher  untersucht  Wir  wollen  aber 
jetzt  noch  einmal  auf  sie  zurückkommen  und  die  früheren  Betrach- 
tungen etwas  vervollständigen. 

Es  «sei: 

(1)  Xi   =  /i  (a?!  .  .  .  Xn\    «1  .  .  .  «r)        0=1...  '0 

irgend  eine  Form  der  endlichen  Gleichungen  einer  r-gliedrigen  Gruppe 
die  aus  paarweise   inversen  Transformationen  besteht  und   von  den  r 
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unabhängigen  infinitesimalen  Transformationen:  X^f .  .  ,  Xrf  erzeugt 
wird.  Unter  S{^a)  verstehen  wir^  wie  ge wohnlich ,  die  allgemeine  end- 
liche Transformation  dieser  Gruppe. 

Wir  denken  uns  irgend  eine  Transformation  5(a)  unsrer  Gruppe 
auf  die  allgemeine  Transformation  5(a)  der  Gruppe  ausgeführt  Die 
Transformation ;  die  wir  auf  diese  Weise  erhalten,  lautet:  S^)S^a)S(a) 
und  gehört  unter  den  gemachten  Voraussetzungen  wieder  der  Gruppe 
(1)  an,  sie  kann  also  die  Form:  S^a')  erhalten,  wo  die  Parameter: 
a^,.,ar  gewisse  Functionen: 

(2)  a\  ■=  (Ok{cL^  .  .  .  Ör  5     Öj  .  .  .  Ör)       (» —  1  . . .  r) 

der  a  und  der  a  sind.    Führen  wir  weiter  auf  die  Transformation  S^a') 
die    Transformation    S(^)    aus,    so   erhalten   wir   die   Transformation: 
S(b)^S(fl')S(b),  die  auf  die  Form  S(a")  gebracht  werden  kann,  wo  die  a 
augenscheinlich  durch  die  Gleichungen: 

(3)  a'k  =  G)k  («i' . . .  a/;  ii . . .  hr)     (*  ==  i . . .  o 

bestimmt  sind.     Nun  aber  ist: 

und  andrerseits  besteht  eine  Gleichung  von  der  Form:  Ä(o)S(b)  =  S{(), 
in  der  die  c*  sich  in  bekannter  Weise: 

(4)  C*  =  9>*(0i  .  .  .  Or;    bi  .  .  .  br)       (*  =  1 . . .  r) 

durch  die   a  und  die  b  ausdrücken,  demnach  v?ird  auch: 

also  ergiebt  sich,  dass  zwischen  den  ük  und  den  a'k  die  Gleichungen: 

(5)  a'k  =  G>k{(^i  ...  Ar  ;     C^  ...  Cr)        (*  =  1 .  .  .  r) 

bestehen.     Die  Gleichungen  (5)  sind  also  eine  Folge  der  Gleichungen 
(2) ,  (3)  und  (4). 

Aus  dem  Gesagten  geht  hervor,  dass  die  Gleichungen  (2)  mit 
den  r  Parametern  a^  . ,  ,  ür  eine  Gruppe  in  den  r  Veränderlichen 
a^  ,  , .  Or  darstellen.  Diese  Gruppe  ist  augenscheinlich  mit  der  Gruppe 
(1)  isomorph;  sie  giebt  an,  wie  die  oo''  Transformationen  der  Gruppe 
(1)  unter  einander  vertausclit  werden,  wenn  man  auf  die  Schaar  dieser 
00*"  Transformationen  die  allgemeine  Transformation  der  Gruppe  (1) 
ausführt. 

Da  die  Gleichungen  (1)  der  Gruppe:  XJ...  Xrf  unbegränzt  viele 
verschiedene  Formen  erhalten  können  (vgl.  S.  607),  so  ist  klar,  dass 
zu  der  Gruppe:  X^f,.  .Xrf  unbegränzt  viele  verschiedene  Gruppen (2) 
gehören.    Aber  alle  Gruppen  (2),  die  mau  für  die  Gruppe:  Xif...Xr{ 
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bilden  kann,  sind  mit  einander  ähnlich,  denn  aus  der  Form  (1)  erhält 
man  ja  jede  andre  Form  der  endlichen  Gleichungen  der  Gruppe: 
Xyf...Xrf,  indem  man  an  Stelle  der  a  neue  Parameter  einführt, 
und  dabei  verwandelt  sich  ja  die  Gruppe  (1)  in  eine  mit  ihr  ähnliche 
Gruppe. 

Unter  den  Gruppen  (2),  die  zu  der  r-gliedrigen  Gruppe:  X^f.  .. 
Xrf  gehören,  ist  eine  ausgezeichnet,  die  nämlich,  die  man  erhält, 
wenn  man  die  endlichen  Gleichungen  der  Gruppe:  X^f . . .  Xrf  in 
ihrer  kanonischen  Form: 

(1 ')  Xi  =  f,  (X^  ,  ..  Xn'y    ^1  .  .  .  Cr)       (i  =  1  . . .  n) 

ZU  Grunde  legt.  Wird  der  üebergang  von  den  Parametern:  a^...nr 
zu  den  kanonischen  Parametern:  e^  , ,  .Cr  durch  die  Gleichungen: 

ÖTjfc  =  Stt(ei  ...  Cr)       (*=  1  .  . .  r) 

vermittelt,  ist  also: 

fi{x^  . . .  a;„;  %{e)  . . .  %(e))  ee  f,(a;i . . .  rr»;  e^ . . .  Cr) 

(vgl.  S.  610  f.),  so  wird  die  Gruppe  (2),  die  zu  der  Form  (1')  der  end- 
lichen Gleichungen  der  Gruppe:  X^f . . .  Xrf  gehört,  durch  die  Glei- 
chungen: 

(2')     %,{€,',  ..€r')  =  aj*(8l,  (c)  . . .  «.(e);  8li(c)  .  • .  ^(t))     (*  =  i . . .  r) 

dargestellt,  unter  den  e  Parameter  verstanden. 

Die  Gruppe  (2')  ist  nichts  anderes  als  die  adjungirte  Gruppe  der 
Gruppe:  X^f,..  Xrf  und  zwar  die  adjungirte  Gruppe  in  der  kanoni- 
schen Form. 

In  der  That,  zu  der  adjungirten  Gruppe  der  Gruppe:  X^f. . .  Xrf 
gelangten  wir  auf  S.  270  ff.  von  Abschn.  I  dadurch,  dass  wir  in  die 
allgemeine  infinitesimale  Transformation:  ZJetXkf  vermöge  (1)  die 
neuen  Veränderlichen:  x^...Xn  einführten.     Aus  der  Gleichung: 


(6)  2j  '"  ^•'f  =Z*  ''»'^*'A 

1  1 

die  wir  so  erhielten,  folgten  gewisse  Relationen: 

r 

(7)  ^k=^^  Qkjjai ...  ar)ej     (*=»i...r), 

die  eine  Gruppe  darstellten,  eben  die  adjungirte  Gruppe.  Da  wir  nun 
den  Ausdruck:  ZckXkf  geradezu  als  Symbol  der  endlichen  Transfor- 
mation (1')  auffassen  können  (a.  a.  0.  S.  255) ,  so  ist  klar,  dass  die 
adjungirte  Gruppe  (7)  angiebt,  wie  die  Schaar  der  (xf  Transformatio- 
nen (1')  transformirt  wird,  wenn  man  auf  sie  die  Transformation  (1) 
ausführt.    Hieraus  aber  folgt  offenbar,  dass  die  Gleichungen: 
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r 
1 

die  Gruppe  (2)  darstellen ,  die  zu  der  Form  (1')  der  endlichen  Glei- 
chungen der  Gruppe:  Xif...Xrf  gehört,  dass  also  die  Gleichungen 
(2')  die  Form  (7')  erhalten  können.  Endlich  ist  von  vornherein  klar, 
dass  (7')  die  kanonische  Form  der  endlichen  Gleichungen  der  adjun- 
girten  Gruppe  darstellt,  unsre  oben  aufgestellte  Behauptung  ist  also 
vollständig  bewiesen. 

Wir  sehen  also,  dass  zu  jeder  Form  (1)  der  endlichen  Gleichungen 
einer  r-gliedrigen  Gruppe  eine  ganz  hestitnmte  isomorphe  Gruppe  (2) 
gekört;  alle  diese  Gruppen  (2)  sind  mit  einander  äJinlich  und  unier  ihm 
ist  die  adjungirte  Gruppe  der  Gruppe:  X^f . .  .Xrf  eftthaÜen, 

Diese  Einführung  der  adjungirten  Gruppe  hat  vor  der  in  Abschn.  I 
gewählten  den  Vorzug,  dass  sie  die  adjungirte  Gruppe  nicht  als  etwas 
ganz  einzig  dastehendes  erscheinen  lässt,  sondern  als  ein  allerdings 
ausgezeichnetes  Glied  in  einer  Kette  von  mit  einander  ähnlichen 
Gruppen.  Die  adjungirte  Gruppe  spielt  offenbar  unter  diesen  Gruppen 
genau  dieselbe  Rolle  wie  die  beiden  kanonischen  Parametergruppen 
unter  allen  den  Paaren  von  Parametergruppen,  die  zu  einer  r-glied- 
rigen  Gruppe  gehören  (vgl.  S.  656  f.  u.  Abschn.  I,  Kap.  21). 

Wir  werden  jetzt  die  wichtigsten  unter  den  Betrachtungen,  die 
wir  in  Kap.  16  des  Abschn.  I  an  die  adjungirte  Gruppe  angeknüpft 
haben,  noch  einmal  kurz  auseinandersetzen,  um  das  Yerständniss  der 
späteren  Paragraphen  des  gegenwärtigen  Kapitels  möglichst  zu  er- 
leichtern. 

Ist  die  Zusammensetzung  der  r-gliedrigen  Gruppe:  XJ,..Xrl 
durch  die  Relationen:. 


r 

(8)  {X,X,)^^'CasXJ    o-,*^!... 


r) 


bestimmt,    so    wird    die    adjungirte    Gruppe    von    den   infinitesimalen 
Transformationen : 

l...r 

erzeugt,  die  ihrerseits  in  den  Beziehungen: 

(9)  [ßi  Et)  =2  '''  *'"^'/'  ^'  *  =  1  •  •  • ') 
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stehen.  Enthält  die  Gruppe:  XJ...  Xrf  gerade  l  unabhängige  aus- 
gezeichnete infinitesimale  Transformationen^  so  giebt  es  unter  den  infini- 
tesimalen Transformationen  Ekf  gerade  r  —  l  von  einander  unab- 
hängige und  die  adjungirte  Gruppe  ist  gerade  (r  —  Z)-gliedrig. 

Dass  die  infinitesimalen  Transformationen  Ej,f  in  den  Beziehungen 
(9)  stehen,  folgt,  wie  schon  in  Abschn.  I  auf  S.  295  bemerkt  wurde, 
daraus,  dass  die  Cik»  die  bekannten  Gleichungen: 

Cik»  +  ^ki$  =  0 


(10) 


1 


fiCiktCtjs  +  CkJtCti»  +  <^jitCtki)  =  0 


(i,  *,i,  *  =  1  . .  .r) 

erfüllen.  Andrerseits  wissen  wir  jetzt,  dass  es  jedesmal,  wenn  die  r^ 
Constanten  Ca,  die  Gleichungen  (10)  erfüllen,  r-gliedrige  Gruppen 
von  der  Zusammensetzung  Ca«  giebt.  Demnach  können  wir  auch  von 
der  Gruppe:  X^f.,.Xrf  ganz  absehen  und  brauchen  uns  nur  irgend 
r*  Constanten  c,*,  gegeben  zu  denken,  die  (10)  erfüllen;  dann  ist  die 
Gruppe:  E^f .  . ,  Erf  die  adjungirte  Gruppe  einer  jeden  Gruppe  von 
der  Zusammensetzung  Cik^  und  kann  daher  füglich  als  die  zu  der  Zu- 
sammensetzung Cika  gehörige  adjungirte  Gruppe  hezeichnet  werden. 

Man  wird  diesen  Standpunkt  immer  dann  einnehmen,  wenn  es 
sich  darum  handelt,  eine  Gruppe  blos  auf  ihre  Zusammensetzung  hin 
za  untersuchen,  also  ihre  Untergruppen  zu  bestimmen  oder  ähnliche 
Aufgaben  zu  lösen.  Ist  nämlich  diese  Untersuchung  für  eine  Gruppe 
durchgeführt,  so  ist  sie  es  zugleich  für  jede  gleichzusammengesetzte  Gruppe, 
man  wird  daher  gut  thun,  nicht  eine  einzelne  Gruppe  zu  bevorzugen, 
sondern  sofort  alle  gleichzusammengesetztein  Gruppen  zusammenzufassen, 
indem  man  von  dem  Begrifi'e  der  Zusammensetzung  dkg  Gebrauch 
mach^  Zur  Erleichterung  der  Darstellung  wird  man  freilich  auch 
dann  immer  von  einer  r-gliedrigen  Gruppe:  X^f\..Xrf  sprechen, 
deren  infinitesimale  Transformationen  in  den  Beziehungen  (8)  stehen, 
nur  hat  man  sich  unter  dieser  Gruppe:  X^f , .  .  Xrf  nicht  eine  bestimmte 
Gruppe  in  einem  bestimmten  Räume  zu  denken,  sondern  schlechthin 
die  r-gliedrige  Gruppe  von  der  Zusammensetzung  c,*,,  soweit  diese 
Gruppe  Eigenschaften  besitzt,  die  von  ihrer  analytischen  Darstellung 
als  Transformationsgruppe  in  einem  bestimmten  Räume  unabhängig 
sind;  mit  einem  Worte:  man  hat  sich  unter  der  Gruppe:  X^f . . .  Xrf 
die  r-gliedrige  Gruppe  von  Operationen  zu  denken,  deren  Zusammen- 
setzung durch  das  gegebene  System  der  Cik»  bestimmt  wird. 

Obwohl  die  adjungirte  Gruppe,  die  zu  einer  gegebenen  Zusammen- 
setzung Ca«  von  r-gliedrigen  Gruppen  gehört,  nicht  immer  r-gliedrig 
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ist,  80  giebt  ihre  Untersuchung  doch  ein  vollständiges  Bild  aller 
wesentlichen  Eigenschaften  der  betreffenden  Zusammensetzung.  Das 
beruht  darauf,  dass  man  die  infinitesimalen  Transformationen  der 
r-gliedrigen  Gruppe  von  der  Zusammensetzung  Cut  als  Individuen 
auffassen  kann,  die  von  der  adjungirten  Gruppe  unter  einander  ver- 
tauscht werden.  Bei  dieser  Auffassung,  die  wir  bereits  anf  S.  287 
von  Abschn.  I  kennen  gelernt  haben,  müssen  wir  jetzt  etwas  verweilen, 
weil  sie  damals  eigentlich  nur  beiläufig  erwähnt  worden  ist. 
In  der  allgemeinen  infinitesimalen  Transformation: 

der  r-gliedrigen  Gruppe  X^f.-.Xrf  von  der  Zusammensetzung  Cut 
deuten  wir  die  Grossen  e^ ...  er  als  homogene  Punktcoordinaten  eines 
(r  —  l)-fach  ausgedehnten  ebenen  Raumes  i2r— 1.  Jede  infinitesimale 
Transformation:  Sk^X^f  unsrer  Gruppe  wird  dann  iji  dem  Br— i  durch 
einen  ganz  bestimmten  Punkt  abgebildet,  umgekehrt  ist  jeder  Punkt 
des  i2r-i  ^sks  Bild  einer  ganz  bestimmten  infinitesimalen  Transfor- 
mation der  Gruppe:  X^f,..Xrf  und  zwei  verschiedene  Punkte  des 
22^—1  sind  die  Bilder  von  zwei  unabhängigen  infinitesimalen  Trans- 
formationen der  Gruppe. 

Durch  die  eben  beschriebene  Abbildung  bekommen  wir  aber  anch 
eine  Abbildung  der  infinitesimalen  Transformationen  der  adjungirteo 
Gruppe:  Eif...Erf,  die  zu  der  Zusammensetzung  Cng  gehört.  Jeder 
Punkt:  A^:-  ••:Ar  des  Rr^i  repräsentirt  nämlich  zu  gleicher  Zeit  die 
infinitesimale  Transformation  UXkXkf  der  r-gliedrigen  Gruppe:  XJ 
. . .  Xrf  und  die  infinitesimale  Transformation:  IJXkEkf  der  adjungirten 
Gruppe,  nur  brauchen  zwei  verschiedenen  Punkten  des  22r— 1  nicht 
immer  zwei  unabhängige  infinitesimale  Transformationen  der  adjungir- 
ten Gruppe  zu  entsprechen.  * 

Bei  unsrer  Abbildung  werden  die  infinitesimalen  Transformationen 
jeder  w-gliedrigen  Untergruppe  der  Gruppe:  X^f.,.Xrf  durch  eine 
(m — l)-fach  ausgedehnte  ebene  Mannigfaltigkeit  E^— 1  des  Ä—i  ab- 
gebildet, wir  können  daher  E^— 1  geradezu  als  Bild  der  betreffenden 
w-gliedrigen  Untergruppe  auffassen.  Die  E,»— 1  ist  dann  offenbar 
zugleich  das  Bild  einer  gewissen  Untergruppe  der  adjungirten  Groppe, 
nur  braucht  diese  Untergruppe  nicht  auch  m-gliedrig  zu  sein. 

Denken  wir  uns  jetzt  den  Raum  Br—i  durch  die  endlichen  Trans- 
formationen der  adjungirten  Gruppe:  E^f ,  ,  .  Erf  transformirt,  so 
werden  seine  Punkte  genau  so  unter  einander  vertauscht,  wie  die 
(xf^^  infinitesimalen  Transformationen:  SkkXkf  unter  einander  ver- 
tauscht werden,  wenn   man  auf  sie  die   endlichen  Transformationen 
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der  Gruppe:  X^f .  .  .  Xrf  ausführt.  Hieraus  lassen  sich  mehrere 
wichtige  Schlüsse  ziehen ,  deren  Begründung  wir  wohl  nicht  auszu- 
führen brauchen.    Es  sind  die  folgenden: 

Eine  ebene  (m  —  l)-fach  ausgedehnte  Mannigfaltigkeit  E^—i  des 
jßr~i  stellt  dann  und  nur  dann  eine  m-gliedrige  Untergruppe  der 
Gruppe:  X^f...  Xrf  dar,  wenn  sie  bei  allen  den  infinitesimalen  Trans- 
formationen der  adjungirten  Gruppe  invariant  bleibt,  deren  Bilder  ihre 
Punkte  sind.  Hieraus  ergiebt  sich  insbesondere,  dass  jeder  Punkt  des 
Rr—i  bei  der  infinitesimalen  Transformation  der  Adjungirten  invariant 
bleibt,  deren  Bild  er  ist,  ein  Ergebniss,  das  man  auch  leicht  ana- 
lytisch beweisen  kann.     In  der  That,  der  Ausdruck: 


l...r  1..  r    ^  l...r 

k 


l..  r      l...r 

ekEkf=^  [^Cfksejet^  j^ 


verschwindet  wegen  der  Relationen:  c*;,  +  C/t,  =  0  identisch*),  der 
Punkt:  X^i-'-ikr  bleibt  also  wirklich  bei  der  infinitesimalen  Trans- 
formation: UXkEkf  invariant. 

Ist  eine  {m  —  l)-fach  ausgedehnte  ebene  Mannigfaltigkeit  Em— i 
das  Bild  einer  m-gliedrigen  Untergruppe  gm  der  r-gliedrigen  Gruppe: 
Xif...Xrf,  so  stellen  die  (m  —  l)-fach  ausgedehnten  ebenen  Mannig- 
faltigkeiten, in  die  E^— i  bei  den  endlichen  Transformationen  der 
adjungirten  Gruppe  übergeht,  alle  innerhalb  der  Gruppe:  X^f,..Xrf 
^^^  ffm  gleichberechtigten  m-gliedrigen  Untergruppen  dar.  Bei  Be- 
rücksichtigung des  früher  Gesagten  ergiebt  sich  daher,  dass  eine 
(m  —  l)-fach  ausgedehnte  ebene  Mannigfaltigkeit  des  jR^— i  stets 
dann  aber  auch  nur  dann  eine  m-gliedrige  invariante  Untergruppe  der 
Gruppe:  Xif...Xrf  darstellt,  wenn  sie  bei  der  adjungirten  Gruppe 
invariant  bleibt 

Da  jede  infinitesimale  Transformation:  UCkXtf  im  Ur— i  durch 
einen  Punkt  abgebildet  wird,  so  ist  es  bequem,  kurz  von  dem  Punkte: 
IJekXkf  zu  reden  und  also  den  Ausdruck:  Se/tXkf  je  nach  Bedarf  als 
Symbol  einer  infinitesimalen  Transformation  oder  als  Symbol  des 
Punktes:  6^ :  •  •  •  :er  zu  betrachten.  Denken  wir  uns  nun  auf  den  Punkt 
£ekXkf  die  infinitesimale  Transformation:  SXkEjtf  der  adjungirten 
Gruppe  ausgeführt,  so  geht  er  in  den  unendlich  benachbarten  Punkt: 

l...r  i...r 

^  CkXkf  +  dt^  CkuCkkjX^f 

k  kjs 


*)  Hierans  folgt,  nebenbei  bemerkt,  dass  die  adjongirte  Gruppe  E^f,,,Erf 
als  Gruppe  des  r-fach  ausgedehnten  Raumes  ej . . .  er  betrachtet  immer  intransitiv  ist. 

Lie,  Theorie  der  Transformationsgruppeii.  HL  43 
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über,  also  mit  andern  Worten  in  den  Punkt: 


(vgl.  Abschn.  I,  S.  288).    Von  dieser  Bemerkung  wollen  wir  noch  eine 
Anwendung  machen. 
Es  sei: 


r 


oder  kurz  g^  eine  w-gliedrige  Untergruppe  der  Gruppe:  X^f...Xri 
und  Ew—i  sei  das  Bild  von  g^n-  Soll  nun  g^  in  einer  (m^-  l)-glied- 
rigen  Untergruppe  von  X^f.,.Xrf  stecken,  so  ist  jedenfalls  noth- 
wendig,  dass  bei  der  Untergruppe  der  adjungirten  Gruppe,  deren  Bild 
Em— 1  ist,  eine  durch  Em~i  gehende  m-fach  ausgedehnte  ebene  Mannig- 
faltigkeit Em  invariant  bleibt.  Diese  nothwendige  Bedingung  ist  aber 
zugleich  hinreichend. 

In  der  That,  es  gebe  eine  Mannigfaltigkeit  Em  von  jener  Beschaffen- 
heit und  SXkXkf^^  Zf  sei  ein  nicht  auf  Em—i  liegender  Punkt  yon 
Em.     Dann  liegt  der  Punkt: 

in  den  der  Punkt:  Zf  bei  der  infinitesimalen  Transformation: 
Shf^jEßf  der  adjungirten  Gruppe  übergeht,  ebenfalls  auf  Em;  es  be- 
stehen also  m  Relationen  von  der  Form: 


m 


(ZY^)^a^Zf+^-h^,Yrf        0.  =  l...m), 

1 
wo  die  a  und  b  Constanten  sind,  das  aber  heisst,  dass:  Y^f,..Y^,Z{ 
eine  (f»-f-  l)-gliedrige  Untergruppe  der  Gruppe:  X^f . . .  Xrf  erzeugen. 
Wir  haben  daher  den 

Satz  1.  Ist  gm  eine  m-gliedrige  Untergruppe  der  r-gliedrigen  Gruppe: 
Xif.,.Xrf  und  ist  Em— i  die  (m—  l)':fach  ausgedehnte  ebene  Mannigfaltig- 
keit, durch  die  gm  in  dem  (r  —  Vj-faclh  ausgedelmten  Baume  der  cx/"^ 
infinitesimalen  Transformationen:  UekXjtf  abgebildet  unrdj  so  steckt  gm 
dann  aber  auch  nur  dann  in  einer  (m  +  l)'gliedrigen  Untergruppe  der 
Gruppe:  X^f.,.Xrf,  wenn  die  Untergruppe  der  adjungirten  Gruppe: 
Elf . , ,  Erfy  die  durch  Em—i  abgebildet  wird,  eine  durch  E«— i  gehende 
m-fach  ausgedehnte  ebene  Mannigfaltigkeit  invariant  lässL 

Wir  sahen  oben,  dass  jede  ebene  Mannigfaltigkeit  des  ür^i;  die 
bei  der  adjungirten  Gruppe  invariant  bleibt,  eine  invariante  Untergruppe 
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der  Gruppe:  X^f . . .  Xrf  darstellt.  Aber  auch  die  krummen  Mannig- 
faltigkeiten, die  bei  der  adjungirten  Gruppe  invariant  bleiben,  haben 
eine  begriffliche  Bedeutung.  Jede  kleinste  bei  der  adjungirten  Gruppe 
invariante  Mannigfaltigkeit  ist  nämlich  das  Bild  eines  Typus  von 
eingliedrigen  Untergruppen  oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  das 
Bild  eines  Typus  von  infinitesimalen  Transformationen  der  Gruppe: 
Xif...  Xrf  (vgl.  Abschn.  I,  S.  282  ff.).  Unter  einer  kleinsten  invarian- 
ten Mannigfaltigkeit  verstehen  wir  dabei  (a.  a.  S.  224  f.)  eine  solche 
invariante  Mannigfaltigkeit;  die  für  jeden  ihrer  Punkte  von  allgemeiner 
Lage  die  kleinste  invariante  Mannigfaltigkeit  ist,  der  der  betreffende 
Punkt  angehört  Wir  können  daher  eine  kleinste  .invariante  Mannig- 
faltigkeit auch  als  eine  solche  invariante  Mannigfaltigkeit  definiren, 
deren  Punkte  bei  der  adjungirten  Gruppe  transitiv  transformirt  werden. 

Besonders  wichtig  unter  den  kleinsten  bei  der  adjungirten  Gruppe 
invarianten  Mannigfaltigkeiten  sind  alle  die,  die  isolirt  liegen,  die  also 
keiner  continuirlichen  Schaar  von  invarianten  Mannigfaltigkeiten  an- 
gehören. 

Ist  M  eine  kleinste  bei  der  adjungirten  Gruppe  invariante  Man- 
nigfaltigkeit, so  können  auf  M  immer  noch  invariante  Mannigfaltig- 
keiten von  geringerer  Dimensionenzahl  liegen;  das  heisst  dann,  dass 
der  durch  M  repräsentirte  Typus  von  eingliedrigen  Gruppen  ausarten 
kann.  Die  einfachsten  Typen  von  eingliedrigen  Gruppen  sind  daher 
die,  die  durch  solche  kleinste  invariante  Mannigfaltigkeiten  repräsen- 
tirt  werden,  auf  denen  keine  invariante  Mannigfaltigkeit  von  geringerer 
Dimensionenzahl  liegt.  Unter  diesen  Typen  sind  aber  offenbar  wie- 
derum die  die  wichtigsten,  deren  Bildmannigfaltigkeiten  isolirt  liegen. 

Man  sieht  hieraus,  dass  unter  allen  bei  der  adjungirten  Gruppe 
invarianten  Mannigfaltigkeiten  in  erster  Linie  die  Beachtung  verdienen, 
die  isolirt  liegen  imd  keine  invarianten  Mannigfaltigkeiten  von  ge- 
ringerer Dimensionenzahl  enthalten.  In  der  That  haben  wir  auch 
schon  bei  verschiedenen  Gelegenheiten  aus  der  Betrachtung  derartiger 
Mannigfaltigkeiten  Nutzen  gezogen.  Wir  erinnern  namentlich  an  die 
Bestimmung  der  grössten  projectiven  Gruppen  in  der  Ebene,  wo  die 
Mannigfaltigkeit  aller  infinitesimalen  projectiven  Transformationen,  die 
mit  den  infinitesimalen  Translationen  gleichberechtigt  sind,  eine  sehr 
grosse  Rolle  spielt  (s.  S.  89  ff.).  In  Kap.  26  von  Abschn.  I  beruht 
ebenfalls  fast  Alles  auf  der  Betrachtung  dieser  Mannigfaltigkeit*). 


*)  In  seinen  Veröffentlichungen  ans  dem  Jahre  1884  benutzte  Lie  bei  vielen 
Gelegenheiten  die  bei  der  adjungirten  Gruppe  invarianten  Mannigfaltigkeiten  und 
lenkte  wiederholt  die  Aufmerksamkeit  stark  auf  sie. 

43* 
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Die  Aufgabe  alle  bei  der  adjungirten  Gruppe  inyarianten  Mannig- 
faltigkeiten des  Rr—i  zu  finden,  kommt  darauf  hinaus,  in  den  Veränder- 
lichen: €i  , . .  Cr  alle  Gleiehungensysteme  zu  bestimmen,  die  bei  der 
Gruppe:  E^f . . .  Erf,  Ef  invariant  bleiben,  unter  Ef  die  infinitesimale 
Transformation : 

1  * 

verst^den.     Die  Lösung  dieser  Aufgabe  erfordert  jedenfalls  nur  aus- 
fuhrbare Operationen,  nämlich  die  Auflosung  einer  algebraischen  Glei- 
chung   und    ausserdem    noch    gewisse   Eliminationen    (s.   Abschn.  J, 
S.  282  £).     Selbstverständlich  hat  es  grosses  Interesse,   Methoden  zu 
kennen,  die  die  Losung  dieser  Aufgabe  in  jedem  einzelnen  Falle  ver- 
einfachen, wir  koimcn  uns  aber  hier  nicht  auf  diesen  Punkt  einlassen, 
sondern  begnügen  uns  mit  der  Mittheilung  eines  schonen  Satzes,  der 
allerdings  im  Folgenden   keine  Anwendung  findet.     Doch   heben  wir 
hervor,  dass  sich  eine  Reihe  analoger  Sätze  aufstellen  lassen« 

Wir  betrachten  den  Fall,  dass  die  adjungirte  Gruppe  den  Raum 
Br—i  transitiv  transformirt  Dieser  Fall  tritt  offenbar  dann  und  nur 
dann  ein,  wenn  die  Gruppe:  E^f .  . .  Erfy  Ef  in  den  r  Yeränderlichen 
e^  . . ,  €r  transitiv  ist,  wenn  also  in  der  Matrix: 


eil    . 

.    eir 

• 

.       trr 

^1 

'       ^r     , 

(11) 

in  der  e^t«  den  Ausdruck: 

r 

(12)  e*,  =^'c,F*.e,     (*,  .  =  i...r) 

1 

bedeutet,  nicht  alle  r- reihigen  Determinanten  verschwinden. 

Es   ist  leicht,   die  r- reihigen  Determinanten  der  Matrix  (11)  in 
einfacher  Form  hinzuschreiben,  setzen  wir  nämlich: 

^  =  ^  "33  Cji  •  •  •  Cf-r  j 

SO  erhalten  wir  ausser  z/  selbst  nur  noch  die  r  Determinanten: 

r 

(13)  ^*=2'^'"lr"   <*=•'•••'•>• 

1        ** 

Da  nun  nach  S.  673  der  Ausdruck  UekEkf  identisch  verschwindet  und 
infolgedessen  von  ^  dasselbe  gilt,  so  dürfen  unter  den  gemachten 
Voraussetzungen  ^^ . . .  ^r  nicht  sämmtlich  verschwinden,  demnach  ist: 
(14)  z/jL  =  0, . . .,  ^r  =  0 
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ein  bei  der  Gruppe:  E^f...Erf,  Ef  invariantes  öleichungensystem 
oder^  was  auf  dasselbe  hinauskommt;  eine  bei  der  adjtmgirten  Gruppe 
iDYariante  Mannigfaltigkeit  des  Raumes  ür.— i* 

Aus  (13)  ergiebt  sich  durch  Multiplication  mit  e^^  und  Summation 
nach  k: 


r  r  r 

2  f*"^*  ^2'  ^'2  "^*^ 


ij  "*''  dir 

1  11*» 

andrerseits  ist  aber  auch: 


und  da  unter  den  gemachten  Voraussetzungen  nicht  alle  (r  —  1)- 
reihigen  ünterdetermiuanten  von  J  verschwinden  können,  so  folgt 
hieraus : 

z/j :  z/a  •  •  •  • :  -^r  =  ^1  .*  ^3 :  •  •  • :  ^r. 

Demnach  ist  jedes  ^k  durch  €k  theilbar  und  es  wird: 

WO  g  eine  von  h  unabhängige  ganze  Function  (r —  l)-ten  Grades 
von  €i . . .  Cr  ist. 

Da  das  Verschwinden  aller  e  keine  geometrische  Bedeutung  hat, 
so  reducirt  sich  das  invariante  Gleichungensystem  (14)  einfach  auf: 
^  «=»  0;  diese  Gleichung  stellt  also  eine  bei  der  adjungirten  Gruppe 
invariante  Mannigfaltigkeit  des  iZr— i  dar.  Wir  können  hinzufügen, 
dass  jede  andre  bei  der  adjungirten  Gruppe  invariante  Mannigfaltig- 
keit des  iZr— 1  nothwendig  ganz  auf  der  Mannigfaltigkeit:  ^  =  0  liegt. 

Da  die  Gleichung:  ^  =  0  bei  der  Gruppe:  Eif...Erf,  Ef  in- 
variant bleibt  und  da  die  infinitesimalen  Transformationen  Ekf  linear 
und  homogen  sind,  so  müssen  r  Identitäten  von  der  Form: 

Ekg^^Ck.g    (*  =  i...r) 
bestehen,  wo  die  Ck  Constanten  sind.     Hieraus  folgt  aber: 

r 

3  CkEtg  =  0  ~^.  g^  r*  r* , 

was  nur  möglich  ist,  wenn  alle  Ct  verschwinden.  Demnach  ergiebt 
sich  noch,  dass  g  eine  Invariante  der  adjungirten  Gruppe:  E^f,..Erf 
ist  Da  die  r  Gleichungen:  Ekf  =  0  in  unserm  Falle  nur  eine  Lösung 
gemein  haben,  so  ist  offenbar  jede  andre  Invariante  der  adjungirten 
Gruppe  eine  Function  von  g  allein.     Wir  haben  somit  den 


678 
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Satz  2*).    Es  sei: 


l...r 


■2 

Js 


1  ...r 

df        V«    ^Z* 


Ekf=2^    Cji»efJ^^2j    ^ki-^        (*«!.. .r) 


die  adjungirte  Gnippe  citier  r-gliedrigen   Gruppe   von  der   Zusammen- 
setzung Ciki,  femer  sei: 


l...r 


und  endlich  setze  fnan  die  Determinante: 

^2  ifc  ^11  •  •  •  ^rr} 

die  immer  identisch  verschwindet^^  gleich  A,     Verschunnden  dann  die  r 
übrigen  r-reihigeti  Determinanten: 


r) 


der  Matrix: 


(11) 


eri 
e. 


Cr 


nicht  alle  identisch,  so  ist: 


— ^1»  — —  I    —  —  •  •  •  ^-—-     • 


gleich  einer  ganzen  Function  g{e^. ,  .Cr)  (r  —  1)- Grades  voti  den  c.  Die 
Gleichung:  g  =  0  ist  in  diesem  Falle  die  einzige  hei  der  Gruppe:  EJ 
.  . .  Erf,  Ef  invariante  Gleichung,  überdies  ist  die  ganze  Functiofi  g  eine 
Invariante  der  adjungirten  Gruppe:  E^f . . ,  Erf  und  jede  andre  In- 
variante dieser  Gruppe  ist  durch  g  allein  ausdrückbar. 


§  131. 

Ist:  Xif . . ,  Xrf  oder  kurz  Gr  eine  r-gliedrige  Gruppe,  so  er- 
zeugen alle  (XiXk)  eiue  invariante  Untergruppe  der  Gr  (s.  Absclm.  I, 
S.  261;  Satz  6).  Wir  wollen  diese  invariante  Untergruppe  als  die 
dcrivirte  oder  abgeleitete  Gruppe  der  Gr  bezeichnen  oder  auch  kurz  als 
ihre  Derivirte,  Den  Ausdruck  abgeleitete  Gruppe  haben  wir  übrigens 
schon  auf  S.  597  von  Abschn.  I  gelegentlich  gebraucht. 


*)  Dieser  von  Lie  herrührende  Sats  ist  neaeren  Datums,  denn  er  stammt 
ans  dem  Winter  1892.  Dem  Beweis  fOr  die  Invarianz  von  g  hat  Engel  die 
jetzige  einfache  Form  gegeben. 
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Die  derivirte  Gruppe  der  Gr  tat  ihrerseits  eine  derivirte  Gruppe, 
die  wir  als  die  eweite  derivirte  oder  aweite  abgeleitete  Gruppe  der  Gr 
bezeichnen.  Im  Gegensatz  dazu  nennen  wir  die  derivirte  Gruppe  der 
Gr  auch  deren  erste  Derivirte.  Was  unter  der  m-ten  derivirten 
Gruppe  einer  Gruppe  zu  verstehen  ist,  leuchtet  hiernach  unmittel- 
bar ein. 

Bei  Anwendung  der  eingeführten  Bezeichnung  kann  der  Satz  7 
auf  S.  262  von  Ahschn.  I  kurz  so  ausgesprochen  werden: 

Satz  3.  Die  derivirte  Gruppe  einer  invarianten  Untergruppe  einer 
r-gliedrigen  Gruppe  ist  stets  in  der  r-gliedrigen  invariant. 

Es  ist  somit  klar,  dass  alle  derivirten  Gruppen   der  Gri  X^f. . 
Xrf  in  der  Gr  invariant  sind. 

Fällt  die  erste  Derivirte  einer  r-gliedrigen  Gruppe  Gr  mit  der 
Gr  selbst  zusammen,  ist  also,  wie  wir  uns  ausdrücken  wollen,  die  Gr 
ihre  eigene  Derivirte,  so  fallen  auch  alle  folgenden  Derivirten  der  Gr 
mit  dieser  zusammen.  Man  könnte  den  von  Herrn  G.  Cantor  in 
seiner  Theorie  der  Punktmengen  benutzten  Ausdruck:  perfect  auf  die 
Gruppentheorie  übertragen  und  derartige  Gruppen  perfect  nennen;  wir 
glauben  jedoch,  dass  es  besser  ist,  abzuwarten ,  ob  nicht  ein  bezeich- 
nenderer Ausdruck  gefunden  werden  kann. 

Ist  eine  r-gliedrige  Gruppe  Gr  nicht  ihre  eign^  Derivirte,  so 
denke  man  sich  der  Reihe  nach  ihre  erste,  ihre  zweite,  .  .  .  derivirte 
Gruppe  aufgestellt.  Da  die  Gliederzahl  der  m-ten  Derivirten  niemals 
grösser  ist  als  die  der  (m  —  l)-ten,  so  muss  einmal,  etwa  zuerst  bei 
der  g-ten  Derivirten  der  Fall  eintreten,  dass  die  (q  +  l)-te  Derivirte 
mit  der  g-ten  zusammenfallt,  dass  also  die  q-te  Derivirte  ihre  eigne 
Derivirte  ist.  Hier  sind  aber  noch  zwei  Möglichkeiten  denkbar,  ent- 
weder nämlich  besteht  die  q-ie  Derivirte  blos  aus  der  identischen 
Transformation,  die  infinitesimalen  Transformationen  der  {q  -  l).ten 
Derivirten  sind  also  paarweise  vertauschbar,  oder  die  q-te  Derivirte 
hat  noch  eine  von  Null  verschiedene  Gliederzahl. 

Wir  wollen  aus  später  zu  erörternden  Gründen  jede  r-gliedrige 
Gruppe,  deren  soundsovielte  Derivirte  blos  aus  der  identischen  Transfor- 
nmtion  besteht,  als  integrabel  bezeichnen,  jede  r-gliedrige  Gruppe  da- 
gegen, von  der  keine  Derivirte  blos  aus  der  identischen  Transformation 
besteht,  als  nicht  integrabel*).      Dann  gelten  die  folgenden  Sätze: 

Satz  4.  Jede  Untergruppe  einer  integrabeln  Gruppe  ist  ebenfalls 
integrabel. 

♦)  Den  Begriff  integrable  Gruppe  führte  Lie  in  den  Verh.  d.  Ges.  d.  W.  za 
Cbri^tiania  1874  ein.  Den  Begnff  derivirte  Gruppe  verwerthete  er  znm  ersten 
Male  in  Bd.  8  seines  norwegischen  Arcbi?s  for  Math.,  Christiania  1883. 
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Satx  5.  Ist  eine  (r  —  fH)'gliedrige  Chv^ppe  mit  einer  r-gliedrigen 
integrdbeln  Gruppe  meroedrisch  isomorph^  so  ist  sie  sdbst  hUegrabeL 

Der  erste  dieser  beiden  Sätze  bedarf  keines  Beweises,  der  Beweis 
des  zweiten  liegt  auf  der  Hand.  Ist  nämlich:  X^f. . .  Xrf^e  r-glied- 
rige  integrable  Gruppe  und  sind: 


r 

(XiXk)  =^'  Ciks  X,f       («,*=- 1  ...  r) 


die  Gleichungen,  die  ihre  Zusammensetzung  bestimmen,  so  kann  man 
in  der  (r  —  m)-gliedrigen  meroedrisch  isomorphen  Grrappe  r  infinite- 
simale Transformationen:  T^f...  Yrf  so  auswählen,  dass  sich  unter 
ihnen  gerade  r  —  m  unabhängige  befinden  und  dass  die  Relationen: 


r 


r) 


bestehen.  Da  nun  die  soundsovielte,  etwa  die  g-te  Derivirte  der 
Gruppe  X^f...  Xrf  blos  aus  der  identischen  Transformation  besteht, 
kann  offenbar  auch  die  g-te  Derivirte  der  Gruppe:  Y^f . . .  Yrf  nnr 
aus  der  identischen  Transformation  bestehen. 

Der  Name:  integrable  Gruppe  ist  zwar  neu,  aber  der  Begriff  ist 
uns  schon  frOher  begegnet  In  der  That,  wir  haben  auf  S.  265  ff. 
von  Abschn.  I  eine  Klasse  von  Gruppen  betrachtet^  die  mit  der  Kla^ 
der  integrabeln  Gruppen  zusammenfallt  Bei  Anwendung  unsrer  jetzigen 
Bezeichnungen  können  wir  daher  den  Satz  12,  S.  270  a.  a.  0.  etwas 
kürzer  so  ansprechen: 

Satz  6.  Die  r-yliedrige  Gruppe:  X^f...Xrf  ist  stets  dlann  ober 
auch  nur  dann  integrdbelj  wenn  sich  in  ihr  r  unabhängige  infinitesimale 
Transformat ionefi:  Y^f...  Yrf  so  auswählen  lassen,  dass  Belationen  tm 
der  Form: 

i-f*— l 

(15)        {YiYi^k)  =ZJ  ^«,«  +  *.*  ^»f    0  =  1-  .'•-ij  *  =  i...r-o 

bestehen y   dass  -also    Y^f . . .  Yif  jedesmal    eine    i-gliedrige    Untergrufpe 
erzeugen,  die  in  der  (/  +  Xygliedrigen:  Y^f . . .  ri+i/"  invariant  ist. 

Ceber  die  Gruppen  von  der  Zusammensetzung  (15)  haben  wir 
aber  in  Kap.  27  von  Abschn.  I  noch  mehrere  andre  Sätze  aufgestellt, 
die  sich  jetzt  viel  bequemer  aussprechen  lassen«  Wir  meinen  den 
Satz  4  auf  S.  589  und  die  Theor.  107  und  108  auf  S.  595  und  597. 
£s  verlohnt  sich,  diese  Sätze  neu  zu  formuliren: 
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Satz  7.  Jede  integräble  projective  Gruppe  des  n-fach  ausgedehnten 
liaunies  lässt  mindestens  einen  Punkt  in  Ruhe,  femer  eine  durch  diesen 
gehende  Gerade,  eine  durch  die  Gerade  geltende  zweifach  ausgedehnte 
ebene  Mannigfaltigkeit, .  .  .  endlich  eine  durch  alle  diese  Mannigfaltig- 
keiten gehende  (n  —  l)'fach  ausgedehnte  ebene  Mannigfaltigkeit. 

Satz  8.  Jede  {r  —  m)'gliedrige  integräble  Untergruppe  einer  r-glied- 
rigen  Gruppe  steckt  in  mindestens  einer  (r  —  m  +  \)'gliedrigen  Unter- 
gruppe der  r-gliedrigen. 

Satz  9.  Eine  r-gliedrige  Gruppe:  X^f...  Xrf  ist  dann  und  nur 
dann  integrabel;  wenn  sich  in  ihr  r  unabhängige  infinitesimale  Trans- 
formationen: Y^f. . .  Yrf  so  auswählen  lassen,  dass  Bdationen  von  der 
Form: 

(16)      (r<r<+t)  =^'c.-.<+*.*^*/'  «=i...'--ii  *=!... r-o 

1 

bestehen,  dass  also    Y^f ...  Yif  jedesmal    eine   i-gliedrige    Untergruppe 
erzeugen,  die  in  der  r-gliedrigen  invariant  ist. 

Es  fallt  uns  selbstverständlich  nicht  ein,  alle  diese  Sätze  noch- 
mals zu  beweisen;  nur  dem  Beweise  des  zweiten,  von  ihnen  wollen 
wir  noch  ein  paar  Worte  widmen,  um  daran  die  Anwendung  der  ad- 
juogirten  Gruppe  zu  erläutern. 

Es  Bei:  X^f . . .  Xr^rnf  die  (r  —  m)-gliedrige  integräble  Unter- 
gruppe der  Gri  X^f . . .  Xrf  und  Er— m— i  sei  die  (r  —  m  —  l)-fach 
ausgedehnte  ebene  Mannigfaltigkeit,  durch  die  die  Gruppe:  X^f , . . 
Xr^mf  in  dem  Ur— i  der  oo''--^  infinitesimalen  Transformationen: 
SCkXkf  abgebildet  wird.  Dann  lässt  die  Untergruppe:  E^f...Er^„^f 
der  Ädjungirten  der  Gr  die  Mannigfaltigkeit  Er^m— i  invariant  (vgl. 
S.  673)  und  transformirt  das  ebene  Bündel  der  oo"*—^  hi]:\,durchgehen- 
den  (r  —  m)-fach  ausgedehnten  ebenen  Mannigfaltigkeiten  des  Jßr— i 
durch  eine  isomorphe  projective  Gruppe  g.  Nun  ist  die  Gruppe:  X^f 
. . .  Xr^tnf  integrabel,  die  mit  ihr  isomorphe  Gruppe:  E^f. . .  Er-.mf 
nach  Satz  5  ebenfalls,  also  ist  auch  g  integrabel  und  lässt  nach  Satz  7 
mindestens  eine  (r  —  m)-fach  ausgedehnte  ebene  Mannigfaltigkeit 
durch  Er— m— 1  in  Ruhe.  Daraus  aber  folgt  nach  Satz  1,  S.  674,  dass 
die  Gruppe:  X^f . . .  Xr^mf  wirklich  in  einer  (r  —  w  +  l)-gliedrigen 
Untergruppe  der  Gr  steckt     Der  Satz  8  ist  also  bewiesen. 

Wir  erwähnen  noch,  dass  der  Satz  8  das  Theorem  106  auf 
S.  593  von  Abschn.  I  als  besonderen  Fall  umfasst,  denn  alle  einglied- 
rigen und  ebenso  alle  zweigliedrigen  Gruppen  sind  augenscheinlich 
integrabel. 

Schliesslich  wollen  wir  noch  einen  Satz  aufstellen,  der  in  Abschn.  I 
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nicht  besonders  formulirt  worden  ist,  obwohl  er  aus  den  Entwick- 
lungen des  dortigen  Kap.  27  unmittelbar  folgi    Er  lautet  so: 

Satz  10.  Jede  invariante  (r  —  m)  -gliedrige  TJnkrgruppe  einer 
rgliedrigen  integräbeln  Gruppe  ist  in  mindestens  einer  (r — m+l)-^lierf- 
rigen  invarianten  Untergruppe  der  r-gliedrigen  enthalten. 

Der  Beweis  ist  sehr  einfach.  Hat  nämlich  Er~m*i  dieselbe  Be- 
deutung wie  oben;  so  bleibt  Er.m_i  bei  der  adjungirten  Gruppe: 
E^f , . .  Erf  der  r-gliedrigen  invariant  (s.  S.  673)  und  die  c»"*""^  durch 
Er^m—i  gehenden  (r  —  7??)- fach  ausgedehnten  ebenen  Mannigfaltig- 
keiten werden  bei  der  Adjungirten  durch  eine  isomorphe  projective 
Gruppe  transformirt,  die  offenbar  integrabel  ist  und  daher  mindestens 
eine  von  ihnen  invariant  lässt;  jede  solche  invariante  Mannigfaltigkeit 
stellt  dann  eine  (r  —  tw  +  l)-gliedrige  invariante  Untergruppe  der 
r-gliedrigen  dar. 

§  132. 

Im  Laufe  unsrer  Untersuchungen  sind  uns  verschiedene  Male  Grup- 
pen begegnet;  von  denen  sich  herausstellte ,  dass  sie  einfach  waren 
(s.  Abschn.  I,  S.  560,  Theor.  97;  Abschn.  11,  S.  521  f.;  Abschn.  III, 
S.  357,  Theor.  29).  Wir  wollen  jetzt  die  verschiedenen  Klassen  von 
einfachen  Gruppen,  zu  denen  wir  auf  diese  Weise  geführt  worden 
sind,  zusammenstellen*). 

Theorem  54.  Die  einfachen  Gruppen,  die  uns  bisher  begeg- 
net sind,  zerfallen  in  vier  Klassen;  jede  dieser  vier  Klassen 
umfasst  unendlich  viele  verschiedene  Zusammensetzungen  von 
einfachen  Gruppen  und  zwar  ist  die  Mannigfaltigheit  der  in 
einer  solchen  Klasse  enthaltenen  verschiedenen  Zusammen- 
setzungen von  derselben  Mächtigheit  wie  die  Mannigfaltigkeit 
der  positiven  ganzen  Zahlen, 

Jede  der  ersten  Klasse  angchörige  einfache  Gruppe  ist 
mit  der  allgemeinen  projectiven  Gruppe  eines  bestimmten  Rau- 
mes gleichzusammengesetzt;  ist  dieser  Raum  n-fach  ausgedehntj 
so  ist  die  Gruppe  n{n  ••{-  2)-glicdrig,  wo  n  jede  positive  ganse 
Zahl  sein  kann. 

Der  zweiten  Klasse  gehört  jede  Gruppe  an,  die  mit  der 
grössten  continuirlichen  projectiven  Gruppe  eines  nicht  aus- 
gearteten linearen  Complexes  in  einem  Räume  von  ungerader 


*)  hiQ  hat  schon  längst  auf  das  Vorhandensein  dieser  vier  Klassen  von  ein- 
fachen Gruppen  hingewiesen  (s.  Math.  Ann.  Bd.  25,  S.  130  (1885);  Norw.  ArduT 
Bd.  X,  S.  413  (1885);  Leipz.  ßer.  1889,  S.  325. 
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Bimensionenzalil  gleichzusammengesetzt  ist.  Ist  dieser  Baum 
(2n  — l)-/*acÄ  ausgedehnt,  so  hat  die  betreffende  Gruppe 
n(2n+  1)  Parameter,  wo  n  ebenfalls  jede  positive  ganze  Zahl 
sein  kann. 

Gehört  eine  einfache  Gruppe  der  dritten  Klasse  an,  so  ist 
sie  gleichzusammengesetzt  mit  der  grössten  continuirlichen  pro- 
jectiven  Gruppe,  die  eine  nicht  ausgeartete  Mannigfaltigkeit 
zweiten  Grades  in  einem  Baume  von  ungerader  Dimensionen- 
zahl  invariant  lässt.  Ist  dieser  Baum  (2n  —  l)'fach  ausge- 
dehnt, so  hat  die  Gliederzahl  der  Gruppe  den  Werth  n(2n— 1), 
tco  n  jede  positive  ganze  Zahl  sein  kann,  mit  Ausschluss*)  des 
Wcrthcs:  n  =  2. 

Endlich  ist  jede  der  vierten  Klasse  angehörige  einfache 
Gruppe  gleichzusammengesetzt  mit  der  grössten  projectiven 
Gruppe,  die  eine  nicht  ausgeartete  Mannigfaltigkeit  zweiten 
Grades  in  einem  Baume  von  gerader  Dimensionenzahl  invariant 
lässt.  Ist  dieser  Baum  2n-fach  ausgedehnt,  so  hat  die  Gruppe 
n(2n  +  1)  Parameter  und  zwar  kann  hier  n  wieder  jede  posi- 
tive ganze  Zahl  sein. 

Unter  den  in  Theorem  54  aufgezählten  Gruppen  giebt  es  aller- 
dings einige,  die  zwei  oder  gar  drei  von  unsern  vier  Klassen  ange- 
hören. Die  erste,  zweite  und  vierte  Klasse  liefern  nämlich  für  n  "=  1 
drei  gleichzusammengesetzte  Gruppen,  ebenso  liefern  die  erste  imd 
dritte  Klasse  für  n  «=»  3  zwei  Gruppen  von  derselben  Zusammensetzung 
und  endlich  erhält  man  für  n  «=  2  in  der  zweiten  und  vierten  Klasse 
zwei  gleichzusammengesetzte  Gruppen.  Damit  sind  aber,  wie  sich  zeigen 
lässt,  alle  Fälle  erschöpft,  in  denen  eine  Gruppe  zwei  verschiedenen 
unsrer  vier  Klassen  angehören  kann;  man  erhält  also  lauter  verschie- 
dene Zusammensetzungen  einfacher  Gruppen,  wenn  man  bei  der  zweiten 
Klasse  den  Fall:  n^=  1,  bei  der  dritten  den  Fall:  n  ■»  3  und  bei  der 
vierten  die  Fälle:  n  >=  1  und  n  =  2  ausschliesst. 

Ob  es  ausser  diesen  vier  Klassen  noch  andr^  Klassen  von  einfachen 
Gruppen  giebt  oder  ob  es  überhaupt  noch  andre  einfache  Gruppen 
giebt,  das  ist  eine  Frage,  die  wir  an  dieser  Stelle  unberührt  lassen. 


*)  Der  Werth  n  -»  1  braucht  nicht  ausgcschloBsen  eu  werden,  denn  nach 
unsrer  Definition  der  einfachen  Gruppen  (8.  Abschn.  1 ,  S.  264}  müssen  wir  auch 
jede  eingliedrige  Gruppe  als  einfach  bezeichnen.  Allerdings  nimmt  die  einglied- 
rige Gruppe  unter  den  einfachen  Gruppen  insofern  eine  besondere  Stellung  ein, 
als  sie  eine  ausgezeichnete  infinitesimale  Transformation  enth&lt.  Man  sollte  des- 
halb, wenn  man  allgemeine  S&tze  über  einfache  Gruppen  aufsteUt,  immer  ausdrück- 
lich hervorheben,  ob  sie  auch  für  die  eingliedrigen  Gruppen  gelten  oder  nicht. 
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Wir  begnügen  uns  damit,  einige  Sätze  über  solche  r-gliedrige  einfache 
Gruppen  zusammenzustellen,  deren  grosste  Untergruppen  entweder  r — 1 
oder  r  —  2  oder  r  —  3  Parameter  enthalten. 

Alle  diese  Sätze  beruhen  auf  dem  folgenden  allgemeinen 

Satz  11.  Enthält  eine  r-gliedrige  einfache  Gruppe  Gr  eine  Unter- 
gruppe mit  r  —  ci  Faranietem,  nicht  aber  eine  mit  mehr  als  r  —  q  Para- 
metern, so  giebt  es  in  einem  Baume  von  weniger  als  q  Dimensionen  nie- 
mals eine  r-gliedrige  Gruppe  von  Punkttrans formcUionen,  die  mit  Gr 
gleichzusamm^igesetzt  ist;  dagegen  giebt  es  in  einem  Räume  von  q  Dimen- 
sionen immer  derartige  Gruppen  und  zwar  sind  aUe  diese  Gruppen 
primitiv. 

Dieser  Satz  ist  eigentlich  nur  die  Zusammenfassung  früherer 
Resultate.  Gäbe  es  nämlich  in  einem  Räume  von  m<Cq  Dimensionen 
eine  r-gliedrige  Gruppe  von  Punkttransformationen,  die  mit  Gr  gleich- 
zusammengesetzt wäre,  so  müsste  Gr  nach  Abschn.  I,  S.  206,  Satz  3 
eine  Untergruppe  mit  mindestens  r  —  m  Parametern  enthalten,  was 
der  Yoraussetzong  widerspräche.  Dass  es  andrerseits  in  einem  Räume 
von  q  Dimensionen  r-gliedrige  Gruppen  von  Punkttransformationen 
giebt,  die  mit  Gr  gleichzusammengesetzt  sind,  folgt  aus  Theor.  81  auf 
S.  446  f.  von  Abschn.  I,  denn,  da  Gr  einfach  ist,  so  kann  die  (r  —  g)- 
gliedrige  Untergruppe  der  Gr  weder  selbst  in  der  Gr  invariant  sein, 
noch  eine  Untergruppe  enthalten,  die  in  der  Gr  invariant  ist.  Dass 
endlich  eine  mit  Gr  gleichzusammengesetzte  Gruppe  von  Punkttrans- 
formationen im  g-fach  ausgedehnten  Räume  nicht  imprimitiv  sein 
kann,  sieht  man  so  ein:  Wäre  sie  imprimitiv,  so  zerfiele  der  betreffende 
Raum  in  oo«~''"*  m-fach  ausgedehnte  Mannigfaltigkeiten  (0  <  w  <  q)^ 
die  entweder  alle  einzeln  invariant  blieben  oder  durch  eine  mit 
Gr  gleichzusammengesetzte  Gruppe  unter  einander  vertauscht  würden. 
Der  zweite  Fall  ist  nach  dem  Früheren  ausgeschlossen;  im  ersten 
Falle  würden  nach  Abschn.  I,  S.  310,  Satz  8  die  oo*"  Punkte  jeder 
iu Varianten  m-  fach  ausgedehnten  Mannigfaltigkeit  durch  eine  mit 
Gr  gleichzusammengesetzte  Gruppe  transformirt  werden,  also  kann 
auch  dieser  Fall   nicht  eintreten. 

Will  man  übrigens  im  Räume  von  q  Dimensionen  eine  mit  Gr 
gleichzusammengesetzte  Gruppe  von  Punkttransformationen  aufstellen, 
so  kann  man  folgendermassen  verfahren:  Die  (r  —  g)- gliedrige  Unter- 
gruppe der  Gr  wird  in  dem  iJr— i  der  cx)**""*  infinitesimalen  Transfor- 
mationen der  Gr  durch  eine  (r  —  q — l)-fach  ausgedehnte  ebene 
Mannigfaltigkeit  Er— ,— i  dargestellt  Da  die  Untergruppe  in  keiner 
grösseren  Untergruppe   der  Gr   invariant   ist   und   da   die   adjungirte 
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Gruppe  der  Gr  r-gliedrig  ist,  so  bleibt  Er—q—x  nur  bei  der  (f  —  q)- 
gliedrigen  Untergruppe  der  Adjuugirten  inyariant,  deren  Bild  sie  ist. 
Demnach  nimmt  Er^q—i  bei  den  ocT  endlichen  Transformationen  der 
Adjungirten  gerade  oo?  verschiedene  Lagen  an  (s.  Abschn.  I,  S.  482, 
Satz  10);  die  durch  eine  mit  Gr  gleichzusammengesetzte  Gruppe  unter 
einander  vertauscht  werden.  Führt  man  diese  oo^  Lagen  als  Punkte 
in  einem  g-fach  ausgedehnten  Räume  ein,  so  erhält  man  in  diesem 
Räume  die  verlangte  mit  Gr  gleichzusammengesetzte  Gruppe  von 
Punkttransformationen.     Diese  Methode  versagt   allerdings  für  r=^\. 

Kennt  man  in  einem  Räume  von  q  Dimensionen  alle  endlichen 
continuirlichen  primitiven  Gruppen  von  Punkttransformationen,  so 
kann  man  dem  Satze  11  zufolge  sofort  die  Zusammensetzungen 
aller  r- gliedrigen  einfachen  Gruppen  angeben,  die  eine  Untergruppe 
mit  ^  —  2,  nicht  aber  eine  mit  mehr  Parametern  enthalten;  man 
braucht  ja  blos  unter  den  betreffenden  primitiven  Gruppen  alle  die 
auszuwählen,  die  einfach  sind.  Nun  haben  wir  alle  primitiven  Gruppen 
auf  der  Geraden,  in  der  Ebene  und  im  gewöhnlichen  Räume  bestimmt 
(s.  S.6,  Theor.  1;  S.35,  Theor.  5  und  S.  139,  Theor.  9)  und  unter  diesen 
giebt  es  nur  folgende,  die  einfach  sind:  auf  der  Geraden  die  einglied- 
rige Gruppe  der  Translationen  imd  die  dreigliedrige  allgemeine  pro- 
jective  Gruppe,  in  der  Ebene  die  achtgliedrige  allgemeine  projective 
Gruppe,  im  gewöhnlichen  Räume  endlich  die  fünfzehngliedrige  allge- 
meine projective  Gruppe  und  ausserdem  die  conforme  Gruppe  und  die 
projective  Gruppe  eines  linearen  Gomplexes,  die  beide  zehngliedrig 
und  überdies  gleichzusammengesetzt  sind  (s.  S.  140,  Theor.  10). 

Wir  wollen  diese  Ergebnisse  wegen  ihrer  grossen  Wichtigkeit  in 
drei  verschiedenen  Theoremen  aussprechen*): 

Theorem  55.     Enthält  eine  r-yliedrige  einfache  Gruppe  eine 
Untergruppe  mit  r  —  1   Parametern,   so  ist  sie  entweder  ein- 
gliedrig oder  sie  ist  dreigliedrig  und  mit  der  allgemeinen  pro- 
jectiven  Gruppe  auf  der  Geraden  gleichzusammengesetzt. 

Theorem  56.  Enthält  eine  r-gliedrige  einfache  Gruppe  eine 
(r  —  2)'gliedrige  Untergruppe,  nicht  aber  eine  (r — l)'gliedrige, 
so  ist  sie  achtgliedrig  und  mit  der  allgemeinen  projectiven 
Gruppe  der  Ebene  gleichzusammengesetzt. 

Theorem  57.    Enthält  eine  r-gliedrige  einfache  Gruppe  eine 


*)  Lie,  Ges.  d.  Wies,  zu  Christiania  1888;   Math.  Ann.  Bd.  26,  S.  182—134 
(1886). 
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Untergruppe  mit  r  —  3  Parameterfk^  reicht  aber  eine  mit  mehr 
als  r  — 3,  so  ist  sie  entweder  fünfzehngliedrig  oder  ssehngliedrig 
und  zwar  im  ersten  Falle  gleichzusammengesetzt  mit  der  all- 
gemeinen projectiven  Gruppe  des  gewöJinlichen  Baumes,  im 
zweiten  Falle  gleichzusammengesetzt  mit  der  conformen  Gruppe 
dieses  Baumes  oder,  was  auf  dasselbe  hinaushommt,  mit  der 
projectiven  Gruppe  eines  nicht  ausgearteten  linearen  Complexes 
in  diesem  Baume. 

§  133. 

Die  im  vorigen  Paragraphen  entwickelten  Sätze  über  r-gliedrige 
einfache  Gruppen,  deren  grosste  Untergruppen  entweder  r  —  1  oder 
r  —  2  oder  r  —  3  Parameter  enthalten,  sind  besondere  Fälle  gewisser 
Sätze  über  beliebige  r-gliedrige  Gruppen  von  dieser  Beschaffenheii 
Wir  müssen  aber  bei  Ableitung  dieser  allgemeinen  Sätze  den  Fall, 
dass  die  grössten  Untergruppen  einer  r-gliedrigen  Gruppe  (r  —  1)- 
gliedrig  sind,  besonders  behandeln. 

Es  sei  Gr  eine  r-gliedrige  Gruppe,  die  eine  (r  —  l)-gliedrige 
nicht  invariante  Untergruppe  6r— i  enthält;  Er— 2  sei  die  ebene  (r— 2)- 
fach  ausgedehnte  Mannigfaltigkeit,  durch  die  ßr— 1  in  dem  Br^i  der 
oo'"""^  infinitesimalen  Transformationen  der  Gr  dargestellt  wird.  Unter 
diesen  Voraussetzungen  bleibt  Er— s  nur  bei  den  infinitesimalen  Trans- 
formationen der  adjungirten  Gruppe  der  Gr  invariant,  die  durch  die 
Punkte  von  Er— 2  abgebildet  werden,  es  nimmt  daher  bei  der  adjungirten 
Gruppe  cx>^  verschiedene  Lagen  an  und  diese  cx>^  Lagen  werden  von 
der  adjungirten  Gruppe  durch  eine  mit  Gr  isomorphe  Gruppe  y 
unter  einander  vertauscht. 

Als  Gruppe  einer  einfach  ausgedehnten  Mannigfaltigkeit  kann  y 
höchstens  dreigliedrig  sein,  folglich  enthält  Gr  eine  (r  —  5)-gliedrige 
invariante  Untergruppe  Gr^q,  wo  q  einen  der  Werthe  1,  2,  3  besitzt 
Ist  Er— 2-1  ^^s  Bild  dieser  invarianten  Gr^q^  so  lassen  alle  infini- 
tesimalen Transformationen  der  adjungirten  Gruppe,  die  durch  Punkte 
von  Er— 5  —  1  abgebildet  werden,  jede  einzelne  der  cx>^  Lagen  von  Er-s 
invariant,  mithin  ist  Er— 9—1  in  Er— 2  und  ebenso  in  jeder  der  00* 
Lagen  von  Er— 2  enthalten,  das  heisst  die  invariante  Untergruppe 
Gr-~q  der  Gr  ist  der  Schnitt  der  00^  (r  —  l)-gliedrigen  Untergruppen 
von  Gr,  die  innerhalb  Gr  mit  Gr—i  gleichberechtigt  sind. 

Da  Crr— 1  keine  invariante  Untergruppe  von  Gr  sein  sollte,  ergiebt 
sich  hieraus  zunächst,  dass  q  niemals  den  Werth  1  haben  kann.  Ist 
nun  2  =  2,  so  wird  die  invariante  Untergruppe  Gr—q  im  jRr-i  ^^^^ 
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bene  (r  — 3) -fach  ausgedehnte  MaDnigfaltigkeit  E^-s  dargestellt. 
.  Er-8  gehen  innerhalb  des  JBr-i  gerade  oo^  ebene  (r  —  2)-fach 
iehnte  Mannigfaltigkeiten ,   die   ein  ebenes  Büschel   bilden   und 

denen  natürlich  alle  die  cx)^  Lagen  von  Er—s  enthalten  sind, 
ese  <x>^  Lagen  bei  der  adjungirten  Gruppe  in  unserm  Falle  grade 
iedrig  transformirt  werden,  so  wird  das    ebene  Büschel  der  oo^ 

Er— 3    gehenden  (r  —  2) -fach    ausgedehnten  Mannigfaltigkeiten 

eine  zweigliedrige  projective  Gruppe  transformirt,  es  bleibt  also 
leor.  2,  S.  17)  eine  aber  auch  nur  eine  Mannigfaltigkeit  des 
eis   in  Ruhe,    mit  andern  Worten:    die   invariante  Untergruppe 

der  Gr  steckt  in  einer  aber  auch  nur  in  einer  invarianten 
l)-gliedrigen  Untergruppe  der  Gr.  Diese  invariante  (r — 1)- 
ige  Untergruppe  bildet  einen  Gränzfall  der  oo^  mit  Gr-i  gleich- 
itigten  Untergruppen. 

Vir  sehen  hieraus,  dass  im  Falle  ^  c=s  2  die  Zusammensetzung 
•  Gr  durch  Gleichungen  von  der  Form: 


r— « 


(X,  Fl)  =^  a*.  X.f 


r— 2 


(X*r,)  =  >i6i.x/ 


1 
r— 2 


iX,Xj)  "2  ''^^'^•f 


r— 2 


( r,  y,)  =  «D  Yj  +2^  c.  x,f 


(*,J=l...r  — 2) 


stellt  wird,  wo  o  von  Null  verschieden  ist  und  daher  =  1  ge- 
j  werden  kann.  Die  <x>^  mit  6rr— i  gleichberechtigten  Unter- 
en der  Gr  haben  die  Form:  X^f..,  Xr—if,  Y^f-^XY^f^  unter 
jn  Parameter  verstanden;  die  (r  —  2)-gliedrige  invariante  Unter- 
e  der  Gr  wird  von  X^f.,.Xr^%f  und  die  (r — l)-gliedrige 
ante  von:  X^f . . .  Xr—$f,  Y^f  erzeugt.^ 

st  andrerseits  g=»3,  so  werden  die  oo^  Lagen  von  Er— 2  bei 
djungirten  Gruppe  durch  eine  dreigliedrige  Gruppe  transfor- 
die  mit  der  allgemeinen  projectiven  Gruppe  auf  der  Geraden 
zusammengesetzt  und  mit  der  Gr  isomorph  ist.  Die  Zu- 
ensetzung  der  Gr  lautet  daher,  wie  man  leicht  sieht,  folgender- 


n: 
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(18) 


r—S 


(XiY,)=^'a,^.X.f 


1 

r  — 5 


(X»X,)  =^  hj.  X.f 


r—s 


(r,F,)=    Y,f+^'a.X.f 


r—S 


{l\Y,)  =  2Y,f+^'b.X,f 


1 

r 


iY,Y,)=    Y,f+^'c.X,f 

1 
(*,/=.l...r  — 5;  /«  =  1,8,8). 

Alles  das  fassen  wir  jetzt  zusammen  in  dem 

Theorem  58*).  Enthält  eine  r-gliedrige  Gruppe  Gr  eine 
(r  —  l)gliedrige  nicht  invariante  Untergruppe  Gr—\y  so  enthält 
sie  cx)^  mit  Gr—i  gleichberechtigte  Untergruppen,  die  hei  der 
adjungirten  Gruppe  der  Gr  entweder  durch  eine  eweigliedrige 
oder  durch  eine  dreigliedrige  mit  Gr  isomorphe  Gruppe  unter 
einander  vertauscht  werden.  Tritt  der  erste  von  diesen  beiden 
Fällen  ein,  so  enthält  Gr-i  eine  (r  —  2ygliedrige  invariante 
Untergruppe  Gr—%,  die  zugleich  in  Gr  invariant  ist  und  die 
überdies  in  einer  (r  —  l)'gliedrigen  invarianten  Untergruppe 
der  Gr  steckt;  die  Zusammensetzung  der  Gr  wird  in  diesem 
Falle  durch  Gleichungen  von  der  Form  (17)  dargestellt,  tco 
0  =  1  gesetzt  werden  kann.  Tritt  der  zweite  Fall  ein,  so  ent- 
hält Gr—i  eine  (r  —  d)-gUedrige  invariante  Untergruppe  Gr-zj 
die  zugleich  in  Gr  invariant  ist;  die  Zusammensetzung  der 
Gr  wird  dann  durch  Gleichungen  von  der  Form  (18)  dar- 
gestellt 

Wir  wenden  uns  jetzt  zur  Untersuchung  der  r-gliedrigen  Gruppen, 
deren  grösste  Untergruppen  weniger  als  r  —  1  Parameter  enthalten. 
Bei  der  Behandlung  dieser  Gruppen  werden  wir  uns  auf  das  folgende 
allgemeine  Theorem  stützen: 

Theorem  59.  Enthält  eine  r-gliedrige  Gruppe  Gr  eine  (r  —  in)- 
gliedrige    Untergruppe   Gr-m,  jedoch    keine    Untergruppe   mit 


♦)  Lie,  Math.  Ano.  Bd.  26,  S.  133,  Satz  18. 


Allgemeines  über  Zasammensetzting.  689 

mehr  als  r  —  m  Parametern  und  ist  t»>  1,  so  gieht  es  in  Gr 
gerade  cx)"»  verschiedene  {r  —  mYgliedrigc  Untergruppen,  die 
innerhalb  Gr  mit  Gr—m  gleichberechtigt  sind  und  die  bei  der 
adjungirten  Gruppe  der  Gr  dxirch  eine  mit  Gr  isomorphe  Gruppe 
y  unter  einander  vertauscht  werden.  Ist  diese  Gruppe  y  q-glied- 
rig,  so  ist  q>m  und  es  giebt  in  Gr  eine  (r  —  q)'gliedrige  in- 
variante Untergruppe,  die  in  Gr—m  ^f^d  in  allen  damit  gleich- 
berechtigten Untergruppen  von  Gr  enthalten  ist.  Ausserdem 
ist  noch  zu  bemerken,  dass  y  ewar  (q  —  m^-gliedrige  Unter- 
gruppen enthält,  aber  heine  mit  mehr  als  q  —  m  Parametern, 
woraus  insbesondre  folgt,  dass  y  die  cx)"»  mit  Gr—m  gleich- 
berechtigten Untergruppen  von  Gr  primitiv  transformirt 

Den  Beweis  dieses  Theorems  führen  wir  so: 

6rr^m  steckt  Unter  den  gemachten  Voraussetzungen  in  keiner  grösse- 
ren Untergruppe  von  Gr,  es  kann  daher  auch  in  keiner  grösseren 
Untergruppe  von  Gr  invariant  sein.  Ebensowenig  ist  Gr^m  in  Gr 
selbst  invariant^  denn  dann  erzeugte  augenscheinlich  jede  in  Gr—m 
nicht  enthaltene  infinitesimale  Transformation  von  Gr  zusammen  mit 
den  infinitesimalen  Transformationen  von  Gr^m  eine  (r  — m-^-l)-glied- 
rige  Untergruppe  von  Gr» 

Ist  nun  Er— m-i  die  ebene  (r  —  m  —  l)-fach  ausgedehnte  Man- 
nigfaltigkeit;  durch  die  Gr—m  in  dem  iZr— i  der  oo''—^  infinitesimalen 
Transformationen  von  Gr  abgebildet  wird,  so  bleibt  Er— m— i  wegen 
der  Beschaffenheit  von  Gr—m  nur  bei  den  infinitesimalen  Transfor- 
mationen der  adjungirten  Gruppe  von  Gr  invariant,  die  den  Punkten 
von  Er— m— 1  entsprechen.  Hieraus  folgt,  dass  die  adjungirte  Gruppe 
von  Gr  gerade  m  unabhängige  infinitesimale  Transformationen  enthält, 
die  Er— m— 1  nicht  invariant  lassen  und  aus  denen  keine  infinitesimale 
Transformation  linear  ableitbar  ist,  die  Er— m— i  invariant  lässt.  Dem- 
nach (s.  Abschn.  I,  S.  482,  Satz  10)  nimmt  Er— m— i  bei  der  adjungir- 
ten Gruppe  der  Gr  gerade  oo"*  verschiedene  Lagen  an;  das  aber  heisst 
nichts  andres,  als  dass  es  in  Gr  gerade  oo"»  verschiedene  (r  —  w)-glied- 
rige  Untergruppen  giebt,  die  innerhalb  Gr  mit  Gr—m  gleichberech- 
tigt sind. 

Die  oo*"  Lagen  von  Er— m-i;  oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt, 
die  cx)"»  mit  Gr—m  gleichberechtigten  Untergruppen  von  Gr  werden 
bei  der  adjungirten  Gruppe  von  Gr  durch  eine  mit  Gr  isomorphe 
Gruppe  y  transformirt,  deren  Gliederzahl  den  Werth  q  haben  mag. 
Dann  giebt  es  nothwendig  in  Gr  eine  (r  —  g)-gliedrige  invariante 
Untergruppe  Gr—q,  deren  sämmtlichen  Transformationen  die  identische 
Transformation  entspricht,  sobald   man  Gr  und  y  isomorph   auf  ein- 

Lic,  Theorie  der  Traiisformationsgvippen.     m.  44 
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ander  bezieht  (s.  Abschn.  I;  S.  300 ff.).  Ist  daher  Er—q—i  das  Bild 
von  Gr—q  iiii  ^—if  so  lässt  jede  iDfinitesimale  Transformation  der 
adjungirten  Gruppe,  die  im  JBr-i  durch  einen  Punkt  von  Er— 9— i  ab- 
gebildet wird,  jede  einzelne  der  00"»  Lagen  von  Er_m— 1  invariant.  Hier- 
aus aber  folgt  wegen  der  oben  angegebenen  Eigenschaften  von  Er^-m-i, 
dass  Er— 9—1  auf  Er—m-i  liegt,  dass  also  die  invariante  Untergruppe 
Gr—q  der  Gr  in  Gr—m  und  natürlich  auch  in  jeder  mit  6rr— m  gleich- 
berechtigten Untergruppe  von  Gr  enthalten  ist.  Da  überdies  (?r-« 
keine  invariante  Untergruppe  von  Gr  ist,  so  muss  r  —  g^  <  f  —  ni 
sein,  also:  g  >  w. 

Dass  y    {q  —  wVgliedrige   Untergruppen    enthält,   liegt    auf  der 
Hand,  denn  Er— m— 1    bleibt  bei  der  (r  —  9n)-gliedrigen  Untergruppe 
Gr—m  von  Gr  invarfaut  und  der  Untergruppe  Gr^m  entspricht  inner- 
halb y  eine  (q — w)-gliedrige  mit  ör— m  isomorphe  Gruppe,  weil  ja 
Gr-m  die  invariante  (r  —  g)-gliedrige  Untergruppe  Gr— 5  enthalt,  die 
der   identischen  Transformation  entspricht,  wenn  man  Gr   und  y  iso- 
morph auf  einander  bezieht  (a.  a.  0.  S.  302  f.).    Aus  den  Entwicklungen 
a.  a.  0.  ergiebt  sich  femer,  dass  y  keine  Untergruppe    mit  mehr  als 
q  —  m  Parametern  enthalten  kann,  denn  träte  eine  solche  Untergruppe 
auf,   so  könnte   man  sofort   eine   Untergruppe   von  Gr  angeben,  die 
mehr  als  r  —  m  Parameter  enthielte,  das  aber  wäre  gegen  die  Vor- 
aussetzung.    Endlich  ist  nunmehr  auch   klar,  dass  y   die  cx)*^  Lagen 
von  Er— m— 1  primitiv  unter  einander  vertauscht,  denn  transformirte  es 
die  Schaar  dieser  cx)''*  Lagen  imprimitiv,  so   enthielte  es  sicher  eine 
Untergruppe  mit  mehr  als  q  —  m  Parametern. 

Damit  ist  das  Theorem  59  vollständig  bewiesen. 

Will  man  die  Zusammensetzungen  aller  r-  gliedrigen  Gruppen  Gr 
bestimmen,  die  eine  (r  —  w)-gliedrige  Untergruppe  Gr-^m,  nicht  aber 
eine  Untergruppe  mit  r — m-\-l  oder  noch  mehr  Parametern  enthalten 
(tn  >  1),  so  ist  es  nöthig  oder  doch  wenigstens  vortheilhaft,  in  m 
Veränderlichen  alle  endlichen  continuirlichen  primitiven  Gruppen  von 
Punkttransformationen  zu  kennen,  deren  grösste  Untergruppen  gerade 
m  Parameter  weniger  enthalten  als  die  Gruppen  selbst.  Nach  Theorem  59 
ist  ja  die  dort  definirte  Gruppe  y  immer  eine  primitive  Gruppe  des 
tn-fach  ausgedehnten  Baumes,  die  die  eben  geschilderte  Beschaffen- 
heit hat.  , 

Für  die  beiden  Fälle  m  =  2  und  m  =  3  sind  wir  nun  in  der 
Lage,  alle  primitiven  Gruppen  von  der  geschilderten  Beschaffenheit 
zu  kennen.  Li  der  Ebene  giebt  es  nur  eine  r-gliedrige  primitive 
Gruppe,  die  keine  (r  —  l)-gliedrige  Untergruppe  enthält,  nämlich  die 
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btgliedrige  allgemeine  projective  Gruppe^  während  die  sechsgliedrige 
gemeine  lineare  Gruppe  gewisse  fünfgliedrige  Untergruppen  enthält 
d  die  fünfgliedrige  specielle  lineare  Gruppe  gewisse  viergliedrige 
S.  35,  Theor.  5  u.  Kap.  5).  Andrerseits  giebt  es  im  gewohnlichen 
eifach  ausgedehnten  Räume  nur  drei  r-  gliedrige  primitive  Gruppen,  die 
ine  Untergruppen  mit  mehr  als  r  —  3  Parametern  enthalten,  nämlich  die 
ifzehngliedrige  allgemeine  projective  Gruppe,  die  zehngliedrige  con- 
:me  Gruppe  und  endlich  die  mit  der  letztem  gleichzusammengesetzte 
ojective  Gruppe  eines  nicht  ausgearteten  linearen  Gomplexes  (s.  S.  139, 
leor.  9,  Abschn.  I,  S.  569  u.  Abschn.  II,  S.  455).  Demnach  erhalten 
r  aus  Theorem  59  ohne  Weiteres  noch  die  beiden  nachstehenden 
leoreme*): 

Theorem  60.  Enthält  eine  r-gliedrige  Gruppe  Gr  eine  (r  —  2)- 
iedrige  Untergruppe  Gr—2,  nicht  aber  eine  (r  —  Vj-gliedrige 
>itergruppe^  so  ist  r  ^  8  und  es  giebt  in  der  Gr—2  eine  (r — 8)- 
iedrige  Untergruppe,  die  in  der  Gr  invariant  ist  Die  Zu- 
mmensetzung  der  Gr  wird  durch  Relationen  von  der  Form: 

/•— 8  8 

(Y,  Y,)  =^r  a,.rrXrf+^'  C^r,  Y.f 

1  1 

r— 8 

I 

r— 8 
(X*  Xj)  =^'  hjr  X,f 

1 

Cu,i'al...8;    *,/=l...r  — 8) 

stimmt,  und  zwar  sind  hier  die  Cft^»   so  beschaffen,  dass  die 
leichungen: 

H 

1 

e   Zusammensetzung   der  achtgliedrigen  allgemeinen   projec- 
Jen  Gruppe  der  Ebene  darstellen. 

Theorem  61.  Enthält  eine  r-gliedrige  Gruppe  Gr  eine  (r— 3)- 
iedrige  Untergruppe  Gr^i,  nicht  aber  eine  Untergruppe  mit 
ihr  als  r  —  3  Tarametern,  so  ist  r  mindestens  gleich  10.  Es 
nnen  aber  zwei  Fälle  eintreten.  Entweder  nämlich  enthält 
c   Gr-^z  eine   (r  —  I0)'gliedrige    Untergruppe^   die    in  der   Gr 

*)  Lie,  Math.  Ann.  Bil.  25,  S.  134,  Theor.  VI  u.  VII. 

44* 


)) 
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invariant  ist,  oder  sie  enthält  eine  (r  —  15)-gltedrige  Unter- 
gruppe, die  in  der  Gr  invariant  ist.  Der  zweite  Fall  kann  nur 
eintreten,  wenn  r>15  ist.  In  beiden  Fällen  wird  die  Zusam- 
mensetzung der  Gr  durch  Relationen  von  der  Form: 


(21) 


r — H 


1  1 

r—n 

1 

(XtXj)  =^*hj,X,f 

1 

(//,  1*  =  1  . .  .  « ;  Ä-,  >  =  1  . .  .  r  —  n) 

bestimmt  und  zwar  ist  im  ersten  Falle  n  =  10  und  die  Glei- 
chungen: 

n 
(22)  (?)^?)r)=2<'''"^'/'     (•''.'=»••-) 

1 

stellen  die  Zusammensetzung  der  zehngliedrigen  projectiven 
Gruppe  eines  nicht  ausgearteten  linearen  Complexes  im  ge- 
wöhnlichen Räume  dar,  im  zweiten  Falle  aber  ist  n  «=  15  und 
die  Gleichungen  (22)  stellen  die  Zusammensetzung  der  fünf- 
zehngliedrigen  allgemeinen  projectiven  Gruppe  des  gewöhn- 
lichen Raumes  dar. 

Wir  wollen  hier  noch  einen  Satz  einschalten,  der  zwar  mit  den 
Sätzen  dieses  Paragraphen  in  keinem  directen  Zusammenhange  steht, 
der  aber  doch  insofern  etwas  mit  ihnen  gemein  hat,  als  er  von  einer 
invarianten  Untergruppe  einer  r-gliedrigen  Gruppe  handelt.  Der  Satz 
lautet*): 

Satz  12.  Ist:  X^f...  Xrf  eine  r-gliedrige  Gruppe  von  der  Zu- 
sammensetzung: 


r 
{XiXky=^'  CiksX.f     (/,i  =  l...r) 


1 
und  verschwinden  die  r  Ausdrüclce: 


*)  Lie  hat  ihn  zuerst  veröffentlicht  in  Bd.  X  seines  norw.  Archivs  auf 
S.  80  ff.  Die  hier  benutzte  Beweismethode  hat  Lie  in  dem  Jahrbucbe  über  die 
Fortschr.  d.  Math,  angegeben  (1884,  S.  325). 
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T 

23)  ^*Ck.s   (*  =  i-.- 


icht  sämmüiclif  so  erzeugen  die  oo'*"-*  infinitesimalen  Transfonnationen: 
^CkXkf,  die  der  Bedingung: 

r  r 

U)  2  Ci.^  cu„  =  0 

1  1 

mügefif    eine   (r — l)'glicdrige    invariante    Untergruppe    der    Gruppe: 
Um  diesen  Satz  zu  beweisen,  betrachten  wir  die  adjungirte  Gruppe: 

1  ...r 
E,f  =yicjksCjl^       (i-  =  1  . . .  r) 

er  Gruppe:  X^f ,  .  .  Xrf.  Die  infinitesimalen  Transformationen  dieser 
djungirten  Gruppe  sind  linear  und  homogen;  diejenigen  unter  ihnen, 
ie  der  speeiellen  linearen  homogenen  Gruppe  des  Raumes  q  .  . .  c^ 
Qgehören,  erzeugen  daher  eine  invariante  Untergruppe  der  adjungir- 
»n  Gruppe  (s.  Abschn.  I,  S.  574  f.).  Nun  aber  werden  die  infinitesi- 
lalen  Transformationen:  UutEkf  der  adjungirten  Gruppe,  die  der 
Deciellen  linearen  homogenen  Gruppe  angehören,  augenscheinlich  durch 
ie  Gleichung: 

r  r 

1       1 

estimmt.  Da  andrerseits  diese  infinitesimalen  Transformationen  eine 
[Variante  Untergruppe  der  Adjungirten  erzeugen,  so  ist  klar,  dass  die 
leichung : 

r  r 

1   1 

ie  nur  eine  andre  Form  der  Gleichung  (24)  ist,  bei  der  adjungirten 
nippe  invariant  bleibt.  Hieraus  endlich  geht  hervor,  dass  die  Glei- 
lung  (24)  eine  (r  —  l)-gliedrige  invariante  Untergruppe  der  Gruppe: 
if . .  Xrf  darstellt,  es  müsste  denn  sein,  dass  sie  sich  auf  0  =  0 
iducirte,  was  oflFenbar  nur  eintritt,  wenn  die  r  Ausdrücke  (23)  sämmt- 
ch  verschwinden. 

Wir  wollen  noch  erwähnen,  dass  für  eine  r-gliedrige  Gruppe,  die 
jine  (r  —  l)-gliedrige  invariante  Untergruppe  enthält,  die  r  Aus- 
•ücke  (23)  natürlich  alle  verschwinden  müssen.  Hieraus  folgt  zu- 
eich, dass  eine  r-gli^drige  Gruppe  nur  dann  ihre  eigne  Derivirte  sein 
inn,  wenn  die  Ausdrücke  (23)  alle  gleich  Kuli  sind. 
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Im  vorigen  Paragraphen  haben  vrir  den  Fall  betrachtet^  dass  eine 
r-gliedrige  Gruppe  vorliegt,  deren  grosste  Untergruppen  (r  —  m)- 
gliedrig  sind,  und  haben  gezeigt,  dass  dann  jede  solche  (r  —  w)-glied- 
rige  Untergruppe  eine  kleinere  Untergruppe  enthält,  die  in  der  ganzen 
r-gliedrigen  Gruppe  invariant  ist.  Wir  wollen  jetzt  die  etwas  allge- 
meinere Annahme  machen,  dass  unsre  r-gliedrige  Gruppe  eine  solche 
(r  —  i»)-gliedrige  Untergruppe  enthält,  die  in  keinejr  grosseren  Unter- 
gruppe der  r-gliedrigen  steckt.  Wir  werden  zeigen,  dass  dann  unter 
gewissen  später  anzugebenden  Voraussetzungen  die  betreffende  (r  —  m)- 
gliedrige  Untergruppe  wieder  eine  invariante  Untergruppe  enthält;  es 
bleibt  dagegen  unentschieden,  unter  welchen  Bedingungen  die  in- 
variante Untergruppe  der  (r  —  m)-gliedrigen  zugleich  auch  in  der 
r-gliedrigen  invariant  ist. 

Wir  behandeln  wieder  den  Fall  m  =  1  zuerst  und  zwar  deshalb, 
weil  er  mit  ganz  elementaren  Hülfsmitteln  erledigt  werden  kann.  Im 
Falle  m  <=  1  kommen  wir  nämlich  mit  der  Bildung  Jacobischer 
Identitäten  aus,  während  wir  für  m>l  einen  andern  Weg  einschlagen 
müssen. 

Für  m  =  1  lautet  der  zu  beweisende  Satz  wie  folgt: 

Satz  13.  EntJiält  eine  r-gliedrige  Gruppe  Gr  eine  nicht  invariante 
(r—  Vj-gliedrige  Untergruppe  G^r— i,  so  enthält  Gr^i  stets  eine  invttrianie 
(r  —  2)'gliedrige  Untergruppe,  Dasselbe  gilt  von  jeder  (r  —  l)'gli€dri- 
gen  Untergruppe  der  Gr,  die  innerhalb  Gr  mit  Gr— i  gleichberech^t  ist. 

In  der  That,  es  seien  X^f..,  Xr—i/*,  Yf  unabhängige  infinitesi- 
male Transformationen  der  Gr  und  X^f .  , ,  Xr—if  sei  die  nicht  in- 
variante Gr— 1.     Dann  bestehen  Relationen  von  der  Form: 

r— 1 

(25)  (XiXi)  =^' Cn.Xsf    (.•,*  =  l...r-l) 

1 

und  ausserdem  sind  die  r  —  1  Ausdrücke  (X,-  Y)  nicht  alle  von  Yf 
frei,  wir  können  uns  daher  X^f , , ,  Xr^if  immer  so  gewählt  denken, 
dass  (Xi  Y)  , . ,  (Xr— 2  Y)  von   Yf  frei  sind: 

r  — 1 

(25')  (X,,  Y)  =  2  «/<.^./"   (/'  =  »••■'-», 

1 

während  (Xr— i  Y)  das   Yf  enthält: 


r— 1 


(25")  {Xr-,  Y)  =  r/-+2''  i.^>f- 
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Dass  hier  der  Factor  von  Yf  auf  der  rechten  Seite  gleich  1  gesetzt 
werden  darf,  wie  wir  es  gethan  haben,  liegt  auf  der  Hand,  denn  man 
kann  ja  Xr-if  mit  jedem  beliebigen  endlichen  Factor  multipliciren. 
Wir  bilden  jetzt  die  Identität  zwischen  Z^/*,  X^f  und  Yf  für 
f£,  V  =  1  . .  .  r  —  2: 

berücksichtigen  aber  nur  das  Glied  mit  Yf  und  finden  so : 

Demnach  erzeugen  X,/*. . .  Xr^^f  eine  (r  —  2)-gliedrige  Gruppe.  Um 
nun  noch  zu  beweisen,  dass  diese  (r  —  2)-gliedrige  Gruppe  in  der 
Gr—ii  X^f. . .  Xr^if,  Xr—if  invariaut  ist,  bilden  wir  für  ft=l...r — 2 
die  Identität: 

((Z^X,_0  Y)  +  {{Xr-,  Y)X,)  +  ((FX,)X,_0  =  0. 

Hier  liefert  der  Faktor  von  Yf  sofort:  c^,,  r— i;  r— 1  =  0,  für  /i=  1  ...r  —  2, 
also  ist  die  Gruppe:  X^f...  Xr—s/*  wirklich  in  der  Gr—i  invariant. 
Daraus  aber  folgt,  dass  auch  jede  innerhalb  Gr  mit  6rr— i  gleich- 
berechtigte Untergruppe  eine  (r  —  2)-gIiedrige  invariante  Untergruppe 
enthält;  unser  Satz  ist  also  bewiesen. 

Wir  betrachten  jetzt  den  allgemeinen  Fall.  Es  sei  Gr  eine  r-glied- 
rige  Gruppe  mit  einer  (r  —  »»)-gliedrigen  Untergruppe  Gr^m,  die  in 
keiner  grosseren  Untergruppe  von  Gr  steckt.  Um  den  Fall  m  =  1 
mitzunehmen,  müssen  wir  noch  die  Forderung  hinzufügen,  dass  für 
tu  SS  1  die  Gr—m  nicht  in  der  Gr  invariant  sei.  Für  w  >  1  ist  das 
überflüssig,  denn  es  ergiebt  sich  da  genau  so  wie  auf  S.  689,  dass 
Gr^m  weder  in  einer  grösseren  Untergruppe  von  Gr  noch  in  Gr  selbst 
invariant  sein  kann. 

Da  die  Gr—m  in  keiner  grösseren  Untergruppe  der  Gr  und  auch 
nicht  in  Gr  selbst  invariant  ist,  so  nimmt  die  (r  —  m  —  l)-fach  aus- 
gedehnte Mannigfaltigkeit  Er—m— i;  durch  die  Gr—m  in  dem  Rr—i  der 
oo**"^  infinitesimalen  Transformationen  von  Gr  abgebildet  wird,  bei 
der  adjungirten  Gruppe  von  Gr  gerade  oo"*  verschiedene  Lagen  an 
(vgl.  S.  689),  es  giebt  also  innerhalb  der  Gr  gerade  oo"»  verschiedene 
mit  Gr—m  gleichberechtigte  Untergruppen.  Dabei  sind  aber  zwei  ver- 
schiedene Fälle  denkbar.  Entweder  erfüllen  die  oo"^  Lagen  von  Er.m— i 
den  ganzen  i2r— i^  so  dass  durch  jeden  Punkt  von  allgemeiner  Lage 
in  dem  2Zr— i  eine  discrete  Anzahl  von  den  c»'"  Lagen  vom  Er— m-i 
hindurchgeht,  oder  sie  erfüllen  den  jßr— i  nicht,  sie  liegen  also  sämmt- 
lieh    auf    einer  Mannigfaltigkeit   von   höchstens  r  —  2   Dimensionen« 
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Allerdings  ist  zu  bemerken,  dass  hier  für  m  =  1  der  zweite  Fall  über- 
haupt nicht  eintreten  kann. 

Ist  zunächst  m  =  1 ,  so  schneiden  sich  je  zwei  unendlich  benach- 
barte unter  den  oo^  Lagen  von  Er— a  in  einer  ebenen  (r  —  3)-fach 
ausgedehnten  Mannigfaltigkeit;  die  oo^  Lagen  von  Er— s  besitzen  daher 
ein  Umhüllungsgebilde,  das  von  jeder  der  oo^  Lagen  von  Er— 2  in  einer 
ebenen  (r  —  3) -fach  ausgedehnten  Mannigfaltigkeit  berührt  wird  Da 
der  Libegriff  der  00^  Lagen  von  Er— 2  bei  der  adjungirten  Gruppe  der 
Gr  invariant  bleibt,  so  muss  auch  dieses  Umhüllungsgebilde  bei  der 
adjungirten  Gruppe  invariant  bleiben.  Betrachten  wir  nun  insbeson- 
dere die  Untergruppe  der  Adjungirten,  die  durch  Er— 3  abgebildet  wird. 
Diese  Untergruppe  lässt  Er— a  und  zugleich  das  vorhin  besprochene 
Umhüllungsgebilde  in  Ruhe,  folglich  lässt  sie  auch  die  ebene  (r — 3)- 
fach  ausgedehnte  Mannigfaltigkeit  Er— 3  in  Ruhe,  längs  der  Er— 2  das 
Umhüllungsgebilde  berührt.  Hieraus  aber  ergiebt  sich  sofort,  dass 
Er— 3  eine  (r  —  2)-gliedrige  invariante  Untergruppe  von  Gr— 1  darstellt. 
Ebenso  giebt  es  natürlich  in  jeder  der  00^  Untergruppen  von  Gr,  die 
innerhalb  Gr  mit  Gr— 1  gleichberechtigt  sind,  eine  (r — 2)-gliedrige 
invariante  Untergruppe. 

Damit  sind  wir  wieder  zu  dem  Satze  13,  S.  694  gelangt,  wir 
haben  aber  jetzt  diesen  Satz  in  einer  neuen  Weise  abgeleitet,  in  einer 
Weise,  die  auch  für  m  >  1  anwendbar  ist. 

In  der  That,  gelingt  es  uns  auch  fQr  m  >  1  nachzuweisen,  dass 
die  00"*  Lagen  von  Er— m— 1  ein  Umhüllungsgebilde  besitzen,  so  können 
wir  dieselben  Ueberlegungen  anstellen  wie  für  w  =  1.  Dieses  üm- 
hüllungsgebilde  bleibt  nämlich  bei  der  adjungirten  Gruppe  invariant 
und  hat  mit  jeder  der  00"*  Lagen  von  Er— m— 1  eine  krumme  oder  ebene 
Mannigfaltigkeit  gemein,  die  mindestens  aus  einem  Punkte  besteht 
und  andrerseits  höchstens  (r  —  m  —  2) -fach  ausgedehnt  ist.  Ist  diese 
Mannigfaltigkeit  eben,  so  ergiebt  sich  wie  vorhin,  dass  jede  der  ex* 
Untergruppen  von  Gr,  die  innerhalb  Gr  mit  Gr—m  gleichberechtigt  sind, 
eine  invariante  Untergruppe  enthält,  die  höchstens  (r  —  m — l)-gliedrig 
ist,  die  aber  andrerseits  auch  nicht  blos  aus  der  identischen  Transfor- 
mation besteht. 

Es  fragt  sich  jetzt  nur  noch,  unter  welchen  Bedingungen  die  oo* 
Lagen  unsrer  Er-m— 1  ein  derartiges  Umhüllungsgebilde  besitzen.  Wir 
werden  nachher  zeigen,  dass  sie  wenigstens  immer  dann  eines  besitzen, 
wenn  der  erste  der  beiden  oben  unterschiedenen  Fälle  eintritt,  wenn 
also  die  00"»  Lagen  von  E,— m-i  den  ganzen  JRr— 1  erfüllen.  Wir 
wollen  daher  jetzt  gleich  das  Theorem  aussprechen,  das  sich  hieraus 
durch  Verbindung  mit  den  olaigen  Betrachtungen  ergiebt: 
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Theorem  62*).  Enthält  eine  r-gliedrige  Gruppe  Gr  eine 
(r  —  m)'gliedrige  Untergruppe  Gr—tm  die  in  keiner  grösseren 
Untergruppe  der  Gr  steckt  und  ist  diese  Untergruppe  ausserdem 
so  beschaffen,  dass  jede  infinitesimale  Transformation  von 
allgemeiner  Lage  der  Gr  mindestens  einer  (r  —  m)-gliedrigen 
Untergruppe  von  Gr  angehört^  die  innerhalb  der  Gr  mit  Gr—m 
gleichberechtigt  ist,  so  enthält  Gr  eine  Schaar  von  infinitesi- 
malen Transformationen,  die  bei  der  adjungirten  Gruppe  der 
Gr  invariant  bleibt  und  die  mit  Gr—m  mindestens  eine  und 
höchstens  oo'"—"*"-^  infinitesimale  Transformationen  gemein  hat. 
Bilden  die  infinitesimalen  Transformationen,  die  Gr-m  vnit 
dieser  Schaar  gemein  hat,  eine  ebene  Mannigfaltigkeit,  so  er- 
zeugen sie  eine  invariante  Untergruppe  von  Gr—m-  Entsprechen- 
des gilt  von  jeder  innerhalb  Gr  mit  Gr^m  gleichberechtigten 
Untergruppe. 

Wir  müssen  jetzt  noch  zeigen,  dass  die  cx)"*  Lagen  von  Er— m-i 
unter  der  oben  gemachten  Voraussetzung  wirklich  immer  ein  Umhül- 
lungsgebilde besitzen.  Wir  thun  das,  indem  wir  den  folgenden  allge- 
meinen Satz  beweisen,  der  an  und  für  sich  von  grossem  Interesse  ist 
und  der  in  dieser  Allgemeinheit  neu  sein  dürfte**): 

Satz  14.  Hat  man  in  eifiem  (n  +  l)-fach  ausgedehnten  Baume 
Ji,4.i  eine  Schaar  von  oo"*+^  (n  —  m)-fach  ausgedehnten  ebenen  Man- 
nigfaltigkeiten und  ist  diese  Schaar  so  beschaffen,  dass  sie  den  ganeefi 
Baum  erfüllt,  dass  also  durch  jeden  Funkt  von  allge^neiner  Lage  eine 
discrete  Anzahl  von  Mannigfaltigkeiten  hindurchgeht,  so  besitzt  diese 
Schaar  immer  ein  Umhüllungsgebilde y  das  mit  jeder  Mannigfaltigkeit  M 
der  Schaar  eine  krumme  oder  ebene  Mannigfaltigkeit  M'  gemein  hat  und 
das  jedesmal  von  M  längs  der  Mannigfaltigkeit  M!  in  einem  gewissen 
Sinne  berührt  wird. 

Um  diesen  Satz  zu  beweisen ,'  wählen  wir  xr,  x^  , , .  x^  zu  recht- 
winkligen Coordinaten   der  Punkte   des  ü„-f.i   und   zwar,   was   immer 

*)  Fdr  m  =»  1  geht  dieses  Theorem  in  den  Satz  18  auf  S.  694  über,  nur 
stellt  es  die  Existenz  einer  inyarianteu  Untergruppe  der  Cr^__|  nicht  so  unbedingt 
fest  wie  jener  Satz.  Dass  wir  in  das  Theorem  nicht  die  Voraussetzung  mit 
aufgenommen  haben,  die  G-r—m  ^^^^^  für  m  =:=  1  nicht  in  der  G^  invariant  sein, 
hat  darin  seinen  Grund,  dass  diese  Voraussetzung  durch  die  später  in  dem 
Theoreme  gemachten  Voraussetzungen  vollständig  ersetzt  wird. 

**)  Dieser  Satz  ist  eine  Verallgemeinerung  des  längst  bekannten  Satzes,  dass 
im  gewöhnlichen  dreifach  ausgedehnten  Räume  jede  Schar  von  oo'  Geraden,  die 
den  ganzen  Raum  erfüllt,  eine  Brennfigur  besitzt,  also  entweder  eine  Brennflächo 
oder  eine  Brenncurve  oder  einen  Brennpunkt. 
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möglich  ist,  derart,  dass  niclit  alle  Mannigfaltigkeiten  unsrer  Schaar 
der  Z'Axe  parallel  sind.  So  wird  die  Schaar  durch  Gleichungen  von 
der  Form: 


(26) 


n  —  w 


1 


n  —  m 


X, 


f'bftkXm+k       +  öf/i 


(//  ==  1  .  .  .  f/i) 


dargestellt^  wo  die  a  und  b  gewisse  Functionen  von  m  -j-  1  Para- 
metern u^ ...  Um  4.1  sind  und  für  allgemeine  Werthe  dieser  Parameter 
endlich  bleiben. 

Unser  Verfahren  besteht  nun  darin,  dass  wir  die  Schaar  der 
(n  —  m)-fach  ausgedehnten  Punktmannigfaltigkeiten  (26)  als  eine 
Schaar  von  Elementmannigfaltigkeiten  des  Bn+i  auffassen  und  sie 
durch  eine  Berührungstransformation  des  Rn-^-i  in  eine  Schaar  Ton 
Elementmannigfaltigkeiten  überführen,  die  aus  lauter  n-fach  ausge- 
dehnten Punktmannigfaltigkeiten  besteht. 

Als  Elementmannigfaltigkeit  des  i2n+i  aufgefasst  wird  die  Punkt- 
mannigfaltigkeit  (26)  durch  die  n  4~  1  Gleichuugen: 

1 


(27) 


n  —  m 


X 


/* 


1 


'H- 


m 


1 
(t/  =  1  . . .  m;  J  =:  1  .  .  .  n  —  m) 

dargestellt  (s.  Abschn.  II,  S.  103  fiF.).     Führen  wir  auf  diese  Element- 
maunigfaltigkeit  die  Berührungstransformation: 


(28) 


m 


—2  ^''-P" 


Xf    j^Vy  Pv    Xv 

Xjn-{-k  =  X,n  +  ifc ,      |)„,  ^  Jb  =  Pm  +  k 
(y  =  1  .  . .  w ;    k  =  1  .  .  .  n  —  m) 


aus  (a.  a.  0.  S.  115  f.),  so  erhalten  wir  eine  Elementmannigfaltigkeit, 
die  als  Punktmannigfaltigkeit  n-fach  ausgedehnt  ist  und  durch  die 
Gleichung: 


Allgemeines  über  ZuBammenaetzang.  699 


m     n  —  m 


(29)  /=^*  ^  h^kXf[ x,n+t  +^  ^*^*  +  ^ 

11  1 

dargestellt  wird.  Unsre  Berührungstransformation  (28)  führt  also  die 
cC'+i  (n  —  tn)- fach  ausgedehnten  ebenen  Mannigfaltigkeiten  (26)  in 
oo'n+i  n-faeh  ausgedehnte  Mannigfaltigkeiten  zweiten  Grades  über. 

Von  der  Schaar  (29)  lässt  sich  nun  nachweisen,  dass  sie  im  All- 
gemeinen eine  im  Endlichen  liegende  Umhüllungsmannigfaltigkeit 
besitzt.  In  der  That,  die  Umhüllungsmannigfaltigkeit  der  Schaar  (29) 
wird  erhalten,  wenn  man  t/j  . . .  u„f\-i  aus  (29)  mit  Hülfe  der  Glei- 
chungen : 


(30) 


J^"'Ä^>-.+i':::-+i^-« 


1 

(i  =  1  .  .  .  ;/i  -f  1) 


wegschafft.  Soll  daher  eine  im  Endlichen  liegende  Umhüllungsmannig- 
faltigkeit vorhanden  sein,  so  ist  nothwendig  und  hinreichend,  dass  die 
in  -f  1  Mannigfaltigkeiten  zweiten  Grades  (30)  sich  für  allgemeine 
Werthe  der  u  in  einer  im  Endlichen  liegenden  Mannigfaltigkeit  schnei- 
den. Das  aber  tritt  dann  und  nur  dann  ein,  wenn  in  dem  ebenen 
Bündel  von  (x>">  Mannigfaltigkeiten  zweiten  Grades,  das  durc];i  die 
m  -j-  1  Mannigfaltigkeiten  (30)  bestimmt  wird,  die  unendlich  ferne 
n-fach  ausgedehnte  Ebene  des  ün+i  nicht  doppeltzählend  vorkommt, 
wenn  also  nicht  alle  (ni  +  1)- reihigen  Determinanten  der  Matrix^: 


(31)  I  a«,  da. 


du,     '  \  •    au,^^i 

I   (A:  =  1   .  .  n  —  ni ;   /<  =  1 . . .  m ;   €  =^  l . . .  n) 

identisch  verschwinden. 

Nehmen  wir  daher  an,  dass  nicht  alle  (w  -+-  1)- reihigen  Deter- 
minanten dieser  Matrix  identisch  verschwinden,  so  ist  sicher,  dass  die 
qqw+1  Mannigfaltigkeiten  (29)  eine  im  Endlichen  liegende  Umhüllungs- 
mannigfaltigkeit besitzen.  Es  ist  zugleich  klar,  dass  diese  Umhül- 
lungsmannigfaltigkeit nicht  aus  lauter  Parallelen  zur  z-Axe  besteht, 
dass  sie  also  als  Elementmannigfaltigkeit  aufgefasst  durch  die  Element- 
coordinaten  z,  x^  . , .  Xn,  i\  .  .  .pn  darstellbar  isi  Führen  wir  endlich 
auf  diese  Umhüllungsmannigfaltigkeit  die  Berührungstransformation 
(28)  rückwärts  aus,  so  erhalten  wir  eine  im  Endlichen  gelegene  Man- 
nigfaltigkeit, die  von  allen  00"*+^  ebenen  Mannigfaltigkeiten  (26)  um- 
hüllt wird. 
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Jetzt  bleibt  noch  der  Fall  übrig,  dass  alle  (m  -f-  1)- reihigen 
Determinanten  der  Matrix  (31)  identisch  verschwinden.  Tritt  dieser 
Fall  ein,  so  sind  die  m  +  1  Parameter  t/j  .  .  .  «,„4.1  in  den  CoefB- 
cienten : 

(If  y    buk    (*  =  1  .  •  •  n ;    /u  =  1  .  .  .  TO ;    t  s=s  l  . .  .  «  —  m) 

augenscheinlich  nicht  wesentlich,  die  Schaar  der  cx>"»+^  ebenen  Man- 
nigfaltigkeiten (26)  schneidet  daher  auf  der  unendlich  fernen  n-fach 
ausgedehnten  Ebene  des  Rn-\-i  nicht  eine  Schaar  von  00"»+*,  sondern 
höchstens  eine  Schaar  von  oo''*  ebenen  Mannigfaltigkeiten  aus.  Hier- 
aus folgt,  dass  diese  unendlich  ferne  Ebene  der  Schaar  (26)  gegen- 
über keine  allgemeine  Lage  besitzt.  Verlegt  man  daher  durch  eine 
geeignete  projective  Transformation  die  nnendlich  ferne  n-fach  aus- 
gedehnte Ebene  des  ün+i  ins  Endliche,  so  kann  man  immer  den  hier 
betrachteten  besonderen  Fall  auf  den  allgemeinen  zurückführen,  dass 
nicht  alle  (w  +  1)- reihigen  Determinanten  der  Matrix  (31)  identisch 
verschwinden. 

Die  cx^w'+i  ebenen  Mannigfaltigkeiten  (26)  besitzen  also  immer 
ein  Umhüllungsgebilde.  Jede  Mannigfaltigkeit  M  der  Schaar  (26)  hat 
mit  diesem  Umhüllungsgebilde  eine  krumme  oder  ebene  Mannigfaltig- 
keit M'  gemein.  Fasst  man  nun  M  und  das  Umhüllungsgebilde  als 
Elemfentmannigfaltigkeiten  des  2?«+ 1  auf,  so  berührt  M  das  UmhOl- 
lungsgebilde  längs  der  Mannigfaltigkeit  M\  das  heisst  die  beiden 
Eleipentmannigfaltigkeiten :  M  und  das  Umhüllungsgebilde  haben  in 
jedem  Punkte  von  M'  mindestens  ein  Element  des  ü»-f.i  gemein. 
Dagegen  ist  nicht  nöthig,  dass  M  im  althergebrachten  Sinne  eine 
Tangentialebene  des  Umhüllungsgebildes  ist. 

Unser  Satz  ist  demnach  bewiesen.  Wir  erwähnen  noch,  dass  die 
hier  benutzte  Methode  auch  dann  noch  anwendbar  bleibt,  wenn  man 
im  ün-fi  eine  Schaar  von  cx)''»+^  (n  —  m)-fach  ausgedehnten  algebrai- 
schen Mannigfaltigkeiten  hat,  die  den  ganzen  Raum  erfüllt.  Während 
aber,  wenn  diese  Schaar  aus  ebenen  Mannigfaltigkeiten  besteht,  immer 
eine  Umhüllungsmannigfaltigkeit  existirt,  lässt  sich,  wenn  die  Schaar 
aus  beliebigen  algebraischen  Mannigfaltigkeiten  besteht,  nur  zeigen, 
dass  im  Allgemeinen  eine  Umhüllungsmannigfaltigkeit  vorhanden  ist*]. 

*)  Man  vgl.  hierzu  die  Abhandlung  von  Lie  über  part.  Di£^].  1.  0.  in 
Bd.  9  der  Math.  Ann.  Dort  entwickelt  Lie  auf  S.  264—268  allgemeine  Sätse 
über  die  Existenz  von  Umhüllungsgebilden  einer  Schaar  von  Elementmannigfaltig- 
keiten des  (?i  +  l)-fach  ausgedehnten  Raumes.  Unser  Satz  14  geht  nur  insofern 
weiter,  als  er  ausspricht,  dass  unter  den  darin  gemachten  Voraussetzungen  immer 
eine  Umhüllungsfignr  auftritt,  während  aus  den  Entwicklungen  in  Bd.  9  der  Ann. 
nur  folgt,  dass  unter  den  Voraussetzungen  unsers  Satzes  im  Allgemeinen  eine 
solche  ümhüllungsligur  vorhanden  ist. 
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§  135. 

Auf  den  SS.  300 — 305  von  Abschn.  I  haben  wir  untersucht,  was 
für  verschiedene  Zusammensetzungen  eine  Gruppe  haben  kann^  die  mit 
einer  r-gliedrigen  Gruppe"  G^  von  bekannter  Zusammensetzung  mero- 
edrisch  isomorph  ist*).  Wir  fanden,  dass  es  ebenso  viele  Zusammen- 
setzungen dieser  Art  giebt,  als  die  Gr  invariante  Untergruppen  ent- 
hälty  imd  dass  die  Zusammensetzung  jeder  m-gliedrigen  mit  der  Gr 
meroedrisch  isomorphen  Gruppe  dadurch  erhalten  wird,  dass  man  allen 
Transformationen  einer  ganz  bestimmten  (r  -  m)-.gliedrigen  invarianten 
Untergruppe  der  Gr  die  identische  Transformation   entsprechen  lässt. 

Waren: 


r 

(XjXk)  =  ^  CjksXsf     0-,A=-l...r) 


die  Gleichungen  für  die  Zusammensetzung  der  Gr  und  waren: 


r 

X*  h^tkXkf      0^  =  l...r- 


;/,) 


unabhängige  infinitesimale  Transformationen  einer  (r  —  w)-gliedrigen 
invarianten  Untergruppe  der  Gry  so  fand  man  die  durch  diese  invariante 
Untergruppe  bestimmte  Zusammensetzung  m-gliedriger  mit  der  Gr 
meroedrisch  isomorpher  Gruppen  folgendermassen :  Man  drückte  vermöge 
der  Gleichungen: 


_*  h    k  r^kf  =  0      Qi  =  'i...r-  m) 
1 

r  —  m  von  den    infijiitesimalen  Transformationen:    X^f   .  .  Xr/*  durch 

*)  Sind  die  beiden  Gruppen:  A  und  B  isomorph  und  sind  ebenso  die  beiden 
Gruppen:  B  und  C  isomorph,  so  folgt  daraus  keineswegs,  dass  auch  A  und  C 
isomorphe  Gruppen  sind;  ein  derartiger  Scbluss  wäre  nur  dann  erlaubt,  wenn  der 
Isomorphismus  beide  Male  holoedrisch  wSxe.  Man  sieht  hieraus,  dass  der  allge- 
meine Begriff  des  Isomorphismus  kein  Gleichheitsbegriff  ist,  denn  es  fehlt  ihm  das 
wesentliche  Merkmal  eines  solchen,  nämlich  die  Möglichkeit,  bei  Vergleichung 
isomorpher  Gruppen  isomorphe  Gruppen  durch  isomorphe  Gruppen  zu  ersetzen. 
Um  dieser  Eigenschaft  des  Begriffes  Isomorphismus  gerecht  zu  werden,  muss  man 
in  der  Ausdrucksweise  besonders  vorsichtig  sein;  man  darf  daher ^  wenn  man  von 
zwei  meroedrisch  isomorphen  Gruppen  spricht,  nur  sagen,  dass  die  kleinere  dieser 
beiden  Gruppen  mit  dei-  grösseren  meroedrisch  isomorph  ist,  nicht  aber  dass  die 
grössere  mit  der  kleineren  meroedrisch  isomorph  ift,  l'hut  man  das,  so  sind  Miss- 
verständnissc  ausgeschloEsen.  Leider  haben  wir  es  bei  der  Einführung  des  Be- 
griffes Isomorphismus  (s.  Abschn.  I,  S.  292  f.)  versäumt,  darauf  hinzuweisen,  doch 
glauben  wir,  dass  wir  uns  in  allen  besondem  Fällen,  wo  isomorphe  Gruppen  auf- 
treten, in  der  richtigen  Woise  ausgedrückt  haben. 
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die  m   übrigen  aus  und   setzte    die  gefundenen  Werthe  in    die  Glei- 
chungen: 


(XjXx)  ==^'  CitsXsf     (».  t.=  1  .  . .  r) 


ein,  die  so  entstehenden  Relationen  zwischen  jenen  m  der  infinitesi- 
malen Transformationen:  Xj/*...3:V/^  stellten  die  gewünschte  Zusam- 
mensetzung dar. 

Ist  die  r-gliedrige  Gruppe  Gr  einfach,  so  giebt  es  nur  eine  mit 
ihr  meroedrisch  isomorphe  Gruppe,  die  nämlich,  die  blos  aus  der 
identischen  Transformation  besteht.  Ist  dagegen  Gr  nicht  einfa^*), 
so  giebt  es  auch  Gruppen,  die  meroedrisch  isomorph  mit  ihr  sind; 
ohne  auf  die  identische  Transformation  zusammenzuschrumpfen.  Es  liegt 
nahe  zu  fragen,  ob  eine  solche  mit  der  Gr  meroedrisch  isomorphe 
Gruppe  einfach  sein  kann  und  unter  welchen  Bedingungen  sie  es  ist 

Um  diese  Frage  zu  beantworten,  wollen  wir  uns  der  Einfachheit 
wegen  die  infinitesimalen  Transformationen  unsrer  Gr  so  gewählt 
denken/  dass:  Xm+if  - . .  Xrf  eine  (r  —  w)-gliedrige  invariante  Unter- 
gruppe erzeugen.  Die  Gleichungen  für  die  Zusammensetzung  der  Gr 
haben  dann  die  Form: 

m  r — m 

(X^X»)  =  ^/  Cf, ygXaf  -{-  y^   Cfiv^m+tXm-\-rf 

1  1 

(32)       l  (Xf,Xm  +  k)  =  ^C^^rn+k,m+tX,n^rf 

9 

r—m 

1 

(/i ,  f  =  1  . . .  wi ;    *•,  i  =  1  . .  . ,  r  —  m) 

und  die  durch  unsre  invariante  Untergruppe  bestimmten  m-gliedrigen 
mit  der  Gr  meroedrisch  isomorphen  Gruppen  haben  die  Zusammen- 
setzung: 

(33)  (.1*,,  X,)  =  X'  ^h vs^tf  ^/' ,»  =  1 ...»») . 

_  -  1 

*)  Wir  haben  zwar  nach  dem  Vorgange  der  Substitationentheorie  auf  S.  264 
von  Abschn.  I  für  die  nicht  einfachen  Gmppen  die  Benennung  „zusammengesetzt" 
eingeführt,  es  dürfte  jedoch  das  Beste  sein,  von  dieser  Benennung  keinen  Ge- 
brauch zu  machen,  sondern  sowohl  bei  continuirlichen  als  bei  discontinuirlichen 
Ci nippen  die  ansdnicksvollere  und  überdies  kürzere  Bezeichnung  „nicht  einfach^' 
anzuwenden. 
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Sind  nun  die  Gruppen  von  der  Zusammensetzung  (33)  nicht  einfach, 
so  enthalten  sie  invariante  Untergruppen,  die  nicht  blos  aus  der 
identischen  Transformation  bestehen,  und  wir  können  annehmen,  dass: 
Xi^if..,  dcmf  (0<Z<w)  eine  solche  invariante  Untergruppe  erzeugen. 
Dann  aber  erzeugen  offenbar:  Xz+i/*.  .  ..X„/,  Xm+if»  -  -  Xrf  eind 
(r  —  Z)-gliedrige  invariante  Untergruppe  der  Gr  und  die  (r  —  w)-glied- 
rige  invariante  Untergruppe:  Xm-\-if-  - .  Xrf  der  Gr  steckt  in  dieser 
(r  —  Z)-gliedrigen.  Ist  andrerseits  die  invariante  Untergruppe:  Xm+if 
. .  .  Xrf  der  Gr  in  einer  grösseren  invarianten  Untergruppe  der  Gr 
enthalten,  etwa  in  der  (r  —  A)-gliedrigen:  Xa  +  i/*.  . .  Xrf  (0<7i<w«), 
so  erzeugen  augenscheinlich:  dch-\.if.  -  ^Xmf  eine  (w  —  7*)-gliedrige 
invariante  Untergruppe  einer  jeden  Gruppe  von  der  Zusammensetzung 
(33)  und  diese  Gruppen  sind  daher  sicher  nicht  einfach.  Hieraus 
ergiebt  sich,  dass  die  Antwort  auf  die  oben  gestellte  Frage  folgende 
Fassung  erhalten  kann: 

Satz  15.  Eine  m-gliedrige  Gruppe  Gm,  die  •mit  einer  gegebenen 
r-gliedrigen  Gruppe  Gr  (r  >  m)  ineroedrisch  isomorph  ist,  ist  stets  dann 
aber  auch  nur  dann  einfach,  wenn  ihre  Zusammenseteung  aus  der  Zu- 
sammensetzung der  Gr  dadurch  erJialten  mrd,  dass  man  einer  solchen 
(r  —  m)'gliedrigen  invarianten  Untergruppe  der  Gr,  die  in  keiner  grösse- 
ren invarianten  Untergruppe  der  Gr  steckt,  die  identische  Transformation 
entsprechen  lässt. 

Der  eben  gefundene  Satz  erlaubt  uns  aus  der  Zusammensetzung 
jeder  r-gliedrigen  Gruppe  die  Zusammensetzungen  einer  Reihe  von 
einfachen  Gruppen  abzuleiten. 

In  der  That  ist  G  eine  r-gliedrige  Gruppe,  so  können  wir  uns 
eine  Reihe  von  Untergruppen:  ®i,  ®2>  ®s«  •  •  ^®^  Gruppe  G  derart 
ausgewählt  denken,  dass  @i  in  G  invariant  ist,  aber  in  keiner  grösse- 
ren invarianten  Untergruppe  von  G  steckt  und  dass  jedes  ®k^t  in 
&t  invariant  ist,  aber  in  keiner  grösseren  invarianten  Untergruppe 
von  @k  steckt.  Dann  liefert  ©^  die  Zusammensetzung  einer  einfachen 
mit  G  isomorphen  Gruppe,  femer  bestimmt  @,  die  Zusammensetzung 
einer  einfachen  mit  ®^  isomorphen  Gruppe,  und  so  fori  Kurz  wir 
erhalten  wirklich  die  Zusammensetzungen  einer  Reihe  von  einfachen 
Gruppen;  sind  die  Gliederzahlen  der  Gruppen:  @iy  @2  «  •  •  ^^^  Reihe 
nach  gleich:  t,,  ts...,  so  haben  die  Gliederzahlen  dieser  einfachen 
Gruppen  der  Reihe  nach  die  Werthe:  r  —  tj,  Tj  —  r^,  x^  —  r^, . . . . 

Da  die  Zahl  r  endlich  ist  und  da  jede  der  Zahlen:  r,  x^,  r^ . . . 
kleiner  ist  als  die  vorhergehende,  so  muss  die  Reihe  der  Gruppen  &k 
einmal  abbrechen   und  zwar  muss  die  letzte,  etwa  &m  blos  aus  der 
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identischen  Transformation  besteben,  während  die  vorletzte,  ®m— i  ein- 
fach ist.  Hieraus  folgt ,  dass  auch  die  Reihe  der  eben  definirten  ein- 
fachen Gruppen  einmal  abbricht,  man  erhält  im  Ganzen  m  solche 
einfache  Gruppen,  deren  Gliederzahlen  zusammengenommen  gleich  der 
Gliederzahl  r  von  G  sind  und  zwar  ist  die  letzte  dieser  Gruppen 
offenbar  mit  @m—i  gleichzusammengesetzt  Ist  G  selbst  schon  einfach, 
so  hat  natürlich  m  den  Werth  1. 

Wir  wollen  die  Reihe  der  Gruppen:  G,  &i,  ©^ .  . .  als  eine  Nor- 
nialreilie  von  Untergruppen  der  Gmppe  G  bezeichnen.  Solcher  Normal- 
reihen giebt  es  im  Allgemeinen  mehrere;  denn  schon  @]  braucht  nicht 
die  einzige  invariante  Untergruppe  von  G  zu  sein,  die  in  keiner 
grosseren  invarianten  Untergruppe  von  G  steckt.  Entsprechendes  gilt 
von  @2  ^^  Bezug  auf  @^,  von  &^  in  B^zug  auf  ©,  ^"^^  ^^  weiter. 
Man  sieht  also,  dass  man  im  Allgemeinen  mehrere  verschiedene  Nor- 
malreihen von  Untergruppen  der  Gruppe  G  herstellen  kann. 

So  verschieden  4iun  auch  alle  diese  Normalreihen  von  einander 
sein  mögen,  so  lassen  sich  doch  gewisse  Eigenschaften  angeben,  die  allen 
Normalreihen  von  Untergruppen  der  Gruppe  G  gemeinsam  sind.  Eine 
dieser  Eigenschaften  bildet   den  Inhalt  des  nachstehenden  Theorems: 

Theorem  63*).  Es  sei  G  eine  r-gliedrige  Gruppe  und  G, 
@i,  ®2  •  •  •  sei  eine  Normalreihe  von  Untergruppen  von  G,  ausser- 
dem mögen  mit  Ij,  I^,  I3 . . .  gewisse  0u  dieser  Normalreihe  ge- 
hörige positive  ganze  Zahlen  bezeichnet  werden ,  die  folgender- 
massen  definirt  sind:  I^  ist  der  Unterschied  zwischen  der  Glie- 
derzahl von  G  und  der  Gliederzahl  einer  solchen  möglichst 
grossen  in  G  enthaltenen  Untergruppe,  in  der  ©j  steckt,  Ij  ist 
der  Unterschied  zwischen  der  Gliederzahl  von  @i  und  der 
Gliederzahl  einer  solchen  möglichst  grossen  in  ©^  enthaltenen 
Untergruppe,  in  der  Qi^  steckt,  und  so  fort.  Unter  diesen  Vor- 
aussetzungen sind  die  Zahlen:  Ij,  I^.  •  -,  wenn  man  von  ihrer 
Reihenfolge    absieht,   ganz    von    der     Wahl    der    Normalreihe: 


*)  In  der  Sabstitntionentheorie  kennt  man  das  entsprechende  Theorem  schon 
längst  (s.  Camille  Jordan,  traitd  des  substitutions ,  Paris  1870)  nnd  gerade 
durch  den  betreffenden  Jordanseben  Satz  ist  Lie  auf  das  Theorem  63  geführt 
worden;  es  ist  das  übrigens  der  einzige  Fall,  in  dem  Lie  einen  Sats  über  end- 
liche continirliche  Gruppen  unmittelbar  durch  Uebertragung  aus  der  Substitatio- 
nentheorie  gefunden  hat. 

Lie  hat  den  Inhalt  des  Theorems  63  im  August  1888  in  den  Abhandl.  der 
Leipz.  Ges.  d.  Wiss.  ohne  Beweis  veröffentlicht  (Bd.  14,  S.  562).  Ein  ausgeführter 
Beweis  des  Theorems  ist  zuerst  auf  directe  Veranlassung  Lies  von  Vessiot  in 
seiner  These  gegeben  worden  (s.  Ann.  de  TEcole  Normale,  1892,  S.  203—206). 
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G,  @i,  ®g . . .  unabhängig;  mit  andern  Worten:  Ist:  Gj  F^,  Fj,... 
irgend  eine  andre  Normalreihe  von  Untergruppen  von  G  und 
sind:  Aj,  Ag . . .  die  zu  dieser  Normalreihe  gehörigen  ganzen 
Zahlen,  die  ebenso  definirt  sind,  wie  vorhin:  Ij,  Ig . . .,  so  kommt 
jede  Zahl  der  Reihe:  I^,  Ig  •  •  •  «wcä  in  der  Reihe:  A^,  Ag  . .  .  vor 
und  zwar  in  beiden  Reihen  gleich  oft. 

Unser  Theorem  ist  bewiesen,  sobald  es  uns  gelingt;  seine  Rich- 
tigkeit für  zwei  beliebige  Normalreihen:  G,  ©j,  ®2  *  •  *  ^^^*  ^j  ^h 
F2  . . .  darzuthun.  Dabei  können  wir  offenbar  voraussetzen  ^  dass  die 
beiden  Untergruppen:  ®^  und  F^  von  einander  verschieden  sind. 

Wir  wollen  zunächst  den  besondern  Fall  erledigen ,  dass  ©^  und 
Fj  keine  infinitesimale  Transformation  gemein  haben. 

Tritt  dieser  Fall  ein  und  sind:  2)i/ . . .  ^Irj/"  die  infinitesimalen 
Transformationen  von  ©^  und:  Yj/*. . .  Y^,^/*  die  von  Fj,  so  verschwin- 
den nach  Abschn.  I,  S.  264,  Satz  11  alle  Ausdrücke:  (2)iY;)  identisch, 
die  r^  -f~  9i  ^^^  einander  unabhängigen  infinitesimalen  Transforma- 
tionen: 

%f ■'■%/,  rj-.-r,j 

erzeugen  mithin  eine  (tj -(- pj-gliedrige  Untergruppe  von  G,  die 
augenscheinlich  in  G  invariant  ist  und  sowohl  ©^  als  F^  enthält.  Da 
nun  aber  weder  ©^  noch  F^  in  einer  grösseren  invarianten  Untergruppe 
von  G  steckt,  so  muss  diese  Gruppe  mit  G  zusammenfallen,  es  muss 
also  ti  -f-  Pi  =  r  sein.  Zugleich  ergiebt  sich,  dass  ©^  und  F^  einfach 
sind;  denn  wäre  zum  Beispiel:  Yif . ,  .Yf,f  (0<A<Pi)  eine  invariante 
Untergruppe  von  T,,  so  wäre: 

im  Widerspruch  mit  unsern  Voraussetzungen  eine  invariante  Unter- 
gruppe von  G,  in  der  ©^  steckte.  Hieraus  folgt,  dass  in  unserm  Falle 
©2  und  F2  blos  aus  der  identischen  Transformation  bestehen  und  dass 
jede  der  beiden  Zahlenreihen:  I,,  (^  ...  und:  Aj,  Aj  . . .  blos  zwei 
Zahlen  enthält.  Wir  können  sogar  schliessen,  dass  in  unserm  Falle 
die  beiden  Reihen:  G,  ©j,  ©3  und  G,  Fj,  Fg  die  einzigen  Normal- 
reihen von  Untergruppen  von  G  sind,  denn  ©^  und  F^  sind  augen- 
scheinlich die  einzigen  invarianten  Untergruppen  von  G,  die  nicht 
blos  aus  der  identischen  Transformation  bestehen. 

Ist  jetzt:  Yj/*. . .  Yx/"  (x  <  q^  eine  Untergruppe  von  Fj  mit  mög- 
lichst vielen  Parametern  und:  ^if  -  *  »^if  (t  <  tj  eine  Untergruppe 
von  ©1  mit  möglichst  vielen  Parametern,  so  ist  offenbar: 

dif-  ■ '  2)r./;  Y/.  . .  Yx/- 
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eine  möglichst  grosse  Untergruppe  von  G,  in  der  @i  steckt  and: 

r^f...r,J,  %f...%f 

ist  eine  möglichst  grosse  Untergruppe  von  G,  in  der  F^  steckt.    Wir 
finden  daher: 

Ii  =  r  —  (ti  +  x)  =  (>j  —  X,    Ij  =  r,  -  ! 
und: 

Ai  =  r  —  rp,  +  I)  =  ti  —  f,     Aj  =  p,  —  X, 

damit  ist  aber   ofiTenbar   die  Richtigkeit  unsers  Theorems  für  den  be- 
trachteten besondem  Fall  erwiesen. 

Nunmehr  wollen  wir  annehmen,  dass  (S^  und  F^  eine  gewisse 
Anzahl,  etwa  gerade  h  unabhängige  infinitesimale  TraDsformationeo 
gemein  haben,  so  dass  also  0^  auf  die  Form: 

gebracht  werden  kann  und  F^  auf  die  Form: 

wo  die  ^f  und  Y/"  von  einander  unabhängig  sind.  Unter  diesen  Vor- 
aussetzungen erzeugen:  Z^f,..  Zkf  eine  invariante  Untergruppe  E.  tod 
G  (s.  Abschn.  I,  S.  264,  Satz  10).  Ausserdem  lassen  sich  alle  (f).Y/] 
aus  Z^t  .  •  •  Zhf  allein  linear  ableiten,  also  erzeugen  die  tj+pj— * 
unabhängigen  infinitesimalen  Transformationen: 

eine  Untergruppe  von  6r,  die  augenscheinlich  in  G  invariant  ist  und 
also  mit  G  zusammenfallen  muss;  demnach  ist:  *'  =  ti-}~C>i  —  *.  End- 
lich ist  noch  zu  bemerken,  dass  jEf,  das  natürlich  sowohl  in  @j  aU 
in  r^  invariant  ist,  weder  in  einer  grosseren  invarianten  Untergruppe 
von  ©4  noch  in  einer  grosseren  invarianten  Untergruppe  von  Fj 
stecken  kann.     Wäre  nämlich  etwa: 

?)/..•?)/,      ZJ...Zkf     (0<d<r,-.A) 

eine  invariante  Untergruppe  von  @,,  in  der  H  steckte,  so  wäre: 

eine  invariante  Untergruppe  von  G,  in  der  F^  steckte. 

Ist  nun:  H,  H^,  H^ . . .  Hq  eine  Normalreihe  von  Untergruppen 
von  jB",  so  sind  augenscheinlich:  6r,  ©j,  H,  H^  . . .  Hq  und:  G,  fi, 
H^  ,  . .  H.j  zwei  neue  Normalreihen  von  Untergruppen  von  G.  Wir 
werden  zeigen,  dass  unser  Theorem  für  diese  beiden  Normalreihen 
gültig  ist. 

In  der  That,  ist: 
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eine  möglichst  grosse  Uotergruppe  von  (S^^  in  der  H  steckt  und  ist: 

Z^f . . .  Zhf,    Yi/*...Yx/*    (x<?i-*) 

eine   möglichst  grosse  Untergruppe  von  F^,  in   der  H  steckt,  so  ist: 

Y,/ . . .  Y,._»/-,     ZJ...Z,f,    %f...%f 

eine  Fj  enthaltende  Untergruppe  von  G  mit  möglichst  vielen  Para- 
metern und: 

%f...%,-kf,  zj...Znf,  rj...r,f 

ist  eine  @|  enthaltende  Untergruppe  von  G  mit  möglichst  vielen  Pa- 
rametern. Ist  daher:  l^j,  ^2  *  •  •  ^9  ^^^  Reihe  der  ganzen  Zahlen,  die 
im  Sinne  unsers  Theorems  zu  der  Normalreihe:  H^  H^,  H^ . , .  Hq 
gehört,  so  lautet  die  Zahlenreihe,  die  zu  der  Normalreihe:  G,  ®j, 
jET,  H^  , .  ,E.q  gehört,  folgendermassen: 

»*-(ri  +  x)  =  Pi -(A  +  x),    ri-(A  +  f),    ^1,  ^2--.^«, 

während  die  zu:  Gy  F^,  H,  H^ , . .  Hq  gehörige  Zahlenreihe  diese  ist: 

r  —  (pi  -f  f)  =  ti  —  (A  -f  f),     9t  — {h  +  X),     §1,  ^2  •  •  •  ^q- 

Da  hier  offenbar  beide  Male  genau  dieselben  ganzen  Zahlen  auftreten, 
so  ist  unser  Theorem  für  die  hier  betrachteten  beiden  Normalreihen 
bewiesen. 

Um  den  Beweis  unsers  Theorems  zum  Abschluss  zu  bringen, 
brauchen  wir  jetzt  nur  noch  zu  zeigen,  dass  das  Theorem  sowohl  für 
die  beiden  Normalreihen:  G,  ©j,  ©g  . . .  und:  G,  ®i,  H,  H^  . . .  als 
für  die  beiden  Normalreihen:  G,  F, ,  Fj . . .  und:  G,  Fj,  H,  H^ .  , . 
gültig  ist.  Das  aber  kommt  offenbar  darauf  hinaus,  die  Richtigkeit 
unsers  Theorems  für  die  beiden  Gruppen:  @i  und  F^  zu  beweisen. 
Behandelt  man  nun  jede  dieser  beiden  Gruppen  genau  in  derselben 
Weise,  wie  wir  G  behandelt  haben,  und  wiederholt  man  dieses  Ver- 
fahren genügend  oft  nach  einander,  so  kommt  man  schliesslich  stets 
entweder  auf  eine  Gruppe,  die  nur  eine  einzige  Normalreihe  von 
Untergruppen  besitzt,  oder  auf  eine  Gruppe,  bei  der  der  oben  erledigte 
besondere  Fall  eintritt.    Unser  Theorem  ist  somit  allgemein  bewiesen. 

Obwohl  wir  uns  hier  auf  die  Integrationstheorie  nicht  näher  ein- 
lassen können,  wollen  wir  doch  versuchen  dem  Leser  eine  Vorstellung 
davon  zu  verschaffen,  worin  die  Bedeutung  des  eben  bewiesenen  Theo- 
rems für  die  Integrationstheorie  besteht. 

Auf  S.  665  erwähnten  wir  schon  das  allgemeine  Problem,  das 
den  Ausgangspunkt  von  Lies  Untersuchungen  über  Integrationstheorie 
und  über  Gruppentheorie  gebildet  hat,  das  Problem  nämlich,  atis 
gegebenen  infinitesimalen  TransformcUionen,  die  eine  vorgelegte  lineare  par- 

45* 
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tielle  Differentialglddiung  erster  Ordnung  invariant  lassen^  für  die  In- 
tegration dieser  Differentialgleichung  möglichst  grossen  Nutisen  gu  ziehen. 
Dieses  allgemeine  Problem  lässt  sich,  wie  Lie  gezeigt  hat,  auf  das 
folgende  Normalproblem  zurückführen: 

Eine  vorgelegte  lineare  Differentialgleichung: 

r-f  1 

(34)  Af=^^'a,ix^...Xr+0^='0 

1  ^ 

in  den  r  +  1  Veränderlichen  x^ . . ,  Xr^i  gestaltet  r  'bekannte  unatMngige 
infinitesimale  Transformationen: 

Xkf  =Z}  IkvJp^l  ...  Xr  +  l)j^       (*  =  l...r), 

l  * 

die  in  den  Beziehungen: 

r 

(35)  (X.Xi)=^'c«.X./-    (M-i...r) 

1 

stehen  und  also  eine  r-gliedrige  Gruppe  erzeugen;  überdies  besteht  zwischen 
Af  und  den  Xif  keine  lineare  Identität  von  der  Form: 

r 

(36)  ip  (x) Äf  +2  ytC*)  ^/^ ^  0, 

1 

in  der  die  Functionen  g>f  q>i . . .  g>r  nicht  sämmtlieh  verschwinden.  Die 
bekannten  infinitesimalen  Transformationen:  X^f . , .  Xrf  soUen  so  vid 
wie  möglich  für  die  Integration  der  Gleichung  (34)  ausgenutzt  werden. 

Wir  wollen  der  Einfachheit  wegen  zunächst  annehmen,  dass  die 
Gruppe:  XJ' .  .  .  Xrf  integrabel  ist  und  dass  ihre  infinitesimalen 
Transformationen  schon  so  gewählt  sind,  dass:  X^f . . .  Xif  für  jeden 
Werth  von  i  eine  i-gliedrige  Gruppe  erzeugen,  die  in  der  (i  +  1)" 
gliedrigen:  X^f . . .  X.+i/'  inyariant  ist  (s.  §  131  u.  Abschn.  I,  §  75). 
Dann  bilden  die  r  Gleichungen: 

(37)  Äf=0,     X/=0,...,  Zr-i/*=0 

augenscheinlich  ein  r-gliedriges  vollständiges  System,  das  die  infini- 
tesimale Transformation  Xrf  gestattet  Ist  daher  i;  die  unbekannte 
Lösung  des  vollständigen  Systems  (37),  so  ist:  XrV  ^==^  m{y\  wo  die 
Function  ©(v)  sicher  nicht  verschwindet,  weil  sonst  gegen  die  Vor- 
aussetzung eine  Identität  von  der  Form  (36)  bestände.  Denkt  man 
sich  nun  eine  geeignete  Function  von  v  als  neues  t;  eingeführt,  so 
kann  man  erreichen,  dass  XrV  ==  1  wird,  und  erhält  daher  für  r  die 
Gleichungen: 
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(38)  Av  =  0,     X^v  =  0, . . .,  Zr-iV  =  0,      XrV  =  1, 

aus  denen  man  die  r  -}~  1  Differentialquotienten  von  v  als  Functionen 
von  Xi  . . ,  Xr+i  berechnen  kann;  v  selbst  findet  man  demnach  durch 
eine  Quadratur. 

Führt  man  jetzt  t;  zusammen  mit  r  von  den  x,  etwa  mit  x^.,.Xr 
an  Stelle  von  Xy^, , .  Xr-\.i  als  neue  Veränderliche  ein,  so  werden  Af 
und  X^f.,.  Xr—if  von  v  frei  und  man  erhält  in  den  r  Veränder- 
lichen: x^  . , .  Xr  die  lineare  partielle  Differentialgleichung:  Af=0, 
die  bei  der  (r — l)-gliedrigen  integrabeln  Gruppe:  Xj/*. ..  Xr—i/"  in- 
variant bleibt;  überdies  besteht  zwischen  Af  xxuA  X^f. .  .  Xr-i/"  sicher 
keine  lineare  Identität.  Demnach  kann  man  das  eben  angewendete 
Verfahren  wieder  anwenden.  Auf  diese  Weise  ergiebt  sich  schliess- 
lich, dass  man  r  unabhängige  Losungen  der  vorgelegten  Gleichung 
(34)  durch  r  Quadraturen  bestimmen  kann.  Hierin  liegt  zugleich  die 
Rechtfertigung  für  den  Namen:  integrdble  Gruppe. 

m 

In  dem  eben  erledigten  Falle  kamen  wir  dadurch  zum  Ziele,  dass 
wir  die  Integration  der  Gleichung  (34)  auf  die  Integration  einer  Reihe 
von  vollständigen  Systemen  zurückführten.  Genau  so  verfahren  wir 
nun  auch  dann,  wenn  die  Gruppe:  Xj/*...  Xrf  eine  beliebige  Zusam- 
mensetzung hat,  also  nicht  gerade  integrabel  ist. 

Wir  wählen  unter  den  Untergruppen  der  Gruppe:  X^f . . .  Xrf 
eine  aus,  die  möglichst  viele  Parameter  hat,  etwa  die  m-gliedrige 
Untergruppe:  Xif. . .  Xmfy  und  stellen  die  Gleichungen: 

(39)  Af=0,    X,f=0,...,X^f=0 

auf,  die  augenscheinlich  ein  (m  -|-  l)-gliedriges  vollständiges  System 
bilden.  Dieses  vollständige  System  gestattet  von  den  infinitesimalen 
Transformationen  der  Gruppe:  Xj/'.  .  .  Xrf  jedenfalls  die  m:  Xj/*.  . . 
Xmfy  deren  Kenntniss  aber  augenscheinlich  für  die  Integration  unsers 
vollständigen  Systems  nutzlos  ist.  Soll  das  vollständige  System  ausser 
Xif..  .  Xmf  noch  andre  infinitesimale  Transformationen  der  Gri  X^f 
.  .  .  Xrf  gestatten,  so  muss  offenbar  die  Untergruppe:  X,/*. . .  X^f  in 
einer  grösseren  Untergruppe  der  Gr  invariant  sein.  Da  aber  X,/*.  .  . 
Xfnf  eine  Untergruppe  mit  möglichst  vielen  Parametern  sein  sollte, 
80  kann  dieser  Fall  nur  dann  eintreten,  wenn  m  =  r  —  1  ist  und  wenn 
die  Gruppe:   X^f..,Xr--ifin  der  Gr  invariant  ist. 

Ist  w  =  r  —  1  und  ist  die  Gruppe:  X^f ,  .  .  Xr^if  in  der  Gr  in- 
variant, so  kann  wie  oben  die  Integration  des  vollständigen  Systems 
(39)  durch  eine  Quadratur  geleistet  werden.  In  allen  andern  Fällen 
aber  kommt  man  jedenfalls  nicht  mit  einer  einzigen  Quadratur  aus. 
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weil  man  da  keine  infinitesimalen  Transformationen  kennt^  die  das 
YoUstandige  System  (39)  invariant  lassen  und  die  für  die  Integration 
dieses  Systems  yerwerthbar  sind.  Allerdings  kann  man  auch  in  diesen 
Fällen  die  Integration  des  vollständigen  Systems  vereinfachen,  weil 
man  nämlich  die  Eenntniss  der  infinitesimalen  Transformationen: 
Xm-\-if ' '  '  Xrf  benutzen  kann,  um  das  vollständige  System  (39)  auf 
ein  andres  zurückzuführen,  das  eine  gewisse  kanonische  Form  besitzt, 
aber  auf  diesen  Punkt  können  wir  nicht  eingehen. 

Wir  denken  uns  jetzt  das  vollständige  System  (39)  integrirt,  also 
r  —  m  von  einander  unabhängige  unter  seinen  Losungen  bestimmt^ 
etwa  die  Lösungen:  t(j  .  .  .  Ur^m-  Da  unser  vollständiges  System 
(m  +  l)-gliedrig  ist  und  r  +  1  Veränderliche  enthält,  so  ist  diese 
Integrationsoperation  gleichbedeutend  mit  der  Litegration  einer  ge- 
wöhnlichen Differentialgleichung  (r  —  m)-ter  Ordnung  zwischen  zwei 
Veränderlichen,  wir  bezeichnen  sie  daher  kurz  als  eine  Integratians- 
Operation  von  der  Ordnung:  r  —  m. 

Da  ti^  . . .  Ur^m  Lösungen  der  Differentialgleichung:  Af==^  0  sind 
und  da  diese  Differentialgleichung  die  infinitesimalen  Transformatio- 
nen: Xm-^if  •  .  .  Xrf  gestattet,  so  sind  auch  die  Ausdrücke: 

(40)  {Xm-i-kXm-\-jUi^  .  .   .,  Xtn-\-kXm-\-jUr^m 


•      •      • 


Losungen  von  -4/'=0.  Ist  nun  die  Untergruppe:  Xj/". ..  Xm/"  nicht 
in  der  Gr  invariant,  was  sie  für  w  <  r  —  1  sicher  nicht  ist,  so  erhält 
man  durch  Bildung  der  Ausdrücke  (40)  nothwendig  neue  von  u^.., 
Ur^m  unabhängige  Lösungen  von:  Af=0  und  es  lässt  sich  zeigen, 
dass  man  auf  diese  Weise  alle  Lösungen  des  {l  +  l)-gliedrigen  voll- 
ständigen Systems: 
(41)  Äf=0,     XJ^O,...,Xif=0 

bekommt,  wo  X^f. . ,  Xif  die  grösste  in  der  Untergruppe:  X^f. . .  Xmf 
enthaltene  Gruppe  bedeutet,  die  in  der  Gr  invariant  ist.  Sollte  daher 
die  Gr  einfach  sein,  so  würde  durch  die  Integration  des  vollständigen 
Systems  (39)  zugleich  die  Integration  von:  Af=0  vollständig  ge- 
leistet sein. 

Ist  die  Gri  X^f , , .  Xrf  nicht  einfach,  so  ist,  wie  sich  zeigen 
lässt,  stets  0  <  /  <  m  und  wir  kennen  jetzt  r  —  l  unabhängige  Lö- 
sungen:  Wi  ...«r-/  von  (41).  Diese  Lösungen  führen  wir  zusammen 
mit  Z+1  gewissen  von  den  x,  etwa  zusammen  mit  x^  ,  . .  Xi^i  als 
neue  Veränderliche  ein,  dann  wird: 

Af=  Af,     XJ  =  X/, . . .,  X,/-  =  X,f, 
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wo:  Af,  X^f . . .  Xif  von  Mj  . . .  Wr— /  frei  sind  und  nur  noch  x^  .  . . 
Xi^x  enthalten.  Unser  lutegrationsproblem  ist  daher  auf  das  Problem 
zurückgeführt;  die  lineare  partielle  Differentialgleichung:  Äf  =  0  in 
den  Z4"  1  Veränderlichen:  a:,  .  .  .  Xi^i  zu  integriren,  die  bei  der 
2-gIiedrigen  Gruppe:  X^f . . ,  Xif  in  diesen  Veränderlichen  invariant 
bleibt,  es  ist  überdies  sicher,  dass  zwischen:  Af  und  Xi/*. . .  X//"  keine 
lineare  Identität  besteht.  Allerdings  kennen  wir  ausserdem  noch  in 
den  r  +  1  Veränderlichen:  x^  . ,  .  ^z+i,  Wj . . .  f<r— <  die  r  —  l  in- 
finitesimalen Transformationen:  Xu^if , . .  Xrf,  die  ebenfalls  die  Glei- 
chung: Af=0  invariant  lassen,  aber  aus  diesen  infinitesimalen  Trans- 
formationen lässt  sich  jetzt,  wie  gezeigt  werden  kann,  kein  Nutzen 
mehr  für  die  Integration  von:  -4/*=0  ziehen. 

Unser  ursprüngliches  Integration sproblem  ist  demnach  jetzt  auf 
ein  Integrationsproblem  von  genau  derselben  Beschaffenheit,  aber  in 
weniger  Veränderlichen  zurückgeführt.  Dieses  neue  Integrationsproblem 
können  wir  nun  genau  so  behandeln  wie  das  ursprüngliche  und  dieses 
Verfahren  können  wir  wiederholen,  so  oft  es  nöthig  ist.  Wir  sehen 
hieraus,  dass  die  Integration  der  Gleichung:  Af=0  unter  den  ge- 
machten Voraussetzungen  dadurch  geleistet  werden  kann,  dass  man 
eine  gewisse  Anzahl  Hülfsgieichungen  von  verschiedenen  Ordnungen 
nach  einander  integrirt. 

Man  kann  nun  offenbar  die  Reduction  des  ganzen  Integrations- 
problems auf  sehr  verschiedene  Weisen  ausführen,  denn  man  hat  ja 
schon  in  der  Wahl  der  Untergruppe:  X^f  ..,  X^f  volle  Freiheit,  nur 
dass  sie  eine  Untergruppe  mit  möglichst  vielen  Parametern  sein  soll. 
Wie  man  aber  auch  die  Reduction  ausführen  mag,  stets  werden 
die  Ordnungen  der  erforderlichen  Integrationsoperationen  gerade  die 
ganzen  Zahlen,  die  im  Sinne  von  Theor.  63,  S.  704  zu  einer  gewissen 
Normalreihe  von  Untergruppen  der  Gruppe:  X^f . . .  Xrf  gehören.  Da 
nun  für  je  zwei  solche  Normalreihen  die  zugehörigen  ganzen  Zahlen 
immer  dieselben  sind,  nur  dass  sie  in  verschiedener  Reihenfolge  auf- 
treten, so  ist  klar,  dass  die  Ordnungen  der  erforderlichen  Integrations- 
Operationen  immer  dieselben  bleiben,  wie  man  auch  die  Reduction  des 
ganzen  Integrationsproblems  ausführen  mag;  durch  eine  andre  Ausführung 
der  Reduction  kann  man  nur  die  Reihenfolge  abändern,  in  der  die  Hülfs- 
gleichungen  der  verschiedenen  Ordnungen  auftreten,  man  kann  aber  nicht 
erreichen,  dass  man  das  eine  Mal  mit  HiUfsgleichungen  niedrigerer  Ord- 
nung auskommt  als  das  andre  Mal 

Es  lässt  sich  schliesslich  noch  zeigen,  dass  die  hier  gegebene 
Zurückführung  unsers  Integrationsproblems  auf  eine  Reihe  von  Hülfs- 
gleichungen  nicht  weiter  vereinfacht  werden  kann,   so  lange  die  Ver- 
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änderliclien:  Xj  . . .  o;»  ganz  allgemein  gewählt  sind,  so  lange  man  also 
von  Vereinfachungen,  die  aus  der  besonderen  Form  der  Gleichung: 
Äf=  0  folgen  können ;  absieht.  Weiss  man  von  der  Gleichung: 
Äf=0  nichts  weiter,  als  dass  sie  die  r-gliedrige  Gruppe:  Xif...Xrf 
gestattet  und  dass  zwischen:  Äf  und  X,/*. . .  Xrf  keine  lineare  Iden- 
tität besteht,  so  kann  die  Integration  von:  Af«=»0  sicher  nicht  auf 
die  Integration  von  Hülfsgieichungen  zurückgeführt  werden,  deren 
Ordnungen  niedriger  sind  als  die  Ordnungen  der  oben  erforderlichen 
Hülfsgieichungen. 

Es  liegt  auf  der  Hand,  dass  das  besprochene  Integrationsproblem 
vollkommen  analog  ist  der  Aufgabe,  eine  algebraische  Gleichung  auf- 
zulösen, deren  Coefficienten  einem  gegebenen  Rationalitatsbereiche  ange- 
hören und  deren  Galoissche  Gruppe  bekannt  ist.  Die  Zurückführung 
beider  Probleme  auf  Hülfsgieichungen  von  möglichst  niedriger  Ord- 
nung gestaltet  sich  vollkommen  analog. 

Wir  haben  im  Vorstehenden  verschiedene  Sätze  benutzt,  ohne  ihre 
Beweise  mitzutheilen.  Wir  wollen  auch  auf  diese  Beweise  nicht  näher 
eingehen,  sondern  bemerken  nur  noch  Folgendes: 

Der  erste  ohne  Beweis  angegebene  Satz  bezog  sich  darauf,  dass 
man,  sobald  alle  Lösungen  des  vollständigen  Systems  (39)  auf  S.  709 
gefunden  sind,  durch  Bildung  der  Ausdrücke: 

also  durch  blose  Differentiation  alle  Lösungen  eines  gewissen  kleineren 
vollständigen  Systems,  des  Systems  (41)  finden  kann.  Der  Beweis  für 
diesen  Satz  ist  äusserst  einfach  und  beruht  nur  auf  dem  Begriffe  der 
gleichberechtigten  Untergruppen.  Einen  weniger  kurzen  Beweis,  der 
aber  rein  analytisch  ist  imd  einen  elementareren  Charakter  besitzt, 
findet  der  Leser  in  Bd.  25  der  Math.  Ann.  auf  S.  83 — 89. 

Ferner  theilten  wir  ohne  Beweis  mit,  dass  sich  die  Ordnufigen 
der  erforderlichen  Hülfsgieichungen  nicht  erniedrigen  lassen.  Der 
Beweis  für  diese  Behauptung  liegt  tiefer;  er  beruht  auf  der  Invarianten- 
theorie der  unendlichen  Gruppe  aller  Puukttransformationen  und  auf 
der  Verwerthung  dieser  Theorie  für  endliche  continuirliche  Gruppen, 
eine  besonders  grosse  Rolle  spielt  dabei  die  Theorie  der  Aehnlichkeit 

In  einem  besonderen  Werke,  das  den  Differentialinvarianten  und 
der  Integrationstheorie  gewidmet  sein  wird,  gedenken  wir  auf  alle 
diese  und  auf  gewisse  andre  Punkte  näher  einzugehen. 

In  der  Mathematik,  soweit  sie  sich  mit  den  Differentialgleichungen 
beschäftigt,  kann  man  zwei  Richtungen  unterscheiden.     Die  eine  geht 


Allgemeines  über  Zusammensetznng.  713 

darauf  aus^  neue  Functionen  einzuführen  und  sucht  nach  Kriterien 
dafür,  ob  sich  vorgelegte  Differentialgleichungen  durch  bekannte 
Klassen  von  Functionen  integriren  lassen.  Die  andre  Richtung  fragt 
nach  den  Kriterien  für  die  Aequivaleuz  von  Differentialgleichungen, 
insbesondere  nach  den  Kriterien  dafür,  ob  sich  vorgelegte  Differential- 
gleichungen auf  eine  solche  Form  bringen  lassen,  die  integrdbel  ist. 
Die  betreffenden  Kriterien  werden  ihr  durch  die  Theorie  der  Differen- 
tialinvarianten geliefert  und  die  Zurückführung  der  vorgelegten  Diffe- 
rentialgleichungen auf  die  integrabeln  Formen  erfordert,  wenn  sie  über- 
haupt möglich  ist,  die  Integration  gewisser  vollständiger  Systeme,  die 
bekannte  Gruppen  gestatten. 

Die  zweite  der  besprochenen  beiden  Richtungen  ordnet  sich  voll- 
standig  unter  die  Theorie  der  Transformationsgruppeu.  Dass  auch 
die  erste  Richtung,  soweit  sie  bisher  ausgebildet  worden  ist,  zur 
Theorie  der  Transformationsgruppen  in  genauer  Beziehung  steht,  haben 
neuere  Untersuchungen  gezeigt,  auf  die  wir  im  Schlusskapitel  andeu- 
tungsweise zurückkommen  werden. 

Mit  diesem  Paragraphen  sind  die  allgemeinen  Untersuchungen 
über  Zusammensetzung,  die  wir  in  dem  gegenwärtigen  Kapitel  bringen 
wollten, 'abgeschlossen.  Wir  wenden  uns  jetzt  zu  Untersuchungen  von 
speciellerer  Beschaffenheit,  nämlich,  wie  schon  auf  8.  667  angekündigt, 
zu  Untersuchungen  über  die  Zusammensetzung  der  Gruppen  mit  höch- 
stens sechs  Parametern. 

§  136. 

Hier  suchen  wir  alle  möglichen  Zusammensetzungen  der  zwei- 
und  der  efmgliedrigen  Gruppen. 

Die  infinitesimalen  Transformationen  einer  jerf<;eigliedrigen  Gruppe 
sind  entweder  vertauschbar  oder  sie  sind  es  nicht,  es  giebt  daher  nur 
zwei  verschiedene  Zusammensetzungen  zweigliedriger  Gruppen,  nämlich : 


(42)  !  (X,  X,)  =  0  I        (X.X,)  =  XJ\ 

(vgl.  Abschn.  I,  S.  591  f.).     Jede    zweigliedrige   Gruppe   ist   demnach 
integrabel,  eine  lliatsache',   die  wir  schon  auf  S.  681  erwähnt  haben. 

Ist  eine  rfmgliedrige  Gruppe:  X^f,  X^fy  X^f  nicht  ihre  eigne 
Derivirte,  so  ist  sie  sicher  integrabel,  denn  ihre  erste  Derivirte  ist 
dann  höchstens  zweigliedrig,   ihre  zweite  infolgedessen  höchstens  ein- 
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gliedrig  und  ihre  dritte  sicher  nullgliedrig.  Jede  nicht  integrable 
dreigliedrige  Gruppe  ist  daher  nothwendig  ihre  eigne  Derivirte.  Aber 
eine  dreigliedrige  Gruppe,  die  ihre  eigne  Derivirte  ist,  enthält  nach 
Abschn.  I,  S.  263,  Satz  8  niemals  eine  invariante  zweigliedrige  Unter- 
gruppe, andrerseits  enthält  sie  sicher  zweigliedrige  nicht  invariante 
Untergruppen,  folglich  hat  sie  nach  Theor.  58,  S.  688  des  jetzigen 
Abschn.  die  Zusammensetzung: 

(43)  (X,X,)  =  Z,/-,    (X,Z,)  =  2X,/',    (Z,Zs)  =.  X,/-. 

Demnach  ist  jede  nicht  integrable  dreigliedrige  Gruppe  mit  der  allge- 
meinen projectiven  Gruppe  auf  der  Geraden  gleichzusammengesetzi 

Es  sei  nunmehr:  X^f,  X^f,  X^f  eine  dreigliedrige  integrable 
Gruppe,  aber  eine,  die  eine  zweigliedrige  nicht  invariante  Untergruppe 
enthält,  etwa  die  Untergruppe:  X^f,  X^f,  Dann  enthält  nach  Theor.  58, 
S.  688  die  Gruppe:  X^f,  X^f  eine  eingliedrige  Untergruppe,  etwa  XJj 
die  in  der  ganzen  dreigliedrigen  invariant  ist  und  die  in  einer  zwei- 
gliedrigen invarianten  Untergruppe  der  dreigliedrigen  steckt,  etwa  in 
der  Untergruppe  Xif,  X^f,  Demnach  wird  die  Zusammensetzung 
unsrer  dreigliedrigen  durch  Relationen  von  der  Form: 

(XZ,)  =  aZ,/-,    iX,X,)^ßX,f,    {X,X,)  =  X,f-{-YX,f 

dargestellt.  Durch  Bildung  der  Identität  zwischen  X^f,  X^f,  X^f 
ergiebt  sich  jetzt  sofort:  ß  =  0.     Setzt  man  ferner: 

XJ==XJ+XX,f, 
so  kommt: 

(Z, Z3)  =  Z/  +  { (a  -  1)  A  +  y }  X,f,    (X.X,)  =  0, 

man  kann  daher,  sobald  a=4=l  ist,  den  Coefficienten  y,  wenn  er  nicht 
von  selbst  verschwindet,  gleich  Null  machen.  Ist  aber  a  =  1  und 
y=|=0,  so  führt  man  yX^f  als  neues  X^f  ein  und  erreicht  dadurch, 
dass  y  ^==^  1  wird.  Es  ergeben  sich  somit  die  beiden  Zusammen- 
setzungen: 

(44)  (Z,Z,)  =  0,    (X,X,)=XJ,    {X,X,)  =  cX,f 
und: 

(45)  (Z,Z,)  =  0,    (X,X,)^XJ,    (X,X,)  =  XJ  +  X,f , 

WO  in  der  ersten  c  ein  wesentlicher  Parameter  ist,  der  nicht  wegge- 
schafft werden  kann. 

Damit  sind  die  Zusammensetzungen  aller  der  dreigliedrigen  in- 
tegrabeln  Gruppen  gefunden,  die  eine  zweigliedrige  nicht  invariante 
Untergruppe  enthalten. 

Jede  noch  fehlende  dreigliedrige  integrable  Gruppe  G^  enthält  nur 
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invariante  zweigliedrige  Untergruppen.  Wären  nun  auch  alle  einglied- 
rigen Untergruppen  in  der  dreigliedrigen  invariant,  so  wären  offenbar 
alle  infinitesimalen  Transformationen  der  Gruppe  paarweise  vertausch- 
bar und  wir  hätten  die  Zusammensetzung: 

(46)  (X,X,)  =  0,    iX,X,)  =  0,    (Z,Z.)  =  0. 

Wir  können  daher  annehmen,  dass  unsre  G^  nicht  lauter  invariante 
eingliedrige  Untergruppen  enthält,  dass  also  die  adjungirte  Gruppe  der 
G^  die  infinitesimalen  Transformationen  der  G^  wirklich  unter  ein- 
ander vertauscht. 

Bilden  wir  jetzt  die  oo^  infinitesimalen  Transformationen  unsrer 
ffg  als  Punkte  in  einer  Ebene  ab,  so  wird  jede  zweigliedrige  Unter- 
gruppe der  63  durch  eine  Gerade  abgebildet  und  diese  Gerade  bleibt 
bei  der  Adjungirten  der  G^  in  Ruhe,  denn  die  Untiergruppe  ist  ja  in 
der  G^  invariant.  Da  nun  jede  infinitesimale  Transformation  der  G.^ 
einer  zweigliedrigen  Untergruppe  angehört,  so  muss  es  eine  continuir- 
liche  Schaar  von  solchen  Geraden  geben,  die  bei  der  Adjungirten  in- 
variant bleiben.  Andrerseits  aber  transformirt  die  Adjungirte  die 
Punkte  der  Ebene  wirklich,  sie  kann  also  nicht  alle  Geraden  invariant 
lassen.  Demnach  muss  jene  Schaar  von  invarianten  Geraden  ein  ebenes 
Büschel  bilden,  dessen  Träger  augenscheinlich  eine  eingliearige  in- 
variante Untergruppe  der  G^  darstellt. 

Wir  können  annehmen,  dass  X^f  die  eben  besprochene  invariante 
eingliedrige  Untergruppe  ist  und  dass:  X,/*,  kX^f  -{•  fiX^f  die  00^ 
zweigliedrigen  invarianten  Untergruppen  sind,  denen  X^f  angehört. 
Dann  bestehen  Relationen  von  der  Form: 

{X^X^)  =  aXJ,     (X^X^) -=>  ßXJ,     (X^X^)  =  yXJ. 

Wären  hier  a  und  ß  nicht  beide  Null,  so  könnte  man: 

'X,f^X,f+vX,f,    X,f=XJ+QXJ 

so  wählen,  dass  (X2Xj)  =  0  würde  und  es  wäre  dann:  X,/)  X^f  eine 
zweigliedrige  nicht  invariante  Untergruppe  unsrer  dreigliedrigen  Gruppe. 
Demnach  ist:  a  =»  /3  «=  0,  und  y,  das  natürlich  nicht  auch  verschwin- 
den darf,  kann  gleich  1  gemacht  werden,  somit  erhalten  wir  nur  die 
eine  Zusammensetzung: 

(47)  (X,X,)  =  0,    (X,X3)  =  0,     {X,X,)^XJ. 

Da  jetzt  alle  möglichen  Zusammensetzungen  dreigliedriger  Gruppen 
gefunden  sind,  so  können  wir  das  Theorem  aussprechen: 

Theorem  64.  Ist  eine  dreigliedrige  Gruppe  nicht  integrahel, 
so  ist  sie  einfach  und  hat  die  Zusammenset eung: 
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(43)  (X,X,)  =  X,/,     (X,X,)  =  2X,/-,    (X,X,)  =  X,/- 


sie  ist  also  gleichzusammengesetgt  mit  der  allgemeinen  pro- 
jectiven  Gruppe  auf  der  Geraden,  Ist  eine  dreigliedrige  Gruppe 
integrabel  und  enthält  sie  zweigliedrige  nicht  invariante  Un- 
tergruppen, so  hat  sie  eine  der  beiden  Zusammensetzungen: 


(44)  (X,XJ^O,    (X,X3)  =  X/,    (X,X,)  =  cX,f 

und: 


(45)      ,  (X^^)  =  0,    (X.X,)  =  X./-,    (X,X3)  =  X./-+  X,/-_ 

enthält  sie  endlich  keine  nicht  invariante  zweigliedrige  Unter- 
gruppCf  so  hat  sie  entweder  die  Zusammensetzung: 


(47)  _(^^  =  0,    (X.X,^  =  0^  (X,X3)  =  XJ  I 

oder    ihre    infinitesimalen    Transformationen    sind   paarweise 
vertauschbar,  sie  hat  also  die  Zusammensetzung: 


(46)       •       !   (X.X,)  =  0,    (X.X3)  =  0,    (X,Xg)  =  0   [. 

Der  Parameter  c  in  der  Zusammensetzung  (44)  ist  wesentlich 
und  kann  nicht  weggeschafft  werden. 

Es  giebt  also  im  Ganzen  fünf  Typen  von  Zusammensetzungen 
dreigliedriger  Gruppen,  aber  unter  diesen  Typen  enthält  einer,  nämlich 
der  Typus  (44),  einen  willkürlichen  Parameter,  unter  den  oo^  Typeo, 
die  durch  die  Zusammensetzung  (44)  repräsentirt  werden,  giebt  es 
jedoch  zwei,  die  sich  von  den  übrigen  c»^  sehr  wesentlich  unterschei- 
den, es  sind  das  die  beiden,  die  zu  den  Werthen:  c=  1  und  c  =  0 
gehören.  Für  c  =  l  ist  es  nämlich  so,  dass  je  zwei  unabhängige  in- 
finitesimale Transformationen  der  Gruppe:  X^f,  X^fy  X^f  eine  zwei- 
gliedrige Untergruppe  erzeugen,  und  für  c  =  0  enthält  die  Gruppe:  X^/J 
X^f,  X^f  nicht  blos  die  eine  zweigliedrige  invariante  Untergruppe: 
X^f,  X^fj  sondern  oo^  solche  invariante  Untergruppen,  nämlich:  X,/", 

Hat  man  auf  irgend  eine  Weise  die  Zusammensetzung: 


^121 

^122 

^123 

^l 

^32 

^233 

^311 

^312 

^813 

Allgemeines  über  ZasammeiiBetzmig.  717 

einer  dreigliedrigen  Gruppe:  Y^f,  Y^fy  Y^f  gefunden,  so  ist  es  wün- 
schenswerth,  möglichst  schnell  feststellen  zu  können,  welchem  unter 
den  in  Theorem  64  angegebenen  Typen  diese  Zusammensetzung  an- 
gehört.    Wir  wollen  kurz  angeben,  wie  man  das  ausführen  kann. 

Ist  die  G^:  Y^f,  Y^fj  Y^f  ihre  eigne  Derivirte,  verschwindet  also 
die  Determinante: 

(48) 

nicht,  so  hat  die  G^  nothwendig  die  Zusammensetzung  (43).  Will  man 
ihre  Zusammensetzung  auf  diese  Normalform  bringen,  so  setze  man 
X^f  gleich  irgend  einer  infinitesimalen  Transformation:  e^YJ  + 
+  ^lY^f  '\-  e^Y^f  von  allgemeiner  Lage  und  bestimme  dann  eine  infini- 
tesimale Transformation:  SskYkf  bo,  dass 

wird.  Für  o  erhält  man  (s.  Abschn.  I,  S.  590)  eine  quadratische 
Gleichung  mit  zwei  nicht  verschwindenden  Wurzeln:  (o^  und  — aij, 
man  kann  daher  X^f  und  X^f  so  wählen,  dass: 

(ZaXg)  =;  »iXg/*,     (XsjXJ  =  —  (o^XJ 

wird.     Setzt  man  schliesslich  noch  (o^X^f  für  X^f,  so  wird: 

(X,X)  =  X/,     (X,X,)  =  X,/- 

und  aus  der  Identität  zwischen:  X^f,  X^f,  X^f  ergiebt  sich:  (XiX3)  = 
=  kX^fj  wo  A  =4=  0  ist  und  durch  geeignete  Wahl  von  X^f  gleich  2 
gemacht  werden  kann. 

Ist  die  erste  Derivirte  der  G^  blos  zweigliedrig,  ist  also  die 
Determinante  (48)  null,  ohne  dass  alle  ihre  zweireihigen  Unterdeter- 
minanten verschwinden,  so  hat  die  G^  eine  der  beiden  Zusammen- 
setzungen (44)  und  (45),  jedoch  ist  im  ersten  Falle  c  =j=  0.  Welcher 
von  beiden  Fällen  eintritt,  das  hängt  davon  ab,  ob  die  G^  zwei  ver- 
schiedene invariante  eingliedrige  Untergruppen  enthält  oder  nicht,  das 
aber  kann  man  durch  rationale  Operationen  entscheiden. 

Ist  endlich  die  Derivirte  der  G^  blos  eingliedrig,  so  hat  die  G^ 
entweder  die  Zusammensetzung  (44)  für  o  =»  0  oder  die  Zusammen- 
setzung (47),  welche  voä  beiden,  das  hängt  wiederum  davon  ab,  ob 
es  in  der  G^  zwei  invariante  eingliedrige  Untergruppen  giebt  oder 
nur   eine. 

Ein  sehr  anschauliches  Bild  von  den  einzelnen  Zusammensetzungen 
erhält  man,  wenn  man  die  oo^  infinitesimalen  Transformationen  der 
Gruppe:  Xj/*,  X^f,  X^f  als  Punkte  einer  Ebene  deutet  und  sich  nun 
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für  jede  einzelne  der  gefundenen  Zusammensetzungen  die  Figuren  auf- 
zeichnet, die  durch  ihre  zweigliedrigen  Untergruppen  und  durch  ihre 
invarianten  Untergruppen  gebildet  werden.  Für  die  Zusammensetzung 
(43)  erhält  man  da  als  Bilder  der  zweigliedrigen  Untergruppen  die 
oo^  Tangenten  eines  nicht  ausgearteten  Kegelschnitts,  der  bei  der  ad- 
jungirten  Gruppe  invariant  bleibt  (s.  S.  13  ff.).  In  den  übrigen  Fallen 
werden  die  zweigliedrigen  Untergruppen  entweder  durch  zwei  Büschel 
von  Geraden  abgebildet  (im  Falle  (44)  für  c  =f=  1)  oder  durch  ein 
Geradenbüschel  (im  Falle  (45)  und  im  Falle  (47))  oder  es  ist  endlich 
jede  Gerade  der  Ebene  das  Bild  einer  zweigliedrigen  Untergruppe 
(in  den  Fällen  (44)  für  c  =  1  und  (47)).  Die  nähere  Ausführung 
überlassen  wir  dem  Leser. 

Wir  wollen  jetzt  noch  eine  zweite  Methode  angeben,  die  zur  Be- 
stimmung aller  möglichen  Zusammensetzungen  einer  dreigliedrigen 
Gruppe  führt. 

Ist: 

s 

(49)  {Si  Äfc)  =^  CiksSsf      (f.  *  =  1.  2.  3;  *  ZE  ,•  +  1  mod.  8) 

1 

die  Zusammensetzung  einer  dreigliedrigen  Gruppe  G^  und  setzen  wir: 

unter  den  x  und  y  Parameter  verstanden,  so  erhält  (XY)  die  Form: 
I^z.Ssfy  wo: 

(50)  z.  = 

ist.  Deuten  wir  daher  die  x^  y,  z  als  homogene  Punktcoordinaten 
einer  Ebene  ^  so  ist  klar,  dass  die  Zusammensetzung  unsrer  G^  in 
dieser  Ebene  eine  gewisse  Reciprocität  bestimmt,  denn  durch  (50)  wird 
jeder  Geraden,  die  die  Liniencoordinaten:  u^-.u^in^  besitzt,  der  Punkt: 

(50')  Z,  =  Cum  ^3  +  ^^  w^l  +  Csu  Wj      (*  =  1'  2'!.») 

zugeordnet. 

Wir  können  unsre  Reciprocität  auch  durch  eine  einzige  Gleichung: 

8 

(50")  ^  (ci2.  Ms;  +  C28*  «1  +  C3i,M2)  r,  =  0 

1 

zwischen  Liniencoordinaten  darstellen;  diese  Gleichung  aber  können 
wir  in  bekannter  Weise  auf  die  Form  bringen: 

(50'")  P+G  =  0, 


<^ia> 

Cm 

Cau 

«8 

Xi 

vCa 

(.  =  1,  2,  S) 

Vs 

Vi 

Vi 
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wo    P  =  0    ein    Polarsystem    darstellt   und    G    die    Reciprocität,    die 
durch  eine  gewisse  Gerade  bestimmt  wird.    In  der  That  ergiebt  sich: 

(51)  P  =^  { dij  %ij vj  +  ^  (ctjk  +  Cjii)  (UiVk  +  UjtVi) ) , 

wo   if  k,  j   irgend  eine  cyklische  Permutation  der  Zahlen  1,  2,  3  ist. 
Andrerseits  ergiebt  sich: 

(52)  G  =  l  V,  V,  V, 


2 


'3 
Wl  W,  Mj 


(53)     j 


Es  handelt  sich  jetzt  noch  darum,  festzustellen,  welche  besondem 
Eigenschaften  unsre  Reciprocität  besitzt. 

Die  Jacobische  Identität  liefert  drei  Relationen  zwischen  den 
Ciksf  die  sich  folgeudermassen  schreiben  lassen: 

^12«  (Csil  +  C822)  +  C28«  (Cl22  +  Ciss)  +  C31,  (C238  +  C2I1)  =  0 

(•  =  1,2,3). 

Ist  nun  zunächst  die  Determinante  (48)  nicht  gleich  Null,  so  sind 
diese  Gleichungen  mit  den  drei  Relationen: 

(ö4)  Cjii  +  C322  "=  ^122     1     ^38  *=  ^38  "T  ^11  =  ö 

äquivalent;  die  Reciprocität  (50'")  reducirt  sich  daher  auf  das  Polar- 
system: P=0,  das  wegen  (54)  zur  Determinante  eben  die  Deter- 
minante (48)  hat,  das  also  sicher  das  Polarsystem  einer  nicht  ausge- 
arteten Curve  zweiter  Klasse  ist  Bringen  wir  die  betreffende  Curve 
zweiter  Klasse  durch  eine  lineare  homogene  Transformation  der  Linien- 
coordinaten  auf  die  Form:  u^u^  —  Wg*  =  0,  so  erhält  unsre  Recipro- 
cität die  Form: 

«1^8  +  ^sVj^  —  2mj|;jj  =  0, 

woraus  sich  durch  Vergleichung  mit  (50")  ergiebt,  dass  die  Gleichungen 
(49)  die  bekannte  Form: 

annehmen. 

Ist  jetzt  zweitens  die  Determinante  (48)  gleich  Null,  so  ist:  P^aO 
stets  das  Polarsystem  einer  ausgearteten  Curve  zweiter  Klasse.  Sind 
nämlich  die  Gleichungen  (54)  erfüllt,  so  ist  eben  (48)  die  Determi- 
nante des  Polarsystems,  das  Polarsystem  ist  also  sicher  ausgeartet 
Sind  andrerseits  die  Gleichungen  (54)  nicht  erfüllt,  so  verschwindet 
die  Gerade: 

(55)  ttj :  Mj :  Mg  =  C122  "r  ^133  •  ^238    \    ^211  •  ^11    1    ^322 

nicht  identisch.     Aus  (53)  geht  aber  hervor,  dass   dieser  Geraden  in 

der  Reciprocität  (50")  ein  identisch  verschwindender  Punkt  entspricht. 
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Da  nun  die  Gerade  (55)  G  identisch  gleich  Null  macht;  so  ist  klar, 
dass  ihr  auch  in  dem  Polarsysteme:  P  *»  0  ein  identisch  verschwin- 
dender Punkt  entspricht,  dass  also  dieses  Polarsystem  ausgeartet  ist 
Das  ausgeartete  Polarsystem:  P=  0  kann  durch  eine  lineare 
homogene  Transformation  der  Liniencoordinaten  entweder  auf  die  Form: 

**i^2  +  **2^i  ="  0  o^®^  ^^^  ^i®  Form:  MjVi  =0  gebracht  werden^  wenn 
es  nicht  überhaupt  identisch  verschwindet  Verschwindet  die  Gerade 
(55)  nicht  identisch,  so  genügt  sie  im  ersten  Falle  nothwendig  den 
Gleichungen:  u^  =  «2  =  0,  im  zweiten  der  Gleichung:  u^  =  0,  im  dritten 
Falle  bleibt  sie  beliebig.  Wir  können  aber  die  Liniencoordinaten  in 
jedem  Falle  so  wählen,  dass  unsre  Gerade  (55)  die  Gleichungen: 
ti^  =  U2  <=»  0  erfüllt  Hieraus  ergiebt  sich ,  dass  unsre  Reciprocitat 
(50")  stets  auf  eine  der  vier  Formen: 

HjVg  —    ttjVi  =  0 

0  —  0 


(56) 


gebracht  werden  kann.  Hier  ist  der  Parameter  c  wjesentlich,  c  da- 
gegen kann,  wenn  es  nicht  verschwindet,  durch  geeignete  Wahl  der 
Liniencoordinaten  gleich  1  gemacht  werden. 

Durch  Vergleichung  von  (56)  mit  (50")  erhält  man  jetzt  ohne 
Weiteres  die  noch  fehlenden  Zusammensetzungen  dreigliedriger  Gruppen 
und  zwar  im  Wesentlichen  in  der  Form  des  Theorems  64. 

Endlich  wollen  wir  noch  kurz  eine  dritte  Methode  besprechen, 
die  zwar  weniger  elementar,  dafür  aber  um  so  weittragender  ist 

Jede  dreigliedrige  Gruppe  von  Punkttransformationen  oder  Berüh- 
rungstransformationen lässt  sich  als  eine  Gruppe  von  homogenen  Be- 
rührungstransformationen  schreiben.  Ihre  infinitesimalen  Trausfor- 
mationen  sind  dann  durch  ihre  charakteristischen  Functionen: 

bestimmt^  wo  die  Hk  homogen  von  erster  Ordnung  in  den  p  sind  und 
wo  die  Relationen: 

8 
(HiHk)  ^^*  CiktS,        (.,*  =  !,  2.  3) 

1 
die  Zusammensetzung  der  Gruppe  bestimmen  {s.  Abschn.  II,  Kap.  18). 
Die  drei  Functionen:  H^,  H^y  H^  bestimmen  nun  eine  homogene 
Functionengruppe  (a.  a.  0.  S.  213),  die  augenscheinlich  höchstens  drei- 
gliedrig ist  und    deren  Functionen    nicht    alle  homogen   von  nuUter 
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Ordnung  in  den  p  sind.  Eingliedrig  kann  diese  Functionengruppe 
nicht  sein,  denn  sonst  könnte  sie  nicht  drei  homogene  Functionen 
erster  Ordnung:  H^,  H^^  H^  enthalten ^  zwischen  denen  keine  lineare 
Relation:  £CkHk  =»  0  mit  constanten  Coefficienten  besteht.  Ist  sie 
zweigliedrig,  so  kann  sie,  wenn  man  noch  die  Veränderlichen  durch 
eine  homogene  Berührungstransformation  in  geeigneter  Weise  wählt, 
auf  eine  der  beiden  kanonischen  Formen:  jp^,  x^  und  jp^,  X2  gebracht 
werden.  Demnach  erhalten  die  charakteristischen  Functionen:  Hi,  H^y 
H^  unsrer  Gruppe  von  homogenen  Berührungstransformationen  in  den 
neuen  Veränderlichen  entweder  die  Form: 

Sk  =  (pk(s:i)Pl        (*  ==  1 »  2,  3) 

oder  die  Form: 

das  aber  sind  offenbar  Gruppen  von  Punkttransformationen,  und  zwar 
die  erste  auf  der  Geraden,  die  zweite  in  der  Ebene. 

Bestimmen  H^,  H^j  H^  eine  dreigliedrige  homogene  Functionen- 
gruppe, so  kann  die  eine  der  drei  kanonischen  Formen: 

Pl)   ^17  P'i'l      Plf   ^1}   ^2)      Plf   ^2t  ^8 

erhalten.  Im  ersten  Falle  ist:  H^,  H^^  H^  eine  dreigliedrige  Gruppe 
von  homogenen  Berührungstransformationen  der  Ebene,  diese  Gruppe 
ist  aber  nach  Abschn.  II,  S.  410,  Theor.  65  reducibel  und  kann  daher 
durch  eine  homogene  Berührungstransformation  in  eine  Gruppe  von 
Punkttransformationen  der  Ebene  übergeführt  werden.  Im  zweiten 
Falle  ist:  H^y  H^,  H^  schon  von  selbst  eine  Gruppe  von  Punkttrans- 
formationen der  Ebene.  Im  dritten. Falle  endlich  sind  alle  {HiHk)  =  0. 
Wir  haben  daher  den 

Satz  16.  Jede  dreigliedrige  Gruppe  von  homogenen  Berühningstrans- 
formationen,  deren  infinitesimale  Transformationen  nicht  paarweise  ver- 
tausdihar  sind,  kann  durch  eine  Jwmogene  Berührungstransformation  ent- 
weder in  eine  Gruppe  von  Punkttransformationen  auf  der  Geraden  oder 
in  eine  Gruppe  von  PunkUransformationen  der  Ebene  übergeführt  werden. 

Da  wir  nun  alle  dreigliedrigen  Gruppen  von  Punkttransformatio- 
nen auf  der  Geraden  und  in  der  Ebene  kennen  (s.  S.  6  und  S.  57),  so 
können  wir  sofort  alle  Zusammensetzungen  hinschreiben,  die  bei  drei- 
gliedrigen Gruppen  vorkommen.  Wir  finden  natürlich  so  dieselben 
Zusammensetzungen  wie  früher. 

Die  vorstehenden  Entwicklungen  leisten  übrigens  noch  mehr,  sie 
zeigen  nämlich,  dass  der  folgende  Satz  gilt: 

Lie,  Theorie  der  Transform«tiousgruppen.    lU.  46 
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Satz  17.  Ist:  H^  . . .  Hr  eine  r-gtiedrige  Gruppe  von  homogenen 
Berührungstransformationen  y  deren  infinitesimale  Transformationen  nicht 
paarweise  vertauschbar  sind,  und  ist  die  Gliederzahl  der  durch  H^ , , .  Er 

m 

bestimmten  homogenen  Functionengruppe  Meiner  als  vier,  so  lässt  sich  die 
Gruppe:  H^  . . .  Hr  durch  eine  homogene  BerührungstransformcUion  in 
eine  Gruppe  von  homogenen  Berührungstransformationen  einer  Geraden 
oder  einer  Ebene  überführen. 

Da  wir  nun  früher  alle  Gruppen  von  homogenen  Berührungs- 
transformationen auf  der  Geraden  und  in  der  Ebene  bestimmt  haben, 
so  können  wir  sofort  auch  alle  Zusammensetzungen  angeben,  die 
eine  r-gliedrige  Gruppe  yon  der  hier  besprochenen  Beschaffenheit 
haben  kann. 

Die  Theorie  der  homogenen  Functionengruppen  ist  überhaupt  ein 
mächtiges  Hülfsmittel  zur  Ableitung  derartiger  allgemeiner  Sätze, 
doch  wollen  wir  es  bei  den  mitgetheilten  bewenden  lassen. 

§  137. 

Wir  wenden  uns  jetzt  zur  Bestimmung  aller  Zusammensetzungen, 
die  eine  viergliedrige  Gruppe  G^  haben  kann. 

Unsre  G^  enthält  sicher  dreigliedrige  Untergruppen.  Enthält  sie 
nun  insbesondere  eine  nicht  invariante  G^i  ^ify  ^fj  ^^fy  ^^  ^^^  ^'^ 
nach  Theor.  58;  S.  688  entweder  die  Zusammensetzung: 

((X,Z,)=    XJ+aXJ 
(X,X,)^2X,f+ßXJ 

(57)  U^^3)=     XJ+yXJ 

(X,  XJ  =  A,  XJ 

oder  die  G^  enthält  eine  zweigliedrige  invariante  Untergruppe,  die  in 
einer  invarianten  dreigliedrigen  Untergruppe  jf^  der  G^  steckt  Im 
zweiten  Falle  ist  die  Gf^  sicher  integrabel,  denn  die  dreigliedrige  in- 
variante Untergruppe  F^  enthält  eine  zweigliedrige  invariante  Unter- 
gruppe und  ist  daher  sicher  integrabel,  also  ist  es  auch  die  64  (vgl 
S.  680,  Satz  6).  Im  ersten  Falle  führen  wir  zunächst:  X^f-^  \ßXJ 
als  neues  X^f  ein  und  erreichen  dadurch,  dass  /3  =»  0  wird.  Sodann 
bilden  wir  die  Identität  zwischen  X^f,  X^f,  X^f  und  bekommen: 
Aj  =  0 .  Nunmehr  liefern  die  Identitäten  zwischen:  X^f,  X,/*,  XJ 
und  zwischen:  X^f,  X^f,  X^f  sofort:  A^  =  A3  =  0.  Endlich  führen 
wir  noch:  X^f  -{-  ccX^f  als  neues  X^/*  imd  X^f -{'  yX^f  als  neues  X^f 
ein,  dann  erhalten  wir  die  Zusammensetzung: 
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1  (X,XJ  =  (X,XJ  =  (X,X,)  =  0. 

Es  ist  das  offenbar  eine  yiergliedrige  nicht  integrable  Gruppe. 

Wir  wissen  jetzt,  dass  jede  G4,  die  eine  nicht  invariante  G^  ent- 
hält, entweder  integrabel  ist  oder  die  Zusammensetzung  (58)  besitzt. 
Andrerseits  lässt  sich  leicht  zeigen,  dass  jede  G^,  die  lauter  invariante 
G^  enthält.,  integrabel  ist.  In  der  That,  nach  Abschn.  I,  S.  593, 
Theor.  106  gehört  jede  eingliedrige  Untergruppe  der  G^  mindestens 
einer  dreigliedrigen  Untergruppe  der  G^  an;  die  G^  enthält  mithin 
sicher  zwei  verschiedene  dreigliedrige  Untergruppen  G^  und  Fj.  Diese 
beiden  Untergruppen  sind  in  unserm  Falle  in  der  G^  invariant^  die 
zweigliedrige  Untergruppe,  die  sie  gemein  haben  (a.  a.  0.  S.  211,  Satz  7 
und  8.  264,  Satz  10)  ist  daher  ebenfalls  in  der  64  invariant.  Hieraus 
aber  folgt,  dass  die  beiden  invarianten  Untergruppen  G^  und  F,  der 
Gl  integrabel  sind,  die  G^^  ist  mithin  selbst  integrabel.  Demnach 
gilt  der 

Satz  18.  Jede  nicht  integrable  viergliedrige  Gruppe  Jiat  die  Zusammen- 
Setzung  (58). 

Da  die  Derivirte  einer*  integrabeln  G^  höchstens  dreigliedrig  ist 
und  da  andrerseits  die  Derivirte  einer  64  von  der  Zusammensetzung 
(58)  gerade  dreigliedrig  ist,  so  ergiebt  sich  zugleich  der 

Satz  19.  Die  erste  Derivirte  einer  viergliedrigen  Gruppe  'ist  hödi- 
stens  dreigliedrig. 

Bevor  wir  zu  den  integrabeln  viergliedrigen  Gruppen  übergehen,  wollen 
wir  noch  einige  Betrachtungen  einschalten,  wir  wollen  nämlich  direct  die 
Zusammensetzungen  aller  viergliedrigen  Giuppen  bestimmen,  die  eine  drei- 
gliedrige einfache  Gruppe  enthalten.  Diese  Gruppen  sind  natürlich  Dicht 
integrabel,  wir  finden  also  auf  diesem  Wege  keine  neuen  Gruppen,  dailElr 
ist  aber  die  Methode,  von  der  wir  Gebrauch  machen,  äusserst  fruchtbar; 
sie  kann  auch  bei  der  Behandlung  der  fünf-  und  der  sechsgliedrigen  nicht 
integrabeln  Gruppen  gute  Dienste  leisten. 

Es  sei  G^  eine  viergliedrige  Gruppe,  die  eine  dreigliedrige  einfache 
Gruppe  Gq  enthält;  dann  können  wir  annehmen,  dass  diese  G^  von  Xj/*, 
X2/*,  X^f  erzeugt  ist  und  dass  die  Belationen: 

bestehen.  Wäre  nun  die  G^  nicht  in  der  G^  invariant,  so  müsste  sie  (vgl. 
S.  694,  Satz  13  und  S.  696)  eine  zweigliedrige  invariante  Untergruppe 
enthalten,  was  nicht  der  Fall  ist.  Die  G^  ist  somit  in  der  G^  invariant. 
Bilden  wir  daher  die  00^  infinitesimalen  Transformationen:  £ekXj^f'  als 
Punkte  in  einem  gewöhnlichen  dreifach  ausgedehnten  Räume  ab,  so  bleibt 
die  Ebene:  e^  =»  0,  die  das  Bild  der  6^3  ist,  bei  der  Adjungirten:  E^f ,  ,  . 
E^f  der  G^  invariant. 

46* 
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Nun  transformirt  die  Gruppe:  J5J,/*,  JS'g/*,  E^f  die  Punkte  der  Ebene: 
e^  =  0  durch  eine  dreigliedrige  projective  Gruppe,  die  offenbar  mit  der 
Adjungirten  der  G^  zusammenfallt,  sie  lässt  also  in  dieser  Ebene  einen 
isolirten  nicht  ausgearteten  Kegelschnitt  invariant  (s.  S.  13  ff.).  Andrer- 
seits ist  die  Gruppe:  E^f^  E^f^  -^3/*  in  der  Adjungirten  der  G^  invariant, 
demnach  muss  der  besprochene  Kegelschnitt  bei  der  ganzen  Adjungirten 
der  G^4,  also  auch  bei  E^f  invariant  bleiben  (s.  Abschn.  I,  S.  586  f.).  Da 
aber  ein  nicht  ausgearteter  Kegelschnitt  nicht  mehr  als  drei  unabhängige 
infinitesimale  projective  Transformationen  seiner  Ebene  gestattet  (s.  S.  88, 
Satz  2),  so  muss  es  unter  den  00^  infinitesimalen  Transformationen: 
ZljtEjtf  mindestens  eine  geben,  die  alle  Punkte  der  Ebene:  e^  =  0  in  Buhe 
livsst.  Berücksichtigt  man  schliesslich,  dass:  ^|/*,  E^f,  E^f  die  Punkte 
der  Ebene:  64  =^  0  dreigliedrig  transformiren,  so  erkennt  man^  dass  sich 
X^f  so  wählen  lässt,  dass  J^J^/"  jeden  Punkt  der  Ebene:  ^^  =  0  in  Buhe  lässt 

Ist  X^f  in  der  angegebenen  Weise  gewählt,  so  hat  E^f^  das  ja  auch 
noch  den  Punkt:  e^  =  eg  =  Cg  =  0  invariant  lässt  (s.  S.  673)  offenbar  die 
Form: 

es  bestehen  also  drei  Belationen  von  der  Gestalt: 

Die  Identität  zwischen:  Xj/*,  X^fy  X^f  liefert  aber  sofort  ^  =  0,  also 
ergiebt  sich,  dass  jede  viergliedrige  Gruppe,  die  eine  dreigliedrige  einfache 
Gruppe  enthält,  die  Zusammensetzung  (58)  besitzt. 

Um  alle  nicht  integrabeln  viergliedrigen  Gruppen  zu  finden,  müsste 
man  jetzt  noch  die  unter  ihnen  aufsuchen,  die  keine  dreigliedrige  einfache 
Gruppe  enthalten.  Man  wtlrde  nattlrlich  finden,  dass  es  keine  Gmppeii 
dieser  Art  giebt,  aber  die  dazu  erforderlichen  üeberlegungen  würden  aaf 
eine  Wiederholung  des  auf  S.  722  Gesagten  hinauskommen,  wir  gehen 
daher  nicht  auf  sie  ein. 

Wir  haben  jetzt  noch  die  Zusammensetzungen  aller  viergliedrigen 
integrabeln  Gruppen  zu  bestimmen;  dabei  ist  es  vortheilhaft,  zunächst 
alle  die  Gruppen  auszuschliessen ,  die  eine  dreigliedrige  Untergruppe 
mit  paarweise  vertausch  baren  infinitesimalen  Transformationen  ent- 
halten, und  diese  Gruppen  nachher  für  sich  zu  behandeln. 

Es  sei  G^  eine  viergliedrige  integrable  Gruppe,  die  keine  dreigliedrige 
Untergruppe  mit  paarweise  vertauschbaren  infinitesimalen  Transforma- 
tionen enthält.  Die  erste  Derivirte  der  G4  ist  dann  ebenfalls  integrabel 
und  zwar  kann  sie  offenbar  nur  drei-,  zwei-  oder  eingliedrig  sein. 
Diese  drei  Fälle  müssen  wir  daher  der  Reihe  nach  behandeln. 

Ist  die  erste  Derivirte  der  G^  dreigliedrig ,  so  können  wir  anneh- 
men, dass  sie  von  X^f,  X^f^  X^f  erzeugt  wird,  und  dass  ihre  Zu- 
sammensetzung eine  der  Normalformen:  (44),  (45)  und  (47)  des  Theorems 
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64,  S.  715  f.  besitzt.  Von  diesen  drei  Fällen  kann  aber,  wie  sich  zeigen 
lässt,  nur  der  dritte  vorkommen. 

In  der  That,   tritt  einer  der  beiden   ersten  Fälle'"ein,   so  hat  die 
Gruppe:  Xj/*,  X^/',  X^f  eine  Zusammensetzung  von  der  Form: 

(X,  X,)  =  0,    (X,X,)  =  XJ,    {X,X,)  =  ce  XJ  +  cX/, 

WO  €  för  c  4=  1  stets  verschwindet  und  für  c  =  1  entweder  =  0  oder 
=  1  ist  För  c=f=0  ist  hier  die  Gruppe:  X^f,  X^f  die  zweite  Deri- 
virte  der  G^  und  als  solche  in  der  G^  invariant.  Andrerseits  sind  für 
c=0  offenbar  X^f  und  X^f  die  beiden  einzigen  invarianten  einglied- 
rigen Untergruppen  der  ersten  Derivirten  der  G^y  die  Gruppe:  X^f, 
X^f  ist  demnach  auch  dann  in  der  G^  invariant.  ,  Hieraus  folgt,  dass 
unter  allen  Umständen  Relationen  von  der  Form: 

(X^  Xj  =  /  X,  /•  +  .a  XJ,    (X,  X.)  =  r  X,/-  +  p  XJ 

beäteheu.  Da  nun  aber  die  erste  Derivirte  der  G^  dreigliedrig  sein 
soll,  so  darf  (X3X4)  nicht  von  X^f  frei  sein,  wir  können  daher  an- 
nehmen, dass  es  die  Form: 

(X«X,)  =  X,/  +  «X,/-+/JX,/- 

besitzt.  Bilden  wir  jetzt  die  Identitäten  zwischen  Xj\  X^f\  X^f  und 
zwischen  X,/',  Xg/',  X^f  und  berücksichtigen  wir  das  eine  Mal  blos 
den  Factor  von  X,/*,  das  andre  Mal  blos  den  von  X.^f,  so  kommt: 

-  1  —  ^C€  =  0,     reu  —  c  =  0, 

zwei  Gleichungen,  die  wegen  der  Beziehung  zwischen  £  und  c  nicht 
mit  einander  verträglich  sind.  Demnach  ist  das  Eintreten  eines  der 
beiden  ersten  Fälle  wirklich  ausgeschlossen. 

Im  dritten  Falle  hat  die  Gruppe:  X^/,  XJ\  X^f  die  Zusammen- 
setzung: 

(59)  (X,X,,  =  0,    (X.X3)  =  0,    ^X,X,)^XJ, 

also  ist  X,/'  die  zweite  Derivirte  der  G4  und  als  solche  in  der  G^ 
invariant,  das  heisst  es  ist: 

(60)  (X,X,)  =  cX,/'. 

Ferner  sind  die  cx>^  zweigliedrigen  Gruppen:  X^f,  aX^f -{•  hX^f 
sämmtlich  in  der  Gruppe:  X,/',  X^/*,  X^f  invariant,  sie  werden  also 
bei  der  adjungirten  Gruppe  der  (^4  höchstens  eingliedrig  transformirt; 
da  sie  überdies  in  dem  ebenen  Ruume  der  00^  infinitesimalen  Trans- 
formationen der  G^  durch  ein  ebenes  Büschel  von  Geraden  abgebildet 
werden,  so  ist  klar,  dass  mindestens  eine  unter  ihnen  auch  in  der  G^ 
invariant  ist.  Wir  können  uns  nun,  ohne  dass  die  Relationen  (59) 
eine  Aenderung  erleiden,  X^f  und  X^f  so  gewählt  denken^  dass  gerade 
XJ\  XJ'  eine  invariante  Untergruppe  der  G^  wird,  und  haben  jetzt 


(61) 
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zur  BestimmuDg  der  Zusammensetzung  unsrer  G^  noch  zwei  Relationen 
von  der  Form: 

(X,X,)  =  aX,/-+/JX/ 

.(X,X,)  =  yX,f+  (JX/-+  aXJ. 

Hier  darf  weder  ß  noch  s  verschwinden,  weil  sonst  die  erste  Derivirte 
unsrer  G^  nicht  dreigliedrig  wäre. 

Da  /3=f=0  ist,  können  wir  es  gleich  1  machen.  Ist  das  geschehen, 
so  führen  wir:  X^f —  «X^/'-j-  yXg/*  als  neues  X^f  ein  und  erreichen 
so,  dass  a  =  y  =  0  wird.  Bilden  wir  sodann  die  Identität  zwischen 
Xg/*,  X^ff  X^f  —  es  ist  das  die  einzige,  die  noch  nicht  von  selbst 
erfüllt  ist  —  so  kommt:  c  —  s  —  1=0,  also  muss  c  =f=  1  sein  und 
unsre  Relationen  (61)  haben  nunmehr  die  Form: 

(X,X,)  =  X,/-,    (X3X,)  =  <JX/+(c-l)X3/-    (c  +  1). 

Führen  wir  endlich  hier:   X^f  '\-  iX^f  als  neues  X^f  ein,  so  können 
wir,  sobald  c  4=  2  ist,  durch  geeignete  Wahl  von  k  bewirken,  dass  i 
gleich  Null  wird.     Ist  aber  c  =  2  und  d  =f=  0,  so  führen   wir  dX^f 
als  neues  X^f  und  dXif  als  neues  X^f  ein,  wodurch  J  «=  1  wird. 
Wir  finden  demnach  nur  die  beiden  Zusammensetzungen: 

((X.X,)  =  0,    (X.X,)  =  0,    (x,x,)  =  x,/- 

(X,X,)  =  cX,/-,    (X,X,)  =  X,/-,     (X,X,)  =  ic-l)X,f 


(62) 


und: 
(63) 


|(X.X,)  =  0,    {X,X,)  =  0,    (X,X3)  =  X,/- 

UX.XJ  =  2XJ,  (XX,)  =  XJ,  (X,X,)  =  X/-+  X,f. 

Ist  die  erste  Derivirte  unsrer  G^  zweigliedrig j  so  können  wir  an- 
nehmen, dass  sie  von  X^f  und  X^f  erzeugt  ist.  Sind  X,/*  imd  XJ 
nicht  vertauschbar,  so  ist  die  erste  Derivirte  der  Gruppe:  XJ\  X^f 
nothwendig  in  der  G.,  invariant.  Ist  andrerseits  (Xj  Xg)  =  0,  so  wird 
die  Schaar  der  oo^  eingliedrigen  Gruppen:  aX^/^-f  bX^f  bei  der  Ad- 
jungirten  der  G^  höchstens  zweigliedrig  transformirt  und  es  bleibt 
daher  mindestens  eine  von  ihnen  invariant.  Wir  können  daher  unter 
allen  Umständen  annehmen,  dass  X^f  in  der  G^  invariant  ist,  dass 
also  Relationen  von  der  Form: 

{X,X,)  =  eXJ,    {X,X,)  =  aXJ,    (X,X,)  =  /SX/ 

(X,X3)  =  AX/+^X/,    iX,X,)  =  X'XJ+^'XJ 

(X3XJ  =^vXJ+  qXJ 
bestehen. 

Wäre   nun   £=4^0,   so   ergäbe   sich   aus   den  Jaco bischen  Iden- 
titäten zwischen:  X^f,  X^f)  Xg/*,  zwischen:  X^f,  X^f,  X^f  und  zwischen: 
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X,  ff  X^fy  X^f  sofort:  ^  «=  ^'  =  (>  =  0,  die  erste  Derivirte  unsrer  ö^ 
wäre  daher  gegen  unsre  Voraassetzung  blos  eingliedrig.  Demnach  ist 
£  =  0.  Ferner  ist  eine  der  infinitesimalen  Transformationen:  aX^f 
+  bX^f  sieher  mit  X^f  vertauschbar,  wir  können  also  etwa  a  ==  0 
setzen. 

Verschwänden  jetzt  A  und  ^  beide,  so  wäre  X,/*,  X^f,  X^f  eine 
dreigliedrige  Untergruppe  unsrer  G^^  deren  infinitesimale  Transfor- 
mationen paarweise  vertauschbar  wären.  Diesen  Fall  haben  wir  aber 
vorläufig  ausgeschlossen,  also  sind  X  und  /i  nicht  beide  gleich  Null, 
wir  können  daher  durch  geeignete  Wahl  von  X^f  und  X^f  erreichen, 
dass  (X2X3)  entweder  =  X^f  oder  =  X^f  wird. 

Im  ersten  Falle  führen  wir  noch:  X^/*—  iLX^f-\'  gX^f  als  neues 
X^f  ein    und  erhalten  so  die  Relationen: 

(X,  X,)  =  0,  (X,  X3)  =  0,  (X,  XJ  =  X,/' 

(x,x,)  =  ßxj,  (xx,)  =  rx,/-,  {X,x,)^vxj. 

Die  Identität  zwischen  Xg/*,  Xg/*,  XJ'  —  die  einzige,  die  noch  nicht 
von  selbst  erfüllt  ist  —  liefert  jotzt:  A'=  0.  In  Folge  dessen  kann  ß 
nicht  verschwinden,  weil  sonst  X^f,  X^f  und  X^f  paarweise  vertausch- 
bar wären.  Wir  machen  natürlich  ß  =  1  und  indem  wir  schliesslich 
noch  X.J^ — '^^if  als  neues  X,/'  einführen,  finden  wir  die  Zusammen- 
setzung : 

|(X,X,)=0,        (X,X,)  =  Q,    (XX3)  =  X,/- 

l(X,X,)  =  X,/-,     (XX,)  =  0,    (X,X,)  =  0. 

Im  zweiten  Falle  führen  wir:  XJ — X' X^f -{- vX^f  als  neues 
X^f  ein  und  erhalten  die  Relationen: 

(X,  X,)  =  0,  (X,  X3)  =  0,  (X,  X3)  =  XJ 

(Xi  x^  =  ß  xj\   (Xj,  Xj  =  /t'  x./;   (X3  xj  =  Q  x,/'. 

Die  Identität  zwischen:  X^/,  X3/*,  X^f  liefert  hier:  /i'=  ß.  Natürlich 
darf  ß  nicht  verschwinden,  weil  sonst  X,/',  X^f\  X^f  paarweise  ver- 
tauschbar wären,  es  kann  somit  gleich  1  gemacht  werden.  Führen 
wir  endlich  noch  X^f —  QX.^f  als  neues  X^f  ein,  so  gelangen  wir  zu 
der  Zusammensetzung: 

f(X,X,)  =  0,        (X,X)  =  0,        (X,X,)  =  XJ 

^''^^        l(x,x,)  =  x./;  (x,xj  =  x,/-,  (xxj  =  o. 

Ist  die  erste  Derivirte  unsrer  O^  eingliedrig,  so  können  wir  an- 
nehmeU;  dass  sie  von  X^f  erzeugt  ist.  Dann  hängen  alle  sechs  Aus- 
drücke (X,X*)  nur  von  X^f  ab,  wir  können  daher  X^f  und  X^f  so 

wählen,  dass: 

(X.X,)  =  0,    (X,X,)-0 


(64) 
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wird.  OflFenbar  darf  jetzt  (X^Xg)  nicht  verschwinden,  weil  sonst  XJ^ 
XJ\  Xg/"  paarweise  vertauschbar  wären,  wir  können  daher  (X^Xa)«  Xj/* 
setzen,  während 

(X,X,)  =  aX/,     (X,XJ  =  |3X/,     {X,X,)==YX,f 

ist.  Nunmehr  liefert  die  Identität  zwischen  X^f,  X^f,  X^f  die  Glei- 
chung: a  =  0  und  überdies  können  wir,  indem  wir:  X^f — ßX^f-^yX^f 
als  neues  X^^f  einführen,  auch  /J  =:  y  ==  0  machen.  Demnach  würde 
unsre  G^  die  drei  paarweise  vertauschbaren  infinitesimalen  Transfor- 
mationen: X^fy  X.,f\  XJ'  enthalten,  was  nicht  der  Fall  sein  darf. 
Wir  sehen  hieraus,  dass  unter  der  gemachten  Voraussetzung  die  erste 
Derivirte  unsrer  G^  nicht  eingliedrig  sein  kann. 

Nachdem  wir  die  Zusammensetzungen  aller  integrabeln  G^  be- 
stimmt haben,  die  keine  dreigliedrige  Untergruppe  mit  paarweise  ve^ 
tauschbaren  infinitesimalen  Transformationen  enthalten,  brauchen  wir 
nur  noch  die  Zusammensetzungen  aller  G^  aufzusuchen,  die  eine  der- 
artige Untergruppe  enthalten. 

Bevor  wir  diese  Gruppen  bestimmen,  wollen  wir  einen  allgemeinen 
Satz  beweisen,  der  sich  ohne  Weiteres  auf  sie  anwenden  lässt  Der 
Satz  lautet: 

Satz  20.  Enthält  eine  r-gliedrige  Grufpe,  deren  infinitesimale  Trans- 
formationen nicht  aUe  paarweise  vertauschbar  sind,  eine  (r  — l)'gliedrige 
Untergruppe  mit  paarweise  vertauschbaren  infinitesimcden  TransformaUo- 
nen,  so  enthält  sie  stets  auch  eine  invariante  (r  —  l^-gliedrige  Unter- 
gruppe mit  paarweise  vertauschharen  infinitesimalen  TransformaJtiomXj 
überdies  ist  sie  integrdbel. 

In  der  That,  es  sei:  X^f ,  , .  Xrf  oder  Gr  die  betreflfende  r-glied- 
rige  Gruppe  und:  X,/  . .  .  Xr—if  oder  Gr—i  sei  die  (r —  l)-gliedrige 
Untergruppe,  deren  infinitesimale  Transformationen  paarweise  vertausch- 
bar sind,  es  sei  also: 

(X,Xa)  =  0       (i,  t=l...r— 1). 

Ist  die  Gr— 1  nicht  schon  selbst  in  der  Gr  invariant,  so  giebt  es  in 
der  Gr  oo*  mit  Gr— i  gleichberechtigte  Untergruppen,  die  von  der 
Adjungirten  der  Gr  entweder  zwei-  oder  dreigliedrig  transformirt 
werden  (s.  Theor.  58,  S.  688).  Hier  aber  kann  blos  der  erste  dieser 
beiden  Fälle  eintreten,  da  die  dreigliedrige  allgemeine  projective  Gruppe 
einer  einfach  ausgedehnten  Mannigfaltigkeit  augenscheinlich  nicht  mit 
unsrer  Gr  isomorph  ist.  Demnach  haben  die  oo^  mit  6rr— i  gleich- 
berechtigten Untergruppen  der  Gr  nach  dem  angeführten  Theorem 
eine  in   der   Gr  invariante   {r  —  2)-gliedrige  Untergruppe,   etwa  XJ 
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.  .  .  Xr^if  gemein,  die  ihrerseits  in  einer  (r  —  l)-gliedrigen  invarianten 
Untergruppe  der  Gr,  etwa  in:  X^f . . .  Xr—sf,  Xr/*  steckt.  Dann  aber 
lassen  sich  (s.  S.  687)  die  cx>^  mit  Gr-i  gleichberechtigten  Unter- 
gruppen der  Gr  in  der  Form:  X^^f . . .  Xr^^f^  Xr—if -{- XXrf  dar- 
stellen und  da  die  alle  mit  der  Gr— i  gleichzusammengesetzt  sind,  so 
ist  noth wendig: 

{X,Xr)  ^iX,Xr) (Xr^^Xr)  =  0, 

das  heisst  die  Gr  enthält  eine  invariante  (r  —  l)-gliedrige  Unter- 
gruppe: Xif .  .  .  Xr^ifj  Xrf,  deren  infinitesimale  Transformationen 
paarweise  vertauschbar  sind. 

Damit  ist  der  erste  Theil  des  Satzes  20  bewiesen.  Der  zweite 
Theil  aber,  dass  die  Gr  integrabel  ist^  folgt  einfach  daraus,  dass  die 
infinitesimalen  Transformationen  der  ersten  Derivirten  der  Gr  noth- 
wendig  paarweise  vertauschbar  sind. 

Wir  kehren  jetzt  wieder  zu  dem  besonderen  Falle:  r  =  4  zurück. 
Auf  Grund  von  Satz  20  sind  wir  sicher,  dass  jede  G^  von  der  ver- 
langten Beschaffenheit  eine  Zusammensetzung  von  der  folgenden  Form 
besitzt: 

KX,x,)=»o,   (x,xo  =  o,   (x,X3)  =  o 

(66)  (X,  XO  =  vn  X,f+  c„  X,f  +  c,3  X,f 

^  0  =  1.2,3). 

Deuten  wir  nun  die  oo'  infinitesimalen  Transformationen  SetXkf 
onsrer  G^  als  Punkte  in  einem  ebenen  B^  und  denken  wir  uns  diesen 
iZj  durch  die  Adjungirte:  E^f ,  . .  E^^f  der  Gj^  transformirt,  so  ist  klar, 
dass  die  Ebene  e^  =  0  invariant  bleibt.  E^f,  E^f,  E^f  lassen  sogar 
alle  Punkte  dieser  Ebene  in  Ruhe  und  höchstens: 

1,2,8 
J*  * 

transformirt  die  Punkte .  der  bewussten  Ebene  wirklich. 

Um  die  Zusammensetzung  (66)  auf  möglichst  einfache  Normal- 
formen zu  bringen,  ist  es  nur  nöthig,  als  neue  X^fj  X^f,  X.^f  solche 
drei  unabhängige  aus:  X^f,  X^/*,  X^f  linear  abgeleitete  infinitesimale 
Transformationen  einzuführen,  dass  die  Ausdrücke  (X,X4)  möglichst 
einfach  werden.  Das  aber  kommt  einfach  darauf  hinaus,  die  Form 
von  E^f  durch  eine  lineare  homogene  Transformation  von  6^,  e^y  e^ 
möglichst  zu  vereinfachen;  denn  aus  den  Coefficienten  von  E^f  kann 
man  jederzeit  die  Form  der  Ausdrücke  (X/XJ  ablesen.  Die  Zurück- 
fQhrung  von  E^f  auf  seine  einfachsten  Normalformen  haben  wir  aber 
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schon  früher  geleistet,  als  wir  alle  Typen  von  linearen  homogenen 
Gruppen  in  drei  Veränderlichen  bestimmten.  Wir  brauchen  daher  aas 
der  Tabelle  auf  S.  116  if.  nur  alle  darin  enthaltenen  Typen  von  ein- 
gliedrigen Gruppen  zu  entnehmen,  dann  können  wir  sofort  alle  Typen 
von  Gl  von  der  Zusammensetzung  (66)  angeben. 

Als  Normalformen  von  E^f  erhalten  wir  auf  diese  Weise  die  fol- 
genden sechs: 

df   ,        df_  •         d^ 

^»  de,  "*^^2  ae,  ■*"  ^  V'  de,  '^  ^^  de,  "<"  ^3  d^J 

df     t        d£ 
^de,'^^^  de, 

^f  ^      ^f  J^      ^f  A.      ^f  A.^  ^f 
^di,'^^^  de~,  ■+"  ^i  de,  "^  ^  de,  "+"  ^3  de^ 

dj_  ^Z    I        ^/     I        ^     I        ^t 

^3  de, '      ^3  de,  ■+"  ^i  de\  '^  ^  de,  "^  ^3  äe, ' 

wo  wir,  um  nicht  zu  viele  Fälle  unterscheiden  zu  müssen,  in  der 
ersten  Normalform  drei,  die  auf  S.  119  getrennt  aufgeführt  sind,  in 
eine  zusammengezogen  haben.  Ausserdem  ist  noch  der  Fall  zu  be- 
rücksichtigen, dass  Elf  identisch  verschwindet.  Entsprechend  diesen 
Normalformen  von  E^f  ergeben  sich  nun  die  folgenden  Normalformen 
der  Zusammensetzung  (66): 


(67) 


(Z,XO-Z,/;    (X,X,)=aX,A    (X,Z,)=cX,/-,    {XfX^)-0 

(••,»=1,8,  S) 


(68) 


(69) 


(70) 


{X,zo=cX,/;  (A',x,)=(i+c)x,/;  {x,x,)^xj+cXj,  {x.x,)=o 

(.•,t=l,  *,  8) 


(X,x,)  =  x,/-,   (X,zj  =  o,   (x,x,)-x,/;   (X,.x^)  =  o 

(f.  *=.l,  2,  S) 


{x,x,)  =  xj+x,f,  (x,x,)  =  x,f,  (x,xj  =  x,/+x,/;  (X.x,)-o 

(i,  i=  1,  ü,  8) 


(7 1)       (Xi  XJ  -  0,    (X,  X,)  =  0,    (X,  XJ  =  X,  f,   (X.Xjt)  =  0    (.-.  *  =  !.>.» 


(72) 


(X,  X,)  =  XJ,  (X,  X«)  =  X,  f,    (X,  X«)  =.  X, /•+  X,  A   (X,Xt)  -  0  I 

(i,*  =  l,»,  8)  , 


(73)       (XjXJ-O,    (X,X,)  =  0,    (X,ZJ  =  0,    (Z.Z;^)-0    (.,  t  =  i.».3) 


Allgemeines  über  Zasammensetzniig.  731 

Es  wäre  schliesslich  noch  zu  untersuchen^  ob  etwa  eine  unter 
diesen  sieben  Zusammensetzungen  überflüssig  ist.  Man  kann  sich  aber 
leicht  überzeugen^  dass  keine  überflüssig  ist  In  der  That,  eine  G^ 
konnte  offenbar  nur  dann  zwei  verschiedenen  unter  unsern  sieben 
Klassen  angehören,  wenn  sie  zwei  verschiedene  invariante  dreigliedrige 
Untergruppen  mit  paarweise  vertauschbaren  infinitesimalen  Transfor- 
mationen enthielte,  etwa  die  beiden:  X^f,  X^f,  X^f  und:  Xj\  X^f\ 
X^f,  In  diesem  Falle  waren  aber  ausser  (XgXJ  offenbar  alle  Elam- 
merausdrücke  null  und  (X3X4)  wäre  aus  X^f  und  X^f  linear  ableit- 
bar, es  konnte  also,  wenn  es  nicht  gleich  Null  wäre,  auf  die  Form: 
(Xj  Xj  ==  X^f  gebracht  werden.  Der  angenommene  Fall  kann  daher, 
sobald  X^f . . .  X^f  nicht  alle  paarweise  vertauschbar  sind,  nur  dann 
eintreten,  wenn  E^f  die  vorletzte  der  auf  S.  730  angegebenen  Normal- 
formen erhalten  kann,  das  heisst  die  Gruppen  (71)  und  (73)  sind  die 
einzigen  unter  den  Gruppen  (67)  .  .  .  (73),  die  zwei  verschiedene  in- 
variante G^  mit  paarweise  vertauschbaren  Transformationen  enthalten. 

Die  oben  aufgezählten  sieben  Gruppen  repräsentiren  also  sieben 
verschiedene  Typen  von  Zusammensetzungen.  Zwei  von  diesen  Typen 
enthalten  aber  willkürliche  Parameter  und  da  ist  allerdings  zu  bemer- 
ken, dass  wenigstens  die  Relationen  (67)  nicht  ebensoviele  verschiedene 
Zusammensetzungen  darstellen,  als  es  verschiedene  Werthsysteme  a,  c 
giebt;  man  erkennt  das  sofort,  wenn  man  zum  Beispiel  a  mit  c  ver- 
tauscht. Wir  brauchen  aber  auf  diesen  Punkt  nicht  näher  einzugehen; 
es  genügt  zu  erwähnen,  dass  es  jedenfalls  unmöglich  ist,  aus  (67)  einen 
der  beiden  Parameter  a  und  c  zu  entfernen.  Was  andrerseits  die  Zu- 
sammensetzung (68)  betrifft,  so  verhält  sich  die  Sache  so,  dass  zwei 
verschiedenen  Werthen  von  c  stets  auch  zwei  verschiedene  Zusammen- 
setzungen entsprechen. 

Bestimmt  man  die  Gliederzahl  der  ersten  Derivirten  für  jede  ein- 
zelne der  Gruppen  (67)  . . .  (73),  so  ergiebt  sich  Folgendes:  Die  erste 
Derivirte  ist  dreigliedrig  im  Falle  (67),  wenn  weder  a  noch  c  ver- 
schwindet, im  Falle  (68)  für  c=^0  und  =f=  —  1  "^^  ^°  ^^^  Fällen 
(70)  und  (72).  Zweigliedrig  ist  sie  im  Falle  (67)  für  c  =  0,  a  4=  0*), 
im  Falle  (68)  für  c  =  0  und  ==  —  1  und  endlich  im  Falle  (69).  Ein- 
gliedrig ist  die  erste  Derivirte  der  Gruppe  (67),  wenn  a  =  c  =  0,  und 
ebenso  die  erste  Derivirte  der  Gruppe  (71). 

Unter  den  Gruppen  (67)  nehmen  also  die,  bei  denen  a  und  c 
nicht  beide  von  Null  verschieden  sind,  eine  ausgezeichnete  Stelle  ein. 
Es  giebt  aber  unter  ihnen  auch  noch  andre,    die  in  gewisser  Weise 

*)  Der  Fall  a=»0,  c^O  braucht  offenbar  nicht  besoDders  erwähnt  su  werden. 
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ausgezeichnet  sind.  Sind  nämlich  die  drei  Zahlen  1;  a,  c  alle  von 
einander  verschieden^  so  enthalt  eine  Gruppe  von  der  Zusammensetzung 
(67)  blos  drei  invariante  eingliedrige  Untergruppen ,  nämlich:  X,/| 
X^f  und  X3/*.  Sind  dagegen  zwei,  aber  auch  nur  zwei  der  Zahlen 
ly  a,  c  einander  gleich  —  man  kann  in  diesem  Falle  offenbar  an- 
nehmen, dass  entweder  a  =  1  und  c  =f=  1  oder  a  — »  c  =  0  ist  —  so 
enthält  die  Gruppe  ausser  der  invarianten  eingliedrigen  Untergruppe: 
X,/*  noch  cx>^  verschiedene  Untergruppen  dieser  Art.  Ist  endlich 
a  =  c  =  1,  so  ist  jede  eingliedrige  Untergruppe:  e^X^f-{-  e^X^f -{- 
e^X^f  in  der  G^  invariant  und  ausserdem  erzeugt  jede  lineare  Mannig- 
faltigkeit von  infinitesimalen  Transformationen  der  G^  eine  Untergruppe 
der  G^. 

Wir  stellen  jetzt  unsre  Ergebnisse  über  die  viergliedrigen  Gruppen 
zusammen: 

Theorem  65.  Ist  eine  viergliedrige  Gruppe  nicht  integrabel^ 
so  enthält  sie  eine  invariante  dreigliedrige  einfache  Gruppe 
und  hat  die  Zusammensetzung  (58)  auf  S.  723.  Ist  sie  integrabel, 
enthält  sie  aber  keine  dreigliedrige  Untergruppe  mit  paarweise 
vertauschbaren  infinitesimalen  Transformationen,  so  hat  sie 
eine  der  Zusammensetzungen  (62),  (63),  (64),  (65)  auf  S.  726 
und  727.  Ist  sie  endlich  integrabel  und  enthält  sie  eine  drei- 
gliedrige Untergruppe  mit  paarweise  vertauschbaren  infini- 
tesimalen Transformationen,  so  hat  sie  eine  der  Zusammen- 
setzungen (67)  . . .  (73)  auf  S.  730. 

Üa  die  Zusammensetzung  (65)  augenscheinlich  aus  der  Zusammen- 
setzung (62)  erhalten  wird,  wenn  man  dem  Parameter  c  den  dort 
ausgeschlossenen  Werth  c  =  1  ertheilt,  so  können  wir  sagen,  dass  es 
im  Ganzen  elf  verschiedene  Typen  von  Zusammensetzungen  vierglied- 
riger  Gruppen  giebt.  Allerdings  enthält  einer  dieser  Typen  zwei 
wesentliche  Parameter  und  zwei  Typen  enthalten  je  einen  wesent- 
lichen Parameter.  Will  man  sich  eine  anschauliche  Vorstellung  von 
diesen  Typen  machen,  so  thut  man  gut,  für  jeden  einzelnen  Typus  die 
auftretenden  invarianten  drei-,  zwei-  und  eingliedrigen  Untergruppen 
zu  bestimmen  und  in  der  Ebene  eine  Projection  der  Figur  zu  ent- 
werfen, die  von  diesen  Untergruppen  in  dem  R^  der  00'  infinite- 
simalen Transformationen  der  betreffenden  Gruppe  gebildet  wird.  Kann 
man,  ohne  dass  die  Figur  unübersichtlich  wird,  auch  die  nicht  in- 
varianten drei-  und  zweigliedrigen  Untergruppen  mit  andeuten,  dann 
um  so  besser.  Bei  den  Zusammensetzungen,  die  wesentliche  Para- 
naeter  enthalten,  muss  man  übrigens  für  gewisse  besondere  Werthe 
dieser  Parameter  eigne  Figuren  zeichnen. 
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In  diesem  Paragraphen  suchen  wir  alle  Zusammensetzungen,  die 
eine  nicht  integrable  G^  oder  Gg  haben  kann. 

Enthält  eine  G^  eine  dreigliedrige  einfache  Untergruppe  (r,  von 
der  Zusammensetzung: 

(74)  (X,X,)  =  X,/;    {X,X,)  =  2X,f,     iX,X,)  =  X,f, 

so  ist  sie  sicher  nicht  integrabel.  Wir  betrachten  zuerst  den  Fall^ 
dass  die  G^  eine  solche  G^  enthält. 

Die  G^  ist  entweder  in  keiner  viergliedrigen  Untergruppe  der  G^  ent- 
halten oder  sie  ist  in  einer  solchen  enthalten.  Im  ersten  Falle  ist  die  G^ 
weder  in  einer  viergliedrigen  Untergruppe  der  G^  noch  in  der  G^  selbst 
invariant^  es  giebt  also  in  der  G^  cx)*  mit  Gq  gleichberechtigte  Unter- 
gruppen; die  von  der  Adjungirten  der  G^  durch  eine  mit  der  G^ 
isomorphe  transitive  Gruppe  y  unter  einander  vertauscht  werden.  Da 
die  6r,  einfach  ist  und  in  keiner  grösseren  Untergruppe  der  G^  steckt^ 
ergiebt  sich  sofort,  dass  diese  Gruppe  y  mit  G^  holoedrisch  isomorph, 
also  fünfgliedrig  ist  und  dass  sie  die  zweifach  ausgedehnte  Mannig- 
faltigkeit der  oo^  mit  G^  gleichberechtigten  Untergruppen  primitiv 
transformirt  (s.  Abschn.  I,  S.  483,  Theor.  85  und  S.  521,  Theor.  91). 
Demnach  ist  unsre  G^  mit  einer  fünfgliedrigen  primitiven  Gruppe  der 
Ebene  gleichzusammengesetzt,  also  nach  S.  35,  Theor.  5  mit  der  spe- 
ciellen  linearen  Gruppe:  p,  q,  xq,  xp  —  yg,  yp. 

Steckt  andrerseits  die  ^3  in  einer  (74,  so  können  wir  annehmen, 
dass  X|/*. .  .  X4/*  diese  G^  ist  und  ausserdem  nach  S.  722,  dass  die 
Gleichungen : 

(X,XJ  =  0,    (X,Z,)  =  0,    (X,Z,)  =  0 

bestehen.  Ist  nun  die  G^  in  der  G^^  invariant,  so  ist  auch  die  erste 
Derivirte  der  G^,  also  eben  die  G^  in  der  G^  invariant.  Ist  dagegen 
die  G^  nicht  in  der  Grg  invariant,  so  enthält  sie  nach  S.  688,  Theor.  58 
entweder  eine  zwei-  oder  eine  dreigliedrige  invariante  Untergruppe, 
die  auch  in  der  G^  invariant  ist.  Nun  aber  enthält  die  G^  nach 
S.  26,  Theor.  3  überhaupt  keine  zweigliedrige  invariante  Untergruppe 
und  nur  eine  invariante  dreigliedrige,  nämlich  G^.  Also  ergiebt  sicl\ 
auch  hier,  dass  die  G^  in  der  G^  invariant  ist. 

Aus  dem  Gesagten  folgt,  dass  unter  der  gemachten  Voraussetzung 
auch:  X^f,  X^f,  X^f,  X^f  eine  viergliedrige  Untergruppe  der  G^  ist, 
wir  können  daher  annehmen,  dass  auch: 

(X.X,)  =  0,    {X,X,)  =  0,    (X,X,)  =  0 
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ist.  Bilden  wir  nunmelir  die  Identitäten  zwischen  X^/",  Xg/*  und  je 
einer  der  Transformationen:  Xi/*,  X^/*,  Xj/*,  so  ergiebt  sich: 

■  i{X,X,)X,)  =  i(X,X,)X,)  =  ((X,Xb)X,)  =  0, 

folglich  muss  (X^Xg)  von  X^/*,  X^/*,  X^f  frei  sein.  Ist  daher 
(X^X^)  ^0,  so  können  wir  durch  geeignete  Wahl  von  X^f  und  X^f 
erreichen,  dass  (X4X5)  =  X^f  wird. 

Wir  können  dieses  Ergebniss  kurz  so  ausdrücken:  Enthält  eine 
G^  eine  dreigliedrige  einfache  Gruppe,  die  in  einer  viergliedrigen  Unter- 
gruppe der  (75  steckt,  so  ist  sie  entweder  mit  der  fünfgliedrigen 
Gruppe: 

Py  ^P,  ^P,  Qf  Vi 

der  Ebene  oder  mit  der  fünfgliedrigen  Gruppe: 

Pj  ^P,  ^*P,  2,  r 
des  Raumes  gleichzusammengesetzt. 

Nunmehr  suchen  wir  alle  nicht  integrabeln  (75,  die  keine  drei- 
gliedrige einfache  Untergruppe  enthalten;  es  wird  sich  aber  zeigen, 
dass  es  derartige  Gruppen  überhaupt  nicht  giebt. 

Enthält  eine  nicht  integrable  G^  keine  G^  von  der  Zusammen- 
setzung (74),  so  ist  jede  ihrer  dreigliedrigen  Untergruppen  integrabel, 
steckt  also  nach  S.  681,  Satz  8  in  mindestens  einer  viergliedrigen 
Untergruppe  der  65.  Die  viergliedrigen  Untergruppen  der  Gg  ent- 
halten natürlich  auch  keine  Untergruppe  von  der  Zusammensetzung 
(74)  und  sind  daher  nach  S.  723  auch  integrabel.  Unter  diesen  vier- 
gliedrigen Untergruppen  der  Gr,  darf  aber  keine  in  der  ög  invariant 
sein,  weil  sonst  die  G^^  selbst  integrabel  wäre,  demnach  ergiebt  sieb 
aus  Theor.  58,  S.  688,  dass  die  (75  folgende  Zusammensetzung  hat: 

(Xi  X^)  =     Xi/*  +  «1 XJ  +  a^XJ 
(X,  X3)  =  2XJ+  ß,XJ+  ß,XJ 

(X,X34.^)  ==  Qif^X^f  -{-  ÖifjtX^f 

{X,X,)  =  aXJ+bXJ 

(••  =  1,  2,  Ji  ^  =  1,  i). 

m 

Sind  a  und  b  nicht  beide  null,  so  können  wir  annehmen,  dass 
(X4X5)  =  X^f  ist]  dann  ist  X^f  als  die  erste  Derivirte  der  invarianten 
Untergruppe:  X^f,  X^f  unsrer  G^  selbst  in  der  G^  invariant,  die  Aus- 
drücke (X.XJ  hängen  also  nur  von  Xj^f  ab.  Setzen  wir  X^f^=0,  so 
erhalten  wir  aus  (75)  die  Zusammensetzung  einer  mit  der  G^  isomo^ 
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phen  G^.  Diese  G^  enthält  nach  S.  722  sicher  eine  G^  von  der  Zu- 
sammensetzung (74),  also  können  wir  schliessen,  dass  es  möglich  ist 
in  den  Relationen  (75)  solche  Ausdrücke:  Xif -{- k^X^f  einzuführen, 
dass  ffj  = /Sg  =  2^2  *=  0  wird,  während  die  Ausdrücke:  (Xj-X^)  auch 
nachher  nur  von  X^f  abhängen.  Ist  das  geschehen,  so  erzeugen 
augenscheinlich:  X^fy  X^f,  X^f\  XJ  eine  viergliedrige  Gruppe,  die 
nach  S.  722  eine  G^  von  der  Zusammensetzung  (74)  enthält,  also  ent- 
hält auch  unsre  G^^  eine  solche  G^y  wir  kommen  somit  auf  einen 
Widerspruch. 

Sind  a  und  h  beide  null,  so  wird  die  invariante  zweigliedrige 
Untergruppe:  XJ,  X^f  in  dem  R^  der  cx>*  infinitesimalen  Transfor- 
mationen unsrer  G^  durch  eine  Gerade  abgebildet,  die  bei  der  Adjun- 
girten:  JE^f, .  .^5/*  der  G^  invariant  bleibt.  Da  aber  E^f  und  JE^f 
offenbar  alle  Punkte  dieser  Geraden  in  Ruhe  lassen,  so  ist  klar,  dass 
die  cx>^  Punkte  der  Geraden  von  der  Adjungirten  der  G^  durch  eine 
projective  Gruppe  y  transformirt  werden,  die  mit  der  G^  von  der  Zu- 
sammensetzung (74)  isomorph  ist.  Wegen  der  Einfachheit  dieser  G^ 
kann  daher  y,  wenn  es  nicht  die  allgemeine  projective  Gruppe  der 
Geraden  ist,  nur  nullgliedrig  sein. 

Ist  y  nullgliedrig,  so  ist  jede  der  cx>^  eingliedrigen  Gruppen: 
XX^f  -{-  fiX^f  in  der  Gr,  invariant,  es  ergiebt  sich  daher  genau  in 
derselben  Weise  wie  vorhin,  als  (X4X5)  =  X^f  war,  dass  die  G5  eine 
dreigliedrige  Gruppe  von  der  Zusammensetzung  (74)  enthält.  Da  das 
nicht  angeht,  so  kommt  dieser  Fall  gar  nicht  in  Betracht. 

Ist  nun  andrerseits  y  die  allgemeine  projective  Gruppe  der  Ge- 
raden, so  müssen  E^f,  E^fj  E^f  die  Punkte  der  Geraden:  e^tr=e^  =  e^^=0 
durch  eine  dreigliedrige  projective  Gruppe  von  der  Zusammensetzung 
(74)  transformiren.  Demnach  müssen  die  verkürzten  infinitesimalen 
Transformationen:  E^f^  E^f,  E^f,  die  angeben,  wie  E^f,  E^f,  E^f  die 
Punkte  64 :  e^  dieser  Geraden  transformiren,  eine  dreigliedrige  lineare 
homogene  Gruppe  in  den  Veränderlichen  e^,  e^  erzeugen,  die  die  Zu- 
sammensetzung (74)  besitzt.  Wir  können  uns  daher  X^f  und  X^f  so 
gewählt  denken,  dass: 

wird.  Nun  aber  sind  EJ,  E^f,  E^f  augenscheinlich  durch  die  Coeffi- 
cienten  9,^1,  (^,7«  in  den  Gleichungen  (75)  vollkommen  bestimmt  und 
diese  Coefficienten  umgekehrt  durch  E^fy  E^f,  E^f,  demnach  ergiebt 
sich,  dass  die  vorletzte  Reihe  der  Gleichungen  (75)  nunmehr  die 
Form  hat: 
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(X,X,)  =  0,  (X,X,)  =  -iX/,    (X,X^=X,f, 

(X,X,)  =  -X,/-,    (X,X,)=       ^XJ,    (X,X,)  =  0, 

während  natürlich  (X^  X5)  =  0  isi 
Setzen  wir  jetzt: 

so  ergiebt  sich  aus  (75): 

(X.  X,)  =  X/  +  («1  -  i  A,)  XJ  +(«,-!  k,)  XJ 

{X,X.)  =  X,f  +  (ß,-  f^)x,/-+  (ft  -  i/i,)x,/-, 

wir  können  also  die  X  und  ft  so  wählen,  dass: 

(X,X,)=X,^,    (X,X,)=X,/-     • 

wird.     Die  Identität  zwischen   X^/*,   Xg/*,  Xj/*  liefert  endlich: 

((XiX3)X,)  =  0, 

was  offenbar  nur  möglich  ist,  wenn  (XiX3)  =  2X2/' ist  Demnach  ent- 
hält unsre  G^  auch  in  dem  gegenwärtigen  Falle  eine  G^  von  der  Zu- 
sammensetzung (74). 

Damit  ist  bewiesen,  dass  es  fünfgliedrige  nicht  integrable  Gruppen 
von  der  hier  angenommenen  Beschaffenheit  gar  nicht  giebt.  Es  gilt 
also  das 

Theorem  66.  Jede  nicht  integrable  fünfgliedrige  Gruppe  ffj 
enthält  eine  einfache  dreigliedrige  Untergruppe  G^.  Stecit 
diese  G^  in  keiner  grösseren  Untergruppe  der  G^j  so  ist  die  G^ 
gleichssusammengesetzt  mit  der  speciellen  linearen  Gruppe: 


(76) 


p,  q,  xq,  xp  -  yq,  yp 


einer  Ebene.  Im  entgegengesetzten  Falle  ist  die  einfache  G^  in 
der  G^  invariant  und  die  G^  ist  gleichzusammengesetgt  entweder 
mit  der  Gruppe: 

(77)  I  p,  xp,  xy^.jiq  I 

der  Ebene  x,  y,  oder  mit  der  Gruppe: 

(78) 

des  Raumes  x,  y,  z. 

Ist  eine  G^  integrabel,  so  ist  ihre  erste  Derivirte  höchstens  vierglied- 
rig  und   natürlich  auch   integrabel.     Um  alle  Zusammensetzungen  der 


jp,  xp,  x^p,  q,  r 
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integrabeln  füiifgliedrigen  Gruppen  zu  finden,  müsste  man  daher  die 
integrabeln  Gruppen  mit  höchstens  vier  Parametern  einzeln  durch- 
gehen und  zusehen,  von  welchen  fünfgliedrigen  Gruppen  sie  die  ersten 
Derivirten  sein  können.  Die  Ausführung  dieses  Gedankens  würde  aber 
ziemliche  Umstände  machen,  wir  unterlassen  sie  daher,  zumal  da  wir 
im  nächsten  Kapitel  einen  Satz  kennen  lernen  werden,  der  von  vorn- 
herein zu  beurtheilen  erlaubt,  ob  eine  vorgelegte  integrable  Gruppe 
die  erste  Derivirte  einer  andern  integrabeln  Gruppe  sein  kann,  und 
der  infolgedessen  die  Zahl  der  zu  berücksichtigenden  Fälle  sehr  her- 
abdrückt. Wir  wenden  uns  vielmehr  jetzt  zur  Bestimmung  aller 
Zusammensetzungen,  die  eine  sechsgliedrige  nicht  integrable  Gruppe 
haben  kann. 

Enthält  eine  sechsgliedrige  Gruppe  G^;  eine  dreigliedrige  einfache 
Gruppe  Ctj,  so  ist  sie  sicher  nicht  integrabel.  Wir  wollen  daher  zu- 
nächst die  Zusammensetzungen  aller  G^  bestimmen,  die  eine  solche 
einfache  G^  enthalten. 

Die  in  der  Gß  enthaltene  einfache  G^y  die  selbstverständlich  die 
Zusammensetzung: 

(74)         (X.X)  =  X/,     (X,X,)=^2Xj;    (X,X,)  =  X,/- 

besitzt,  ist  entweder  invariant   in  der  Gq  oder  sie  ist  nicht  invariant. 

Im  ersten  Falle  erzeugen  XJ\  X^f^  X^f  zusammen  mit  jeder  der 
drei  infinitesimalen  Transformationen:  XJ\  X^f\  X^f  eine  viergliedrige 
Gruppe,  die  natürlich  die  Zusammensetzung  (58)  auf  S.  723  hat.  Wir 
können  uns  daher  X^f,  XJ\  X^^J'  so  gewählt  denken,  dass  sie  alle 
drei  bei  der  Combination  mit  X,/*,  X^fy  X^f  Null  ergeben.  Durch 
Bildung  der  Identitäten  zwischen  je  einer  der  Transformationen:  Xj/*, 
Xj/',  X3/'  und  je  zwei  der  Transformationen:  XJ\  Xr,f\  X^f  erkennen 
wir  ferner,  dass  die  Klammerausdrücke:  (X^A^j,  (XjXJ,  (X-Xg)  alle 
von  X^fy  X^fj  X3/'  frei  sind,  dass  also  X,/\  X-/*,  X^f  eine  dreiglied- 
rige Gruppe  erzeugen.  Da  wir  alle  Zusammensetzungen  von  drei- 
gliedrigen Gruppen  kennen,  ist  es  nunmehr  sehr  leicht,  anzugeben, 
welche  Zusammensetzungen  die  Gq  in  unserm  Falle  haben  kann. 

Ist  zweitens  die  G^  nicht  in  der  G^  invariant,  so  sind  drei  Fälle 
zu  unterscheiden,  entweder  nämlich  steckt  die  G^  in  keiner  grösseren 
Untergruppe  der  Gq,  oder  sie  steckt  in  einer  ö^,  die  in  keiner  G^  steckt, 
oder  sie  steckt  in  einer  Gfg. 

I)  Die  nicht  invarimvte  ei^ifache  G^  steckt  in  keiner  grösseren  Unter- 
gruppe der  Gq.  In  diesem  Falle  ist  die  Gq  nothwendig  gleichzusam- 
mengesetzt mit  einer  sechsgliedrigen  primitiven  Gruppe  des   dreifach 
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ausgedehuten  Raumes  (s.  Abschn.  I;  Tbeor.  81,  S.  446  und  Theor.  91, 
S.  521),  also  entweder  mit  der  projectiven  Gruppe  einer  nicht  aus- 
gearteten Fläche  zweiten  Grades  oder  mit  der  Gruppe  der  Euklidischen 
Bewegungen  dieses  Raumes  (s.  S.  139,  Tbeor.  9).  Im  ersten  Falle  ist 
die  Gq  natürlich  auch  gleicbzusam mengesetzt  mit  der  Gruppe:  p,  xp^ 
^^Pf  Qf  VQ}  y^Q  <^®r  Ebene  (s.  S.  199),  sie  enthält  also  zwei  invariante 
einfache  G^,  die  betreffende  Zusammensetzung  muss  demnach  schon 
unter  den  vorhin  besprochenen  enthalten  sein.  Im  zweiten  Falle  ent- 
hält die  G^  sicher  keine  invariante  einfache  G^,  sie  ist  übrigens  auch 
da  mit  einer  gewissen  Gruppe  der  Ebene  gleichzusammengesetzi,  näm- 
lieh  mit  der  Gruppe: 

Qy  XQy  ^<l,  Pf  ^P  +  VQy  ^^P  +  2a;yg. 

II)  Die  nicht  invariante  einfache  G^  steckt  in  einer  G^,  die  ihrer- 
seits in  keiner  G^  enthalten  ist.  Die  betreffende  G^  hat  dann  notb- 
wendig  die  Zusammensetzung: 


(79) 


KX,X,)  =  X,/-,    (X.X,)  =  2Z,/-,    (X,X,)  =  X,/' 
(X,X,)  =  0,         (X,XJ  =  0,  (X,XJ  =  0. 


Da  die  G^  die  erste  Derivirte  dieser  G^  ist,  so  kann  die  G^  nicht  in 
der  Gq  invariant  sein.  Da  andrerseits  die  G^  nur  zwei  invariante 
Untergruppen  enthält,  nämlich  die  6^,  die  nicht  in  der  Gq  invariant 
sein  soll  und  die  eingliedrige  invariante  Untergruppe:  X^f,  so  sind 
nur  zwei  Fälle  möglich:  entweder  enthält  die  G^  gar  keine  Unter- 
gruppe, die  in  der  G^  invariant  ist^  oder  die  eingliedrige  Untergruppe: 
X^f  ist  in  der  G^  invariant.  Im  ersten  Falle  ist  die  G^  gleichzusam- 
mengesetzt mit  einer  sechsgliedrigen  primitiven  Gruppe  der  Ebene, 
also  mit  der  allgemeinen  linearen  Gruppe: 

p,  q,  xq,  xp  —  yq,  yp,  xp  +  yq. 

Im  zweiten  Falle  liefert  die  eingliedrige  invariante  Untergruppe:  XJ 
die  Zusammensetzung  einer  nicht  integrabeln  mit  G^  isomorphen 
Gruppe  Fg.  Diese  F5  enthält  eine  einfache  JT,  von  der  Zusammen- 
setzung (74),  die  in  keiner  viergliedrigen  Untergruppe  der  F^  steckt, 
weil  sonst  die  G^:  X^f,  X^f,  X^f,  X^f  in  einer  fünfgliedrigen 
Untergruppe  der  G^  stecken  würde.  Demnach  (s.  Theor.  66,  S.  736) 
hat  die  F^  noth wendig  dieselbe  Zusammensetzung  wie  die  Gruppe: 

^^f  \{yq  —  ^p),  —yp,  p,  « 

und  die  Zusammensetzung  unsrer  G^  wird  infolgedessen  ausser  den 
Gleichungen  (79)  noch  durch  gewisse  von  der  Form: 
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(XX,)  =     ^X,f+a,XJ,     (X,X,)  =  -]tX,f+ß,XJ 

(Xj^o)  =  «s^/j     (X^)=  ^f  +  ßa^J 

(X,X,)=  AX/,     (X,Xe)=  ^X,/- 

(X,X«)  =  vXJ 

bestimmt.  Nun  liefern  die  Identitäten  zwischen  X,/*,  X^fj  X^f  und 
zwischen  X.J\  X^f,  X^f  sofort:  ^  =  ;L  =  0.  Führen  wir  femer: 
X^f  -\-  2a^X^f  als  neues  Xr,f  und  X^f —  2ß^X^f  als  neues  X^f  ein, 
so  werden  a^  und  /S,  =  0.  Endlich  ergeben  noch  die  Identitäten 
zwischen  je  zwei  der  Transformationen:  X^/",  X^fy  X^f  und  je  einer 
der  Transformationen:  XrJ,  Xg/*,  dass  «i  =  /3i  =  a3  =  /3s  =  0  ist.  Nun- 
mehr sind  alle  Identitäten  von  selbst  erfüllt,  ist  daher  i/  =^  0,  so 
können  wir  es  gleich  2  machen.  Die  beiden  Zusammensetzungen,  die 
wir  auf  diese  Weise  erhalten,  werden  durch  die  beiden  sechsgliedrigen 
Gruppen: 

Pj  9,  ^  ^Q,  ^p  —  ya,  yp 

und : 

P  —  yr,  g  +  xr,  r,  xq^  xp  —  yq,  yp 

des  gewöhnlichen  Raumes  repräsentirt.  Unter  diesen  ist  die  zweite 
eine  Untergruppe  der  projectiven  Gruppe  des  linearen  Complexes: 
dz  -\-  xdy  —  ydx  =  Oy  sie  lässt  sich  überdies  auf  eine  solche  Form 
bringen,  dass  sie  als  eine  irreducible  Berührungstransformationsgruppe 
der  Ebene  aufgefasst  werden  kann  (s.  Abschn.  11,  S.  445  f.). 

in)  Die  nicht  invariante  einfache  G^  steckt  in  einer  G^,  Wäre 
diese  G^  nicht  in  der  G^  invariant,  so  enthielte  sie  nach  Theor.  58, 
S.  688  eine  invariante  dreigliedrige  oder  viergliedrige  Untergruppe, 
die  zugleich  in  der  Gq  invariant  wäre.  Aus  Theor.  66,  S.  736  ergäbe 
sich  daher,  dass  die  G^  entweder  die  Zusammensetzung  (77)  oder  die 
Zusammensetzung  (78)  haben  müsste.  In  beiden  Fällen  wäre  aber 
augenscheinlich  die  einfache  G^  in  der  G^  invariant,  was  nicht  sein 
darf.     Demnach  muss  die  G^  in  der  G^  invariant  sein. 

Da  die  G^  in  der  Gq  invariant  sein  soll,  während  die  in  ihr  ent- 
haltene einfache  G^  das  nicht  sein  darf,  so  muss  die  G^  mit  der 
Gruppe  (76)  auf  S.  736  gleichzusammengesetzt  sein.  Demnach  können 
wir  annehmen,  dass  Xj/*,  X^/",  X.^f  die  einfache  G^  ist,  dass  X^f . . . 
X^f  in  denselben  Beziehungen  stehen,  wie  die  fünf  infinitesimalen 
Transformationen : 

XQy  UyQ  —  xp),   —  yp,  p,  q, 
und   dass    (XjX^.)  . . .  (X-X^.)   von   X^/"   frei    sind.     Da    übrigens    die 
einzige  invariante  Untergruppe  der  G^,  nämlich  die  Gruppe:  X^/*,  Xg/* 
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natürlich   auch   in  der  6g  invariant  ist,  können  wir  hinzufügen,  dass 
(XjXß)  und  {X^X^)  auch  von  X^f,  X^f,  X^f  und  von  X^f  frei  sind. 

Die  zweigliedrige  invariante  Untergruppe:  Xj^f,  X^f  liefert  die 
Zusammensetzung  einer  F^,  die  mit  der  G^  meroedrisch  isomorph  ist 
und  die  eine  einfache  Fg  enthält.  Diese  F^  hat  nothwendig  die  Zu- 
sammensetzung (58)  auf  S.  723,  demnach  können  wir  X^/*  immer  so 
wählen,  dass  auch:  {X^X^,  (X^Xg),  (.Xj,Xß)  nur  von  X^f  und  XJ 
abhängen. 

Jetzt  erzeugen  X,/",  X^f,  X^f  eine  dreigliedrige  invariante  Unter- 
gruppe uusrer  Gr^.    Diese  Untergruppe  wird  in  dem  ebenen  H^  der  oü^ 
infinitesimalen   Transformationen   ZlCkXkf  durch    eine  zweifach  ausge- 
dehnte   ebene   Mannigfaltigkeit   Eg    dargestellt,   die    natürlich   bei   der 
dreigliedrigen  Untergruppe:    E^f,  E^f,  E^f   der    Adjungirten  der  Gg 
invariant  bleibt.     Da  nun  die  Gruppe:  E^f,  E^f,  E^f  in  der  Ebene  Eg 
die  Gerade  invariant  lässt,  die  der  invarianten  Untergruppe:  X^f,  XJ 
der  Gq  entspricht,   und   da  sie   die  Punkte   dieser  Geraden  durch  eine 
dreigliedrige  einfache  projective  Gruppe  transformirt,  so  muss  sie  aneb 
die  Punkte  von  Eg  durch  eine  dreigliedrige  einfache  projective  Gruppe 
transformiren,  sie  muss  also,  wie   die  Tabelle   der  dreigliedrigen  pro- 
jectiven   Gruppen    einer  Ebene    zeigt  (s.  S.  106),    auf   E^   ^^^^   ^^°^° 
Punkt  ausserhalb   der  erwähnten   Geraden  invariant    lassen.     Wählen 
wir  X^f  so,  dass  es   durch  diesen   invarianten  Punkt  abgebildet  wird, 
80    werden    die   Ausdrücke:    (X,  Xgj,  (XjjXg),  (XjX^),    die  «ach   dem 
Früheren  nur  von  X^f  und  Xr^f  abhängen,  alle  gleich  Null,  es  erzeugen 
also:   X,/*,  Xjj/,  X^f,  X^f  eine   viergliedrige  Untergruppe    unsrer  G^. 
Die   Zusammensetzung   der  füufgliedrigen   Gruppe:    X^f .  .  .  XJ'  zeigt 
schliesslich,    dass   diese    viergliedrige  Gruppe  in   keiner  fiinfgliedrigen 
Untergruppe    der   Cr^   steckt,    demnach   kommen    wir    auf  den   Fall  II 
zurück  und  erhalten  hier  keine  neue  Zusammensetzung. 

Nachdem  wir  alle  Zusammensetzungen  von  solchen  G^  bestimmt 
haben,  die  eine  einfache  G^  enthalten,  müssen  wir  noch  die  Zusammen- 
setzungen aller  nicht  integrabeln  Gq  aufsuchen,  die  keine  solche  63 
enthalten. 

Enthält  eine  G^  keine  einfache  Gg,  so  sind  alle  ihre  dreigliedrigen 
Untergruppen,  deren  sie  ja  immer  welclie  enthält,  integrabel.  Hieraus 
folgt,  dass  jede  dreigliedrige  Untergruppe  der  G^^  in  einer  vierglied- 
rigen  Untergruppe  steckt.  Eine  viergliedrige  Untergruppe  der  G^ 
kann  natürlich  auch  keine  einfache  G^  enthalten,  sie  ist  daher  nach 
Theor.  65,  S.  732  sicher  integrabel  und  steckt  infolgedessen  in  min- 
destens   einer    fOnfgliedrigeu    Untergruppe.      Nach    Theor.  66,  S.  736 
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»ind    nun    auch    die    fünfgliedrigeu   Untergruppen    der    G^.    sämmtlich 
integrabel.     Unsre  6rg  enthält  somit  lauter  integrable  Untergruppen. 

Soll  nun  die  G^  nicht  integrabel  sein,  so  darf  es  unter  ihren 
fünfgliedrigeu  Untergruppen  keine  geben,  die  in  der  (r^  invariant  ist, 
wir  können  daher  das  Theor.  58  auf  S.  688  anwenden  und  schliessen, 
dass  die  Zusammensetzung  der  Gq  durch  Relationen  von  der  Form: 

^X.  X,)  =  X.,r+  a,  XJ  +  a,  XJ  +  a,  X,f 
( X.  X,)  =  2  XJ  +  b,  XJ-  +  b,  X,J  -f-  b,  XJ 
(X,  X, )  =    XJ  +  c,  XJ  +  c,  XJ  +  c,  X,f 


(80) 


8 


(X;- Xii^j)  =  ^,*  akj, X34.,/",       iX's^kXs^j)  =  ^»  bkj,  Xz^gf 


(*J=l,  2,  :i) 


dargestellt  wird.  Dass  unsre  G^^y  wenn  sie  diese  Zusammensetzung 
besitzt,  nicht  integrabel  ist,  liegt  auf  der  Hand,  denn  keine  ihrer 
Derivirten  besteht  blos  aus  der  Identität.  Es  muss  also  noch  fest- 
gestellt werden,  ob  unsre  Gq  diese  Zusammensetzung  haben  kann,  ohne 
eine  einfache  G^  zu  enthalten. 

Die  infinitesimalen  Transformationen:  X^f\  XrJ\  X^-f  erzeugen 
eine  dreigliedrige  invariante  Untergruppe  unsrer  G^.  Diese  Unter- 
gruppe wird  in  dem  ebenen  R^  der  00^  infinitesimalen  Transforma- 
tionen unsrer  Gß  durch  eine  ebene  zweifach  ausgedehnte  Mannigfaltigkeit 
Eg  dargestellt,  die  bei  der  Adjungirten  der  G^  invariant  bleibt.  Da 
nun  die  Adjungirte  der  G^  höchstens  sechsgliedrig  ist,  so  transformirt 
sie  die  Punkte  von  E^  durch  eine  projectivri  Gruppe  mit  höchstens 
sechs  Parametern  und  lässt  infolgedessen  (s.  S.  94,  Theor.  7)  auf  Eg 
entweder  einen  Punkt  oder  eine  Gerade  oder  einen  nicht  ausgearteten 
Kegelschnitt  in  Ruhe. 

Bleibt  ein  Punkt  von  E^  in  Buhe,  so  können  wir  annehmen,  dass 
er  das  Bild  der  Transformation  Xgf  ist.  Dann  ist  X^f  eine  invariante 
eingliedrige  Untergruppe  uusrer  G^  und  bestimmt  die  Zusammen- 
setzung einer  fünfgliedrigeu  mit  der  G^  isomorphen  Gruppe.  Diese 
fünfgliedrige  Gruppe  ist  augenscheinlich  nicht  integrabel  und  enthält 
daher  nach  Theor.  66,  S.  736  sicher  eine  einfache  (tj,  dieser  einfachen  G^ 
entspricht  aber  eine  viergliedrige  nicht  integrable  Untergruppe  unsrer 
Gg,  also  kommen  wir  auf  einen  Widerspruch,  denn  wir  sahen  oben, 
dass  alle  Untergruppen  von  Gq  integrabel  sein  müssen. 

Bleibt  eine  Gerade  von  E^  in  Ruhe,  so  stellt  die  eine  zweiglied- 
rige invariante  Untergruppe  unsrer  Gq  dar,  und  wir  können  anneh- 
men,  dass  X5/*,   Xßf  diese   invariante   Untergruppe  ist.     Die   Gruppe 
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X^f,  X^f  bestimmt  dann  die  Zusammensetzung  einer  yiergliedrigen 
mit  Gq  isomorphen  Gruppe  ^  die  augenscheinlich  nicht  integrabel  ist 
und  daher  nach  Theor.  65,  S.  732  sicher  eine  einfache  ^3  enthält 
Dieser  einfachen  G^  entspricht  aber  in  der  G^  eine  fünfgliedrige  Dicht 
integrable  Untergruppe  der  (r^,  also  kommen  wir  abermals  auf  einen 
Widerspruch. 

Bleibt  bei  der  Adjungirten  der  G^  auf  Eg  weder  ein  Punkt  noch 
eine  Gerade  in  Ruhe,  so  transformirt  die  Adjungirte  der  G^  die  Punkte 
von  E2  durch  die  dreigliedrige  projective  Gruppe  eines  nicht  ausgear- 
teten Kegelschnitts,  ausserdem  sind  X^f,  X^f  und  X^f  paarweise  ver- 
tauschbar. Das  erste  folgt  unmittelbar  aus  dem  Theor.  7  auf  S.  94. 
Das  zweite  hat  darin  seinen  Grund,  dass  nach  S.  679,  Satz  3  die  erste 
Derivirte  der  invarianten  Untergruppe:  X^f,  Xr,f,  X^f  der  G^  selbst 
in  der  G^  invariant  sein  muss.  Die  Gruppe  X^f^  X^/*,  X^f  ist  näm- 
lich nothwendig  integrabel,  ihre  erste  Derivirte  also  höchstens  zwei- 
gliedrig; wäre  daher  diese  erste  Derivirte  nicht  nullgliedrig,  so  Hesse 
die  Adjungirte  der  Gq  auf  Ej  entweder  eine  Gerade  oder  einen  Puukt 
invariant 

Da  XJ^^  X^fj  X^f  paarweise  vertauschbar  sind,  so  lassen  EJ, 
E^ff  E^f  alle  Punkte  von  Eg  in  Ruhe  und  nur  E^f,  E^f,  E^f  trans- 
formiren  diese  Punkte  wirklich.  Die  verkürzte  Gruppe:  E^f^E^f/E^f 
in  den  Veränderlichen  C4,  eg,  e^,  die  angiebt,  wie  E^f^  E^f,  E^f  die 
Punkte  von  Eg  transformireu,  kann,  wie  man  sich  leicht  überzeugt 
(vgl.  S.  13  und  die  Tabelle  auf  S.  116  f.),  durch  eine  lineare  homogene 
Transformation  der  Veränderlichen  e^,  e^,  e^  auf  die  Form: 

df  df 


^%f    =    «4   ^g^  «6  ^g 


6 


gebracht  werden.  Demnach  lassen*  sich  X^f,  XJ\  X^f  immer  so 
wählen,  dass  die  Ausdrücke  {Xi^X^^j)  (*,y=»  1,2,8)  die  folgende  Gestalt 
annehmen: 

(X, X,)  =  0,  (X,X,)  ^  X/,         (X,X«)  =  2X/ 

(81)    (x,x,)  =  -x,/;     (x,x,)  =  o,         (x,x«)=x,/- 
l(X3Xj  =  -2X,/;  (X3X,) — xj,  (x,x,)  =  o. 

Führen  wir  nunmehr  drei  Ausdrücke  von  der  Form: 

Xif  +  kiXJ  +  ii,XJ  +  ViX^f    (.=-1.1,5) 

als  neue  X^fy  X^fj  X^f  ein,  so  können  wir  durch  eine  ähnliche  Rech 
nung  wie  auf  S.  736  erreichen,  dass: 


AUgemeineB  über  Zusammensetrang. 


743 


iX,X,)  =  X,f,    (X,X,)  =  2Z,/,    {X,X,)  =  X,f 

wird.    Also  kommen  wir  auch  hier  auf  einen  Widerspruch,  denn  unsre 
Gß  sollte  ja  keine  einfache  G^  enthalten. 

Durch  das  Vorstehende  ist  bewiesen,  dass  eine  G^,  die  nicht  in- 
tegrabel  ist,  immer  eine  einfache  G^  enthält.  Da  wir  nun  vorhin  alle 
Zusammensetzungen  bestimmt  haben,  die  eine  G^  mit  einer  einfachen 
G^  haben  kann,  so  sind  uns  jetzt  überhaupt  die  Zusammensetzungen 
aller  nicht  integrabeln  G^  bekannt,  also  können  wir  das  Theorem  aus- 
sprechen : 

Theorem  67.  Ist  eine  sechsgliedrige  Gruppe  G^  nicht  in- 
tegrabeln so  enthält  sie  stets  eine  dreigliedrige  einfache  Unter- 
gruppe  G^,  die  mit  der  allgemeinen  projectiven  Gruppe  auf  der 
Geraden  gleichzusammengesetzt  ist.  Ist  diese  G^  in  der  Gq  in- 
variant, so  ist  die  Gq  gleichzusammengesetzt  mit  einer  der  fol- 
genden Gruppen: 


[1]     \p,  xp,  a?p,  q,  yq,  t/q  [2J       p,  xp,  a^p,  q,  r,  yq  +  czr 


[3J      jp,  xp,  3?p,  q,  r,  yq  +  {y  +  z)r        [4J       p,  xp,  x^p,  q,  r,  yr 


fö] 


p,  xp,  x^p,  r,  yr,  y^r 


Ist  die  Gg  nicht  in  der  G^  invariant^  so  sind  zwei  Fälle  zu 
unterscheiden,  entweder  nämlich  ist  die  G^  überhaupt  in  keiner 
grösseren  Untergruppe  der  Gq  enthalten  oder  sie  steckt  in  einer 
viergliedrigen  Untergruppe,  die  ihrerseits  in  keiner  grösseren 
Untergruppe  der  G^  steckt  Im  ersten  Falle  ist  die  Gq  gleich- 
zusammengesetzt  entweder  mit  der  continuirlichen  projectiven 
Gruppe  einer  nicht  ausgearteten  Fläche  zweiten  Grades  im  ge- 
wöhnlichen Baume  oder  mit  der  Gruppe  der  Euklidischen  Be- 
wegungen dieses  Baumes,  das  heisst  sie  ist  gleichzusammen- 
gesetzt entweder  mit  der  Gruppe  [1]  oder  mit  der  Gruppe: 


[61         p,  xp  +  yq,  x^p  +  2xyq,  q,  xq,  7?q 


der  Ebene.   Im  zweiten  Falle  ist  die  G^  gleichzusammengesetzt 
entweder  mit  der  allgemeinen  linearen  Gruppe: 


[7]        xq,  xp  —  yq,  yp,  xp  +  yq,  p,  q 


der  Ebene  oder  mit  der  sechsgliedrigen  Untergruppe: 
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[8]       xq,  xp  —  yq,  yp,  p  —  yr,  q  +  xr,  r 


der  projectiven  Gruppe  eines  gewissen  linearen  Complexes  im 
gewöhnlichen  Baume  oder  endlich  mit  der  Gruppe: 


[9]       xq,  xp  —  yq,  yp,  jo,  q,  r 


des  gewöhnlichen  Raumes*), 

Man  wird  bemerkt  habeu,  dass  bei  der  Bestimmung  der  Zosam- 
mensetzungen  aller  nicht  integrabeln  fünf-  und  seclisgliedrigen  Unter- 
gruppen gerade  diBr  Fall  die  meiste  Mühe  macht  der  gar  nicht  ein- 
treten kann,  der  Fall  nämlich,  dass  die  gesuchten  nicht  integrabeln 
Gruppen  keine  dreigliedrigen  einfachen  Untergruppen  enthalten.  Wir 
werden  im  nächsten  Kapitel  einen  Satz  kennen  lernen,  der  von  vorn- 
herein darüber  Aufschluss  giebt,  dass  dieser  Fall  nicht  eintreten  kann, 
und  der  infolgedessen  diese  ganze  Untersuchung  vereinfacht. 

§  139. 

Wir  wolleu  hier  noch  ein  paar  Bemerkungen  einschalten,  die  zu  wenig 

ausgeführt  sind,   um  in  einem  der  früheren  Paragraphen   untergebracht  zo 

werden. 

Zunächst  wieder  einiges,  was  sich  auf  die  adjungirte  Gruppe  bezieht 
Es  ist  leicht  einzusehen,  dass  die  Adjungirte:  E^f...  Erf  einer  rglied- 

rigen    Gruppe   von    der    Zusammensetzung    Cik$    niemals    die    infinitesimale 

Transformation : 

Er  -2  e.  IC 

enthält,  dass  also  niemals  eine  Identität  von  der  Form: 

r 

(82)  Ef=^Jc,Ejf 

1 

• 

besteht,  in  der  die  Cj  Constanten  bezeichnen.  In  der  That,  die  Identit&t 
(82)  müsste  auch  für  r^=r;t  bestehen,  da  aber  ZCjEjf^O  ist  (s.  S. 673, 
80  würde  sich  ergeben:  ?]f .      0,  was  sinnlos  ist. 

Man  kann  aber  auch  zeigen,  dass  eine  Identität  von  der  Form  (J:J2j 
nicht  einmal  dann  bestehen  kann,  wenn  die  cj  Functionen  von  e^...€r  sind. 
Da  nun  nach  S.  673  die  Adjungirte:  E^f .  .  .  Erf  mindestens  eine  Invariante 

*)  Die  Bestimmung  aller  Zusammensetzungen  von  Gruppen  mit  weniger  aU 
sieben  Parametern  führte  Lie  schon  im  Jahre  1874  vollständig  durch.  Die  hier- 
bei benutzten,  theil weise  schwerfälligen  Methoden  vereinfachte  er  in  den  Jahren 
1883  und  84.  Man  vergleiche  hierüber  Math.  Ann.  Bd.  XI,  S.  618  f;  Ges.  d.  Wisa. 
zu  Kristiania  1882-84$  Archiv  for  Math.  1888—84. 
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besitzt,  und  da  andrerseits  die  infinitesimalen  Transformationen:  I\f,..Erf 
sämmtlich  mit  Ef  vertauscbbar  sind,  so  ergiebt  sich  sofort  der 

Satz  21.  Die  Invarianten  dir  adjfunglrtm  Grxtppv:  Ej',..Erf  einer 
r-gUedrigcfi  Gruppe:  X^f .  . ,  Xrf  sind  nicht  alle  liotnogen  von  nullter  Ord- 
nung in  deti  c,  insbesondere  besitzt  die  adjnngirte  Gruppe  stets  mindestens 
eine  Invariante,  die  homogen  von  erster  Ordnung  in  den  c  ist. 

Der  Beweis  ftlr  die  Unmöglichkeit  des  Bestehens  einer  Identität  (82), 
in  der  die  cj  Functionen  von  e^  .  .  .  Cr  sind,  bietet  zwar  keine  besondem 
Schwierigkeiten,  er  i»t  aber  bei  alleiniger  Benutzung  der  hier  entwickelten 
HUlfsmittel  ziemlich  lang,  wir  unterdrücken  ihn  deshalb,  zumal  da  wir  im 
nüchsten  Kapitel  Hülfsmittel  kennen  lernen  werden,  die  den  Beweis  ab- 
kürzen. Wir  begnügen  uns  deshalb  mit  der  Mittheilung  einiger  Folge- 
rungen, die  sich  aus  dem  Satze  21  ziehen  lassen. 

Die  adjungirte  Gruppe:  A\/'.  .  .  Erf  transformirt  den  lir  der  oo''  end- 
lichen Transformationen:  2^a  X*/' der  Gruppe:  X, /*.  .  .  X^/"  derart,  dass  der 
Coordinatenanfang :  r^  =  •  •  •  =  <>  =  0,  das  heisst  die  identische  Trans- 
formation in  Ruhe  bleibt  (s.  Abschn.  I,  S.  278  ff.).  Da  nun  die  adjungirte 
Gruppe  nach  Satz  21  mindestens  eine  Invariante  besitzt,  die  homogen  vom 
ersten  Grade  ist,  so  ist  klar,  dass  bei  jeder  infinitesimalen  Transformation 
der  Adjungirten,  die  eine  beliebig  gewählte  Gerade  von  allgemeiner  Lage 
durch  den  Coordinatenanfang  in  Ruhe  lässt,  überhaupt  alle  Punkte  der  be- 
treffenden Geraden  in  Hube  bleiben.  Eine  Gerade  durch  den  Coordinaten- 
anfang stellt  aber  eine  eingliedrige  Untergruppe  der  Gruppe:  X^f .  .  .  Xrf 
dar,  folglich  kann  dieses  Ergebiiiss  auch  so  ausgesprochen  werden  (vgl. 
Abschn.  I,  S.  259): 

Satz  22.  Ist  Yf  eine  infinitesimale  Transfomiatian  von  allgemeiner 
Lage  in  einer  r-gliedrigeti  Gruppe  und  iM  Yf  ifh  einer  zweigliedrigen  Unter- 
gruppc  der  r-gliedrigen  invariant,  so  bestellt  diese  zweigliedrige  Untergruppe 
aus  paarweise  vertauschbnren  Transformationen. 

Aus  diesem  Satze  ergiebt  sich  sofort  noch  der  nachstehende: 

Satz  23.  Ist  Yf  eine  infinitesimale  Tran^formatioji  von  allgt^meiner 
Lage  in  einer  r-gliedrigen  Gruppe,  so  sind  die  endlichen  Transfonnatioticfi 
der  von  Yf  erzeugten  eingliedrigm  Gruppe  innerhalb  der  r-gliedrigen  Gruppe 
nicld  mit  einander  gleichberechtigt. 

Gerade  so  wie  wir  von  einer  ersten,  zweiten,  .  .  .  Derivirten  einer 
r-gliedrigen  Gruppe  Gr  sprechen,  können  wir  auch  von  einer  ersten,  zwei- 
ten, .  .  .  adjungirten  Gruppe  der  Gr  sprechen;  unter  der  ersten  Adjungir- 
ten ist  da  natürlich  die  Adjungirte  der  G^  zu  verstehen,  unter  der  zweiten 
Adjungirten  die  Adjungirte  der  ersten,  und  ao  weiter. 

Die  verschiedenen  Adjungirten  der  Gr  bilden  eine  Reihe  von  Gruppen, 
die  für  die  Zusammensetzung  der  Gr  eine  ähnliche  Bedeutung  hat,  wie  die 
verschiedenen  derivirten  Gruppen  der  Gr.  Ist  die  erste  Adjungirte  der  Gr 
r-gliedrig,  ist  sie  also  ihre  eigne  erste  Adjungirte,  so  sind  auch  alle  fol- 
genden Adjungirten  der  Gr  r-gliedrig  und  fallen  mit  der  ersten  Adjun- 
girten zusammen.  Ist  dagegen  die  erste  Adjungirte  der  Gr  nicht  /-glied- 
rig.  so  muss  jedenfalls   eine   der   folgenden  Adjungirten  der  6rr,   etwa  die 
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^-te,  ihre  eigne  Adjnngirte  sein  und  mit  den  nach  ihr  folgenden  Adjun- 
girten  zusammenfallen.  Beachtenswerth  ist  namentlich  der  Fall,  dass  die 
soundsovielte  Adjnngirte  der  Gr  blos  aus  der  identischen  Transformation 
besteht;  die  r-gliedrigen  Gruppen,  bei  denen  dieser  Fall  eintritt,  bilden 
offenbar  ein  Seiten  stück  zu  den  integrabeln  Gmppen. 

Durch  Bildung  von  adjungirten  und  derivirten  Gruppen  erhält  man 
noch  eine  ganze  Reibe  von  andern  Zahlen,  die  alle  fUr  die  Znsammen- 
setzung der  Gr  charakteristisch  sind  und  zur  Classification  der  verschiede- 
nen Zusammensetzungen  dienen  können.  Als  solche  Zahlen  nennen  wir: 
die  Zahlen  der  von  einander  unabhängigen  Invarianten  der  verschiedenen 
adjungirten  Gruppen,  die  Zahl  der  Invarianten  der  tn- ten  Adjungirten,  die 
zu  der  (/-ten  Derivirten  gehört,  die  Gliederzahl  der  m-ten  Adjungirten  der 
q-ien  Derivirten  und  so  weiter. 

• 

Auf  S.  296  erwähnten  wir,  dass  die  Bezeichnung  m-fach  transitiv 
etwas  missliches  hat.  Das  missliche  bestand  darin,  dass  die  Bezeichnung 
auf  gewisse  Gruppen  nicht  anwendbar  war.  Man  kann  diesen  Uebelstand 
vermeiden,  wenn  man  zur  Cbarakterisirung  der  Transitivität  einer  r-glied- 
rigen  Gruppe  des  II n  nicht  blos  ganze,  sondern  auch  gebrochene  Zahlen 
anwendet.     Wir  wollen  kurz  andeuten,  wie  das  auszufahren  ist. 

Hat  man  eine  r-gliedrige  Gruppe  Gr  des  2?n,  so  gilt  jedenfalls  Fol- 
gendes: Der  Jln  wird  erst  dann  intransitiv  transformirt,  weim  man  gerade 
m  >  0  Punkte  von  allgemeiner  gegenseitiger  Lage  festhält,  und  nach  Fest- 
haltung  von  m  solchen  Punkten:  P^  .  .  .  Pm  zerfällt  der  Bn  in  oo*"""' 
n^-fach  ausgedehnte  invariante  Mannigfaltigkeiten^  auf  deren  jeder  die  Punkte 
transitiv  transformirt  werden.  Als  erstes  Mass  ftir  die  Transitivität  von 
Gr  wttrde  dann  die  Zahl: 

m  -\ — - 

dienen  können.  Hat  man  P^  .  . .  Pm  festgehalten,  so  wird  man  noch  gerade 
Wj  Punkte:  d  .  .  .  ftw,  von  allgemeiner  und  allgemeiner  gegenseitiger  Lage 
festhalteA  müssen,  damit  der  B„  nicht  blos  in  invariante  Mannigfaltigkeiten 
von  n^  Dimensionen,  sondern  in  invariante  Mannigfaltigkeiten  von  "« 
Dimensionen  zerfällt,  wo  n^  möglichst  gross  aber  kleiner  als  n^  ist.  In 
ähnlicher  Weise  wird  man  die  Zahlen  m^  und  «g,  Wg  und  w^, .  .  .  definiren 
und  wird  als  Mass  für  die  Transitivität  von  Gr  die  Zahlenreihe: 


^+   n^     *^  +  "n  '     '^  +   n  ' 


.  •  • 


erhalten,  die  natürlich,  da  r  endlich  ist,  schliesslich  einmal  abbricht.  Zum 
Beispiel  besteht  diese  Reihe  für  die  allgemeine  projective  Gruppe  des  2^ 
blos  aus  einer  Zahl,  denn  n^,  m^,  n^  .  .  .  werden  alle  gleich  Null  und 
w  =  n  +  2 .      Für   die   conforme  Gruppe   des  R^  erhält   man  die   Zahlen: 

3  +  5,   1, 


während  die  Zahlenreihe: 

1  -U?     14- 


l  +  l    1+i,    1 
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das  Mass  ftlr  die  Transitiyität  der  Gruppe  der  Euklidischen  Bewegungen 
im  i?s  darstellt. 

Die  eben  definirten  ganzen  Zahlen  tn,  fij,  ni|,  m$  .  .  .  stehen  in  einem 
einfachen  Zusammenhange  mit  gewissen  Zahlen,  die  wir  schon  auf  S.  218  ff. 
von  Abschn.  I  kennen  gelernt  haben.  Wir  begnügen  uns  jedoch  mit  einem 
Hinweise  darauf. 

§  140. 

Wir  wollen  hier  schliesslich  noch  kurz  auf  den  Zusammenhang 
der  Theorie  der  höheren  complexen  Zahlen  mit  der  Gruppentheorie 
eingehen. 

Unter  einer  höheren  complexen  Zahl  verstehen  wir  mit  Hamil- 
ton (1843),  Grassmann  (1844)  und  ihren  Nachfolgern  einen  Aus- 
druck von  der  Form: 

wo  Xi  , . ,  Xn  gewöhnliche  complexe  Zahlen  von  der  Form:  cc-^ßi  be- 
deuten*), während  fj  . . .  f „  keine  derartigen  Zahlen,  sondern  Einheiten 
sind,  deren  besondere  Eigenschaften  durch  Uebereinkunft  festgesetzt 
werden  mQssen. 

Wir  setzen  zunächst  fest,  dass  zwei  complexe  Zahlen:  u  =■  Ux^e^ 
und  V  =•  Syv€r  dann  und  nur  dann  einander  gleich  sein  sollen,  wenn 
die  n  Gleichungen:  y^t=Xv  erfüllt  sind;  in  diesem  Falle  sagen  wir, 
dass  c,  . . .  e«  ein  irreducibles  System  von  Einheiten  bilden.  Femer 
bestimmen  wir,  dass  die  Addition  und  Subtraction  nach  den  gewöhn- 
lichen Regeln  ausgeführt  werden  soll^  also: 


n 


1  1  1 

Was  die  Multiplication  angeht,  so  definiren  wir  das  Product  aus 
der  gewöhnlichen  complexen  Zahl  0  und  der  höheren  complexen  Zahl 
u  durch  die  Gleichung: 

n 

1 

während  wir  bei  der  Bildung  des  Productes  der  beiden  höheren  com- 
plexen Zahlen  u  und  t;  das  distributive  Gesetz  als  gültig  annehmen, 
das  heisst  wir  setzen: 

UV  =^  x^y^ .  e^ßr ,     vu  =  ^,  Xf^y^ .  e^e^ , 


*)  Man  kann  unter  x^  .  .  ,  Xn  natürlich  auch  reelle  Zahlen  verstehen. 
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80  dass  UV  und  vu  im  Allgemeinen  von  einander  verschieden  sind. 
In  entsprechender  Weise  definiren  wir  das  Product  von  drei  oder 
mehr  höheren  complexen  Zahlen. 

Der  BegriflF  eines  Systems  höherer  complexer  Zahlen ,  soweit  er 
hiermit  definirt  ist,  dürfte  in  voller  Allgemeinheit  zuerst  von  Grass- 
mann (1844)  aufgestellt  worden  sein.  Aber  die  bisherigen  Fest- 
setzungen sind  noch  viel  zu  allgemein;  man  muss  noch  solche  Be- 
stimmungen treffen ;  dass  die  Mannigfaltigkeit  der  Zahlen,  die  aus  deu 
Zahlen  von  der  Form  Sx^e^  durch  Multiplication  ableitbar  sind, 
irgendwie  begränzt  wird. 

Grassmann  selbst  hat  einen  Weg  hierzu  angegeben,  doch  führt 
dieser  Weg  nur  zu  gewissen  allerdings  sehr  interessanten  Systemen 
complexer  Zahlen,  die  sehr  schone  Anwendungen  auf  die  projective 
und  die  metrische  Geometrie  zulassen.  Dagegen  hat  Grassmann 
merkwürdigerweise  einen  andern  Weg  übersehen,  der  zu  mindestens 
ebenso  interessanten  und  überdies  viel  mannigfaltigeren  Systemen  von 
complexen  Zahlen  führt.  Wenn  Grassmann  behauptet,  dass  er  alle 
Arten  von  Multiplicationen  oder  wenigstens  alle  interessanten  Arten 
erschöpft  habe,  so  beruht  das  auf  einer  freilich  verzeihlichen  Selbst- 
täuschung. 

Der  zweite  Weg  besteht  in  der  Einführung  des  Begriffs  eines 
geschlossenen  Zahlensystems,  eines  Systems,  dessen  Zahlen  mit  ein- 
ander multiplicirt  stets  wieder  Zahlen  des  Systems  ergeben.  Wir 
können  da  offenbar,  ohne  die  Allgemeinheit  der  Untersuchung  einzu- 
schränken, annehmen,  dass  schon  das  System  der  Zahlen  Ex^e^  selbst 
geschlossen  ist,  was  wiederum  augenscheinlich  dann  und  nur  dann 
eintritt,  wenn  Relationen  von  der  Form: 


n 

(83)  e^cr  =^' 


yfivs^s       iM,v=il...n) 


bestehen,  unter  den  yuy»  gewöhnliche  complexe  Zahlen  verstanden. 

Aber  auch  der  Begriff  des  geschlossenen  Zahlensystems  bedarf 
noch  einer  Einschränkung,  wenn  er  praktisch  anwendbar  sein  soll. 
Man  kann  zum  Beispiel  verlangen,  dass  wenigstens  im  Allgemeinen 
die  Division  ausführbar,  dass  also  bei  gegebenen  u  und  v  sowohl  die 
Gleichung:  wu  =  Vj  als  die  Gleichung:  tiw  =  v  im  Allgemeinen  nach 
w  auflösbar  sei.  Diese  Forderung  führt  auf  die  Bedingung,  dass  keine 
der  beiden  Determinanten: 

(84)  :    ^y^'rsX,,    !  I    ^y^^rsXr    | 

Im  i  I     »'  I 

für  alle  Werthe  von  x^  .  .  .  Xn  identisch  verschwinden  darf. 
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Man  kann  weiter  verlangen,  dass  für  die  Multiplication  das  asso- 
ciative  Princip  gelte,  dass  also  für  drei  beliebige  Zahlen  u,VyW  stets: 

(85)  (iiv)w  =  u{vw) 

werde.     Die  Coeffieienten  y^,.,  müssen  dann  den  Gleichungen: 


n  TS 


(86) 

(^,  r,Ä,r  =  l  ...n) 

genügen.  Dieser  Begriff  eines  höheren  Systems  von  complexen  Zahlen 
findet  sieh  impllcite  jedenfalls  schon  bei  Hamilton*),  der  ja  auch 
in  den  Quaterniouen  das  Zahlensystem  aufgestellt  hat,  das  neben  den 
gewöhnlichen  complexen  Zahlen  bei  Weitem  das  schönste  ist.  Ex- 
plicite  ist  der  allgemeine  BegriflF  allerdings  wohl  erst  von  Cayley 
und  namentlich  von  Hankel  aufgestellt  worden. 

Endlich  kann  man  nun  auch  noch  das  commutative  Princip  als 
gültig  annehmen,  also  festsetzen,  dass: 

(87)  UV  =  vu 
sein  soll. 

Man  kann  aber  auch  auf  die  Möglichkeit  der  Division  verzichten. 
Eine  äusserst  wichtige  Gattung  von  Zahlensystemen  erhält  man  da, 
wenn  man  für  beliebige  Zahlen  das  Gelten  der  Gleichungen: 

(88)  UV  +  vu  =  0,     (uv)w  +  (vw)u  +  (wu)v  =  0 

verlangt.  Die  7/^,^«  bestimmen  dann  augenscheinlich  die  Zusammen- 
setzung einer  n-gliedrigen  Gruppe  und  die  infinitesimalen  Transfor- 
mationen dieser  Gruppe  erscheinen  als  die  complexen  Zahlen  des 
Systems.  Demnach  kann  man  die  Aufgabe,  alle  Zusammensetzungen 
von  r-gliedrigen  Gruppen  zu  bestimmen,  auch  so  aussprechen:  es  sollen 
alle  geschlossene^^  Systeme  von  complexen  Zahlen  mit  r  irredudbeln  Ein- 
lieiten  bestimmt  u^erden,  hei  denen  für  beliebige  Zahlen  des  Systems  die 
Gleichungen  (88)  identisch  erfüllt  sind. 

Hier  haben  wir  schon  einen  Zusammenhang  zwischen  den  höheren 
complexen  Zahlen  und  der  Gruppentheorie.  Ein  Zusammenhang  von 
andrer  Art  besteht  zwischen  der  Gruppentheorie  und  den  Zahlen- 
systemen, bei  denen  das  associative  Princip  gilt  und  ausserdem  im 
Allgemeinen  Division  möglich  ist.  Diesen  letzteren  Zusammenhang 
hat  zuerst  Herr  Poincare  bemerkt  (1884,  C.  R.  Bd.  99,  S.  740  ff.),  aller- 
dings ohne  hervorzuheben,  dass  er  nur  für  Zahlensysteme  besteht,  die 
dem  associativen  Principe  gehorchen. 

*)  Uebrigens  hat  auch  Ganss  offenbar  schon  1881  den  allgemeinen  Begriff 
eines  solchen  Systems  gehabt. 
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Um  dieden  Zusammenhaog  klar  zu  machen,  deuten  wir  die  Coeffi- 
cienten  x^  einer  Zahl  von  der  Form  Ux^Cr  als  Punktcoordinaten  in 
einem  ebenen  B^,  so  dass  jede  complexe  Zahl  unsers  Systems  einen 
Punkt  dieses  Rn  darstellt.  Die  Gleichung:  u=uv  sagt  dann  aus, 
dass  jedem  Punkte  u  ein  bestimmter  Punkt  u'  zugeordnet  ist,  der  von 
dem  Werthe  der  Zahl  v  abhängt.  Ausführlich  geschrieben  lautet  diese 
Beziehung  zwischen  den  Punkten  u  und  u    so: 

n  n 

(89)  ^i=^{2yfirsyv)xfi    (*-i..n). 

Da  nun  im  Allgemeinen  Division  möglich  sein  soll  und  also  die  Deter- 
minanten (84)  beide  nicht  identisch  yerschwinden,  so  sind  diese  Glei- 
chungen sowohl  nach  den  x  als  nach  den  y  auflösbar,  sie  stellen  also 
in  den  Veränderlichen  x  eine  lineare  homogene  Transformation  dar, 
die  n  wesentliche  Parameter:  y^^-^yn  enthält.  Demnach  können  wir 
die  Productgleichung:  m'=  uv  als  den  symbolischen  Ausdruck  einer 
linearen  homogenen  Transformation  mit  n  Parametern  auffassen,  eine 
Auffassung,  die  schon  seit  längerer  Zeit  von  verschiedenen  Mathema- 
tikern angewendet  wird. 

Führen  wir  jetzt  zuerst  die  Transformation:  u  =  uv  und  dann 
die  Transformation:  m"«=»m'm?  aus,  so  erhalten  wir  eine  Transforma- 
tion, die  symbolisch  durch  die  Gleichung: 

t*"=  {uv)w 

dargestellt  wird.  Da  sich  nun  diese  Gleichung  wegen  der  Gültigkeit 
des  associativen  Princips  in  der  Form: 

m"=  u{vw) 

schreiben  lässt  und  da  {vu))  eine  Zahl  unsers  Systems  ist,  so  gehört 
die  betreflfende  Transformation  der  Schaar  (89)  an;  folglich  bildet  diese 
Schaar  eine  Gruppe. 

Die  Gruppe  (89)  ist  n-gliedrig  und  da  ihre  Gleichungen  nach 
den  n  Parametern  ^i  . . .  y»  auflösbar  sind,  so  ist  sie  einfach  transiti?. 
Ausserdem  kann  man  genau  wie  auf  S.  20  f.  von  Abschn.  I  beweisen, 
dass  sie  die  identische  Transformation  enthält  und  dass  alle  ihre 
Transformationen  paarweise  zu  einander  invers  sind;  es  ist  sogar  sicher, 
dass  die  Parameter  y^  . . .  y„  für  die  identische  Transformation  end- 
liche Werthe  besitzen. 

Zu  unserm  Zahlensysteme:  Ux^et  gehört  also  eine  einfach  tran- 
sitive lineare  homogene  Gruppe,  in  deren  endlichen  Gleichungen  (89) 
die  Parameter  nur  linear  auftreten.  Diese  Gruppe  findet  sich  schon 
bei    Herrn    Poincare,   nur   erwähnt   Herr  Poincar^  nicht,    dass  sie 
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einfach  transitiv  ist.  Poincar^  hat  aber  ausserdem  ohne  Beweis  die 
Behauptung  aufgestellt,  dass  umgekehrt  zu  jeder  linearen  homogenen 
Gruppe  von  der  Form  (89)  ein  Zahlensystem  mit  n  Einheiten  gehöre. 
Im  nächsten  Kapitel  werden  wir  einen  Beweis  für  die  Richtigkeit 
dieser  Behauptung  kennen  lernen,  hier  begnügen  wir  uns  mit  einigen 
gruppentheoretischen  Bemerkungen. 

Die  lineare  homogene  Gruppe  (89),  die  zu  unserm  Zahlensysteme 
gehört,  ist  augenscheinlich  ihre  eigne  Parametergruppe.  Schreibt  man 
daher  die  Gleichungen  (89)  in  der  Form: 


»  n 

(90)  y;=2(2>'"»'^")y' 


($=  1  .  .  .  h) 


und  fasst  man  jetzt  die  o:  als  Parameter  auf,  so  erhalt  man  eine  neue 
einfache  transitive  lineare  homogene  Gruppe,  nämlich  die  zur  Gruppe 
(89)  reciproke  einfach  transitive  Gruppe  (s.  Abschn.  I,  S.  428).  Also 
gehören  zu  jedem  Zahlensysteme  mit  n  irreducibeln  Einheiten  zwei 
reciproke  einfach  transitive  lineare  homogene  Gruppen. 

Das  eben  Gesagte  ist  eine  unmittelbare  Folge  der  Theorie  der 
Parametergruppe.  Ein  andrer  wichtiger  Schluss  lässt  sich  aus  der 
besonderen  Form  der  Gruppe  (89)  ziehen.  Sind  nämlich  y^  . .  >  ffn 
die  Parameter,  die  zur  identischen  Transformation  gehören,  so  erhält 
man  die  allgemeine  infinitesimale  Transformation  der  Gruppe  (89), 
wenn  man  y^  durch  y,"  4~  ^V»  ersetzt,  demnach  lauten  die  Gleichungen 
dieser  allgemeinen  infinitesimalen  Transformation  einfach  so: 

n  n  ' 

(91)         x: = X,  +2  (2'  y" "  *yO 

Man  sieht  hieraus,  dass   sich  die  endlichen  Gleichungen  der  Gruppe 
(89)  aus  den  infinitesimalen  Transformationen  der  Gruppe  ablesen  lassen. 
Schliesslich  noch  eins.    Setzt  man: 

i...it 

X^f=^   y^y.^ti^^^        (1^  =  1...».), 
H»  * 

so  sind:  X^/*. . .  Xn/*  n  unabhängige  infinitesimale  Transformationen 
der  n-gliedrigen  Gruppe  (89),  es  bestehen  daher  Relationen  von  der 
Form: 


•j/ii     (*  —  1  ••*•). 


n 


(X^Xy)  =  Xf  ^urs^if      (A^.  «'  =  1...«). 


Hier  drücken  sich  die  c^v,  in  sehr  einfacher  Weise  durch  die  y^,v,  aus. 
Berechnet  man  nämlich  die  (X^^Xv)  und  benutzt  man  die  Relationen 
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(86),   die   in  Folge   des   associativen   Princips   zwischen   den   y«»,  be- 
stehen, so  kommt: 

Dies  möge  genügen,  kommen  wir  doch  in  dem  nächsten  Kapitel 
noch  einmal  auf  den  Zusammenhang  zwischen  den  hier  besprochenen 
Zahlensystemen  und  der  Gruppentheorie  zurQck.  Jedenfalls  geht  aber 
aus  dem  Gesagten  hervor,  dass  die  Theorie  der  höhern  complexen 
Zahlen  durch  die  Verbindung  mit  der  Gruppentheorie  einen  ganz  oeueu 
Inhalt  gewinnt  und  dass  sie  zu  eiuer  merkwürdigen  Klasse  von  pro- 
jectiven  Gruppen  führt. 

Auch  die  Grassmannschen  complexen  Zahlen  stehen  zu  gewissen 
Gruppeu  in  sehr  enger  Beziehung,  aber  die  Beziehung  ist  yon  ganz 
andrer  Art.  Allerdings  lässt  sich  auch  jede  Multiplication  der  Grass- 
mannschen Zahlen  mit  einer  unter  ihnen  als  eine  Operation  auffassen, 
die  ein  gewisses  Gebiet  transformirt,  nämlich  das  Gebiet,  das  aus  den 
sämmtlichen  ebenen  Mannigfaltigkeiten  eines  bestimmten  Raumes  be- 
steht, jedoch  ist  diese  Operation  keine  Transformatiou  im  strengen 
Sinne  des  Worts. 

Zum  Schlüsse  wollen  wir  einer  gewissen  Verallgemeinerung  ge- 
denken, die  man  mit  dem  Begriffe  der  Systeme  von  complexen  Zahlen 
vornehmen  kann. 

Jedes  bilineare  Symbol  (vgl.  S.  604  ff.): 

l...r 

i  k  t        k 

für  das  die  Identitäten: 

jTFi  +  \VU  ^0,    li  ÜV\  W\  +  \\VWU\  +  \\  WU\  V\  =  0 

gelten,  kann  als  eine  Multiplicationsoperation  aufgefasst  werden,  wenn 
man  nämlich  die  Functionen  der  Veränderlichen  z^  .  .  ,  jZr  als  die 
Grössen  betrachtet,  die  mit  einander  multiplicirt  werden.  Die  Bestim- 
mung aller  derartigen  Multiplicationen  wird  durch  die  Theorie  der 
Functionengruppen  geleistet  (s.  a.  a.  0.).  Freilich  gehört  zu  einer 
solchen  Multiplication  keine  Addition. 
Ist  insbesondere: 


r 
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und  beschränkt  man  sich  auf  die  Multiplication  linearer  homogener 
Functionen  der  Veränderlichen,  so  kommt  man  wieder  auf  geschlossene 
Systeme  complexer  Zahlen;  es  sind  das  die  auf  S.  749  besprochenen^ 
deren  Theorie  mit  der  Bestimmung  aller  möglichen  Zusammensetzungen 
von  r-gliedrigen  Gruppen  gleichbedeutend  ist. 


Kapitel  29. 

Die  gruppentheoretisohen  Arbeiten  Andrer. 

Die  gruppen theoretischen  Untersuchungen  Lies^  so  wie  sie  in  * 
diesem  Werke  dargestellt  sind,  waren  in  allen  wesentlichen  Punkten 
schon  1884  zum  Abschluss  gebracht^  also  bevor  von  andrer  Seite 
Beiträge  zu  der  Theorie  geliefert  wurden*).  Da  nun  diese  Unter- 
suchungen ganz  auf  eignen  Füssen  stehen  und  an  und  für  sich  ein 
abgeschlossenes  Ganzes  bilden,  so  hatten  wir  bisher  keine  Veranlassung 
auf  die  gruppentheoretischen  Arbeiten  Andrer  Rücksicht  zu  nehmen. 
Da  aber  die  Zahl  dieser  Arbeiten  schon  ganz  beträchtlich  ist  und  da 
in  ihnen  der  Ausbau  der  Theorie  nach  verschiedenen  Seiten  hin  ge- 
fördert worden  ist^  so  wollen  wir  jetzt  einen  kurzen  Bericht  über  diese 
Arbeiten  geben.  Der  Leser  wird  dadurch  wenigstens  einen  Ueberblick 
über  alles  das  gewinnen ,  was  ausser  den  Lieschen  Untersuchungen 
für  die  Gruppentheorie  geleistet  worden  ist. 

Wir  müssen  uns  aber  dabei  einige  Beschränkungen  auferlegen. 
Da  wir  nämlich  in  den  vorliegenden  drei  Abschnitten  nur  die  Theorie 
der  endlichen  coutinuirlichen  Gruppen  behandelt  haben ^  während  wir 
die  Theorie  der  unendlichen  Gruppen^  die  allgemeine  Theorie  der  DifiPe- 
rentialinvarianten  und  die  Integratiom^theorie  nur  gelegentlich  streiften, 
so  werden  wir  auch  hier  nur  solche  Arbeiten  berücksichtigen,  die  sich 
auf  die  Theorie  der  endlichen  continuirlichen  Gruppen  beziehen;  da- 
gegen  werden  wir  Arbeiten  über  unendliche  continuirliche  Gruppen, 
über  Differentialinvarianten  und  Integrationstheorie  höchstens  erwähnen, 
aber  nicht  auf  ihren  Inhalt  eingehen. 


*)  Allerdings  hat  Picard  schon  1883  in  den  Comptes  Bendns  (Bd.  96, 
S.  1131)  eine  äusserst  wichtige  Arbeit  veröffentlicht,  in  der  er  Lies  Theorien  ver- 
werthete^  diese  Arbeit  kann  aber  hier  nicht  mit  berücksichtigt  werden,  weil  sie 
sich  nicht  mit  der  Gmppentheorie  an  sich,  sondern  mit  der  Integrationstheorie 
beschäftigt.  In  dem  Werke  über  Integrationstheorie  gedenken  wir  näher  auf  nie 
einzugehen. 

Li«,  Th«ori»  d»r  TnuuformAtionigropi^en.   HL  48 
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Wir  besprechen  der  Reihe  nach  die  Untersuchungen  von  Engel, 
von  Eilling;  von  Study,  Schur  und  Maurer,  bei  denen  Studys, 
soweit  sie  sich  auf  die  höheren  complexen  Zahlen,  beziehen,  werden. 
wir  auch  die  Yon  Scheff  ers  berOcksichtigen.  Alsdann  besprechen  wir 
eine  Anzahl  Arbeiten,  die  von  verschiedenen  herrQhren  und  die 
meistens  als  Leipziger  Dissertationen  erschienen  sind.  Endlich  erwäh- 
nen wir  noch  die  wichtigsten  übrigen  Arbeiten,  die  mit  der  Theorie 
der  continuirlichen  Gruppen  in  Zusammenhang  stehen,  die  wir  aber 
hier  nicht  besprechen  können,  weil  ihr  Inhalt  aus  dem  Bahmen  dieses 
Werkes  heraustritt. 

§  141. 
Engel. 

Die  erste  gruppen theoretische  Arbeit  Engels  ist  seine  Habili- 
tationsschrift Yon  1885*).  Engel  entwickelt  darin  eine  allgömeioe 
Methode,  um  die  Definitionsgleichungen  {s.  Abschn.  I,  Kapitel  11) 
von  beliebig  vielen  continuirlichen  Gruppen  aufzustellen.  Diese  Methode 
beruht  aber  auf  der  Betrachtung  gewisser  unendlicher  continuirlicber 
Gruppen,  sie  kann  also  hier  nicht  besprochen  werden.  Nur  zweierlei 
sei  bemerkt.  Erstens  f&hrt  Engel  die  Aufstellung  der  Definitions- 
gleichuugen  gewisser  unendlicher  continuirlicber  Gruppen  auf  die  Be- 
stimmung der  infinitesimalen  Transformationen  gewisser  endlicher  con- 
tinuirlicber Gruppen  zurück  und  stellt  auf  diese  Weise  einen  merk- 
würdigen Zusammenhang  zwischen  den  unendlichen  und  den  endlichen 
continuirlichen  Gruppen  her.  Zweitens  hat  Lie  erkannt,  dass  die 
Enge  Ische  Methode  zu  den  Definitionsgleichungen  aller  endlichen 
und  unendlichen  continuirlichen  Gruppen  führt  und  dass  sie  aus  der 
allgemeinen  Theorie  der  Differentialvariau'ten  in  sehr  einfacher  Weise 
abgeleitet  werden  kann.  In  dem  auf  S.  712  angekündigten  Werke, 
das  ausser  den  Difierentialinvarianten  und  der  Integrationstbeorie  auch 
noch  die  Theorie  der  unendlichen  Gruppen  behandeln  soll,  wird  sich 
Gelegenheit  finden  darauf  zurückzukommen. 

In  einer  Arbeit  aus  dem  Jahre  1886  (Leipz.  Ber.  1886,  S.  83 — 94)  be- 
schäftigt sich  Engel  mit  der  Zusammensetzung  der  Gruppen.  Auf  Grund 
der  von  Lie  entwickelten  Vorstellungen:  Abbildung  der  infinitesimalen 
Transformationen  einer  Gruppe  auf  die  Punkte  eines  Raumes,  Auffassung 
der  Elammeroperation  als  einer  Multiplication  von  zwei  infinitesimalen 


*)    Ueber    die    DefiDitionsgleichnngen   der    continuirlichen   Transformations- 
gruppen,  Math.  Ann.  Bd.  27,  S.  1—67. 
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Transformationen  u.  s.  w.  formulirt  er  das  Problem  der  Bestimmung 
aller  Zusammensetzungen  von  r-gliedrigen  Gruppen  invariantentheo- 
retisch. Er  führt  es  zurück  auf  die  invariantentheoretische  Unter- 
suchung  einer  trilinearen  Form: 

1  ...r 
ik$ 

die  zwei  Reihen:  cc^^.,.Xr  und  y^...yr  von  Punktcoordinat^n  und 
eine  Reihe:  u^ .  .  .Ur  von  Ebenencoordinaten  enthält  und  von  der  zwei 
Covarianten,  nämlich: 

1  ...r 

O  =^  {dks  +  Cns)XiykUs  • 

iks 

und: 

l...r 

^  =2  Gikj»XiykejU, 

*kj» 

identisch  verschwinden.  Hierbei  bedeutet  Cncj»  die  linke  Seite  der  be- 
kannten Lieschen  Gleichung: 

r 
Cikj»  ■=  Xf  (CiktCfjs  -f  CkjtCtis  +  C^itCtks)  =  0, 

1 

die  von  jeder  Zusammensetzung  Cut  einer  r-gliedrigen  Gruppe  erfüllt 
wird. 

Die  Betrachtung  der  Form  F  führt  in  einfachster  Weise  zu  der 
adjungirten  Gruppe  u.  s.-  w.     Zum  Beispiel  ist: 

Xi  =  Xi+^~Ot       (/«l...r) 

wenn  man  die  y  als  Parameter  auffasst,  die  allgemeine  infinitesimale 
Transformation  der  adjungirten  Gruppe  der  Zusammensetzung  Cm  und: 

Ui  =  Ui  —  -5—  Ot        (1  ==  1 . . .  r) 

ist  die  allgemeine   Transformation  der  zur   Adjungirten  dualistischen 
Gruppe;  das  identische  Verschwinden  der  Covarianten  O  und   W  sagt 
aus,  dass  die  adjungirte  Gruppe  die  Form  F  invariant  lässt. 
Die  lineare  Form: 


r 


2  ai;fe  =^'  '"2  ^•" 

1**1  1 


48' 
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ist  eine  Covariante  von  F^  gleich  Null  gesetzt  stellt  sie  daher  in  dem 
Rr—i  luit  den  homogenen  Punktcoordibaten  x^  . . .  Xr  eine  ebene  Man- 
nigfaltigkeit dar;  die  bei  der  adjungirten  Gruppe  invariant  bleibt  und 
die  infolgedessen^  wenn  sie  nicht  identisch  verschvnndet,  eine  (r—l)- 
gliedrige  invariante  Untergruppe  der  r-gliedrigen  Gruppe  von  der  Zu- 
sammensetzung Ciks  darstelH.     Andrerseits  zeigen  die  Gleichungen: 


r  r  r 

^'Cikss  =^  ^ikt^'  Cr»»  =  0, 


dass   jene   lineare    Form    nur    dann    nicht   identisch   zu   verschwinden 
braucht,  wenn  alle  r-reihigen  Determinanten  der  Matrix: 

Cikl   •  •  •  Cikr 
(»\  *  =  1  .  .    r) 

verschwinden,  wenn  also  die  r- gliedrige  Gruppe  von  der  Zusammen- 
setzung Ciks  nicht  ihre  eigne  Derivirte  ist.  Es  ist  das  eine  neue  Ab- 
leitung der  Lieschen  Sätze  auf  S.  692 f.  (vgl.  auch  Abschn.I,  S.576f.). 
Wegen  des  identischen  Verschwindens  der  Covariante  O  kann  F 
auch  als  eine  Form  mit  einer  Beihe  Linien-  und  einer  Reihe  Ebenen- 
coordinaten  aufgefasst  werden.  Die  Gleichung:  F=0  ordnet  dann 
jeder  Geraden  des  i?r— i  einen  Punkt  zu.  Liegt  dieser  Punkt  auf  der 
Geraden  oder  wird  er  unbestimmt,  so  ist  die  Gerade  das  Bild  einer 
zweigliedrigen  Untergruppe  der  r-gliedrigen  Gruppe  von  der  Zusam- 
mensetzung dk»,  wird  der  Punkt  insbesondere  unbestimmt,  so  besteht 
diese  Untergruppe  aus  vertauschbaren  Transformationen.  Da  nun  das 
Unbestimmtwerden  des  Punktes  r  Bedingungen  repräsentirt  und  da  es 
im  i?r— 1  cx)^'"~*  Gerade  giebt,  so  erhält  man  den 

Satz  1.  Jede  r-gliedrige  Gruppe  enthält  mindestens  oo'"~*  em- 
gliedrige  Untergruppen  mit  paarweise  vertauschbaren  infinitesimalen  Trans- 
farmationen,  insbesondere  enthält  jede  viergliedrige  Gruppe  mindestens  eine. 

Diesen  Satz,  den  Killing  schon  vorher,  aber  ohne  Beweis  ver- 
öffentlicht hatte  (Braunsberger  Programm  von  1884) ,  benutzt  Engel 
um  zu  beweisen,  dass  jede  Gruppe  mit  mehr  als  vier  Parametern  vier- 
gliedrige Untergruppen  enthält.  Der  betreffende  Beweis,  dessen  Ver- 
fahren dem  Beweise  Lies  für  die  Existenz  dreigliedriger  Untergruppen 
nachgebildet  ist,  kann  jetzt  kurz  so  geführt  werden:  Jede  Gr  mit 
mehr  als  vier  Parametern  enthält  eine  G^  mit  paarweise  vertausch- 
baren Transformationen.  Diese  G^  steckt  nach  Abschn.  I,  S,  593 
Theor.  106  in  einer  öj,  die  offenbar  integrabel  ist  (s.  S.  715,  Theor.  64) 
und  die  infolgedessen  in  mindestens  einer  G^  steckt  (dieser  Abschn. 
S.  681,  Satz  8). 
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lu  einer  Reihe  von  ^^Kleineren  Beiträgen  zur  Gruppentheorie"  hat 
Engel  ferner  Untersuchungen  über  verschiedene  Theile  der  Gruppen- 
theorie veröflFentlicht  *). 

In  Nr.  I  dieser  Beiträge  bespricht  er  den  Sinn  der*  speciellen 
Jacobischen  Identität,  also  der  Identität  zwischen  drei  beliebigen  in- 
finitesimalen Punkttransformationen;  er  zeigt,  dass  diese  Identität 
nichts  andres  ist  als  die  Substitutionenidentität: 

{U-'TU)-'U-'SU{U-'TU)=  U-'T-^STU 

für  den  Fall,  dass  die  drei  Substitutionen  S,  7,  ü  infinitesimal  wer- 
den. Angeregt  wurde  Engel  hierzu  durch  die  Deutung,  die  Lie  für 
die  allgemeine  Jacobische  Identität  gefunden  hatte  (s.  Abschn.  IT, 
S.  278  ffi). 

In  Nr.  II  stellt  Engel  einen  wichtigen  Satz  auf,  den  wir  jetzt 
folgendermassen  aussprechen  können: 

Satz  2.  Eine  r-gliedrige  Gruppe  Gr  ist  stets  dann  aber  audh  nur 
dann  integrabel,  wenn  sie  keine  einfache  dreigliedrige  Untergruppe  entJiält. 

Allerdings  enthält  der  Beweis  Engels  insofern  eine  Lücke,' als 
er  ohne  Weiteres  voraussetzt,  dass  die  dreigliedrige  einfache  Gruppe 
zu  einer  Gr,  die  keine  dreigliedrige  einfache  Untergruppe  enthält, 
auch  nicht  meroedrisch  isomorph  sein  könne.  Engel  bemerkte  später 
diese  Lücke  und  machte  .in  dem  Jahrb.  über  die  Fortschr.  der  Math. 
Bd.  19,  S.  356  darauf  aufmerksam.  Eilling  leitete  dann  den  Engel- 
schen  Satz  aus  seinen  allgemeinen  Theorien  über  die  Zusammensetzung 
ab,  aber  da  der  Satz  auch  bei  Eilling  nicht  streng  bewiesen  zu  sein 
schien,  so  sah  sich  Engel  veranlasst  in  Nr.  8  seiner  Beiträge  die 
Lücke  seines  ursprünglichen  Beweises  auszufüllen. 

Wir  können  hier  den  Beweis  nur  andeuten. 

Enthält  eine  Gr  keine  einfache  G^,  also  keine  G^  von  der  Zu- 
sammensetzung: 

(1)  (X,X,)  =  X/,    (X.X3)  =  2X,/-,    (X,X,)  =  X3/- 

und  ist  die  G^  von  dieser  Zusammensetzung  auch  nicht  mit  Gr  mero- 
edrisch isomorph,  so  gilt  nach  Theor.  58,  S.  688  zunächst  folgendes: 
Enthält  die  Gr  eine  Gr—i,  so  enthält  sie  auch  eine  invariante  Gr^\. 
Die  Gr  enthält  nun  sicher  dreigliedrige  Untergruppen,  diese  sind  nicht 
einfach,  sie  sind  also  integrabel  und  stecken  in  je  einer  viergliedrigen 

'^)  1  u.  il  Leipz.  Bar.  1887,  S.  89  ff.,  III  ebd.  1891,  S.  47  ff.;  IV  ebd.  1891, 
S.  308 ff.;  V  ebd.  1891,  S.  586 ff.;  VI,  ebd.  1892,  S.43ff.;  VII,  ebd.  1892,  S.  292  ff.; 
VIII,  ebd.  1893,  S.  360  ff. 
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Untergruppe  der  Gr  (s.  S.  681,  Satz  8).  Diese  viergliedrigen  Unter- 
gruppen sind  Yon  derselben  Beschaffenheit  wie  die  Gr,  sie  enthalten 
also  je  eine  dreigliedrige  invariante  Untergruppe,  die  natürlich  io- 
tegrabel  ist,  folglich  sind  sie  auch  integrabel  (s.  S.  680,'  Satz  6)  und 
stecken  jede  in  einer  fünfgliedrigen  Untergruppe  der  Gr.  Fahrt  man 
in  dieser  Weise  fort,  so  erkennt  man,  dass  die  Gr  eine  invariante 
Gr-i  enthält,  die  integrabel  ist,  dass  also  die  Gr  selbst  integrabel  ist 
Jetzt  ist  noch  zu  zeigen,  dass  es  keine  6rr+8  giebt,  die  keine  6, 
von  der  Zusammensetzung  (1)  enthält  und  mit  der  die  G^  von  der 
Zusammensetzung  (1)  auch  nicht  meroedrisch  isomorph  ist.  Gäbe  es 
eine  solche  ör+a,  so  enthielte  sie  eine  invariante  Gr»  Wir  können 
offenbar  voraussetzen,  dass  die  G^  von  der  Zusammensetzung  (1)  nicht 
mit  dieser  Gr  isomorph  ist,  dass  also  die  Gr  integrabel  isi  Dieser 
Fall  kann  wiederum  durch  einfache  Ueberlegungen  auf  den  zurQck- 
geführt  werden,  dass  die  Gr  aus  paarweise  vertauschbaren  infinitesi- 
malen Transformationen  besteht  undkeine  in  der  Gr-f-s  invariante  Unter- 
gruppe enthält.  Ist  die  Gr  so  beschaffen,  so  transformirt  die  Adjun- 
girte  der  ßr+s  den  invarianten  ebenen  Rr—i  der  oo'*~^  infinitesimalen 
Transformationen  von  Gr  durch  eine  dreigliedrige  projective  Gruppe  y, 
die  keine  ebene  Mannigfaltigkeit  des  Rr—i  stehen  lässL  Hieraus  folgi^ 
dass  y  die  dreigliedrige  projective  Gruppe  einer  möglichst  gekrümmten 
rationalen  Curve  (r  —  l)-ter  Ordnung  des  JRr— i  ist*),  und  dass  die 
Zusammensetzung  der  6^r+3  die  folgende  Form  erhalten  kann: 

r  r 

(Y,  Y,)  =  Y,f  +2  ""^'^f'    (^*  ^3)  =  ^/  +2  '"  ^"f 

1  1 

r 

(T,  r,)  =  2  Y,f  +2  h  X4       . 

(2)       j  > 

wo  natürlich  Xr^if  und  X^f  gleich  Null  zu  setzen  sind.  Durch  eine 
ähnliche  Rechnung  wie  auf  S.  736  kann  man  nunmehr  zeigep,  dass 
die  a,b,  c  bei  geeigneter  Wahl  von  Y^f,  Y^f,  Y^f  verschwinden,  dkss 

*)  Eine  dreigliedrige  projective  Gmppe  des  Ä,._i,  die  keine  ebene  Man- 
nigfaltigkeit dieses  Raumes  in  Ruhe  läast,  ist  noi^hwendig  einfach,  sie  enthält 
andrerseits  eine  integrable  G^^  die  einen  Punkt  in  Ruhe  l&sst,  sie  llUst  also  eine 
Curve  in  Ruhe,  die  naturlich  möglichst  gekrümmt  ist.  Das  üebrige  ergiebt  sich 
aus  Satz  2  auf  S.  187. 
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also  die  6rr+s  eine  G^  von  der  Zusammensetzung  (1)  enthält.  Man 
kommt  also  auf  einen  Widerspruch  und  somit  ist  der  Satz  2  yoII- 
ständig  bewiesen. 

Es  liegt  auf  der  Hand,  dass  dieser  Satz  die  Bestimmung  aller 
Zusammensetzungen  von  nicht  integrabeln  Gruppen  mit  4,  5  und  6 
Parametern  wesentlich  vereinfacht  (vgl,  S.  744), 

In  Nr.  III  seiner  Beiträge  giebt  Engel  eine  sehr  einfache  Ab- 
leitung der  Lieschen  Sätze  über  infinitesimale  Berührungstransforma- 
tionen (s.  Abschn.  II ,  Eap.  15).  Er  geht  aus  von  einer  endlichen 
Berührungstransformation  S,  vermöge  deren  die  Gleichung: 

n  n 

(3)  d/  — ^ Pidx{  ==  q{z,  X, p)  Idz  —^'  PidXij 

1  1  '^ 

besteht,  und  von  einer  infinitesimalen  ^erührungstransformation: 

In  (3)  kann  man  nun  die  dz  und  dXi  gleich  den  Zuwachsen  setzen, 
die  e  und  die  Xi  bei  der  infinitesimalen  Transformation  Äf  erhalten, 
und  es  sind  dann  offenbar  die  de',  dx/  die  Zuwachse,  die  /  und  die 
Xi  bei  der  infinitesimalen  Berührungstransformation  erhalten,  die  ent- 
steht, wenn  man  in  Af  vermöge  S  die  neuen  Veränderlichen  /,  x',  p 
einführt.  Hieraus  ergiebt  sich  ohne  Weiteres,  wie  sich  die  charakte- 
ristische Function: 

1 

von  Af  bei  der  endlichen  Berührungstransformation  S  ändert.  Lässt 
man  die  Berührungstransformation  S  infinitesimal  =Bf  werden  und  V 
ihre  charakteristische  Function  sein,  so  geht  Af  bei  Ausführung  von 
S  in  die  infinitesimale  Transformation:  Af  -\-  dt  {AB)  über,  deren 
charakteristische  Function  man  berechnen  kann.  Man  findet  daher 
auch  die  charakteristische  Function  von  (AB)  ausgedrückt  durch  U 
und  F. 

Diese  Betrachtungen  sind  besondesa  deshalb  wichtig,  weil  sie  sich 
auf  die  Transformationen  übertragen  lassen,  die  eine  beliebige  Pfaff- 
sehe  Gleichung  in  n  Veränderlichen  invariant  lassen. 

In  Nr.  IV  und  V  seiner  Beiträge  beschäftigt  sich  Engel  damit, 
die  von  Schur  gefundenen  Resultate  möglichst  einfach  abzuleiten  und 
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sie  mit  denen  Lies  in  Verbindung  zu  bringen.  Wir  ziehen  daher 
vor,  den  Inhalt  dieser  Arbeiten  bei  der  Darstellung  der  Seh  Urselen 
UntersQchungen  zu  yerwerthen. 

In  Nr.  VI  stellt  Engel,  anknüpfend  an  die  Schnr sehen  Ergeb- 
nisse,  einen  merkwürdigen  Satz  über  die  kanonische  Parametergrappe 
auf.  Schur. hatte  nämlich  gezeigt,  dass  die  infinitesimalen  Transfor- 
mationen der  (ersten)  kanonischen  Parametergruppe,  die  zu  einer  ge- 
gebenen Zusammensetzung  Cik$  von  r-gliedrigen  Gruppen  gehört,  als 
Quotienten  beständig  convergenter  Potenzreihen  darstellbar  sind,  die 
alle  denselben  Nenner  haben.  Engel  bestimmt  nun  die  Nullstelleo 
dieses  Nenners.  Wir  begnügen  uns  mit  der  Mittheilung  der  betref- 
fenden. Formeln. 

Setzt  man: 


l...r 

^^sk  —  ^**'       -^sk        ^  CkrsCt 

t 

(4) 

und: 

l                                         (*,  *  —  1  .  .  .  r) 

(5) 

^'--2\.+iy.K:, 

wo  die  tl^tk  beständig  convergente  Potenzreihen  siud,  so  ist  der  be- 
wusste  Nenner  einfach  die  Determinante  der  ^^k-  Durch  Benutzung 
der  von  Schur  bemerkten  Relationen: 


(6) 


^ E^ Ej':  =  i;^+^^   ,,,..=0.... 


und  des  Multiplicationssatzes  der  Determinanten  gelingt  es  nun  Engel, 
die  Determinante  der  ipak  in  ein  beständig  convergentes  unendliches 
Product  von  ganzen  rationalen  Functionen  zu  zerlegen,  sie  wird  Däm- 
lich gleich: 


(7) 


l...r    /|x 


^       7~r       I    *    7-0)  1   T7<') 


Damit  sind  zugleich  alle  Nullstellen  dieses  Nenners  angebbar. 


In  Nr.  VII   seiner  Beiträge   behandelt  Engel  die  reellen  Berüh- 
rungstransformationsgruppen,  die  irreducibel  sind,  die  also  nicht  durch 
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reelle  Berührungstransformationen  in  Gruppen  von  Punkttransforma- 
tionen übergeführt  werden  können.  Die  in  dieser  Arbeit  aufgestellten 
Satze  sind^  soweit  sie  die  Ebene  betseffeu,  schon  auf  S.  384  f.  mit- 
getheilt  worden,  wir  begnügen  uns  daher  mit  der  Angabe,  dass  die 
allgemeine  projective  Gruppe  der  Ebene  durch  eine  imaginäre  Berüh- 
rungstransformation in  eine  reelle  irreducible  Berührungstransforma- 
tionsgruppe  übergeht,  deren  infinitesimale  Transformationen  die  charak- 
teristischen Functionen: 


1,   ai,   f/,   X-  +  y\  z  —  -^xy 

(8)  'x{x*  +  y")  —  4y  («  -  ^xy),  y{x*  +  y*)  +  Ax{z  —  ^  xy) 

{^  ■\- yy -\- \q[z  -  \xijf 

besitzen.  Entsprechendes  gilt  für  die  allgemeine  projective  Gruppe  jedes 
beliebigen  Raumes  i?^  und  zwar  verwandeln  sich  merkwürdigerweise 
alle  ebenen  Mannigfaltigkeiten  des  Itn  bei  der  betrefiPenden  imaginären 
Berührungstransformation  in  lauter  (w  —  l)-fach  ausgedehnte  imagi- 
näre Mannigfaltigkeiten  zweiten  Grades. 

Die  beiden  Arbeiten  Engels  über  die  Invariantentheorie  der 
Systeme  von  Pf  äff  sehen  Gleichungen*)  behandeln  fast  nur  Gegen- 
stände, die  hier  nicht  berücksichtigt  werden  können,  blos  ein  darin 
enthaltener  Satz  darf  nicht  unerwähnt  bleiben,  es  ist  dieser: 

Satz  3.  Lässt  eine  Transformation  das  System  der  linearen  par- 
tiellen Differentidlgleicfiungen: 

(9)  X/=0,...,X„/=0 
invariant^  so  lässt  sie  auch  das  Systetn: 

(10)  XJ=0,    (X,,X..)  =  0     C".»  =  i...«o 

invariant 

Der  Beweis  dieses  Satzes  ergiebt  sich  sofort  aus  den  Betrach- 
tungen auf  S.  84  von  Abschn.  I.  Von  grossem  Nutzen  ist  der  Satz 
bei  der  Untersuchung  solcher  Gruppen  von  Punkttransformationen,  die 
ein  nicht  iutegrables  System  von  Pfaffschen  Gleichungen  invariant 
lassen.  Lässt  z.  B.  eine  Gruppe  G  des  B^  ein  nicht  unbeschränkt 
integrables  System  von  zwei  Pfaffschen  Gleichungen  invariant,  so 
lässt  sie  auch  das  entsprechende  System:  X^f=0,  X^f=0  von  zwei 

*)  Leipz.  ßer.  1889,  S.  167  ff.  u.  1890,  S.  192  ff. 
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linearen  partiellen  Differentialgleichungen  invariant  (vgl.  Abschn.  I, 
S.  102  ff.)  y  diese  beiden  Gleichungen  bilden  aber  kein  zweigliedriges 
vollständiges  System,  also  läast  G  auch  das  System  der  drei  Glei- 
chungen: 'Xif=0,  X^f=0,  (XiX2)  =  0.und  die  diesem  Systeme 
entsprechende  Pfaffsche  Gleichung  invariant.  Ist  nun  diese  Pfaff- 
sche  Gleichung  int^grabel,  so  ist  G  imprimitiv.  Ist  sie  nicht  integrabel^ 
so  giebt  eS;  wie  aus  der  Theorie  des  Pf  äff  sehen  Problems  bekannt 
ist,  ein  mit  ihr  invariant  verknüpftes  simultanes  System  von  gewohn- 
lichen Differentialgleichungen,  das  natürlich  auch  bei  G  invariant 
bleibt;  also  ist  G  auch  in  diesem  Falle  imprimitiv.  Wir  haben  so- 
mit den  * 

Satz  4.  Jede  Gruppe  von  Punkttransformationen  des  R^^  die  ein 
nicht  unbeschränkt  integrables  System  von  ztoei  Pf  äff  sehen  Gleichungen 
invariant  lässt,  ist  imprimitiv. 

Eine  andre  Arbeit  Engels  handelt  über  die  Erzeugung  der  end- 
lichen Transformationen  einer  projectiven  Gruppe  durch  die  infinitesi- 
malen Transformationen  der  Gruppe*).  Sie  war  veranlasst  durch  die 
Bemerkung,  dass  nicht  jede  endliche  Transformation  der  speciellen 
linearen  homogenen  Gruppe: 

(11)         x'=  a^x  +  a^y,    y  =  a^x  +  a^y    (a^a^  —  a^a^  =-  1) 
von  einer  infinitesimalen  Transformation: 

«1^2  +  ^{^p  —  Vi)  +  ^yp 

der  Gruppe  erzeugt  ist    Es  lag  daher  recht  nahe,  zu  untersuchen,  bei 
welchen  projectiven  Gruppen  jede  endliche  Transformation  der  Gruppe 
von  einer  infinitesimalen  Transformation  der  Gruppe  erzeugt  ist   Engel 
zeigt  in  seiner  Arbeit,  dass  jedenfalls  die  allgemeine  projective  Gruppe 
eines  jeden  Raumes  diese  Eigenschaft  besitzt.     Die  von  ihm  befolgte 
Methode  genügt   auch,   um    dasselbe   für    die   projective   Gruppe  des 
linearen  Complexes  und  für  die  continuirliche  projective  Gruppe  einer 
nicht  ausgearteten  Mannigfaltigkeit  zweiten  Grades  zu  beweisen,  jedoch 
ist   der  Beweis   für   diese   beiden  Gruppen   noch  nicht  veröffentlicht 
Ausserdem  ist  noch   zu   bemerken,   dass  Study    schon   früher  einen 
Beweis  für   die  besprochene  Eigenschaft  der  allgemeinen  projectiven 
Gruppe  besass.     Engel  wird  diesen  Studyschen  Beweis  in  der  Fort- 
setzung seiner  Arbeit  mittheilen. 

Die  Thatsache,  dass  nicht  jede  endliche  Transformation  der  Gruppe 
(11)  von  einer  infinitesimalen  Transformation  der  Gruppe  erzeugt  ist, 

♦)  Leipz.  "Her.  1892,  S.  279  ff.  (Erste  Mittheilung.) 
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ist  besonders  deshalb  von  Wichtigkeit^  weil  sie  zeigt^  dass  die  Gruppe 
(11)  und  die  allgemeine  projective  Gruppe  auf  der  Geraden  nicht  in 
ihrer  ganzen  Aq^dehnung,  sondern  nur  in  einer  g&wissen  Umgebung 
der  identischen  Transformation  holoedrisch  isomorph  sind  im  Sinne 
der  Substitutionentheorie.  Die  Betrachtungen  des  Kap.  21  von  Abschn.  1 
beweisen  in  der  That  nur,  dass  beide  Gruppen  in  einer  gewissen  Um- 
gebung der  identischen  Transformation  holoedrisch  isomorph  sind  im 
Sinne  der  Substitutionen theorie,  denn  bei  diesen  Betrachtungen  wird 
ebenso  wie  überall  sonst  im  ersten  Abschnitt  vorausgesetzt;  dass  man 
sich  auf  gewisse  Bereiche  beschränkt. 

Durch  briefliche  Mittheilungen  Eillings  hatte  Engel  erfahren, 
dass  es  eine  vierzehngliedrige  einfache  Gruppe  gebe,  die  als  Gruppe 
von  Punkttransformationen  in  keinem  Baume  von  weniger  als  fünf 
Dimensionen  existiren  könne.  Da  -Kill in g  noch  keine  Gruppe  dieser 
Art  aufgestellt  hatte,  so  versuchte  Engel  eine  zu  bestimmen  und 
fand  eine,  die  auch  als  irreducible  Berührungstransformationsgruppe 
des  gewöhnlichen  Raumes  aufgefasst  werden  kann.  Er  theilte  dieses 
Ergebniss  schon  1888  Eilling  mit  und  setzte  später  seiüe  Unter- 
suchungen über  die  Gruppe  fort,  jedoch  ohne  etwas  darüber  zu  ver- 
öffentlichen. Erst  1893  veröffentlichte  er  einen  Theil  seiner  Resultate*) 
und  zwar  gleichzeitig  mit  Gart  an,  der  seinerseits  einen  Theil  der 
Engeischen  Resultate  über  diese  Gruppe  gefunden  hatte. 

Die  erwähnte  vierzehngliedrige  Gruppe  von  Berührungstransfor- 
matiojien  hat  die  charakteristischen  Functionen: 


(12) 


• 
1>     ^4>     Vif     ^2)     Vi}     ^}     ^U     ^27     ^8 

• 

x,z+lw%  +  J^^^s,,    x,Z-^^S,+ 

■  j/.Z-f  S,-^_S„     y,Z+ffi^,- 

1 
3^3 

1 

wo  zur  Abkürzung  gesetzt  ist: 

xj  +  y^y.y^  =  /S,,   x^y,  —  Zx^y^  =  5jj,    y.^  +  y^i^x^x^  =  S^ 

*)  C.  ß.  1893,  Bd.  116,  S.  786  if. 
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Als   Gruppe    von   Punkttransformationen    des   B^    ist    sie    mit  einer 
Gruppe  Gn  ähnlich,  die  das  System  der  Gleichungen: 


(13) 


dz  +  x^df/i  —  yi dXi  -f  iCg^J/s  —  Vi^^i  =  0 
dx^^  +  /S  dy^dy^  =  0,    dy^^  +  }/3  dx^  dx^  =  0 

äx^  dy^  —  3tia?i  dy^  =  0 


invariant  lässt.     Diese  Gruppe  G^^  lässt  ferner  eine  Schaar  von  r^ 
Geraden  invariant,  die  (13)  erfüllt  und  die  durch  die  Gleichungen! 


(14) 


Vi 


Xa 


Vi  h  —  IV^  h 


X. 


y^^-yi^^  +  ^^ 


_  Vi 


X, 


dargestellt  wird,  unter  den  £  Parameter  verstanden'^).     Fasst  man        die 
Gleichungen  (14)  als  Bestimmungsgleichungen  einer  Ber^hrungstr^sBZJs- 
formation  des  B^  auf  und  führt  man  die  betreffende  Berührungstr^auz^- 
formation   auf   G^^    aus,   so   erhält  man   eine  neue  Gruppe   GU    "^oo 
Punkttransformationen,    die    das   System   der    drei   Pf  äff  sehen   Gflei- 
chungen: 

A^  =  (^h+      Uf^h  —  h^i^   =0 


(15) 


-^6  =  <^h  +  ^{hdh  —  h(ih\=  0 


invariant  lässt.  Dieses  System  (15)  wird  von  den  oo^  Geraden  be- 
friedigt, die  durch  (14)  dargestellt  werden,  wenn  man  die  g,  x,  y  als 
Parameter  auffasst.  Ausserdem  lässt  GU  s^ber  noch  das  System  der 
beiden  Pfaffschen  Gleichungen: 

(16)  2z/5  +  E,z/3  =  0,     2z/, -E,^3  =  0 
und  die  Gleichung: 

(17)  di,J,  +  2rfE,z/,  +  2di,^,  =  d^,'  +  2ili,di,  +  2di,d^,  =  0 

invariant,   man    kann   daher  Gu  in  eine   Untergruppe  der  conformen 
Gruppe  des  B^  überführen. 


*)  Es  sind  das  alle  Geraden   eines  gewissen  linearen  Complexes,   die  einen 
gewissen  Kegel  dritter  Ordnuijg  treffen. 
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Die  durch  (14)  bestimmte  Berührungstransformation  ist  deshalb 
sehr  merkwürdige  weil  sie  gewisse  Analogien  mit  der  von  Lie  ent- 
deckten Berührungstransformation  darbietet;  bei  der  die  Geraden  des 
i?s  in  die  Kugeln  übergehen. 

Auch  Gartan  hat  im  Ü5  zwei  verschiedene  vierzehngliedrige  ein- 
fache Gruppen  von  Punkttransformationen  aufgestellt,  es  ist  ihm  jedoch' 
entgangen,  dass  sie  durch  eine  Berührungstransformation  ähnlich  sind. 
'Er  hat  aber  ausserdem  noch  bemerkt ,  dass  die  eine  von  ihnen  als 
Gruppe  von  Berührungstransformationen  des  B^  aufgefasst^  eine  par- 
tielle Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  und  ein  System  von  zwei 
solchen  Gleichungen  invariant  lässi 

■ 

Die  neueste  Arbeit  von  Engel  über  die  Differentialquotienten 
höherer  Ordnung*)  verdient  deshalb  hier  erwähnt  zu  werden,  weil  in 
ihr  gezeigt  wird,  dass  die  Bestimmung  der  Differentialinvarianten  n-ter 
Ordnung  jeder  projectiven  Gruppe  auf  die  Bestimmung  der  gewöhn- 
lichen Invarianten  einer  gleichzusammengesetzten  projectiven  Gruppe 
in  einem  höheren  Räume  zurückgeführt  werden  kann. 

Wir  .fügen  hier  noch  einige  von  Engel  herrührende  Betrach- 
tungen ein,  die  sich  an  die  Entwicklungen  des  §  135  anschliessen  und 
diese  vervollständigen. 

In  §  135  haben  wir  uns  noch  gar  nicht  genauer  mit  den  ver- 
schiedenen Reihen  von  einfachen  Gruppen  beschäftigt,  die  nach  S.  703  £ 
durch  die  verschiedenen  Normalreihen  von  Untergruppen  einer  r-glied- 
rigen  Gruppe  G  bestimmt  werden.  Wir  wollen  jetzt  über  diese  ein- 
fachen Gruppen  einen  Satz  beweisen,  von  dem  das  Theor.  63  auf 
S.  704  eine  unmittelbare  Folge  ist     Dieser  Satz  lautet  so: 

Satz  5**).  Es  sei  Gy&iy®2  ".  eine  Normalreihe  von  Untergruppen 
der  r-gliedrigen  Gruppe  G  und  (S, ,  60 .  . .  seien  die  Zusammensetmngen 
von  einfachen  Grruppenj  die  durdh  diese  Normalreilie  bestimmt  sind;  es 
sei  also  @*  die  Zusammensetzung  einer  einfachen  mit  ®*_i  meroedrisch 
isomorphen  Gruppe,  die  dadurch  erhalten  wird,  dass  man  in  den  Belationen 
für  die  Zusammensetzung  von  ®k—i  edle  infinitesimalen  Transformationen 
der  invarianten  Untergruppe  ©*  von  ®*_i  gleich  Null  setzt,  unter  @q 
die  Gruppe  G  selbst  verstanden.  Unter  diesen  Voraussetzungen  ist  die 
BeOie  der  Zusammensetzungen:   S^,  S^.  .  .,   u)enn  von  der   Anordnung 


*)  Leipz.  Ber.  1893,  S.  468  ff. 

**)  Der  entsprechende  Satz  der  Substitutionentheorie  ist  zaerst  von  Holder 
aufgestellt  und  bewiesen  worden  (s.  Math.  Ann.  Bd.  34,  S.  30—39,  1889). 
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ihrer  Glieder  abgesehen  wird,  gang  von  der  Wahl  der  Normalreihe:  6, 
®i,  ®2  . . .  unabhängig;  mit  andern  Worten:  Ist  6r,  F,,  Fg  . .  .  irgend 
eine  andre  Normalreihe  von  Untergruppen  von  G  und  sind:  E, ,  E, . . . 
die  Zusammensetzungen  von  einfachen  Gruppen,  die  durch  diese  Normd- 
reihe  bestimmt  sind,  so  kommt  jede  Zusammensetzung  aus  der  Beihe: 
@i^  @2  • '  •  ^^^  ^^  ^  Beihe:  E^  Eg . . .  vor  und  zwar  in  beiden  Reihen 
gleich  oft. 

Um  nun  diesen  Satz  zu  beweisen^  nehmen  wir  wie  auf  8.  705  an,' 
dass:  G,  &i,  ©^  . .  .  und:  6r,  F^,  Fg  .  . .  zwei  verschiedene  Normal- 
reihen von  Untergruppen  von  G  sind  und  dass  &i  und  Fj  nicht  zu- 
sammenfallen. Wir  setzen  weiter  voraus ,  dass  3^  und  F,  gerade  h 
unabhängige  infinitesimale  Transformationen  gemein  haben ^  dass  also 
®i  auf  die  Form:  ?)i/'- . .  2)r,— äA  Z^f.,,Zhf  gebracht  werden  kann 
und  Fl  auf  die  Form:  Yj/*. . .  Y^^nf,  Z^f.  . .  Z^f. 

Unter  diesen  Voraussetzungen  hat  die  Gruppe  G  selbst,  wie  wir 
auf  S.  706  sahen,  die  Form: 

?)/...  ?)r,-AA      Y/...Y,,_ä/*,      Z,f,.,Z,f, 

ihre  Zusammensetzung  wird  daher  durch  Gleichungen  von  der  Gestalt: 

mm  =S  ^'^'^'f  +S  ^'•'«^'^ 


(18) 


1 


h 


(Y.Y,)  =2  «/'•'Y/+^'  ß,,rZ,f 


1 

h 


1 


*  Q^,ntZtf 


l 
h 


'%'^f.)  -=2}  y-" '^'f'  (^"^"^  =2  ''""^^'f 

1  1 

(i,y=l...r, — Ä;  (W,  »=3  1...^, — A;   TT,  aas  1...A) 

bestimmt. 

Nach  S.  706  erzeugen:  Z^f .', .  Z^f  eine  A-gliedrige  invariante 
Untergruppe  H  von  G,  0^  und  Fj,  die  weder  in  einer  grosseren  in- 
varianten Untergruppe  von  ®i,  noch  in  einer  solchen  von  F^  steckt 
Ist  daher:  H,  H^,  ^2  •  •  •  ^i"^  Normalreihe  von  Untergruppen  von  H^ 
so  sind  zugleich:  G,  ®^,  H,  H^. , ,  und  G,  F^,  fl,  H^ , . .  zwei  neue 
Normalreihen  von  Untergruppen  von  G,  Wir  werden  zeigen,  dass 
unser  Satz  für  diese  beiden  neuen  Normalreihen  richtig  ist. 

Zu  diesem  Zwecke  brauchen  wir  offenbar  nur  zu  zeigen,  dass  die 
beiden  Zusammensetzungen  von  einfachen  Gruppen,  die  durch  die  Reihe 
der  Gruppen:   G,  ®^,  H  bestimmt  sind,  mit  den  beiden  Zusammeu- 
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Setzungen  von  einfachen  Gruppen,  die  ^durch:  G,  r^  H  bestimmt 
sind,  zusammenfallen.     Das  aber  ist  sehr  leicht. 

In  der  That,  die  invariante  Untergruppe  ®^  von  O  liefert  die  Zu- 
sammensetzung einer  einfachen  mit  G  isomorphen  Gruppe,  wenn  wir  in 

(18)  alle  infinitesimalen  Transformationen  von  @|  gleich  Null  setzeiK 
Die  Zusammensetzung  dieser  einfachen  Gruppe  wird  daher*  durch  die 
Gleichungen: 

(19)  (Y^Y0=2'«A*-'Y'/"     0.,.  =  i...^.-Ä) 

bestimmt.  Ferner  liefert  H  die  Zusammensetzung  einer  mit  ©j  iso- 
morphen Gruppe  und  zwar  wird  die  betreffende  Zusammensetzung 
offenbar  durch  die  Gleichungen: 

(20)  {%%)  =2}  ^iJ'  %f     U.  >  -  1  .  . .  ra  -  A) 

1 

bestimmt 

Andrerseits  wird  die  Zusammensetzung  der  mit  G  isomorphen 
einfachen  Gruppe,  die  F,  liefert,  offenbar  durch  die  Relationen  (20) 
dargestellt  und  die  Zusammensetzung  der  mit  F^  isomorphen  einfachen 
Gruppe,  die  H  liefert,  durch  die  Gleichungen  (19).  Demnach  liegt  auf 
der  Hand,  dass  die  beiden  Normalreihen:  6r,  &i,  JET,  H^  . , .  und: 
6r ,  r^  Hj  if]  .  . .  dieselben  Reihen  von  Zusammensetzungen  einfacher 
Gruppen  liefern. 

Nunmehr  braucht  blos  noch  gezeigt  zu  werden,  dass  die -beiden 
Normalreihen:  G,  ®i,  ®2  •  •  •  und  G,  ©j,  Ä,  H^. . ,  dieselben  Reihen 
von  einfachen  Gruppen  liefern  und  da^s  von  den  beiden  Normalreihen: 
6r,  Fl,  Fg . .  .  und:  G,  Fj,  JE?,  i/j . . .  das  Gleiche  gilt.  Das  aber 
.kommt  offenbar  darauf  hinaus,  unsem  Satz  für  die  beiden  Gruppen: 
&i  und  Fl  zu  beweisen.  £a  ist  klar,  dass  hierzu  nur  eine  genügend 
oft  wiederholte  Anwendung  der  eben  durchgeführten  Betrachtungen  er- 
forderlich ist. 

Dass  endlich  das  Theor.  63,  S.  704  eine  unmittelbare  Folge  unsers 
Satzes  ist,  liegt  auf  der  Hand.  Die  ganzen  Zahlen:  Ij,  U,  . . .,  die  im 
Sinne  von  Theör.  63  zu  der  Normalreihe:  G,  ®ö  ©s  ...  gehören, 
lassen  sich  nämlich  offenbar  auch  so  definiren:  U  ist  jedesmal  die 
Differenz  zwischen  der  Gliederzahl  einer  einfachen  Gruppe  von  der 
Zusammensetzung  @k  und  der  Gliederzahl  der  grössten  in  ihr  enthal- 
tenen Untergruppen.  Da  nun  die  beiden  Reihen  von  Zusammen- 
setzungen: (E^,  (£,...  und  E^,  Eg . . .  mit  einander  übereinstimmen,  so 
muss  dasselbe  auch  von  den  beiden  Reihen:  I^,  (^ . .  .  und  k^,  A^ . . 
von  ganzen  Zahlen  gelten. 
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Für  die  Zwecke  der  lut^rationstheorie  besitzt  der  Satz  5  gewisse 
Vorzüge  vor  dein  Theor.  63,  doch  wollen  wir  hier  nicht  darauf  eingehen. 

§  142. 
K 1 1 1  i  n  g. 

Seit  Juli  1884  hat  Eilling  eine  beträchtliche  Anzahl  von  Arbeiten 
über  endliche  continuirliche  Gruppen  veröffentlicht'*').  Einige  dieser 
Arbeiten  sind  von  sehr  untergeordnetem  Werthe,  die  meisten  dagegen 
haben  sogar  bedeutenden  Werth;  ihnen  allen  ist- aber  gemeinsam, 
dass  die  Darstellung  sehr  viel  zu  wünschen  übrig  lässt.  Die  Beweise 
sind  zum  Theil  nicht  in  Ordnung,  die  Fassung  der  Sätze  ist  nicht 
selten  unklar  oder  unrichtig.  Ueberhaupt  geht  Eilling  nur  zu  oft 
wirklichen  Schwierigkeiten  aus  dem  Wege  und  hilft;  sich  bei  yielen 
seiner  Behauptungen  damit,  dass  er  erklärt:  „auf  den  Beweis  glaube 
ich  nicht  eingehen  zu  sollen''. 

Als  er  seine  „Erweiterung  des  ßaumbegriffs''  schrieb,  kannte 
Eilling  die  gruppentheoretischen  Untersuchungen  Lies  noch  nicht; 
nicht  einmal  das  Wort  Gruppe  gebraucht  er,  sondern  er  sagt  dafür 
„ßaumform''.  In  §  3  und  4  dieser  Arbeit  leitet  er,  natürlich  unter 
Benutzung  andrer  Ausdrücke  die  beiden  Sätze  ab,  dass  r  unabhängige 
infinitesimale  Transformationen:  Xyf.,.  Xrf  einer  r-gliedrigen  Gruppe 
stets  in  Beziehungen  von  der  Form: 


r 

(21j  (Z,XO  =^' cu.  X/ 


(/,  *  =  l .  .  .  r) 


stehen  und  dass  hier  die  Constanten  c,t,  den  bekannten  Gleichungen: 
Cika  +  Ckis  =  0  u.  s.  w.  genügen.  In  beiden  Fällen  unterlässt  er  aber 
auf  die  ungleich  schwierigere  Umkehrung  dieser  Sätze  einzugehen. 
Auch  in  seinen  späteren  Arbeiten  erwähnt  er  nirgends,  dass  man  erst 
beweisen  muss,  dass  zu  jedem  Systeme  von  Cuts,  das  die  erwähnten 
Gleichungen  erfüllt,  r-gliedrige  Gruppen  von  der  Zusammensetzung 
Ciks  gehören. 


*)  Es  sind  das  die  folgenden:  Drei  Brannsberger  Programme:  Erweiternng 
des  Ranmbegrifiis  (1884);  Zur  Theorie  der  Lieschen  Transformationsgmppen  (1886); 
üeber  eine  gewisse  Determinante  (1889).  Femer  in  den  Maih.  Ann.:  vier  Arbei- 
ten über  die  Znsammensetzang  der  stetigen  endlichen  Transformationsgruppefl: 
Bd.  31,  S.  252-290;  Bd.  33,  S.  1—48;  Bd.  34,  S.  67—122;  Bd.  36,  S.  161-189;  je 
eine  Arbeit  über  die  Erweiterung  des  Begriffs  der  Invarianten  and  über  die 
grössten  Untergruppen  endlicher  Gruppen :  Bd.  36,  S.  428—432  und  Bd.  36,  S.  239 
—264.    Endlich  die  Arbeit  über  die  Grundlagen  der  Geometrie,  Grelle,  Bd.  K^- 
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In  dem  §  3  giebt  er  ferner  einen  allerdings  ungenügenden  Beweis 
fQr  den  Satz,  dass  die  endlichen  Transformationen  zweier  eingliedriger 
Gruppen:  Xf  und  Yf  dann  und  nur  dann  mit  einander  vertauschbar 
sind,  wenn  (X  Y)  e^  0  ist.  Dazu  fügt  er  zwei  Sätze,  die  beide  falsch 
sind.  Der  erste  sagt  aus,  dass  jede  n-gliedrige  Gruppe  des  22»;  die 
aus  paarweise  vertauschbaren  Transformationen  besteht  und  in  der 
keine  zwei  infinitesimalen  Transformationen  die  Bahncurven  gemein 
haben,  mit  der  Gruppe  der  Translationen  ähnlich  sei.  Dieser  Satz 
ist  für  n  >  2  unrichtig,  wie  schon  die  Gruppe: 

zeigt.  Der  zweite  Satz  sagt  aus,  dass  für  r>n  jede  r-gliedrige 
Gruppe  von  vertauschbaren  Transformationen  des  i2„  mindestens  zwei 
unabhängige  infinitesimale  Transformationen  mit  gemeinsamen  Bahn- 
curven enthalte.  Auch  dieser  Satz  ist  für  n  >  2  falsch,  wie  man  so- 
fort an  der  Gruppe: 

Pl }  Pi }  ^3  P\  +  ^8  P2 »  ^3  Pi  \  ^^Pt 
erkennt.  Endlich  theilt  Eilling  in  §  3  noch  einen  Satz  mit,  der 
allerdings  neu  und  richtig  ist,  er  giebt  aber  keinen  Beweis  dafür;  wir 
meinen  den  Satz,  dass  jede  Gruppe  mit  mehr  als  drei  Parametern 
immer  unabhängige  infinitesimale  Transformationen  enthält,  die  mit 
einander  vertauschbar  sind  (vgl.  S.  756). 

In  §  5  und  6  folgen  einige  Betrachtungen  über  zwei-  und  drei- 
gliedrige Gruppen,  sie  enthalten  aber  nichts  nennenswerthes  Neues. 
In  §  7  endlich  steht  ein  Satz,  der  gänzlich  in  der  Luft  schwebt: 

,^wei  Raumformen,  für  welche  die  in  den  Gleichungen  (6)  auf- 
tretenden Constanten  a*)  denselben  Werth  haben,  können  stetig  so  auf 
einander  abgebildet  werden,  dass  diese  Beziehung  bei  jeder  Bewegung 
der  einen  Raumform  bestehen  bleibt,  wenn  gleichzeitig  die  andere  in 
entsprechender  Weise  bewegt  wird." 

Es  hat  offenbar  keinen  Zweck,  den  Sinn  dieser  Worte  ergründen 
zu  wollen. 

In  seinem  1886er  Programm  erkannt«  Killing  an,  dass  ,yder  ganze 
Inhalt  der  §§  3  und  4  seiner  frühern  Arbeit  zuvor  von  Herrn  Lie 
gefunden  und  veröffentlicht  worden  sei'',  später  aber  (s.  Math.  Ann. 
Bd.  34,.  S.  58  Anm.)  glaubte  er,  dieses  Zugeständniss  wieder  einschrän- 
ken zu  müssen,  indem  er  hervorhob,  dass  einige  der  in  diesen  Para- 
graphen enthaltenen  kleineren  Einzelheiten  zuerst  von  ihm  angegeben 
seien.    In  Wahrheit  verhält  es  sich  so:  Mit  Ätisnahme  des  uniewiesmen 


*)  Eb  sind  das  die  c.j^^  in  den  Gleichungen  (21). 

Lie,  Theorie  der  Trensformationsgruppen.  III.  49 
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Satzes  y  dass  jede  Gruppe  mit  mehr  als  drei  Parametern  vertauschbare 
infinitesimale  Transformationen  enthält,  gehören  die  richtigen  unter  den 
Sätzen  jener  Paragraphen  Lie,  die  falschen  gehören  Killing. 

In  dem  soeben  erwähnten  1886er  Programm  stellt  Eilling  in  §  2 
ohne  Beweis  einen  beachtenswerthen  Satz  auf;  den  wir  so  aussprechen 
können : 

Satz  6.  Sind  S  und  T  zwei  endliche  Transformationen  der  r-gUed- 
rigen  Gruppe:  X^f.  . .  Xrf,  so  gehört  die  Transformation:  STS'^^T"^ 
stets  der  ersten  Derivirten  der  Gruppe:  X^f . . .  Xrf  an. 

In  §  3  leitet  er  aus  den  Relationen  zwischen  den  dkg  andre  Rela- 
tionen ab  y  die  er  in  §  5  benutzt,  um  die  Invarianten  der  zur  Adjun- 
girten  dualistischen  Gruppe  zu  untersuchen.  Die  Sätze,  die  sich  dabei 
ergeben,  sind  leider  sehr  unklar  gefasst.  In  §  6  beweist  er  den  Satz^ 
dass  in  jeder  r-gliedrigen  Gruppe:  X^f , ,  .Xrf  die  eine  dreigliedrige 
invariante  Untergruppe:  X^f,  X^f,  X^f  ohne  vertauschbare  infinitesi- 
male Transformationen  enthält,  X^f .  . .  Xrf  so  wählbar  sind,  dass  sie 
mit  X^fj  X^f,  X^f  vertauschbar  werden  (vgl.  S.  737  f.).  Die  übrigen 
Sätze  des  §  6  sind  zum  Theil  unrichtig  formulirt. 

Die  Arbeit  über  die  Erweiterung  des  Begriffis  der  Invarianten 
haben  wir  schon  auf  S.  296  erwähnt,  sie  enthält  kein  einziges  Ergeb- 
nisse das  zugleich  neu  und  richtig  ist. 

Den  Ausgangspunkt  für  die  gruppentheoretischen  Arbeiten  Eil- 
ling s  haben  seine  Untersuchungen  über  die  Grundlagen  der  Geometrie 
gebildet;  hauptsächlich  im  Interesse  dieser  Untersuchungen  hat  er 
sich  mit  der  Gruppentheorie  beschäftigt.  Um  so  merkwürdiger  ist  es, 
dass  er  seine  wirklich  werthvollen  gruppentheoretischen  Arbeiten,  näm- 
lich die  über  Zusammensetzung,  in  seinen  Untersuchungen  über  die 
Grundlagen  der  Geometrie  fast  gar  nicht  verwerthet  und  dass  seine 
neueste  grosse  Abhandlung  über  die  Grundlagen  der  Geometrie  so 
ziemlich  verfehlt  ist  Wir  haben  über  diese  letztere  Arbeit  schon  auf 
S.  532  ff.  gesprochen,  wir  begnügen  uns  daher  jetzt  mit  einer  kurzen 
Bemerkung.     . 

Killing  wiederholt  ohne  wesentliche  Aenderung  Lies  ursprüng- 
liche Begründung  von  Riemanns  Hauptergebniss,  dass  nämlich,  sobald 
ein  quadratisches  Bogenelement  und  ausserdem  freie  Beweglichkeit  im 
Infinitesimalen  vorhanden  ist,  nur  die  Euklidischen  und  die  Nicht- 
euklidischen  Bewegungen  möglich  sind.  Er  rühmt  sodann  die  Ein- 
fachheit seiner  Begründung  und  sagt;  dass  er  aus  der  Lieschen 
Theorie  der  Transformationsgruppen  nur  ein  paar  Sätze  benutzt  habe. 
Er  vergisst  gauz,  dass  er  sich  nicht  nur  auf  Lies  Theorie  der  Aehn- 
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lichkeit  gestützt  hat,  sondern  auch  auf  das  schwierige  Theor.  110, 
S.  614  von  Abschn.  I. 

Lies  Begründung  der  Riemannschen  Resultate  ist  gewiss  nicht 
einfach,  auf  dem  von  Lipschitz  eingeschlagenen  Wege  lassen  sich 
diese  Resultate  in  viel  elementarerer  Weise  ableiten;  aber  das  Inter- 
esse der  Lieschen  Begründung  liegt  auch  auf  ganz  andern  Gebieten. 

In  den  bisher  besprochenen  Eillingschen  Arbeiten  sind  nicht 
allzuviel  Ergebnisse  enthalten,  die  richtig  und  neu  sind.  Bewiesen 
richtig  und  neu  sind  noch  viel  weniger.  Wir  halten  es  daher  für  un- 
nöthig  im  Einzelnen  nachzuweisen,  dass  Eilling  vielfach  die  Be- 
ziehungen seiner  Untersuchungen  zu  denen  Lies  unrichtig  darstellt. 

Wir  kommen  jetzt  zu  den  bei  Weitem  wichtigsten  unter  Kil- 
lings  Arbeiten,  zu  seinen  allgemeinen  Untersuchungen  über  die  Zu- 
sammensetzung der  endlichen  continuirUchen  Gruppen.  Leider  ist 
auch  in  diesen  Arbeiten  die  Darstellung  unbefriedigend  und  die  Be- 
weise sowie  die  Sätze  sind  zum  Theil  unzuverlässig.  Es  war  deshalb 
unbedingt  nöthig  eine  Nachprüfung  der  Killingschen  Ergebnisse  vor- 
zunehmen. Einige  Beiträge  zu  einer  solchen  Nachprüfung  hatte  bereits 
Engel  geliefert,  neuerdings  aber  hat  Cartan*)  diese  Aufgabe,  wie 
es  scheint,  mit  grossem  Erfolge  in  Angriff  genommen  und  hat  die 
Richtigkeit  der  wichtigsten  Ergebnilsse,  zu  denen  Killing  gelangt  war, 
bestätigt  gefunden. 

Durch  die  Relationen: 

r 

(21)  (X,X,)'='^'Cn.X.f, 

1 

die  zwischen  den  r  unabhängigen  infinitesimalen  Transformationen 
einer  r-gliedrigen  Gruppe  bestehen,  war  Lie  auf  den  Begriff  der  Zu- 
sammensetzung einer  r-gliedrigen  Gruppe  geführt  worden.  Die  Con- 
stanten Caay  die  die  Zusammensetzung  bestimmten,  genügten  einmal 
den  Relationen: 

(22)  Ciks  +  Ckis  =  0       (/,*.  «=l...r) 

und  dann  den  Relationen: 


'  ^  (pikti 


(23)  '  ^  {CiktCrjs  +  CkjrCfi,  +  C^itCri,)  =  0 

\  (I,  A,  >,  A  =  1  .  . .  r)  . 

Umgekehrt   Hess    sich   nachweisen,   dass   r*  Constanten   c,*,,   die   den 
Gleichungen  (22)  und  (23)  genügten,  stets  die  Zusammensetzung  einer 

*)  C.  ß.  1893,  Bd.  116,  S.  784  u.  962;  Leipz.  Ber.  1893. 

49* 
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r-gliedngen  Gruppe  bestimmten.  Demnach  war  hierdurcb  die  Auf- 
gabe, alle  Zusammensetzungen  r-gliedriger  Gruppen  zu  finden,  auf  ein 
algebraisches  Problem  zurückgeführt,  nämlich  auf  das  Problem,  alle 
Systeme  von  r^  Constauten  Cik,  zu  finden,  die  den  Gleichungen  (22) 
und  (23)  genügen,  und  diese  Systeme  auf  möglichst  einfache  Normal- 
formen zu  bringen  (vgl.  Abschn.  I,  S.  289  fif.  und  S.  297  ff.). 

Lie  selbst  hat  dieses  algebraische  Problem  nur  für  kleine  Werthe 
von  r  (für  r  <  7)  behandelt  und  erledigt^  seine  allgemeinen  Sätze  über 
Zusammensetzung  hat  er  dagegen  auf  anderm  Wege  gefunden  (vgl. 
Kap.  28).  Erst  Eilling  hat  das  ganze  Problem  in  voller  Allgemein- 
heit in  Angriff  genommen  und  neue  Wege  zu  seiner  Behandlung  er- 
öfliiet.  Wenn  wir  jetzt  zur  Besprechung  dieser  Killingschen  Unter- 
suchungen übergehen,  so  müssen  wir  uns  allerdings  sehr  beschränken; 
schon  der  Baum  erlaubt  uns  nicht,  mehr  zu  bieten  als  eine  kurze 
Uebersicht  über  ihre  wichtigsten  Ergebnisse. 

Eilling  geht  aus  von  der  Aufgabe,  die  Lie  schon  1876  in  Bd.  I 
seines  norwegischen  Archivs  behandelt  und  erledigt  hat,  von  der  Auf- 
gabe nämlich,  eine  solche  zweigliedrige  Untergruppe  einer  r-gliedrigen 
Gruppe  zu  finden,  der  eine  gegebene  eingliedrige  Gruppe:  EekXkf 
augehört  (vgl.  Abschn.  I,  S.  590  f.).  Setzt  man  voraus,  dass  die  ein- 
gliedrige Gruppe:  EekXkf  nicht  die  erste  Derivirte  der  betreffenden 
zweigliedrigen  ist,  was  -sie  offenbar  im  Allgemeinen  nicht  sein  wird, 
so  kommt  diese  Aufgabe  darauf  hinaus,  A^  ...  Ar  und  o  so  zu  be- 
stimmen, dass  die  Gleichung: 

r  r  r 

C24)  (^e,X,f,     ^JXjXA  =  a>^'X.X.f 

^      1  1  1 

besteht,    ohne  dass  die  Xk  den  Ck  proportional    sind.     Die   Gleichung 

(24)  nun  zerlegt  sich  in  die  folgenden: 

r  r 

(25)  ^J  kj  ^  CkjsCk  =  oXs       («= 1  . . .  r) , 

1  1 

die  nur  bestehen  können,  wenn   cj   eine  Wurzel  der  Gleichung  r-ten 
Grades: 

l...r 

k 
0,  »=3l  .  ..  r)  \ 

ist.     Hat  diese  Gleichung*)  eine   von   Null    verschiedene  Wurzel,   so 

*)  Killing  nennt  sie  die  charakteristische  Gleichung  der  Gruppe:  X^f.-.X  /", 
dabei  denkt  er   sich   die  e  als  ganz  willkürlich.     Haben  aber  die  e^  bestimmte 


(26)  ^  = 
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kann  man  immer  durch  geeignete  Wahl  der  X  die  Gleichungen  (25) 
befriedigen,  ohne  dass  die  A«  den  ejt  proportional  sind. 

Aus  dem  auf  S.  673  Gesagten  geht  hervor,  dass  (d  »=  0  immer 
eine  Wurzel  der  Gleichung  (26)  ist,  dass  also  die  Determinante  ^  die 
Form: 

(27)     z/  =  (ö'"  —  ^i(e)a)'— 1  +  tl;^(e)o'"'^  ~ 1-  (— l)»— i^^_i(e)(D 

besitzt,  wo  ^^  eine  ganze  homogene  Function  A;-ter  Ordnung  von  den 
e  ist.  Eilling  beweist  nun,  dass  die  Functionen  ^^(ß)  sämmtlich  In- 
varianten*) der  adjungirten  Gruppe: 

1  ...r 

Ekf=^cjk,ej^    (fc  =  i...r) 

der  Gruppe:  X^^f . . .  Xrf  stnd.  Er  benutzt  dazu  gewisse  Relationen, 
die  er  aus  den  Gleichungen  (22)  und  (23)  für  die  Cik»  ableitet,  etwas 
einfacher  gestaltet  sich  aber  der  Beweis,  wenn  man  mit  Engel  von 
der  Form  (26)  der  Determinante  ^  ausgeht,  da  lässt  sich  nämlich 
(vgl.  Math.  Ann.  Bd.  31,  S.  262  Anm.)  direct  durch  Benutzung  der 
Gleichungen  (22)  und  (23)  zeigen,  dass  Ek^  ^  0  ist.  Uebrigens  ist 
auch  von  vornherein  klar,  dass  das  cd  in  der  Gleichung  (24)  eine 
irrationale  Invariante  der  adjungirten  Gruppe  ist  und  dass  infolge- 
dessen die  Goefficienten  der  Gleichung  (27)  rationale  Invarianten  sind. 
Auf  die  Invarianten  ^i(e)  .  . .  ^r— 1(^)  gründet  Eilling  eine  bemer- 
kenswerthe  Classification  der  r-gliedrigen  (Gruppen.  Er  sagt  nämlich, 
dass  die  Gruppe:  X^f . .  .  Xrf  den  Eang  l  habe,  wenn  sich  unter  den 
r  —  1  Functionen  ^x  . . .  i^r—i  gerade  l  von  einander  unabhängige  be- 
finden**). Verschwinden  daher  die  tpt  für  alle  Werthe  der  e  identisch, 
so  hat  man  es  mit  einer  Gruppe  vom  Range  Null  zu  thun;  eine  solche 
Gruppe  enthält  offenbar  lauter  zweigliedrige  Untergruppen  mit  ver- 
tauschbaren Transformationen.  Natürlich  ist  der  Rang  einer  Gruppe 
höchstens  %o    gross,    wie   die    Zahl    der   von   einander   unabhängigen 


Worthe,  hat  man  es  also  mit  einer  bestimmten  Trannformation  2^e^  Xj^f  zu  thun, 
80  wird  man  am  Besten  sagen:  die  zur  Transformation:  Scj^X^f  gehörige  charak- 
teristische Gleichung. 

*)  In  seiner  anf  S.  768,  Anm.  angefahrten  Programmarbeit  von  1889  theiit 
Killing  gewisse  einfacher  gebildete  Invarianten  der  adjnngirten  Gruppe  mit,  die 
sich  ganz  und  rational  durch  die  i/;^  und  durch  die  sich  wiederum  die  ^^  ganz 
und  rational  ausdrücken  lassen. 

**)  Zum  Beispiel  hat  die  allgemeine  projective  Gruppe  des  Jß^  gerade  den 
Bang  l;  Killing  giebt  sehr  einfache  Ausdrücke  für  l  unabhängige  Invarianten 
der  Adjungirten  dieser  Gruppe  und  ebenso  für  die  Invarianten  der  Adjungirten 
gewisser  andrer  Gruppen. 
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Invarianten  der  adjongirten  Gruppe;  wenn  daher  in  der  Determinante 
^  für  (0  =  0  alle  (w+  1)- reihigen  Determinanten  verschwinden,  nicht 
aber  alle  m- reihigen,  so  ist  l^r  —  m.  Hieraus  ergiebt  sich,  dass  l 
niemals  grosser  ist  als  die  Anzahl  der  verschwindenden  Wurzeln  der 
Gleichung  (26). 

Die  Invarianteneigenschaft  der  Functionen  tlfk(fi)  führt  zu  einem 
einfachen  Beweise  des  Satzes  21,  S.  745,  den  wir  damals  ohne  Beweis 
mittheilten.  Sind  nämlich  nicht  alle  ^ib(ß)  identisch  null,  so  hat  die 
adjungirte  Gruppe  offenbar  mindestens  eine  Invariante,  die  eine  homo- 
gene Function  aber  nicht  von  nuUter  Ordnung  ist;  verschwinden  andrer- 
seits alle  tl^k  identisch,  so  enthält  die  Gruppe:  X^f,..Xrf  nur  zwei- 
gliedrige Untergruppen  mit  vertauschbaren  Transformationen,  die  In- 
varianten ihrer  adjungirten  Gruppe  können  daher  ebenfalls  nicht  alle 
homogen  von  nullter  Ordnung  sein. 

Eilling  hat  übrigens  einen  Satz  bewiesen,  der  den  eben  be- 
sprochenen umfasst,  er  lautet  so*): 

Satz  7.  Besteht  zwischen  zwei  vmi  einander  unoibhängigeti  infini- 
tesimalefi  Transformationen:  UckXkf  und  UXjXjf  einer  r-gliedrigen 
Gruppe  eine  Beziehung  von  der  Form: 

r  r  r 

1  11 

WO  Q^Q  ist,  so  verschwinden  alle  Wurzeln  der  charaJcteristischen  Glei- 
chung, die  zu  der  Transformation  SckXkf  gehört, 

üeber  die  Gruppen  vom  Range  Null  hat  Killing  eine  Reihe 
von  Sätzen  aufgestellt,  die  aber  zum  Theil  der  Berichtigung  bedürfen. 
Wir  erwähnen  nur  die  folgenden:  Jede  Gr  vom  Range  Null  ist  in- 
tegrabel,  sie  enthält  mindestens  eine  ausgezeichnete  infinitesimale  Trans- 
formation und  ihre  erste  Derivirte  ist  höchstens  (r — ^.2)-gliedrig.  Die 
Integrabilität  folgt  ohne  Weiteres  daraus,  dass  jede  zweigliedrige 
Untergruppe  von  Gr  aus  paarweise  vertauschbaren  Transformationen 
besteht  und  dass  Gr  infolgedessen  keine  dreigliedrige  einfache  Gruppe 
enthalten  kann  (s.  Satz  2,  S.  757).  Aus  der  Integrabilität  ergiebt 
sich,  dass  die  Gr  mindestens  eine  invariante  eingliedrige  Untergruppe 
enthält,  und  deren  infinitesimale  Transformation  ist  augenscheinlich  in 

*)  £inen  andern  von  £ngel  herrührenden  Beweis  dieses  Satzes  hat  Um- 
laaf  in  seiner  Dissertation  (Ueber  die  Zasammensetzung  der  Gruppen,  insbe- 
sondre der  vom  Range  Null,  Leipzig  1891)  mitgetheilt  (S.  19  ff.).  Es  wird  da  direct 
gezeigt,  dass  in  einer  endlichen  continuirlichen  Gruppe  eine  infinitesimale  Trans- 
formation Xf  niemals  zwei  zweigliedrigen  Untergruppen:  »X/",  Yf  und  Xf^  Z( 
derart  angehören  kann,  dass  zu  gleicher  Zeit:  {^XY)=Yf  und:  (XZ)  =  Xf  ist. 


Die  gruppentheoretiscben  Arbeiten  Andrer.  775 

Gr  ausgezeichnet.  Den  Beweis  dafür ,  dass  die  erste  Derivirte  der  Gr 
(r  —  2)-gliedrig  ist,  lese  man  in  der  vorhin  angeführten  Dissertation 
von  Umlauf  nach,  in  der  nach  einer  von  Engel  ang^ebenen  Methode 
die  Zusammensetzungen  aller  Gruppen  vom  Range  Null  mit  weniger 
als  zehn  Parametern  aufgestellt  sind. 

Eilling  hat  ferner  die  Gruppen  untersucht,  bei  denen  die  charak- 
teristische Gleichung  (26)  blos  eine  verschwindende  Wurzel  besitzt,  es 
sind  das  offenbar  Gruppen  vom  Bange  1.  Unter  der  Voraussetzung, 
dass  die  betreffenden  Gruppen  ihre  eignen  ersten  Derivirten  sind  und 
dass  die  charakteristische  Gleichung  keine  vielfachen  Wurzeln  besitzt, 
beweist  er,  dass  die  Gliederzahl  r  ungerade  ist  und  bestimmt  die 
möglichen  Zusammensetzungen.  Wir  können  sein  Ergebniss  so  aus- 
sprechen: für  r  >3  ist  jede  .Gruppe  von  der  besprochenen  Beschaffen- 
heit gleichzusammengesetzt  mit  der  {2n  -j-  3)-gliedrigen  projectiven 
Gruppe  eines  gewissen  R^n,  bei  der  die  unendlich  ferne  (2n — l)-fach 
ausgedehnte  Ebene  E^n-^i  des  üsny  ferner  die  Volumina  und  endlich 
eine  möglichst  gekrümmte  rationale  Curve  (2n  —  l)-ter  Ordnung  auf 
E^n—i  invariant  bleibt.  Auch  den  Fall  vielfacher  Wurzeln  hat  Eil- 
ling behandelt,  jedoch  befinden  sich  da  in  seinen  Entwicklungen 
einige  Lücken,  wir  gehen  deshalb  nicht  darauf  ein. 

Wir  kommen  jetzt  zu  den  allgemeinen  Untersuchungen,  die  Eil- 
ling zur  Bestimmung  aller  Zusammensetzungen  von  einfachen  Gruppen 
geführt  haben.  Wir  müssen  uns  leider  versagen,  diese  Untersuchungen 
genauer  zu  besprechen  und  können  nur  einige  Hauptpunkte  heraus- 
greifen. 

Killing  beweist  zunächst  den 
'  Satz  8.  Rat  die  charakteristische  Gleichung  (26)  der  Gruppe:  X^f 
.  .  .  Xrf  hei  beliebigen  Werthen  der  e  gerade  m  verschwindende  Wurzeln, 
so  gehört  jede  infinitesifnale  Transformation:  ZckXkf  von  allgemeiner 
Lage  einer  m-gliedrigen  Untergruppe  vom  Range  Null  an.  Seist  man 
2JekXkf=  Yrf,  so  kann  die  Gruppe  eine  solche  Form:  Y^f . . ,  Yrf 
erhalten^  dass:  Yrf,  Yr—if...  Yr^m+if  diese  m-gliedrige  Untergruppe 
vofn  Bange  Null  ist  und  dass  Relationen  von  der  Form: 

r — m 

(28)  {Yr^kYj,,)  =^/CA/.rYy/      (*  •=  0,  1  . .  .  m  -  1;  .a  =  1 .  .  .  r  -  m) 

1 

bestehen,  wo  die  Determinante  der  (r  —  my  Constanten:  Co^y  nicht  ver- 
schwindet. 

Eilling  behauptet  auch,  dass  die  hier  erwähnte  m-gliedrige 
Untergruppe  vom  Range  Null  immer  dann  aus  paarweise  vertausch- 
baren Transformationen  bestehe,  wenn  die  r-gliedrige  Gruppe   keine 


776  Abiheilang  VI.    Kapitel  29.    §  142. 

ausgezeichnete  infinitesimale  Transformation  enthalte.  In  dem  Fall, 
dass  alle  nicht  verschwindenden  Wurzeln  der  zu  UetXkf  gehörigen 
charakteristische^^  Gleichung  von  einander  verschieden  sind,  ist  das 
sehr  einfach  zu  beweisen;  ob  es  aber  Eilling  auch  fQr  den  Fall 
mehrfacher  Wurzeln  wirklich  bewiesen  hat,  das  wagen  wir  nicht  zu 
entscheiden. 

Von  der  in  Satz  8  angegebenen  Normalform  der  Gruppe:  X^f,,, 
Xrf  ausgehend y  untersucht  Killing  nun  die  Beziehungen  zwischen 
den  Wurzeln  der  charakteristischen  Gleichung,  die  zu  einer  beliebigen 
Transformation  der  m-gliedrigen  Untergruppe  vom  Bange  Null:  Yrf 
...  Fr—w+i/*  gehört  Unter  der  Voraussetzung,  dass  die  nicht  ver- 
schwindenden Wurzeln  der  zu  Yrf  gehörigen  charakteristischen  Glei- 
chung alle  von  einander  verschieden  sind,  dass  femer  die  Gruppe: 
Xj/*. . .  Xrf  ihre  eigne  erste  Derivirte*)  ist  und  dass  sie  überdies  keine 
ausgezeichneten  infinitesimalen  Transformationen  enthält,  ergeben  sich 
die  merkwürdigsten  Beziehungen  zwischen  diesen  Wurzeln.  Nament- 
lich ist  es  überraschend,  dass  zwischen  den  r  —  m  nicht  verschwin- 
denden Wurzeln  m  lineare  homogene  Gleichungen  mit  ganzzahligen 
Coefficienten  bestehen,  die  sich  nach  m  von  den  Wurzeln  auflösen 
lassen.  Ausserdem  zeigt  sich,  dass  m  der  Rang  der  Gruppe:  XJ,,, 
Xrf  ist. 

Die  gewonnenen  Beziehungen  zwischen  den  Wurzeln  setzen  nun 
Killing  in  den  Stand,  mit  Erfolg  die  Bestimmung  aller  Zusammen- 
setzungen von  einfachen  Gruppen  in  Angrilf  zu  nehmen.  Er  stützt 
sich  dabei  namentlich  auf  die  zuerst  von  Lipschitz  aufgestellten 
Kriterien  für  die  Periodicität  einer  linearen  homogenen  ganzzahligen 
Substitution  und  macht  so  diese  algebraischen  Tintersuchungen  für  die 
Theorie  der  continuirlichen  Transformatiousgruppen  nutzbar.  Seine  von 
Gart  an  bestätigten  Ergebnisse  gehen  dahin,  dass  es  ausser  den  vier 
grossen  von  Lie  angegebenen  Klassen  von  einfachen  Gruppen  (s.  S.  682) 
nur  noch  eine  endliche  Zahl  Zusammensetzungen  von  einfachen  Grup- 
pen  giebt,  nämlich  noch  fünf  mit  den  Gliederzahlen:  14,  52,  78,  133, 
248**).  Im  allgemeinen  giebt  es  für  jeden  Werth  der  Zahl  l  grade 
vier  einfache  Gruppen  vom  Range  Z,  nämlich  die  vier  Gruppen,  die 
den  vier  Lieschen  Klassen  angehören,  für  einzelne  Werthe  von  l 
verhält  sich  jedoch  die  Sache  anders.  Für  1=1  enthält  die  eine  der 
vier  Klassen   gar    keine  Gruppe   und   die   drei   andern   enthalten   drei 


♦♦^ 


^)  Killing  sagt  dafür:  sie  ist  ihre  eigne  Hanptnntergmppe. 

*)  Killing  führt  an,  dass  es  zwei  verschiedene  Gruppen  mit  je  52  Para- 
metern giebt,  Cartan  hat  jedoch  bemerkt,  dass  diese  beiden  Gruppen  gleichzu- 
sammeDgesetet  sind. 
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gleichzusammeDgesetzte  Gruppen.  Für  l  =  2  enthält  eine  der  vier 
Klassen  keine  einfache  Gruppe  und  die  drei  andern  liefern  drei  Gruppen, 
von  denen. zwei  gleichzusammengesetzt  sind,  dafür  giebt  es  aber  noch 
eine  14-gliedrige  einfache  Gruppe  vom  Range  2.  Für  Z>3  liefern  die 
vier  Klassen  stets  lauter  verschiedene  einfache  Gruppen,  es  kommt 
aber  für  Z  «=  4,  6,  7,  8  noch  je  eine  singulare  einfache  Gruppe  hinzu, 
mit  bezüglich  52,  78,  133,  248  Parametern. 

Besonderes  Interesse  haben  natürlich  die  fiinf  einfachen  Gruppen, 
die  für  sich  allein  dastehen  und  keiner  Klasse  von  unendlich  vielen 
einfachen  Gruppen  angehören.  Kill  in  g  hat  die  Zusammensetzung 
der  14-gliedrigen  einfachen  Gruppe  vollständig  und  die  Zusammen- 
setzungen der  übrigen  wenigstens  theilweise  berechnet^  er  selbst  aber 
hat  keine  Gruppe  von  derartiger  Zusammensetzung  aufgestellt.  Für 
die  14-gliedrige  einfache  Gruppe  haben  zuerst  Cartan  und  Engel 
gleichzeitig  zwei  Repräsentanten  im  R^  veröflFentlicht  (vgl.  S.  763). 
Cartan  hat  ferner,  wie  er  in  einer  demnächst  erscheinenden  Arbeit*) 
mittheilt,  auch  für  die  vier  übrigen  Zusammensetzungen  Repräsentant 
ten  gefunden,  die  aber  noch  der  Veröffentlichung  harren. 

Kill  in  g  hat  sich  nicht  mit  der  Bestimmung  aller  Zusammen- 
setzungen von  einfachen  Gruppen  begnügt,  sondern  auch  äusserst  wich- 
tige Sätze  über  die  Zusammensetzung  beliebiger  Gruppen  aufgestellt. 
Obwohl  die  Beweise  dieser  Sätze  bei  Killing  nicht  mit  der  nöthigen 
Strenge  geführt  sind,  so  sind  doch  nach  Cartans  Angabe  glücklicher- 
weise die  Sätze  richtig.  Wir  begnügen  uns  mit  der  Mittheilung  der 
nachstehenden: 

Satz  9.  Enthält  die  erste  Derivirte  einer  r-gliedrige  Gruppe  keine 
dreigliedrige  einfache  Untergruppe,  so  hat  sie  den  Hang  Null**). 

Hierauf  folgt,  dass  die  erste  Derivirte  einer  integrabeln  Gruppe 
stets  den  Rang  Null  hat.  Es  ist  klar,  dass  hierdurch  die  Bestimmung 
aller  r-gliedrigen  integrabeln  Gruppen  auf  die  Bestimmung  aller  Grup- 
pen vom  Range  Null  mit  weniger  als  r  Parametern  zurückgeführt  ist. 
Schon  für  die  Bestimmung  aller  integrabeln  Gruppen  mit  vier  .Para- 
metern ist  das  von  wesentlichem  Nutzen,  wieviel  mehr,  wenn  man  die 
integrabeln  Gnippeu  mit  fünf  und  mehr  Parametern  sucht  (vgl.  S.  737). 


*)  Leipz.  Ber.  1898,  S.  396—420. 
**)  Hier  verdient  auch  ein  Satz  erwähnt  zu  werden,  den  Cartan  allerdinjfs 
ohne  Beweis  veröffentlicht  hat.  Dieser  Satz  sagt  aus,  dass  die  r-gliedrige 
Gruppe:  X^f,,,X^f  dann  und  nur  dann  integrabel  ist,  wenn  die  Function  i/>,  (e) 
für  alle  Transformationen:  Scj^XjJ'  der  ersten  Derivirten  der  Gruppe  ver- 
schwindet. 
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Satz  10.     Jede  endliche  continuirliche  Gruppe  G  kann  auf  die  Form: 

gebracht  werden^  wo  J,  E^ , . ,  Em  Untergruppen  sind,  von  denen  keine  gmi 
eine  infinitesimale  Transformation  gemein  haben  und  deren  Gliederzahkn 
zusammen  gleich  der  Gliederzahl  von  G  sind.  Man  kann  es  dabei  so 
einrichten,  dass  J  die  grösste  in  G  enthaltene  invariante  integrable  Gruppe 
ist,  dass  jede  der  Gruppen  E,  . . .  E^  einfach  und  mindestens  dreigliedrig 
ist  und  dass  jedesmal,  wenn  i  =^k  ist,  die  infinitesimalen  Transforma- 
tionen von  Ei  mit  denen  von  Ek  vertauschbar  sind 

Dieser  SatZ;  der  wesentlich  weiter  geht  als  das  Theor.  63^  S.  704 
und  der  Satz  5;  S.  765,  ist  auch  für  die  Integrationstheorie  von  sehr 
grosser  Bedeutung. 

Endlich  hat  Killing  auch  Untersuchungen  angestellt  über  die 
grössten  Untergruppen,  die  in  einer  einfachen  Gruppe  enthalten  sein 
können.  Er  hat  dabei  nicht  blos  die  später  zu  erwähnenden  Wer- 
nerschen  Resultate  über  die  grössten  Untergruppen  der  projectiTen 
Gruppe  einer  (w — l)-fach  ausgedehnten  Mannigfaltigkeit  zweiten 
Grades  im  Rn  bestätigt ,  sondern  auch  die  grössten  Untergruppen  der 
projectiven  Gruppe  des  linearen  Complexes  im  Rin-^i  bestimmt,  was 
Lie  bisher  nur  fQr  den  22g  ausgeführt  hatte. 

So  kurz  unser  Bericht  über  diese  Killingschen  Arbeiten  auch  ist; 
so  wird  der  Leser  doch  daraus  erkennen  können,  dass  die  Ergebnisse 
dieser  Arbeiten  äusserst  wichtig  sind.  Wenn  auch  die  Darstellung 
und  die  Beweise  Killings  an  vielen  Mängeln  leiden,  so  kann  doch 
Niemand  leugnen,  dass  Eil ling  neue  und  fruchtbare  Methoden  geschaffen 
hat,  die  die  Erledigung  des  allgemeinen  Problems  der  Bestimmung 
aller  möglichen  Zusammensetzungen   ausserordentlich  gefordert  haben. 

§  143. 
Study. 

Study  ist  der  erste,  der  den  Zusammenhang  zwischen  den  höhe- 
ren eomplexen  Zahlen  und  den  Transformationsgruppen  vollständig 
aufgeklärt  und  erschöpfend  dargestellt  hat*). 

Ist:  :i\c^-{-  •  .  -f  ^nCn  ein  geschlossenes  System  von  eomplexen 
Zahlen  mit  den  n  Einheiten  e^  , . .  e„,  das  dem  associativen  Gesetz 
gehorcht  und  für  das  die  Multiplicationsregeln: 


*)  In  der  Arbeit :  Complexe  Zahlen  und  Transformationsgmppen,  Leipz.  6er. 
1889,  S.  177—228,  wieder  abgedruckt  in  den  Wiener  Monatsheften  1890,  S.  SISC 
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n 

(29)  eißk  =^'  VikiCs     («•,*  =  i ... n) 

1 

gelten^  so  bilden,  wie  wir  auf  S.  750  sahen,  die  Transformationen: 

n  n 

(30)  ^*  =  //{/fy.*-!/*M^/    o  =  i-«) 

mit  den  n  Parametern  2/1  ...  y«  eine  einfach  transitive  lineare  homo- 
gehe Gruppe  mit  der  identischen  Transformation  und  mit  paarweise 
inversen  Transformationen.  Diese  Gruppe  ist  ihre  eigne  Parameter- 
gruppe,  ihre  zweite  Parametergruppe  hat  daher  die  Form: 

n  n 

(31)  y»=zi  \^'Yik»^i\yk    (*=i...«), 

11  ' 

wo  die  X  als  Parameter  aufzufassen  sind.  Demnach  gehören  zu  jedem 
derartigen  Systeme  von  w  Einheiten  zwei  reciproke  einfach  transitive 
lineare  homogene  Gruppen,  die  beide  die  Parameter  in  ihren  endlichen 
Gleichungen  nur  linear  und  homogen  enthalten.  Soweit  ergab  sich 
alles  von  selbst,  wenn  man  die  ältere  Theorie  der  Parametergruppen 
zu  der  von  Poincare  gemachten  Bemerkung  hinzunahm. 

Study  hat  nun  gezeigt,  dass  auch  umgekehrt  zu  jedem  Paare 
von  reciproken  einfach  transitiven  linearen  homogenen  Gruppen  in  n 
Veränderlichen  ein  geschlossenes  Zahlensystem  mit  n  Einheiten  gehört, 
das  dem  associativen  Principe  gehorcht  Er  bewies  zunächst  den  fol- 
genden an  und  für  sich  bemerkeuswerthen 

Satz  11*).  Ist:  X^f .  .  ,  Xrf  eine  r-gliedrige  lineare  homogene 
Gruppe  in  den  Veränderlichen  x^ . . .  Xn  und  giebt  es  in  x^  . ,  .  Xn  gerade 
m  unabJiängige  lineare  homogene  infinitesimale  Transformationen:  Y^f. . . 
Ymfj  die  mit  allen  Xkf  vertatischbar  sindj  so  erzeugeti:  Y^f . . .  Ymf  eine 
m-gliedrige  lineare  homogene  Gruppe,  deren  endliche  Gleichungen  auf 
eine  solcJie  Form: 


n  m 


(32)  Xi=^k  [^.Q.^j^aAxk     (.  =  1...«) 

11  ' 

gebracht  werden  Können,  dass  die  m  Parameter  «^  .  . .  a,n  der  Gruppe  nur 
linear  und  homogen  auftreten. 


*)  Dieser  Satz  kann  natürlich  sofort  auf  die  projectiven  Gruppen  des  i?„_i 
übertragen  werden,  wichtig  ist  namentlich,  dass  er  über  die  Form  der  reciproken 
einfach  transitiven  projectiven  Gruppen  des  Ji^  —  i  Auföchluss  giebt.  Bei  Study 
findet  man  das  näher  ausgeführt. 
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Der  Beweis  dieses  Satzes  ist  sehr  einfach.  Der  Inbegriff  aller 
linearen  homogenen  Transformation en,  die  mit  allen  Transformationen 
der  Gruppe:  X^f . , .  Xrf  vertauschbar  sind,  bildet  nämlich  offenbar 
eine  Gruppe.  Nun  aber  werden  alle  linearen  homogenen  Transfor- 
mationen : 


n 


(33)  Xi^=y}aikXk      (•  =  i...n), 


1 


die  mit  einer  gegebenen  linearen  homogenen  Transformation: 


7> 

Xi=^CikXk       (••  =  l...n) 


vertauschbar  sind,  durch  die  linearen  homogenen  Gleichungen: 


(y ,  it  =s  1  . . .  ») 


zwischen  den  aik  bestimmt,  folglich  werden  auch  alle  linearen  homo- 
genen Transformationen  (33),  die  mit  allen  Transformationen  der 
linearen  homogenen  Gruppe:  X,/ ...  X^/*  vertauschbar  sind,  durch 
lineare  homogene  Gleichungen  zwischen  den  cta  bestimmt.  Die  Gruppe, 
die  von  diesen  Transformationen  gebildet  wird,  ist  demnach  continuir- 
lieh  und  wird  durch  Gleichungen  von  der  Form  (32)  dargestellt,  in 
denen  die  Parameter  a,  . .  .  a,n  der  Gruppe  nur  linear  und  homogen 
auftreten.  Dass  schliesslich  diese  Gruppe  von  den  im  Satze  11  definir- 
ten  infinitesimalen  Transformationen:  Y^f ,  . .  Ymf  erzeugt  wird,  ist 
unmittelbar  klar. 

Aus  diesem  Studyscheu  Satze  folgt  sofort,  dass  jede  einfach 
transitive  lineare  homogene  Gruppe  in  Xi .  . .  x^,  deren  reciproke  ein- 
fach transitive  Gruppe  ebenfalls  linear  und  homogen  ist,  die  Form: 


n  n 


(34)  x'i  = /,*  I  /*  hiks  iik  ^  Xs     i«=  1 . . . «) 

erhalten  kann,  wo  die  hjks  bestimmte  Zahlen  sind  und  die  m*  willkür- 
liche Parameter.  Die  zugehörige  reciproke  einfach  transitive  Gruppe 
kann  natürlich  auf  eine  entsprechende  Form  gebracht  werden.  Wir 
werden  nun  zeigen,  dass  zu  diesen  beiden  reciproken  einfach  transi- 
tiven Gruppen  ein  ganz  bestimmtes  geschlossenes  Zahlensystem  mit  n 
Einheiten  gehört,  das  dem  associativen  Principe  gehorcht. 

Wir  können  zunächst  die  Parameter  m*  der  Gruppe  (34)  so 
wählen,  dass  diese  Gruppe  ihre  eigne  Parametergruppe  wird.  In 
der  That,  die  Parametergruppe  der  Gruppe  (34)  wird  durch  die  Glei- 
chungen: 
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n  1  ...n 

-     1  vik 

bestimmt,   die  natürlich  nach  den  Uk    auflösbar    sind  und   keine   von 
den  %ik   freie  Relation  liefern;  sie  kann  daher  auf  Form: 


U,  (.^l...!») 


(35')  u/=2-j2^»*'^* 

gebracht  werden,  wo  wir,  um  Verwechselungen  vorzubeugen,  für  u 
und  V  u  und  t)  geschrieben  haben.  Diese  Parametergruppe  (35')  ist 
nun  einfach  transitiv  und  mit  der  Gruppe  (34)  gleichzusammengesetzt^ 
sie  ist  also  auch  mit  ihr  ähnlich  (s.  Äbschn.  I,  S.  407  und  340).  Femer 
sind  beide  Gruppen  offenbar  holoedrisch  isomorph  auf  einander  be- 
zogen, wenn  man  jeder  Transformation  (34)  mit  den  Parametern  Uk 
die  Transformation  (35')  mit' den  Parametern:  öx  =  w*  zuordnet.  Nach 
Abschn.  I,  S.  425—428  können  wir  daher  sehr  leicht  eine  Transfor- 
mation finden,  vermöge  deren  beide  Gruppen  ähnlich  sind.  Wir  brauchen 
nämlich  blos  in  dem  Räume  der  Gruppe  (34)  einen  Punkt:  x^,  . .  Xn 
von  allgemeiner  Lage  auszuwählen  und  in  dem  Räume  der  Gruppe 
(35')  einen  Punkt:  u^® . .  .  Un®  von  allgemeiner  Lage;  eine  Transfor- 
mation von  der  verlangten  Beschaffenheit  ist  dann  die,  bei  der  jeder 
Punkt: 

n  n 

(36)  Xi  =^'  {  ^  Äi  A  t  nj,  \xn^       (.•  =  1  .  .  .  n) 

11 

in  den  Punkt: 

(37)  Vii=^A^lik,Uk\vis^     0  =  1...«) 

11 

übergeht.  Die  Gleichungen  dieser  Transformation  erhält  man  daher, 
wenn  man  t/^ . . .  Un  aus  (36)  und  (37)  wegschafft,  die  Transformation 
hat  somit  die  Form: 

n 

(38)  U,  =  y/^CCi,X,       (i=l...n), 

1 

das  heisst  sie  ist  linear  und  homogen.  Führen  wir  nunmehr  in  der 
Gruppe  (35')  an  Stelle  der  u<  und  u,'  vermöge  (38)  die  neuen  Ver- 
änderlichen Xi  und  xl  ein  und  führen  wir  ausserdem  noch  vermöge: 


71 


(«=>1...») 
1 


die  neuen  Parameter  w^  ,^  ,Wn  ein,  so  erhalten  wir  eine  lineare  homo- 
gene   Gruppe,   die   ihre    eigne   Parametergruppe    ist   (vgl.  Abschn.  I, 
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S.  411).  Diese  Gruppe  ist  aber  offenbar  keine  andre  als  die  Gruppe 
(34),  nur  dass  an  Stelle  der  Parameter  ti^  .  . .  u«  die  neuen  Parameter 
Wi  . .  .Wn  getreten  sind,  die  natOrlich  gewisse  lineare  homogene  Func- 
tionen von  u^  . .  .  tin  sind. 

Wir  "können  uns  also  die  Parameter  u^ , .  .Un  der  Gruppe  (34) 
immer  so  gewählt  denJcen,  dass  diese  Gruppe  ihre  eigne  Parametergruppe 
ist,  Thun  wir  das,  so  werden  offenbar  die  Gleichungen  (35)  bei  der 
Substitution: 

n  n 

Uj'  =  ^*  I  ^^hjksVk  1  Us       (»  =  1...») 
1  1  "  ' 

identisch  erfüllt,  zwischen  den  h,kt  bestehen  daher  die  Gleichungen: 

n  n 

y,'hirkhnii  '=^*h^tihk»     (//,  »,  *»  »=*i...«), 
1  1 

diese  aber  sagen  aus,  dass  das  System  der  n  Einheiten  e^  . .  ,Cn  für 
das  die  Multiplicationsregebu: 

n 

1 

gelten,  dem  associativen  Principe  gehorcht.  Man  sieht  das  am  schnell- 
sten ein,  wenn  man  die  lineare  homogene  Gruppe,  die  nach  S.  750  zu 
dem  Zahlensysteme  mit  den  Multiplicationsregeln: 

n 

gehört,  mit  der  Gruppe  (34)  vergleicht,  beide  Gruppen  fallen  nämlich 
zusammen,  wenn  man  hiks  =  yski  setzt.  Damit  ist  nun  der  folgende 
wichtige  Satz  bewiesen,  dessen  zweite  Hälfte  vollständig  Studys  Eigen- 
thum  ist: 

Satz  12.  Zwischen  den  geschlossenen  Zahlensystemen  mit  n  Ein- 
heiten, die  dem  associativen  Gesetze  gehorchen,  und  den  Paaren  von  reä- 
prolcen  einfadi  transitiven  linearen  homogenen  Gruppen  in  n  Veränder- 
lichen besteht  eine  eindeutig  umkehrbare  Beziehung:  eu  jedem  derartigen 
Systeme  von  Einheiten  gehört  ein  ganz  bestimmtes  Paar  von  solchen 
Gruppen  und  umgekehrt  gehört  zu  jedem  Paare  von  solchen  Gruppen  em 
ganz  bestimmtes  derartiges  System  von  Einheiten. 

Mit  Recht  erblickt  Study  wenn  auch  nicht  den  alleinigen,  so 
doch  den  hauptsächlichsten  Nutzen  der  höhern  complexen  Zahlen  darin, 
dass  sie  zur  Untersuchung  gewisser  projectiver  Gruppen  verwendet 
werden  können;  es  sind  das  die  einfach  transitiven  projectiven  Gruppen, 
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die  bei  geeigneter  Wahl  der  Parameter  ihre  eignen  Parametergruppen 
werden.  Durch  Bestimmung  aller  Systeme  von  complexen  Zahlen  mit 
n  Einheiten  findet  man  nämlich  nicht  blos  alle  derartigen  projectiven 
Gruppen  des  jß»_i  in  besonders  einfacher  Weise,  sondern  man  erhält 
zugleich  für  jede  dieser  Gruppen  und  für  gewisse  mit  ihr  zusammen- 
hängende projective  Gruppen  eine  analytische  Darstellung,  die  an 
Einfachheit  nichts  zu  wünschen  übrig  lässt*).  Einen  ähnlichen,  wenn 
auch  minder  grossen  Yortheil  bieten  die  Systeme  von  complexen 
Zahlen  bei  der  Behandlung  beliebiger  Gruppen,  deren  beide  Parameter- 
gruppen bei  geeigneter  Wahl  der  Parameter  projectiv  werden. 

Im  Zusammenhange  hiermit  wollen  wir  noch  die  merkwürdige 
Parameterdarstellung  erwähnen,  die  Study  für  die  Gruppe  der  Euklidi- 
schen Bewegungen  des  gewohnlichen  Raumes  gegeben  hat.  Die  Para- 
meter dieser  Gruppe  lassen  sich  nicht  so  wählen,  dass  beide  Para- 
metergruppen projectiv  werden.  Man  kann  aber,  wie  Study  gezeigt 
hat,  durch  Einführung  von  acht  homogenen  Parametern,  zwischen 
denen  eine  quadratische  Relation  besteht,  der  Gruppe  eine  solche  Form 
geben,  dass  die  Parameter  der  Bewegung  STy  die  durch  Ausführung 
der  beiden  Bewegungen  S  und  T  nacheinander  entsteht,  bilineare 
Functionen  der  Parameter  von  S  und  T  werden,  und  zwar  ist  das  im 
Wesentlichen  nur  auf  eine  Weise  möglich**). 

Die  übrigen  Untersuchungen  S  tu  dys  über  höhere  complexe  Zahlen 
können  hier  nicht  besprochen  werden,  da  sie  keinen  gruppentheore- 
tischen Charakter  tragen.  Dagegen  wollen  wir  noch  kurz  auf  die  von 
Scheffers  eingehen,  soweit  sie  mit  der  Gruppentheorie  zusammen- 
hängen. 

S che f fers  hat  eine  Reihe  von  Arbeiten  über  höhere  complexe 
Zahlen  veröffentlicht***).  Von  diesen  lassen  wir  hier  die  beiden 
letzten  in  den  Comptes  Rendus  unberücksichtigt  imd  erwähnen  nur, 
dass  in  ihnen  eine  interessante  Verallgemeinerung  der  Theorie  der 
Functionen  gewöhnlicher  complexer  Zahlen  entwickelt  wird. 

In  seiner  ersten  Arbeit  über  complexe  Zahlen  hat  Scheffers  auf 
Lies  Veranlassung  die  Zahlensysteme    mit    drei   Einheiten  bestimmt, 


*)  Stndy  hat  auch  gezeigt,  wie  man  die  Symbolik  der  complexen  Zahlen 
benutzen  kann,  um  die  Lieschen  Sätze  über  reciproke  einfach  transitive  Gruppen 
in  besonders  einfacher  Weise  abzuleiten  und  darzustellen  (s.  Leipz.  Ber.  1889, 
S.  177—184). 

*♦)  Leipz.  Ber.  1890,  S.  341  ff.;  Math.  Ann.  Bd.  89,  S.  615  ff. 
♦**)  Leipz.  Ber,  1889,  S.  290 ff.  u.  1890,  S.  400  ff.;  Math.  Ann.  Bd.  89,  S.  293  ff.; 
C.  E.  1893,  Bd.  110,  S.  1114  u.  1242. 
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indem  er  sich  auf  Lies  Bestimmung  aller  projectiven  Gruppen  der 
Ebene  stützte.  Weit  wichtiger  sind  die  zweite  und  die  dritte,  in 
denen  jedoch  die  Gruppentheorie  viel  mehr  zurücktritt.  Ausser  den 
allgemeinen  Sätzen  über  den  Zusammenhang  der  Systeme  von  com- 
plexen  Zahlen  mit  gewissen  Gruppen  wird  eigentlich  aus  der  Gruppen- 
theorie  nur  die  von  Lie  herrührende  Eintheilung  der  Gruppen  in 
integrable  und  nicht  integrable  benutzt  in  Verbindung  mit  dem  Engel- 
sehen  Satze  über  die  nicht  integrabeln  Gruppen  (s.  S.  757).  Scheffers 
erhält  dadurch  ohne  Weiteres  eine  Eintheilung  der  Systeme  von  com- 
plexen  Zahlen  in  sogenannte  Quaternionsysteme  und  Nichtquaternion- 
Systeme,  jenachdem  die  zugehörigen  Gruppen  nicht  integrabel  oder 
integrabel  sind;  er  beweist,  dass  jedes  Quatemionsystem  mit  nicht 
mehr  als  acht  Einheiten  das  System  der  Hamiltonschen  Quatemionen 
enthält  Durch  seine  Methoden  gelangt  Scheffers  in  äusserst  einfacher 
Weise  dazu,  alle  Zahlensysteme  in  drei,  vier  und  fünf  Einheiten  auf- 
zustellen, während  die  von  Study  angegebene  Methode  nur  die  Systeme 
von  vier  Einheiten  noch  in  bequemer  Weise  lieferte,  für  die  mit  fünf 
aber  sehr  weitläu6ge  Rechnungen  verlangte.  Auf  Näheres  können 
wir  uns  hier  nicht  einlassen. 

Auch  die  grosse  Arbeit*)  von  Molien  über  höhere  complexe  Zahlen 
kö/inen  wir  hier  nicht  besprechen.  Nur  einen  Satz,  den  Molien  be- 
weist, wollen  wir  erwähnen.  Die  n-gliedrige  Gruppe  Gn,  die  zu  einem 
Zahlensystem  mit  n  Einheiten  gehört,  enthält  nämlich,  wie  aus  den 
Entwicklungen  auf  S.  750  f.  leicht  folgt,  immer  die  infinitesimale  Trans- 
formation: 


n 


2 


•"•^ 


V 


und  infolgedessen  zugleich  immer  eine  (n — l)-gliedrige  invariante 
Untergruppe  G„_i,  die  der  speciellen  linearen  homogenen  Gruppe  an- 
gehört. Es  hat  nun,  wie  schon  von  Lie  betont  worden  ist  (Leipz. 
Ber.  1889,  S.  326),  besonderes  Interesse  alle  Zahlensysteme  zu  kennen, 
für  die  diese  Gruppe  Gn—i  einfach  ist.  Diese  Frage,  deren  Beantwor- 
tung sich  für  n  <  9  ohne  Weiteres  aus  den  Lieschen  Sätzen  über 
einfache  Gruppen  ergiebt,  hat  Molien  allgemein  beantwortet,  indem 
er  gezeigt  hat,  dass  jedes  Zahlensystem  mit  n  Einheiten,  bei  dem  die 
zugehörige  Gruppe  G«— i  einfach  ist,  gerade  n  =  ni^  Einheiten  enthält 
und  dass  es  eine  solche  Form  erhalten  kann,  dass  die  zugehörige 
Gruppe  6r„  die  Paranietergruppe  der  allgemeinen  linearen  homogenen 
Gruppe  des  Em  wird. 

*)  Math.  Ann.  Bd.  41.  S.  83  ff. 
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Lie  hatte  schon  1879  in  Bd.  16  der  Math.  Ann.  darauf  hinge- 
wiesen, dass  zwischen  der  gewöhnlichen  Invariantentheorie  und  seiner 
Gruppentheorie  gewisse  Beziehungen  bestehen;  1884  machte  er  in 
Bd.  24  der  Ann.  auf  S.  545  f.  einige  nähere  Andeutungen  über  den 
Zusammenhang  zwischen  beiden  Gebieten.  Study  hat  sehr  bald  in 
seineu  YeröfiPentlichungen  diesen  Zusammenhang  auf  das  schärfste  be- 
tont, weil  er  erkannte,  wie  viel  einfacher  sich  die  BegriflFe  der  In- 
variantentheorie definiren  lassen,  wenn  man  von  den  in  der  Gruppen- 
theorie entwickelten  Begriffen  Gebrauch  macht.  Er  hat  diesen  Gedanken 
namentlich  in  seinem  Buche  über  ternäre  Formen  (Leipzig  1889  bei 
Teubner)  genauer  ausgeführt.  Wir  wollen  jedoch  hierauf  nicht  näher 
eingehen,  sondern  wenden  uns  zur  Besprechung  gewisser  Untersuchungen, 
die  Study  über  projective  Gruppen  angestellt,  die  er  aber  leider,  von 
einigen  AudeutuDgen  auf  S.  113  seines  Buches  abgesehen,  bisher  noch 
nirgends  veröffentlicht  hat.  Wir  benutzen  dabei  ein  von  Study  zur 
Verfügung  gestelltes  Manuscripi 

Lie  hat  schon  längst  alle  projectiven  Gruppen  des  Bn  bestimmt, 
die  mit  der  allgemeinen  projectiven  Gruppe  auf  der  Geraden  gleich- 
zusammengesetzt sind  und  keine  ebene  Punktmannigfaltigkeit  des  Rn 
in  Ruhe  lassen.  Es  sind  das,  wie  sich  aus  dem  Früheren  ergiebt 
(s,  S.  187,  Satz  2  u.  S.  758)  keine  andern  als  die  dreigliedrigen  pro- 
jectiven Gruppen  der  möglichst  gekrümmten  rationalen  Curven  n-ter 
Ordnung.  Study  stellte  sich  die  Aufgabe,  überhaupt  alle  projectiven 
Gruppen  des  i2„  aufzustellen,  die  mit  der  allgemeinen  projectiven 
Gruppe  der  Geraden  gleichzusammengesetzt  sind,  und  fand  den  schönen 
Satz,  dass  bei  jeder  solchen  Gruppe  in  dem  Rn  gewisse  zu  einander 
windschiefe  ebene  Mannigfaltigkeiten:  E^,  E,  . . .  E^  invariant  bleiben, 
die  so  beschaffen  sind,  dass  auf  keiner  von  ihnen  eine  ebene  Mannig- 
faltigkeit von  niedrigerer  Dimensionenzahl  in  Ruhe  bleibt  und  dass 
die  Summe  ihrer  Stufenzahlen  gerade  gleich  der  Stufenzahl  n+1  des 
Bn  ist.  Dieser  Satz  erlaubt,  alle  derartigen  Gruppen  hinzuschreiben; 
es  giebt  ihrer  offenbar  so  viel,  als  es  Möglichkeiten  giebt,  die  Zahl 
w  +  1  als  Summe  von  positiven  ganzen  Zahlen  ^  0  darzustellen.  Voll- 
ständig bewiesen  hat  Study  allerdings  den  Satz  nicht,  jedoch  hat 
sich  Engel  durch  ähnliche  Rechnungen  wie  die  auf  S.  758  f.  angedeu- 
teten von  der  Richtigkeit  des  Satzes  überzeugt.  Wir  sehen  aber  von 
der  Mittheilung  dieses  Beweises  ab,  theils  weil  er  zu  lang  ist,  theils 
weil  wir  hoffen,  dass  sich  ein  wesentlich  einfacherer  Beweis  finden 
lassen  wird. 

Study  ist  aber  hierbei  nicht  stehen  geblieben,  er  hat  sich  auch 
mit  den  projectiven  Gruppen  beschäftigt,  die  mit  der  allgemeinen  pro- 
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jectiven  Gruppe  eines  beliebigen  Raumes  gleichzusammengesetzt  sind. 
Für  diese  Gruppen  gilt  zweifellos  ein  ähnlicher  Satz  wie  der  oben 
aufgestellte,  es  wird  daher  vor  allen  Dingen  darauf  ankommen,  unter 
ihnen  alle  die  aufzustellen,  die  ihren  Raum  so  transformiren,  dass 
keine  ebene  Mannigfaltigkeit  in  Ruhe  bleibt.  In  dem  oben  erwähnten 
Manuscript  behandelt  Study  die  projectiven  Gruppen,  die  mit  der  all- 
gemeinen projectiven  Gruppe  der  Ebene  und  des  Raumes  und  mit  ge- 
wissen andern  projectiven  Gruppen  gleichzusammengesetzt  sind. 

Ist  eine  achtgliedrige  projective  Gruppe  6rg  des  R^^i  mit  der 
allgemeinen  projectiven  Gruppe  g^  der  Ebene  gleichzusammengesetzt 
und  lässt  sie  keine  ebene  Mannigfaltigkeit  des  Rn^i  in  Ruhe,  so  ist 
die  kleinste  krumme  Mannigfaltigkeit,  die  bei  ihr  invariant  bleibt, 
entweder  zweifach  oder  dreifach  ausgedehnt.  In  der  That,  die  G^  ent- 
hält eine  fünfgliedrige  integrable  Untergruppe  G^y  die  der  fünfgliedrigen 
projectiven  Gruppe  eines  gewissen  Linienelements  der  Ebene  entsprichi 
Diese  G^  lässt  nach  8.  681,  Satz  7  sicher  einen  Punkt  des  Rn-i  in 
Ruhe  und  dieser  Punkt  nimmt  bei  der  G^  offenbar  entweder  od*  oder 
oo^  verschiedene  Lagen  an,  die  eine  bei  der  G^  invariante  krumme 
Mannigfaltigkeit  bilden. 

Study  erledigt  mm  den  Fall  vollständig,  wo  die  G^  durch  die 
kleinste  bei  ihr  invariante  krumme  Mannigfaltigkeit  definirt  ist  Wir 
entnehmen  darüber  seinem  Manuscripte  die  folgenden  Sätze: 

Ist  eine  projective  Gruppe  G^  des  Bat— i  mit  der  allgemeinen  pro- 
jectiven Gruppe  pg  der  Ebene  gleichzusammengesetzt  und  lässt  sie  eine 
krumme   zweifach   ausgedehnte   Mannigfaltigkeit  M^  invariant,   durch 

die  sie  definirt  ist,  so  hat  die  ganze  Zahl  ^die  Form  ö^(m+  1)(w  +  2), 

wo  n  eine  beliebige  positive  ganze  Zahl  >  0  sein  kann.  Die  Mannig- 
faltigkeit M^  ist  der  Schnitt  gewisser  {N — 2) -fach  ausgedehnter 
Mannigfaltigkeiten  zweiten  Grades,  sie  ist  eindeutig  umkehrbar  auf 
die  Ebene  abbildbar  und  eine  rationale  sogenannte  Norriuüfläche  von 
der  Ordnung  v? .  Für  n  =  2  erhält  man  zum  Beispiel  im  ü^ 
eine  Fläche  vierter  Ordnung,  von  der  die  St  einer  sehe  Fläche 
eine  Projection  ist.  Die  G^  selbst  kann  definirt  werden  als  die 
projective  Gruppe,  durch  die  die  oo^""*  Curven  n-ter  Ordnung  der 
Ebene  bei  der  allgemeinen  projectiven  Gruppe  der  Ebene  transformirt 
werden. 

Ist  eine  projective  Gg  des  ii^—i  gleichzusammengesetzt  mit  der 
allgemeinen  projectiven  Gruppe  der  Ebene  und  lässt  sie  keine  zweifach 
ausgedehnte  Mannigfaltigkeit  invariant,  wohl  aber  eine  krumme  drei- 
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fach  ausgedehnte  Mannigfaltigkeit  M^,  durch  die  sie  definirt  ist,  so 
hat  N  den  Werth: 

i(m+l)(n+l)(m  +  n+2), 

unter  m  und  n  von  Null  verschiedene  positive  ganze  Zahlen  ver- 
standen. Die  cx)^  Punkte  von  M^  lassen  sich  eindeutig  umkehrbar  auf 
die  oo^  Linienelemente  der  Ebene  abbilden,  ausserdem  ist  M^  von  der 
Ordnung  3mn  (m  4*  n);  M^  ist  der  Schnitt  gewisser  Mannigfaltig- 
keiten zweiten  Grades  und  enthält  zwei  invariante  Schaaren  von  je 
oo*  Curven,  deren  eine  aus  rationalen  Normalcurven  n-ter,  die  andre 
aus  Normalcurven  m-ter  Ordnung  besteht.  Die  Gg  selbst  lässt  sich 
definiren  als  die  projective  Gruppe,  durch  die  eine  gewisse  ebene  Mannig- 
faltigkeit von  oo^—^  Connexen  der  Ebene  bei  der  allgemeinen  projec- 
tiven  Gruppe  der  Ebene  transformirt  wird. 

In  seinem  Manuscripte  hat  Study  die  Beweise  dieser  Sätze  fast 
vollständig  ausgeführt,  wir  müssen  aber  hier  auf  die  Wiedergabe  seiner 
Beweise  verzichten,  dagegen  wollen  wir  noch  einige  andre  Sätze  mit- 
theilen, die  Study  aufgestellt  hat  und  die  sich  ebenso  wie  die  ersten 
beweisen  lassen. 

Ist  eine  projective  Gruppe  O^^  des  Bn^i  mit  der  allgemeinen 
projectiven  Gruppe  g^^  des  R^  gleichzusammengesetzt  und  ist  sie  durch 
die  kleinste  bei  ihr  invariante  Mannigfaltigkeit  Mk  definirt^  so  giebt  es 
folgende  Möglichkeiten:  1)  Die  Zahl  k  hat  den  Werth  3  und  die 
Punkte  von  M^  sind  eindeutig  umkehrbar  auf  die  Punkte  des  R^  ab- 
bildbar (rationale  Normalräume).  2)  Es  ist  k  =  4  und  die  Punkte 
von  M^^  entsprechen  eindeutig  umkehrbar  den  Geraden  des  R^.  3)  Es 
is{  k  =  6  und  die  Punkte  von  M^  entsprechen  eindeutig  umkehrbar 
entweder  den  Flächenelementen  oder  den  Linienelementen  des  R^. 
4)  Es  ist  k  =  6  und  die  Punkte  von  M^  entsprechen  eindeutig  um- 
kehrbar den  Figuren  des  R^,  die  aus  einem  Punkte,  einer  hindurch- 
gehenden Geraden  und  einer  durch  beide  gehenden  Ebene  bestehen. 

Ist  eine  projective  Gruppe  Gq  des  Rn—i  mit  der  projectiven 
Gruppe  g^  einer  Fläche  zweiten  Grades  F^  im  R^  gleichzusammengesetzt 
und  lässt  sie  eine  krumme  zweifach  ausgedehnte  Mannigfaltigkeit  Jf^ 
invariant,  durch  die  sie  definirt  ist,  so  hat  N  den  Werth  (m  +  1)  (n-f-  1). 
Die  M2  lässt  sich  eindeutig  umkehrbar  auf  die  F^  abbilden  und  stimmt 
überein  mit  der  Fläche,  die  aus  der  Theorie  gewisser  doppelt-binärer 
Formen  entspringt,  sie  enthält  zwei  invariante  Schaaren  von  je  cx)^  ratio- 
nalen Curven,  die  bezüglich  die  Ordnungen  m  und  n  haben. 

Sucht  man  endlich  alle  projectiven  Gq  des  R^^iy  die  mit  der  all- 
gemeinen linearen  Gruppe  g^  der  Ebene  gleichzusammengesetzt  sind 

60* 
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und  die  eine  M^  invariant  lassen^  durch  die  sie  definirt  sind,  so  kommt 
man  folgendermassen  zum  Ziele:  Man  betrachte  die  projective  Gruppe 
g^  eines  Punktes  P  der  Ebene  und  führe  diese  Gruppe  aus  auf  die 
Schaar  aller  ebenen  Curven  n-ter  Ordnung,  die  in  P  einen  A;- fachen 
Punkt  haben  *  (fe  =  1,  2  . . .  n  —  1),  auf  diese  Weise  entstehen  alle 
Gruppen  G^  von  der  verlangten  Beschaffenheit  Die  M^  liegt  in  einem 
Räume,  dessen  Stufenzahl  N'^k  (2n  —  k  -{-  3)  ist^  und  sie  besitzt  die 
Ordnung  n*  —  J^,  sie  ist  nur  „im  Allgemeinen''  auf  die  Ebene  ein- 
deutig umkehrbar  bezogen,  da  der  Punkt  P  ein  Ausnahmepunkt  ist 
Es  ist  klar;  dass  alle  diese  Betrachtungen  nach  mehreren  Rich- 
tungen hin  verallgemeinert  werden  können.  Hoffentlich  wird  Study 
bald  dazu  kommen,  sie  ausf&hrlich  zu  veröffentlichen. 

§  144. 
Schur. 

Die  gruppentheoretischen  Arbeiten  Schurs*)  beschäftigen  sich 
in  der  Hauptsache  mit  den  Grundli^en  der  Theorie  und  mit  der  Auf- 
gabe, alle  transitiven  Gruppen  von  gegebener  Zusammensetzung  zq 
bestimmen;  namentlich  bei  der  Behandlung  des  letzteren  Problems  ist 
Schur  zu  schonen  Ergebnissen  gelangt,  die  nicht  blos  ein  gruppen- 
theoretisches  sondern  auch  ein  functionentheoretisches  Interesse  haben 
und  die  sicher  noch  zu  weitern  wichtigen  Ergebnissen  fähren  werden. 
Zu  bedauern  ist,  dass  Schur  die  Benutzung  des  Lieschen  Symbob 
für  die  infinitesimalen  Transformationen  grundsatzlich  vermeidet  und 
dass  er  sich  nicht  enger  an  die  in  diesem  Werke  benutzten  Be- 
zeichnungen anschliesst.  / 

In  seiner  ersten  Arbeit  behandelt  Schur  die  aus  n  Einheiten  ge- 
bildeten complexen  Zahlen,  er  fasst  die  Addition  und  die  Multiplication 
solcher  Zahlen  als  Transformationen  eines  n-fach  ausgedehnten  Raumes 
auf  und  verlangt,  dass  die  Addition  dem  associativen  und  dem  commo- 
tativen  Principe  gehorche,  die  Multiplication  dem  distributiven  und 
associativen.  Der  gruppentheoretische  Theil  dieser  Arbeit  entbilf 
schon  gewisse  Entwicklungen,  die  Schur  in  der  Abhandlung  „Seae 
Begründung  u.  s.  w."  wesentlich  weiter  geführt  hat 

*)  Zur  Theorie  der  aus  n  Haupteinheiten  gebildeten  complexen  ZiUo, 
Math.  Aim.  Bd.  33,  S.  49  ff.  Ueber  die  kanonische  Form  der  Panimetei]grappe, 
Leipi.  Ber.  18S9,  S.  229  ff.  Neue  Begründung  u.  s.  w.,  Ann.  Bd.  35,  S.  Uli- 
Die  Darstellbarkeit  der  inf.  Trff.  transitirer  Gruppen  durch  Quotienten  bestfa^? 
convergenter  Potenireihen ,  Leipz.  Ber.  1890,  S.  1  ff.  Zur  Theorie  der  adlicki 
Transformationsgruppen.  Ann.  Bd.  38,  S  26.3  ff.  Functionentheoretisches  bei  Tarn»- 
fomiation.>^npp4»n ,  .Ann.  Bd    41,  S.  o09  ff. 
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Diese  letztere  Abhandlung  erwähnten  wir  schon  auf  S.  564.  Wir 
betonten  schon  damals,  dass  wir  die  Voraussetzungen,  von  denen  Schur 
ausgeht,  nicht  für  zweckmässig  halten,  denn  die  blose  Annahme,  dass 
eine  r-gliedrige  Gruppe  die  identische  Transformation  enthält,  bedeutet 
noch  keine  genügende  Vereinfachung.  In  der  That  macht  Schur  im 
Anfange  seiner  Entwicklungen  implicite  eine  Voraussetzung,  die  sich 
zwar,  wie  er  später  (Ann.  Bd.  41,  S.  523  Anm.)  hervorhebt,  immer 
durch  Einführung  neuer  Parameter  und  neuer  Veränderlicher  erfüllen 
lässt,  deren  Beseitigung  aber  doch  die  Einfachheit  seiner  Begründung 
beeinträchtigt 

Die  Hauptergebnisse  dieser  Arbeit  sind  die  folgenden:  Schur 
zeigt,  dass  die  infinitesimalen  Transformationen  der  kanonischen  Para- 
metergruppe einer  r-gliedrigen  Gruppe  von  der  Zusammensetzung  Cita 
durch  gewisse  Potenzreihen  mit  einem  endlichen  Convergenzgebiete 
darstellbar  sind;  diese  Potenzreihen  sind  ziemlich  einfach  gebildet  und 
sind  durch  die  Cna  vollkommen  bestimmt*).  Ebenso  lässt  sich  über- 
haupt jede  r-gliedrige  transitive  Gruppe  von  der  Zusammensetzung  dk» 
durch  Einführung  neuer  Veränderlicher  auf  eine  solche  Form  bringen, 
dass  ihre  infinitesimalen  Transformationen  gewisse  Potenzreihen  werden, 
deren  Coefficienten  nur  von  den  dk»  abhängen;  allerdings  sind  diese 
Potenzreihen  ganz  wesentlich  .  complicirter.  Endlich  beschäftigt  sich 
Schur  noch  mit  den  r-gliedrigen  Gruppen,  die  die  identische  Trans- 
formation nicht  enthalten.  Wir  müssen  jedoch  hier  darauf  verzichten, 
Genaueres  über  diese  seine  Betrachtungen,  die  entschieden  beachtens- 
werth  sind,  mitzutheilen. 

Durch  Scheibner  war  Schur  darauf  hingewiesen  worden,  dass 
gewisse  Zahlencoefficienten,  die  in  seinen  Reihenentwicklungen  für  die 
infinitesimalen  Transformationen  der  kanonischen  Parametergruppe 
auftreten,  mit  den  Bernouillischen  Zahlen  in  genauem  Zusammen- 
hange stehen.  Diese  Bemerkung  führte  ihn  zu  dem  merkwürdigen 
Satze,  dass  die  infinitesimalen  Transformationen  der  kanonischen  Para- 
metergruppe als  Quotienten  beständig  convergenter  Potenzreihen  dar- 
stellbar sind,  und  auf  Grund  dieses  Satzes  konnte  er  nun  zeigen,  dass 
jede  r-gliedrige  transitive  Gruppe  bei  geeigneter  Wahl  der  Veränder- 
lichen eine  solche  Form  erhält,  dass  ihre  infinitesimalen  Transforma- 
tionen Quotienten  beständig  convergenter  Potenzreihen  werden.    Diese 

*)  Dieses  ErgebDiss  hatte  Schur  schon  vorher  in  den  Leipz.  Ber.  von  1889 
:xnitgetheilt;  in  ihm  liegt  zugleich  ein  neuer  Beweis  für  den  früher  von  Lie  auf- 
gestellten und  bewiesenen  Satz,  dass  jedes  System  von  r^  Constanten  c,.^^,    das 

^ie   bekannten   Relationen   erfüllt,    die   Zusammensetzung   gewisser   r-gliedriger 
<3ruppen  darstellt  (vgl.  S.  599). 
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Ergebnisse,  die  Schur  zuerst  in  den  Leipz.  Ber.  von  1890  veroflfent- 
lichte,  hat  er  in  seiner  Arbeit  in  Bd.  38  der  Ann.  noch  wesenÜich 
yervollstandigt.  Er  zeigte  nämlich,  dass  man,  wenn  man  die  infinitesi- 
malen Transformationen  von  zwei  r-gliedrigen  reciproken  einfach  transi- 
tiven Gruppen  von  der  Zusammensetzung  dts  kennt,  ohne  Integration 
die  Aufgabe  losen  kann,  fOr  jeden  Typus  (s*  Abschn.  I,  8.  434)  von 
transitiven  Gruppen  von  der  Zusammensetzung  Ca»  einen  Repräsen- 
tanten aufzustellen,  das  heisst  die  infinitesimalen  Transformationen 
eines  solchen  Repräsentanten  anzugeben.  Lie  hatte  vorher  diese  Auf- 
gabe schon  gelost,  aber  jBr  brauchte  dazu,  wenn  die  betreffenden 
r-gliedrigen  Gruppen  ausgezeichnete  infinitesimale  Transformationen 
enthielten,  gewisse  Quadraturen,  die  ihm  allerdings  auch  noch  die 
endlichen  Gleichungen  der  einzelnen  Repräsentanten  aufisustellen  er- 
laubten (s.  S.  664  f.). 

Unsre  früheren  Entwicklungen  setzen  uns  in  den  Stand,  diese 
Schurschen  Sätze  wesentlich  kürzer  abzuleiten,  als  es  auf  dem  von 
Schur  selbst  befolgten  Wege  möglich  ist.  Bei  der  Wichtigkeit  dieser 
Sätze  wollen  wir  auch  nachher  ihre  Ableitung  mittheilen.  Jetzt 
werden  wir  aber  noch  kurz  den  übrigen  Inhalt  seiner  Arbeiten  be- 
sprechen. 

In  der  Arbeit  von  der  wir  eben  sprachen  ist  noch  besonders  be- 
achtenswerth  ein  analytisch  sehr  eleganter  Beweis,  den  Schur  für  den 
zweiten  Theil  des  ersten  Fundamentalsatzes  giebt.  Dieser  Beweis, 
den  wir  schon  auf  S.  564  erwähnten,  beruht  auf  folgenden  lieber- 
legungen: 

Bilden  die  oo'"  Transformationen: 

(39)  Xi'  =  /i(a?i  ,  .  .  Xn]    tti  .  .  .  Ur)       (»  =  1  .  ..  n) 

eine  r-gliedrige  Gruppe,  folgen  also  aus  (39)  und:  x,"  =  fi(x\  h)  die 
Gleichungen:  x/'  =  fi{x,  c),  wo  die  c*  sich  in  bekannter  Weise: 

(40)  Ck  =  (Pk(0i  .  .  .  «rj    fei  .  •  .  fer)       (*=  1  .  . .  r) 

durch  die  a  und  b  ausdrücken,  so  befriedigen  die  Xi   als  Functionen 
der  a  betrachtet  Differentialgleichungen  von  der  bekannten  Form: 

-^  dxf 

(41)  ^ji{Xi    •  •  •  Xn)  =X}  «i*(«l-**«r)^       0=1. ..r;  .  =  1...«) 

und    die  Ck  als  Functionen   der  a  betrachtet  erfüllen  Differentialglei- 
chungen von  der  Form: 

(42)  aj^, (q  •  •  .  Cr)  =2  «>*(^  '"^'^dh       O.i^^i.^.r)^ 
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wo  die  Determinante  der  ajk  nicht  identisch  verschwindet  und  wo  die 
r  Ausdrücke: 

n 

ebensoviele  unabhängige  infinitesimale  Transformationen  darstellen  (s. 
Aböchn.  I,  S.  33,  Theor.  3  u.  S.  404  f.). 

Hat  man  nun  umgekehrt  ein  System  von  Differentialgleichungen 
(41),  in  dem  die  g^,-  und  die  ajk  die  eben  angegebene  Beschaffenheit 
besitzen y  und  weiss  man,  dass  dieses  System  unbeschränkt  integrabel 
ist,  so  kann  man  aus  (41)  die  x/  derart  als  Functionen  der  a  und 
der  X  bestimmen ;  dass  sich  für  ak=»ak^  ergiebt:  Xi=Xiy  unter 
Ol® . . .  a^  ein  Werthsystem  von  allgemeiner  Lage  verstanden ^  und 
zwar  ist  das  nur  in  einer  Weise  möglich,  wir  können  daher  annehmen, 
dass  die  betreffenden  Losungen  die  Form  (39)  besitzen,  unter  den 
gemachten  Voraussetzungen  sind  femer  offenbar  auch  die  Gleichungen 
(42)  unbeschränkt  integrabel  und  bestimmen  zusammen  mit  den  An- 
fangsbedingungen: Ck  «=  a*  für  hk  =  «*®  die  Ck  vollständig.  Wir  nehmen 
an,  dass  die  betreffenden  Lösungen  die  Form  (40)  haben. 

Setzen  wir  nun: 

so  wird: 

'^  dxr 

hi{<'  •  •  Xn')  =2j  «^*(^i  •  •  •  ^r)  inr , 


cc^ 


also  wegen  (42): 


l...r 


^1  OX- 

1  /* 

Da   nun   Xi'   für   bk  =  ttk    die   Form  fi{x,  a)  annimmt,   ergiebt  sich 
hieraus: 

^r=  /i(A(^>  «)  •  •  •  fn%  o);  6i . . .  6r)  , 

wodurch  bewiesen  ist,  dass  die  Gleichungen  (39)  unter  den  gemachten 
Voraussetzungen  eine  Gruppe  darstellen. 

Der  vorstehende  Beweis  ist  entschieden  sehr  einfach  und  durchsichtig, 
er  hat  aber  den  Nachtheil,  dass  er  sich  auf  die  Integrationstheorie  der 
Differentialgleichungen  von  der  Form  (41)  stützt  und  dass  er  ausser- 
dem die  grundlegenden  Differentialgleichungen  für  die  Parametergruppe 
benutzt;  während  unser  Beweis  für  den  zweiten  Theil  des  ersten  Funda- 
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mentalsatzes  auf  wesentlich  elementareren  Hülfsmitteln  beruht.  Ausser- 
dem ist  zu  bemerken,  dass  durch  die  Seh  urschen  Betrachtungen 
streng  genommen  nicht  der  zweite  Theil  des  ersten  Fundamentalsatzes 
bewiesen  wird^  sondern  ein  andrer  ihm  allerdings  sehr  nahe  stehen- 
der Satz. 

In  seiner  neuesten  gruppentheoretischen  Arbeit  (Ann.  Bd.  41)  be- 
schäftigt sich  Schur  mit  der  Aufgabe,  festzustellen,  in  wie  weit  die 
Fundamentalsätze  der  Gruppentheorie  auch  f&r  solche  Gruppen  gelten, 
deren  endliche  Gleichungen  nicht  durch  analytische  Functionen  dar- 
gestellt werden.  Namentlich  ist  sein  Ziel,  den  von  Lie  ohne  Beweis 
aufgestellten  Satz  zu  beweisen,  dass  jede  transitive  reelle  Gruppe, 
deren  Gleichungen  eine  gewisse  Anzahl  von  Differentiationen  gestatten, 
mit  einer  durch  analytische  Gleichungen  darstellbaren  Gruppe  ahnUch 
ist*).  Da  wir  mittlerweile  selbst,  wenn  auch  nur  kurz  auf  diese  Frage 
eingegangen  sind  (s.  S.  360  ff.),  so  mag  hier  die  Mittheilung  genügen, 
dass  Schur  beweist,  dass  die  r-gliedrige  transitive  reelle  Gruppe: 
Xi=fi{x,a)  jedenfalls  dann  immer  in  eine  durch  analytische  Glei- 
chungen darstellbare  Gruppe  überfQhrbar  ist,  wenn  die  folgenden 
Voraussetzungen  erfilllt  sind:  die  fi{x,  a)  besitzen  alle  Differential- 
quotienten erster  und  zweiter  Ordnung  nach  den  a  und  die  ^^(a,  b) 
besitzen  alle  Differentialquotienten  erster  und  zweiter  Ordnung  nach 
den  b,  endlich  sind  die  Ausdrücke: 


L     da,    J_^' 


in  denen  a^^  .  . ,  Gr^  ein  Werthsystem  von  allgemeiner  Lage  bedeutet, 
je  einmal  nach  Xi  . .  .x^  differentiirbar.  Für  den  Leser  bietet  die 
Schursche  Abhandlung  eine  werthvolle  Er^nzung  unsrer  etwas  knapp 
gehaltenen  Auseinandersetzungen  in  Kapitel  19. 

Wir  wollen  jetzt  das  oben  gegebene  Versprechen  einlosen,  wir 
wollen  nämlich  die  Schurschen  Sätze,  die  wir  bisher  ohne  Beweis 
mitgetheilt  haben,  kurz  begründen  und  sie  dadurch  in  Zusammenhang 
mit  unsem  sonstigen  Entwicklungen  bringen.  Wir  folgen  da  zam 
Theil  dem  Wege,  den  Engel  augegeben  hat**). 

Sind:  X^f...  Xrf  r  unabhängige  infinitesimale  Transformationen, 
die  in  den  bekannten  Beziehungen: 

(43)  (X,  Xt)  -=^'  Ciks  X,f'     .;  *  =  1 . . .  r) 

*  Loipz.  Ber.  18S8,  S.  17  und  1890,  S.  312. 
♦*)  Leipz.  Ber.  1891,  S.  308  ff.  u.  585  ff. 
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stehen  und  setzt  mau  2JekXkf=Xf,  so  ist: 

(44)  ^•■'=  ^»  +  ■^^'  +  172  ^^^*  "^ ""  '^■(^1  •  •  •  ^z«;  ^i  •  •  •  ^r) 

l  (t  =3 1  . .  .  n) 

die  kanonische  Form  der  endlichen  Gleichungen  der  von  X^f . , .  Xrf 
erzeugten  Gruppe^  nach  dem  ersten  Fundamentalsatze  bestehen  daher 
vermöge  (44)  Differentialgleichungen  von  der  Form: 

(45)  ~iT'^2j  ^^^^^^  "  *  ^'•)  ^>'(^i''  •  •  ^»') • 

Löst  man  diese  Gleichungen  nach  den  %ii  auf,  was  immer  möglich  ist: 

^7  d  X* 


so  sind: 


1  * 


r 
1  J 


r  unabhängige  infinitesimale  Transformationen  der  ersten  kanonischen 
Parametergruppe.  Um  diese  infinitesimalen  Transformationen  zu  finden 
braucht  man  daher  nur  die  Functionen  iffjk  in  den  Gleichungen  (45) 
zu  bestimmen. 

Zu  diesem  Zwecke  setzen  wir:  ek  =  ht,  so  dass  (44)  die  Form 
erhält: 
(44')  x/=  fi{x^ '  '  *Xn\  Aj^, . . .,  Xrt)     (» =  1 . . . »). 

Dann  genügen  die  xl  als  Functionen  der  A  den  Differentialgleichungen: 


ex 


WO  offenbar: 

(46)  M^jk  =  ttjk{^,t,...y  U) 

ist,  und  als  Functionen  von  t  genügen  sie  den  Differentialgleichungen: 

dx/ 


ex.  XTT 


Verstehen  wir  daher  unter  F  eine  willkürliche  Function  von  x^  , , .  x, 
und  setzen  wir:  i\xi  , . .  Xn)  =  F\  so  ist: 

r 
*  1 

und: 

r 

(48)  ?,^'-  =2?  ^>^/^'- 
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DifFerentiiren  wir  jetzt  (47)  nach  t  und  (48)  nach  A*  und  vergleichen 
wir  die  entstehenden  Ausdrücke,  so  ergiebt  sich:*) 

X    •  •  mW  »  r\     «f |> 

eine  Gleichung,  die  wegen  (43)  und  wegen  der  Unabhängigkeit  der 
infinitesimalen  Transformationen:  X^f . . .  Xrf  in  die  folgenden  zerfallt: 

(49)  -  .yi  =  6sk  +2ld    ^^^  (^HJ'^t^k       (*.  *  =  1 .  .    r). 

1  1 

Durch  diese  Differentialgleichungen  und  durch  die  aus  (46)  folgeDden 
Anfangsbedingungen : 

(50)  [W,tl^^=0      (.,*  =  !. ..r) 

sind  die  ^^k  Yollstäudig  bestimmt.  Man  kann  daher  auch  die  V,k 
sofort  berechnen  und  kann  sie  entweder  nach  Auflosung  einer  alge- 
braischen Gleichung  durch  Exponentialfunctionen  ausdrücken  —  so 
findet  man  die  von  Lie  herrührende  Darstellung  (s.  §  125)  —  oder 
man  kann  sie  durch  beständig  convergente  Potenzreihen  darstellen  und 
gelangt  so  zu  den  von  Schur  aufgestellten  Reihen**). 

Benutzt  man  die  auf  S.  760  eingeführten  Abkürzungen^  so  erhält 
man  für  ^»k  die  folgende  beständig  convergente  Potenzreihe: 


(51)  ^•*  =^  (TTTJ!  ^•*    "•*  =  *•••'' 
und  da  die  aij  mit  den  ^«i^  durch  die  Gleichungen: 

r 

(52)  ^»  il;,jta,j  =  €kj      (*,  i  - 1 . . .  r) 

1 

verbunden  sind,  so  werden  die  a^j  Quotienten  beständig  convergenter 
Potenzreihen.  Setzt  man  die  Determinante  der  ^^^  gleich  z/,  so  be- 
kommt man: 

Aus  diesen  Quotienten  beständig  convergenter  Potenzreihen  kann  man 
endlich   mit  Schur  für  die  Akf  Potenzreihen  mit  beschränktem  Con- 

*)  Dieses  Verfahren  ist  im  Grunde  nur  eine  analytische  Einkleidung  der 
Betrachtungen,  die  in  §  125  in  mehr  bcgriif lieber  Fassung  dargestellt  sind;  man 
kann  nämlich  die  dortigen  Betrachtungen  so  umgestalten,  dass  die  Zurückführong 
des  Ausdrucks:    Zlj^X^f  auf  eine  kanonische  Form  vermieden  wird. 

**)  Die  Identität  zwischen  den  Schur  sehen  Potenzreihen  und  den  von  Lie 
angegebenen  endlichen  Ausdrücken  wurde  zuerst  von  Engel  bemerkt. 
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yergenzgebiete  herleiten.  Beachtet  man  nämlich^  dass  die  Zahleueoeffi- 
cienten  in  der  Reihe  für  ^«^  gerade  die  Coefficienten  der  Reihenent- 
wicklung Yon: 

X 

sind  und  dass 

■^-     =  1  —  ~  +  —'  X'  -  ^'  x^  +^'  x^ 

isty  wo  B^,  Bq,  Br, . . .  die  Bernouilli sehen  Zahlen  sind^  und  berück- 
sichtigt  man   endlich    die   von  Schur   angegebenen    Gleichungen  (6) 

auf  S.  760,  die  für  die  E['j^  gelten,  so  erhält  man  für  a^/  die  Reihen- 
entwicklung: 

00 

(54)  a,j  =2*'  l,E}]!     (».  /  =  1 . . .  r) , 

u 

in  der  die  Ar  durch  die  Gleichungen: 

definirt  sind. 

Bisher  setzten  wir  voraus,  dass  r  unabhängige  infinitesimale 
Transformationen:  X^f , .  .  Xrf  vorlagen,  die  in  den  Beziehungen  (43) 
standen.  Jetzt  wollen  wir  die  allgemeinere  Voraussetzung  machen,  dass 
blos  f^  Constanten  c^«  gegeben  sind,  die  den  bekannten  Gleichungen: 

Cika  +  Ckia  =  0 

r 

Xf  {CikrCtjs  +  CkjtCtia  +  CjitCtks)  =  0 


(55) 


genügen,  und  werden  zeigen,  dass  unter  dieser  Voraussetzung  die  r  in- 
finitesimalen Transformationen  (53),  die  offenbar  von  einander  unab- 
hängig sind,  in  den  Beziehungen: 

r 
(56)  (AiAji)  -=^  CiksÄsf      (/,  A  =.  1  .  .  .  r) 

1 

stehen  und  also  eine  r-gliedrige  einfach  transitive  Gruppe  von  der 
Zusammensetzung  Cik3  erzeugen. 

Wir  denken  uns  zunächst  die  IP",*  aus  den  Differentialgleichungen 
(49)  und  den  Anfangsbedingungen  (50)  bestimmt.  Diese  Functionen 
genügen  dann  auch  noch  gewissen  andern  Differentialgleichungen, 
nämlich  den  Integrabilitätsbedingungen,  die  sich  aus  (47)  unter  Be- 
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rücksichtigung  von  (43)  ergeben.     In  der  That,  diese  Integrabiliiäts- 
bedingungen  lauten*): 


(57) 


(«,  ib,  f<  =3  1 .  .  .  r). 

Setzt  man  nun  die  linken  Seiten  dieser  Gleichungen  =  V^kfi  und  be- 
rücksichtigt man^  dass  die  ^»k  den  DifiPerentialgleichungen  (49)  ge- 
nügen und  dass  die  Cikt  in  den  Beziehungen  (55)  stehen  ^  so  findet 
man  durch  eine  leichte  Rechnung,  dass: 

ist.  Diese  Identitäten  aber  können  als  Differentialgleichungen  für  die 
Vskfi  aufgefasst  werden,  und  da  für  ^  =  0  offenbar  F,*^  =  0  wird,  so 
zeigen  sie,  dass  F,*^  identisch  verschwindet.  Wenn  diso  die  ^,k  den 
Differentialgleichungen  (49)  und  den  Anfangsbedingungen  (50)  geniigen 
und  wenn  die  Gleichungen  (55)  bestehen,  so  erfüllen  die  W^k  aucJi  die 
Gleichungen  (57)  identisch. 

Sind  daher  die  Gleichungen  (55)  erfüllt,  so  genügen  die  durch  (51) 
definirten  Functionen  ^«^  den  Differentialgleichungen: 

Da  nun  die  Determinante  der  il;^^  nicht  identisch  verschwindet,  so 
sind  durch  die  Gleichungen  (52)  r^  Functionen  atj  bestimmt,  die  ausser- 
dem auch  noch  den  Gleichungen: 

r 

(58)  ^'ifk,ccjs  =  ekj     {kj  =  i...r) 

1 

genügen.  Differentiirt  man  die  Gleichungen  (52)  und  (58)  und  ver- 
bindet man  sie  mit  (57'),  so  kann  man  nach  dem  Vorgange  von 
M^aurer**)  durch  eine  einfache  Rechnung  zeigen,  dass  die  atj  den 
Gleichungen: 

(59)  \  2  («'V  ^  -  «*^  {ef)  -^2  <'•*•«"• 


'*')  Es  sind  dies  die  zuerst  von  Maurer  angegebenen  Differentialgleichungen 
(vgl.  S.  581). 

*♦)  Münchn.  ßer.  1888,  S.  118. 
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genügen,  dass  also  die  infinitesimalen  Transformationen  (53)  wirklich 
in  den  Beziehungen  (56)  stehen. 

Damit  ist  bewiesen,  dass  die  von  Schur  angegebenen  Ausdrücke (53) 
wirklich  die  infinitesimalen  Transformationen  einer  r-gliedrigen  ein- 
fach transitiven  Gruppe  von  der  Zusammensetzung  Chs  darstellen,  und 
zwar  ist  dabei  nur  der  Umstand  benutzt,  dass  die  Caa  den  Gleichungen 
(55)  genügen.  Wir  haben  also  hierin  einen  neuen  Beweis  für  die 
zweite  Hälfte  des  dritten  Fundamentalsatzes. 

Hierzu  noch  eine  kleine  Bemerkung.  Aus  den  Dififerentialglei- 
chungen  (49)  folgt: 

r  l...r  r 

woraus  sich  wegen  der  Anfangsbedingungen  (50)  sofort  ergiebt: 
Hkk  ^Mk  =  ^»t     Demnach  ist: 


(60)  ^^e^^sk  ^e,     (*-i...r) 
und  wegen  (52)  wird  zugleich: 

r 

(61)  2'^scc,j  =  ej    0=1... r). 

1 

Die  Relationen  (61)  waren  eS;  die  Schur  seinerzeit  zur  Aufstellung  der 
Potenzreihen  (54)  führten.  Schur  erkannte  nämlich,  dass  die  Functionen 
ajt  durch  die  Diiferentialgleichungen  (59),  durch  die  Relationen  (61) 
und  durch  die  Anfangsbedingungen:  a^j  =  e^j  für:  e^  =  . , .  =  er  =  0 
vollständig  bestimmt  sind. 

Wir  kommen  jetzt  zur  Ableitung  des  wichtigsten  der  Seh  urschen 
Ergebnisse,  nämlich  zu  dem 

Satz  13.    Kennt  man  in  r  Veränderlichefi  x^ . . .  Xr  irgend  gwei  red- 
proke  einfach  transitive  Gruppen: 

r 
Xkf  =^'  hii^i   "'  ^r)jj       (*=  1  .  .  .  r) 

und: 


r 

^kf  =2'  lhi{x,  ..,   Xr)jf      (* 


1  .  .  .  r) 


von  der  Zusammensetzung  cns,  so  kann  man  ohne  Integration  blos  durch 
algebraische  Operationen  für  jeden  Typus  r-gliedriger  transitiver  Gruppen 
von  der  Zusamnunsetzung  dk»  einen   Repräsentanten   finden,  das   lieisst 
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die  infinitesimalen  Transformationen  einer  r-gliedrigen  transitiven  Gruppe 
angehen,  die  dem  betreffenden  Typus  angehört, 

Schur  hat  diesen  Satz  sozusagen  zuföllig  gefunden ,  er  erkannte 
nämlich  zuerst,  dass  er  gilt,  wenn:  X^f .  . ,  Xrf  und  Z^f . . .  Zrf  die 
beiden  kanonischen  Parametergruppen  sind,  die  zu  der  Zusammen- 
setzung dkt  gehören,  erst  später  bemerkte  er,  dass  seine  Formeln  auch 
dann  anwendbar  blieben,  wenn  er  zwei  beliebige  reciproke  einfach 
transitive  Gruppen  benutzte.  Engel  hat  dann  gezeigt,  dass  der  Satz 
unmittelbar  aus  den  Entwicklungen  des  Kap.  22  von  Abschn.  I  ab- 
geleitet werden  kann,  indem  er  zeigte,  dass  die  dort  erforderlichen 
Integrationen  erspart  werden  können,  wenn  man  die  Theorie  der 
Hauptlosungen  eines  vollständigen  Systems  benutzt;  er  wurde  so  un- 
mittelbar zu  den  von  Scliur  auf  ganz  anderm  Wege  gefundenen 
Formeln  geführt  (Leipz.  Ber.  1891,  S.  585  ff).  Hier  wollen  wir  för 
den  Satz  einen  andern  noch  viel  einfachem  Beweis  mittheilen,  der 
von  Lie  herrührt  und  auf  einer  Methode  beruht^  die  Lie  schon  1874 
angedeutet  und  1884  in  den  Math.  Ann.  (Bd.  25,  S.  81  f.)  angegeben  hat 

Es  sei: 


r 


m) 


irgend  eine  (r  —  w)-gliedrige  Untergruppe  der  Gruppe:  Z^f . ,  .  Zrf 
und:  u^{x)  . . .  Um{x)  seien  m  unabhängige  Invarianten  dieser  Unter- 
gruppe. Aus  dem  auf  S.  662  f.  Gesagten  ergiebt  sich  dann,  dass  unser 
Satz  bewiesen  ist,  wenn  es  uns  gelingt,  ohne  Integration  r  infinitesi- 
male Transformationen  in  m  Veränderlichen  anzugeben,  bei  denen  die 
cx)"*  Punkte  des  Rm  genau  so  unter  einander  vertauscht  werden,  wie 
die  unbekannten  cx)"*  (r  —  w)-fach  ausgedehnten  Mannigfaltigkeiten: 

(G2)  Wi(^i  . . .  a:^)  =  const., .  . . ,     Um{x^  . . .  Xr)  =  const. 

des  jRr   bei   den   infinitesimalen  Transformationen:   X^f .  .  .  Xrf  unter 
einander  vertauscht  werden,     um  r  solche  infinitesimale  Transforma- 
tionen zu  finden,  verfahren  wir  folgendermassen: 
Das  (r  —  w)-gliedrige  vollständige  System: 

(63)  r/=o,...,    Yr^^f=0 

mit  den  m  unabhängigen  Lösungen:  u^  . . .  ti^  gestattet  die  r  infinitesi- 
malen Transformationen:  X^f . .  .  Xrf,  es  gestattet  daher  (vgl.  Abschn.  I, 
S.  140,  Theor.  20)  auch  jede  infinitesimale  Transformation  vo'n  der  Form: 

r — m 

(64)  Xkf  +^  %ku  {pO,,..  Xr)  YJ       (*  =  l  .  .  .  r)  , 

1 
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welche  Functionen  der  x  auch  die  Xkf*  ^^^^  mögen.  Da  überdies  jede 
infinitesimale  Transformation  von  der  Form:  ZXf*(x)Yftfai\eoo^  Mannig- 
faltigkeiten (62)  in  Ruhe  lässt^  so  ist  klar,  dass  die  r  infinitesimalen 
Transformationen  (64)  diese  Mannigfaltigkeiten  gerade  so  transformiren 
wie:  X^f , . .  Xrf.  Wir  können  nun  die  x*/*  immer  so  bestimmeu^  dass 
aus  (64)  r  —  m  der  Differentialquotienten  von  f  verschwinden.  Denn 
nehmen  wir  an,  dass  die  r  —  m  von  einander  unabhängigen  Gleichungen 
(63)  gerade  nach  den  Differential quotienten  von  f  nach  Xm+i'-^Xr 
auflösbar  sind,  so  können  wir  (r — my  Functionen  ^^v*  so  be- 
stimmen, dass 


r — m  m 

(65)    ^*9^r(x)Yrf—-g-^^—+y}v^t(Xi...Xr)^      0<  =  I...r-, 
1  fn-\-fi  y  X 

wird,  dann  aber  enthalten  die  r  infinitesimalen  Transformationen: 


(66) 


l...r  —  m 


m      ,  r~~m 


in        I  I  ——  nt  \ 


(*  =  1 .  .  .  r) 

nur  noch  die  Differentialquotienten  von  f  nach  x^ .  , ,  x„, . 

Die  r  infinitesimalen  Transformationen:  H^f .  . ,  Urf  vertauschen 
die  oo""  Mannigfaltigkeiten  (62)  genau  so  wie  XJ\  ,  .Xrfj  ausserdem 
erzeugen  sie  aber  auch  noch  eine  Gruppe.     In  der  That,  es  ist: 


r 

{X,X,)  ^^^  Cn.X.f , 


also  ergiebt  sich,   da  alle  {XiY^)  identisch  verschwinden,  dass  Rela- 
tionen von  der  Form: 


r — m 


(X.3eo  =^'  CikXf  +^  XikA^)  Yfif 
1  1 

bestehen.  Nun  aber  sind  hier  die  linken  Seiten  frei  von  den  Differential- 
quotienten von  f  nach  a:m+i*-^rt  die  rechten  müssen  es  also  auch 
sein,  folglich  müssen  alle  Xikfi  identisch  verschwinden.  Demnach  be- 
kommen wir  die  Relationen: 

r 

I 
die  zeigen,  dass  dc^f,  .  .  Jcrf  <^ine  Gruppe  erzeugen. 
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Die  Gruppe:  H^f , . ,  Urf  transformirt  die  oo"»  Mannigfaltigkeiten 
(62)  genau  so  wie  die  Gruppe:  Xif...Xrf,  andrerseits  transformirt 
sie  die  Veränderlichen  Xm^i  . . .  Xr  gar  nicht.  Ertheilen  wir  daher 
in:  H^f , . .  Urf  den  Veränderlichen  a^m+i . . .  fl?r  irgend  welche  Zahlen- 
werthe  von  allgemeiner  Lage^  so  erhalten  wir  in  den  m  Veränder- 
lichen x,  . . .  a?OT  eine  Gruppe,  die  die  oo™  Punkte  des  JSm  geradeso 
transformirt,  wie  die  c»"*  Mannigfaltigkeiten  (62)  bei  der  Gruppe: 
X^f . . .  Xrf  transformirt  werden.  Da  wir  diese  Gruppe  ohne  Integra- 
tion gefunden  haben,  ist  somit  unser  Satz  bewiesen. 

Wendet  man  diesen  Satz  auf  den  besonderen  Fall  an,  dass  die 
beiden  Gruppen  Xkf  und  Zif  die  beiden  kanonischen  Parametergruppen 
sind,  die  zu  der  Zusammensetzung  Cik$  gehören,  und  erinnert  man 
sich  der  auf  S.  794  u.  658  abgeleiteten  Darstellung  für  diese  beiden  Para- 
metergruppen, so  erhält  man  sogleich  noch  den  zuerst  von  Schur 
aufgestellten  und  bewiesenen: 

Satz  14.  Jede  r-glkdrige  transitive  Gruppe  kann  durch  ge^gnete 
Wahl  der  Veränderlichen  auf  eine  solche  Form  gebracht  tperden^  dass 
ihre  infinitesimalen  Transformationen  Quotienten  beständig  convergenter 
Potenzreihen  werden. 

Für  jede  einfach  transitive  Gruppe  giebt  es  eine  ausgezeichnete 
Form  dieser  Art,  nämlich  die  zu  ihr  gehörige  kanonische  Parameter- 
gruppe, die  bis  auf  lineare  homogene  Transformationen  der  Veränder- 
lichen eindeutig  bestimmt  ist  (s.  S.  657).  Für  die  r-gliedrigen  tran- 
sitiven Gruppen  in  weniger  als  r  Veränderlichen  erhält  man  dagegen 
im  Allgemeinen  mehrere  verschiedene  Formen.  Eine  andre  Darstellung 
dieser  Gruppen  folgt  aus  Theor.  52,  S.  657. 

§  145. 

Maurer. 

In  drei  Arbeiten*)  hat  Maurer  gruppentheoretische  Fragen  be- 
handelt. Leider  wird  das  Verständniss  dieser  Arbeiten  dadurch  recht 
erschwert,  dass  Maurer  ganz  neue  Bezeichnungen  einfuhrt;  alles  wäre 
wesentlich  kürzer  und  leichter  vers.tändlich  geworden,  wenn  sich 
Maurer  der  in  diesem  Werke  eingeführten  und  sehr  wohl  durch- 
dachten Bezeichnungsweise  angeschlossen  hätte.  So  aber  muss  man 
sich  erst  mühsam  neue  Bezeichnungen  aneignen  und  ist  genothigt,  lange 
vorbereitende  Entwicklungen  zu  studiren,  in  denen  nichts  wesentlich 
Neues  enthalten  ist,  bevor  man  das  wirklich  Neue  überhaupt  nur  ver- 

^)  Münch.  Ber.  1888,  S.  103—150;  Grelle  Bd.  107,  S.  89—116  (1890);  Math. 
Anu.  Bd.  39,  S.  409-440  (1891). 
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stehen  kann.  Diese  Ausstellung  richtet  sich  übrigens  nur  gegen 
Maurers  letzte  zwei  Arbeiten;  die  erste  ist  vor  dem  Erscheinen  des 
ersten  Abschnitts  der  Transformationsgruppen  geschrieben,  überdies 
war  Maurer  damals  mit  den  Lieschen  Arbeiten  noch  nicht  genauer 
bekannt. 

Die  erste  der  drei  Maurerschen  Arbeiten  enthält  an  neuen 
gruppentheoretischen  Ergebnissen  allgemeinerer  Natur  folgende:  Erstens 
die  Aufstellung  der  auf  S.  581  erwähnten  Dififerentialgleichungen  für 
die  tlfkj,  zweitens  den  auf  S.  796  erwähnten  Uebergang  von  diesen 
Differentialgleichungen  zu  den  dortigen  Gleichungen  (59)  für  die  in- 
finitesimalen Transformationen  der  Parametergruppe  und  drittens  eine 
bemerkenswerthe,  wenn  auch  sehr  nahe  liegende  Umformung  der 
grundlegenden  Differentialgleichungen : 

da! 


^^  =2^  il^jkip) aji (a)      (.\ *  =  1 . . . r) 


der  Parametergruppe  (s.  Abachn.  I,  S.  404 f.).    Wegen  der  Identitäten: 

r 

2"  «/ .(«)**.•  («)  =  «>* 
1 

lassen   sich  nämlich   diese    Differentialgleichungen    durch    das   System 
der  Pf  äff  sehen  Gleichungen: 


(67) 


r  r 


1 

(,  =  1  .  . .  r) 


ersetzen. 

Der  Hauptzweck  der  ganzen  Arbeit  ist  aber  die  Aufstellung  der 
Bedingungen,  unter  denen  alle  Invarianten  einer  r-gliedrigeu  linearen 
homogenen  Gruppe  in  n  Veränderlichen  als  Functionen  von  rationalen 
Invarianten  darstellbar  sind.  Maurer  stützt  sich  dabei  auf  einen 
SatZ;  den  er  in  seiner  Dissertation'*')  bewiesen  hat  und  der  so  aus- 
gesprochen werden  kann: 

Satz  15.  Soll  sich  der  Parameter  der  eingliedrigen  linearen  homo- 
genen Gruppe,  die  von  der  infmitesifnalen  linearen  liontogenen  Transfor- 
mation: 

1  ,..n 

erzeugt  wird,  so  wählen  lassen,  dass  die  Coefficienten  in  den  endlichen 
Gleichungen  der  Gruppe  rationale  Functionen  dieses  Parameters  werden, 

*'}  Ueber  lineare  Substitutionen,  Stra&sburg  1887. 

Lio,  Th«>orio  der  Trauifurmatioiugrappon.    III.  61 
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so  ist  nothtüemliy  und  hinreicJiend ,  dass  entweder  alle  Wurzdn  der  Glei- 
dmng  n-ten  Grades: 

(68)  ^  =-  \ai,  —  6iya)\  =0 

versdiwinden  oder  dass  für  jede  m-facfie  Wurzel  dieser  Gleidmng  stets 
auch  alle  (w  —  m  +  l)'reihi^e)i  Unterdeterniinanten  der  Determinante  J 
gleich  Null  werden  und  dass  überdies  die  Quotienten  der  Wurzeln  der 
Gleichung:  ^  =  0  rationale  Zahlen  sind. 

Auf  diesen  Satz  gestützt  beweist  Maurer  den  nachstehenden: 

Satz  16.  Gestattet  eine  rationale  homogene  Function  F{x^  . . .  a:/' 
der  Veränderlichen  x^  . . ,  Xn  gerade  r  und  nicht  meltr  unabJiängige  infini 
tesimale  lineare  homogene  Transformationefi: 

1 ...  n 
Xkf  =^  akivXv  ^^        (*  =  1  .  .  .  r)  ,   • 


IV 


so  lassen  sieh  aus  diesen  r  infinitesimaiefi  Transformationen  immer  r 
solche  von  einander  unabhängige  linear  ableiten,  die  sämmtlidi  eingliedrige 
Gruppen  von  der  im  vorigen  Satze  besprochenen  Beschaffenheit  erzeugen. 
Unter  den  Voraussetzungen  dieses  Satzes  erzeugen  natürlich  XJ 
.  . .  Xrf  eine  r-gliedrige  lineare  homogene  Gruppe.  Diese  Gruppe  ent- 
hält r  eingliedrige  Gruppen,  deren  infinitesimale  Transformationen  ?od 
einander  unabhängig  sind  und  deren  Parameter  so  gewählt  werdeu 
können,  dass  die  Coefficienten  ihrer  endlichen  Gleichungen  rationale 
Functionen  je  eines  Parameters  werden.  Hieraus  folgt*),  dass  die 
endlichen  Gleichungen  der  betreffenden  r-gliedrigen  Gruppe  in  einer 
solchen  Form  darstellbar  sind,  dass  ihre  Coefficienten  rationale  Func- 
tionen der  r  Parameter  der  Gruppe  werden.  Die  r-gliedrige  Gruppe: 
Xi/'...  Xrf  hat  demnach  offenbar  ebensoviele  unabhängige  rationale 
Invarianten,  als  sie  überhaupt  unabhängige  Invarianten  besitzt,  üem 
von  Maurer  herrührenden  Satze,  der  hiermit  bewiesen  ist,  können  wir 
die  folgende  Fassung  geben: 

Satz  17.    Soll  eine  r-gliedrige  intransitive  lineare  Jwmogene  Gruppe 
in  n  Veränderlichen  ebenso  viele  unabliängige  rationale  Invarianten  liaben 
als  sie  üherliaupt  unabhängige  Invarianten  besitzt,  so  ist  nothwendig  und 
hinreichend,  dass  sie  r  unabJiängige  infinitesimale  Transformationen  ent 
Mit,  die  eingliedrige  Gruppen  von  der  in  Satz  15  besproclienen  Beschaffen- 

*)  Maurer  beweist  direct,  dass  die  allgemeinste  Transformation  der  r-glied- 
ri^en  linearen  homogenen  Gruppe  erhalten  wird,  wenn  man  diese  r  eingliedrigen 
Untergruppen  nach  einander  ansfilhrt.  Viel  kürzer  lüsst  sich  das  aber  und  «war 
für  beliebige  Gruppen  beweiHcn,  wenn  man  sich  auf  Abschn.  1,  S.  65,  Salz  4 
stützt  und  in  der  dort  auf  S.  76  angegebenen  Weise  verfährt 
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heit  erzciigm;  dk  Coefftcienten  der  endlichen  Gleichumjm  der  Gruppe 
liL^sni  sich  dann  als  rationale  Functionen  von  r  Parametern  darstellen. 

Wir  gehen  jetzt  gleich  zu  der  dritten  Arbeit  Maurers  über, 
weil  die  mit  der  eben  besprochenen  in  sehr  engem  Zusammenhange 
steht.  Maurer  sucht  darin  festzustellen,  welchen  Bedingungen  eine 
gegebene  Zusammensetzung  Cit»  genügen  muss,  damit  es  r-gliedrige 
Gruppen  von  der  Zusammensetzung  dks  git^bt,  deren  endliche  Glei- 
chungen sowohl  in  den  Veränderlichen  als  in  den  Parametern  algebraisch 
sind;  es  ist  ihm  aber  nur  gelungen,  die  nothwendigen  Bedingungen 
aufzufinden,  sein  Beweis,  dass  die  gefundenen  nothwendigen  Bedingungen 
auch  hinreichend  sind,  ist  unzureichend. 

Nach  einigen  einleitenden  Betrachtungen  beweist  Maurer  den 
Setz,  dass  jede  r-gliedrige  Gruppe  Gr  dadurch  erhalten  werden  kann, 
dass  mau  r  geeignete  ihrer  eingliedrigen  Untergruppen  nach  einander 
ausführt.  Dieser  Satz  ist  an  und  für  sich  nicht  besonders  merkwürdig 
und  sein  Beweis  kann  viel  kürzer  und  einfacher  geführt  werden  (vgl. 
die  Anm.  auf  S.  802),  sehr  sinnreich  ist  aber  das  Verfahren,  das 
Maurer  bei  dem  Beweise  dieses  Satzes  benutzt,  um  die  infinitesimalen 
Transformationen  der  zweiten  Parametergruppe  der  Gruppe  Gr  zu  be- 
rechnen. Wir  wollen  sein  Verfahren  kurz  auseinandersetzen,  natürlich 
mit  unsem  gewohnten  Bezeichnungen. 

Es  sei:  X^f .  . .  Xrf  im  i4  eine  r-gliedrige  Gruppe  von  der  Zu- 
sammensetzung Ciks  und: 

(69)  a:,<")  =  f^^ {Xj^'' - 1)  .  .  .  x^^" - 1) ;  u,,)     (i  =  i . . . «) 

seien  die  kanonischen  endlichen  Gleichungen  der  von  Xuf  erzeugten 
eingliedrigen  Gruppe,  ferner  seien: 

r 

(70)  «i"*=2'P"(".«)^^"""     <*  =  >••'■> 

1 

die  kanonischen  endlichen  Gleichungen  der  eingliedrigen  Untergruppe: 
Efif  der  adjungirten  Gruppe.  Dann  bestehen  vermöge  (69)  Relationen 
von  der  Form: 

r 
1 

WO  wie  gewohnlich: 


n 


gesetzt  ist. 

Wir  losen  die  letzten  Gleichungen  nach  den  Xa^"7  auf: 

61* 
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r 
(71)  Xi"'f=^jS\-U^)X;"-''f       (*=l...r), 

1 
setzen   ft    der   Reihe    nach    gleich    1 ,  2 . .  .  ft   und    schaflFen    X/*7  •   • 
X/"~*V  weg;  dadurch  bekommen  wir  Gleichungen  von  der  Form: 

r 

(72)  Xi^V  =2^  ®-'*'("i  •  •  •  «">>  ^■'^     (*  =  ••■•') 

1 

WO  für  a:/^^  kurz  Xi  geschrieben  ist  und  wo  sich  die  &  in  sehr  ein- 
facher Weise  aus  den  Qjjt  zusammensetzen*). 

Die  Gleichungen  (72)  sind  eine  Folge  der  Gleichungen,  die  man 
aus  (69)  erhält,  wenn  man  ft  der  Reihe  nach  =  1,  2  . .  .  ft  setzt  und 
dann  die  a:/^^  .  . .  a:,^"""^^  wegschaflFi  Für  [l  ^=  r  erhält  man  aber  auf 
diese  Weise  aus  (69)  gerade  die  allgemeine  Transformation: 

(73)  X^^  =  fi{x^  '  '  '  Xn\    Wi  .  .  .  Ur)       («  =»  1  . . .  n) 

der  r-gliedrigen  Gruppe:  XJ'.,,  Xrf,  also  sind  die  Gleichungen  (72) 
für  /i  =  r  eine  Folge  der  Gleichungen  (73).  Nun  aber  ist,  wie  die 
Entstehung  der  Gleichungen  (73)  zeigt: 

'dü^~  '^^  yx/fö  Tti~ ' 
also,  da  (69)  die  kanonische  Form   der  eingliedrigen  Gruppe  Xf.f  ist: 

andrerseits  lassen  sich  die  Gleichungen  (72)  in  die  folgenden  zerlegen: 

0')  ^^- 


(72')  g..(a;<.">)  =2J Zl  ^  (^'i  •  •  •  ^^^)  -ah  S>' W> 

1       i  * 

also  ergiebt  sich  aus  (74): 


(75) 


^  1        1 

(j=  1  .  .  .  » ;  ;U  =  1  .  .  .  r) , 

das  iieisst  die  x/^"^  in   den  Gleichungen  (73)  genügen  als  Functionen 
der  X  und  der  u  betrachtet  den  DiflFerentialgleichungen  (75). 

Es  ist  leicht,  die  Gleichungen  (75)  auf  eine  uns  bekannte  Form 
zu  bringen;  sie  zeigen  nämlich,  dass  in  (73)  die  x  als  Functionen  der 
u  betrachtet  den  DiflFerentialgleichungen: 

*)  Man  sieht  das  am  Besten  ein,  wenn  man  die  Gleichangen  (71)  für 
^  *=  1 ,  2  .  .  .  geradezu  als  lineare  homogene  Substitutionen  auffaast,  die  nach 
einander  ausgeführt  werden. 
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«genügen,  und  das  sind,  wenn  man  &Y^  = — -ö^^u  setzt,  genau  die  DiflFe- 
rentialgleichnngen  des  Theor.  4  auf  S.  43  von  Abschn.  I.  Das  eben 
auseinandergesetzte  Verfahren  liefert  daher  in  sehr  einfacher  Weise 
die  Functionen  -öy*,  die  zu  der  Form  (73)  der  endlichen  Gleichungen 
der  Gruppe:  X^f ,  . .  Xrf  gehören,  und  zwar  ausgedrückt  durch  die 
Coefficienten  in  den  eingliedrigen  Untergruppen  (70)  der  adjungirteu 
Gruppe:  E^f . .  .Erf.  Schliesslich  ist  noch  zu  bemerken,  dass  man 
aus  den  «dy^  sofort  die  infinitesimalen  Transformationen: 


r 


r) 


der  zweiten  Parametergruppe  der  Gruppe  (73)  berechnen  kann,  es  ist 
nämlich: 


r 


*-), 


woraus  man  die  ßjs  durch  Auflosung  erhält.  Den  Beweis  hierfür 
überlassen  wir  dem  Leser,  er  ergiebt  sich  ohne  Schwierigkeit  aus  den 
Entwicklungen  der  §§  108  und  122. 

Diese  von  Maurer  herrührende  Darstellung  für  die  infinitesimalen 
Transformationen  der  zweiten  Parametergruppe  *)  einer  r-  gliedrigen 
Gruppe,  die  durch  Nacheinanderausführung  von  r  ihrer  eingliedrigen 
Untergruppen  gebildet  ist,  hat  nicht  geringes  Interesse;  sie  ist  ein 
Seitenstück  zu  der  in  §  124  und  125  gegebeneu  Darstellung  der  infini- 
tesimalen Transformationen  der  beiden  kanonischen  Parametergruppen. 
Uebrigens  ist  klar,  dass  mau  in  ähnlicher  Weise  auch  die  infinitesi- 
malen Transformationen  der  ersten  Parametergruppe  der  Gruppe  (73) 
bilden  kann. 

Nun  zu  Maurers  Untersuchungen  über  algebraische  Gruppen. 

Die  r-gliedrige  Gruppe:  Xi'=fi(x,  a)  sei  algebraisch,  die  /J  seien 
also  algebraische  Functionen  sowohl  von  den  x  als  von  den  o.  Dann 
sind  offenbar  auch  die  infinitesimalen  Transformationen  der  Gruppe 
algebraisch,  bilden  wir  daher  nach  Anleitung  von  Abschn.  I ,  S.  270  f. 
die  endlichen  Gleichungen: 

*)  Maurer  sagt,  dass  Lie  diese  Gruppe  die  Parametergnippe  der  Gruppe 
(78)  Denne,  das  beruht  jedoch  auf  einer  VorwechBelung;  die  bei  Maurer  auftre- 
tende Gruppe  iät  nämlich  nicht  die  in  Abschn.  I  als  Parametergruppe  bezeichnete 
Gruppe,  sondern  sie  ist  die  jetzt  so  genannte  etoeite  Parametergruppe. 
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r 

(76)  ejt  =2J  9kf{0'i  '"ar)ej     (*  =  i...r) 

1 

der  zu  iiiisrer  Gruppe  gehörigen  Adjungirten,  so  werden  auch  die  Qkj{(i} 
algebraische  Functionen  ihrer  Argumente.  Demnach  kann  es  alge- 
braische Gruppen  von  einer  gegebenen  Zusammensetzung  Cuts  nur  dann 
geben,  wenn  die  endh'chen  Gleichungen  der  zu  der  Zusammensetzung 
Ciks  gehörigen  (vgl.  S.  671)  adjungirten  Gruppe: 

l...r 

eine  solche  Form  (76)  erhalten  können,  dass  die  Qtj  algebraische 
Functionen  ihrer  Argumente  werden. 

Maurer  giebt  dieser  nothwendigen  Bedingung  noch  eine  andre 
Form.  Da  nämlich  die  adjungirte  Gruppe:  E^  f .,.  Er f  immer  intran- 
sitiv ist  (s.  S.  673),  so  gelingt  es  ihm  auf  Grund  seines  Satzes  17 
S.  802  leicht  nachzuweisen,  dass  die  endlichen  Gleichungen  der  adjun- 
girten Gruppe  nur  dann  die  erforderliche  Form  erhalten  können,  weuu 
ihre  Gliederzahl  genau  so  gross  ist,  wie  die  Zahl  der  in  ihr  enthal- 
tenen unabhängigen  infinitesimalen  Transformationeji^  die  den  Bedin- 
gungen des  Satzes  15,  S.  801  genügen.  Die  adjungirte  Gruppe  lässt 
sich  demnach  in  diesem  Falle  sogar  auf  eine  solche  Form  bringen, 
dass  die  Qkj  rationale  Functionen  ihrer  Argumente  werden. 

Ist  nun  aber  diese  nothwendige  Bedingung  auch  hinreichend, 
giebt  es  wirklich  immer,  wenn  die  adjungirte  Gruppe:  E^f , , .  Erf  He 
angegebene  Beschaffenheit  besitzt,  r-gliedrige  algebraische  Gruppen 
von  der  Zusammensetzung  c,*,?  Maurer  bejaht  diese  Frage,  aber 
sein  Beweis  dafür  ist  nicht  stichhaltig. 

Er  benutzt  nämlich*),  so  können  wir  es  ausdrücken,  bei  seinem 
Beweise  den  »Satz,  dass  jede  r-gliedrige  Gruppe,  die  gerade  m  unab- 
hängige ausgezeichnete  infinitesimale  Transformationen  enthält,  eine 
solche  Form:  Xj/*...  Xrf  erhalten  könne,  dass  X^f ...  X^f  ausgezeich- 
nete infinitesimale  Transformationen  seien,  während  X^^if  •  • .  Xrf 
eine  (r  —  m)-gliedrige  Untergruppe  erzeugen.  Dieser  Satz  ist  aber 
unrichtig,  wie  schon  die  dreigliedrige  Gruppe  auf  S.  295  von  Abschu.  I 
zeigt. 

In  der  That  enthalten  auch  die  üeberlegungen,  die  Maurer  za 
diesem  Satze  führen,  einen  Fehler.  Auf  S.  433  seiner  Arbeit  sagt 
er   nämlich    ohne   Weiteres,    dass    P/   immer  dann  =  sxfi  sei,   wenn 


*)  Auf  diesen  Umstand  hat  Schur  seinerzeit  brieflich  aufmerkRam  gemacht 
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eine  der  beiden  Zahlen  X  und  ^<m  —  m^  sei,  wahrend  er  nur  be- 
wiesen hat,  dass  es  für  ^  <  m  —  m^  immer  =  exfx  ist  Die  eben 
erwähnte  dreigliedrige  Gruppe  zeigt  auch  wirklich  sofort,  dass  Pdf'  für 
X^m-—mi  nicht  =  «^^  zu  sein  braucht.  Die  Schlüsse,  die  Maurer 
auf  S.  438  seiner  Arbeit  zieht,  werden  infolgedessen  hinfällig. 

Die  im  Crelleschen  Journal  erschienene  Arbeit  Maurers  können 
wir  hier  nicht  besprechen,  da  uns  das  zu  weit  führen  würde.  Man 
wird  aber  auch  schon  daraus,  dass  wir  auf  die  beiden  andern  Arbeiten 
so  ausführlich  eingegangen  sind,  erkennen,  dass  wir  seine  Arbeiten 
schätzen. 

§  146. 
Verschiedene. 

üier  sind  zunächst  einige  Dissertationen  zu  besprechen,  die  in 
Leipzig  entstanden  sind  und  Schüler  Lies  zu  Verfassern  haben.  8i(> 
behandeln  Aufgaben,  die  Lie  gestellt  hatte  und  durch  deren  Lösung 
verschiedene  wichtige  Fragen  beantwortet  werden  sollten. 

Um  festzustellen,   was  für  r-gliedrige  einfache  Gruppen  es  giebt, 
die  Untergruppen   mit   r  —  4  aber  keine  mit  mehr  Parametern  ent- 
halten,   war   es  nöthig    (vgl.  S.  684  f.)  alle    endlichen   continuirlichen 
primitiven  Gruppen  des  R^  zu  bestimmen.    Diese  Aufgabe  wurde  Page 
gestellt;    ihre  Lösung  war  vorbereitet  erstens  durch  die  von  Lie  aus- 
geführte Bestimmung  zweier  Klassen   von  primitiven  Gruppen  des  Rn 
(s.  Abschn.  T,  Kap.  29  u.  III,  Kap.  17)  und    zweitens    durch    die    Be- 
stimmung   aller   projectiven    Gruppen   des    R^.     Ist   nämlich    Gr   eine 
primitive  Gruppe  des  R^  und  hält  man  einen  Punkt  P  von  allgemeiner 
Lage  fest,  so  wird  der  ebene  R^  der  cx)^  Linienelemente  durch  P  durch 
eine  projective  Gruppe  transformirt;  diese  projective  Gruppe  darf  aber 
jedenfalls    kein  Linienelement  und,    wie   aus  der  Theorie   des  Pf  äff- 
sehen  Problems  folgt,  auch  kein  ebenes  Bündel  von  oo'  Linienelemen- 
ten in  Rulie  lassen,   es   kommen  also  von    vornherein  nur  die  projec- 
tiven Gruppen  des  R^  in  Betracht ,   die  weder   einen  Punkt  noch  eine 
Ebene  des  R^  in  Ruhe  lassen  (s.  Kap.  13).    Demnach  konnten  für  alle 
noch  etwa  vorhandenen  primitiven  Gruppen  des  R^  sofort  die  Glieder 
erster  Ordnung  in  den  Reihenentwicklungen  der  infinitesimalen  Trans- 
formationen, die  einen  Punkt  von  allgemeiner  Lage   invariant  lassen, 
hingeschriel)en  werden  und  es  handelte  sich  nur  noch  darum,  jedesmal 
die  Anfangsglieder  der  infinitesimalen  Transformationen   höherer  Ord- 
nung zu  bestimmen  und  die  Zusammensetzung  der  Gruppe  zu  ermitteln, 
denn  dann  musste  sich  entweder  herausstellen,  dass  man  es  nicht  mit 
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einer  primitiven  Gruppe  zu  thun  hatte,  oder  man  konnte  die  Gruppe, 
wenn  sie  wirklich  primitiv  war,  auf  Grund  der  in  Kap.  28  von  Abschn.1 
entwickelten  Sätze  auf  eine  Normalform  bringen. 

Die  hierzu  erforderlichen  Rechnungen  hat  Page*)  mit  Geschick 
durchgeführt  und  es  stellte  sich  heraus^  dass  es  im  JR4  ausser  den  elf 
primitiven  Gruppen,  deren  Existenz  von  vornherein  feststand,  keine 
andern  endlichen  continuirlichen  primitiven  Gruppen  giebt.  Da  unter 
diesen  elf  Gruppen  nur  eine  einfache  enthalten  war,  die  als  Gruppe 
von  Punkttransformationen  in  keinem  Räume  von  weniger  als  vier 
Dimensionen  existirt,  so  konnte  jetzt  Lie  seinen  früheren  Sätzen  über 
einfache  Gruppen  (s.  S.  685  f.)  diesen  hinzufügen  (vgl.  Leipz.  Ber. 
1888,  S.  18): 

Satz  18.  Enthält  eine  r-gliedrige  einfache  Gruppe  Untergrtippen 
mit  r  —  4  Parametern^  aber  keine  mit  mehr  als  r  —  4,  so  ist  sie  mit 
der  allgemeinen  projectiven  Gruppe  des  B.^  gleicheusammengesetzt. 

Auch  zu  den  Theoremen  auf  S.  691  Hess  sich  ein  neues  hinzu- 
fügen, das  wir  wohl  nicht  erst  zu  formuliren  brauchen. 

Wie  so  oft,  wenn  es  sich  darum  handelt  nachzuweisen  ^  dass  es 
etwas  nicht  giebt,  so  war  es  auch  hier  für  Page  am  schwierigsten 
nachzuweisen,  dass  es  im  JR^  keine  primitiven  Gruppen  giebt,  bei 
denen  mit  jedem  festgehaltenen  Punkte  von  allgemeiner  Lage  zugleich 
ein  ebenes  Büschel  von  00^  Linienelementen  durch  den  Punkt  in  Ruhe 
bleibt.  Die  weitläufigen  Rechnungen,  die  zur  Erledigung  dieses  Falles 
nothwendig  waren,  hat  Page  nur  zum  Theile  veröflfentlicht;  sie  sind 
auch  mittlerweile  durch  den  von  Engel  aufgestellten  Satz  (s.  S.  761  f.) 
entbehrlich  geworden,  denn  dieser  Satz  zeigt  unmittelbar,  dass  eine 
Gruppe  des  R^  von  der  hier  betrachteten  Beschaffenheit  niemals  pri- 
mitiv sein  kann.  Die  Zahl  der  zu  berücksichtigenden  Fälle  wird  da- 
durch wesentlich  verringert,  denn  unter  den  projectiven  Gruppen  des 
i?3,  die  nach  S.  807  in  Frage  kommen,  sind  auch  alle  die  ausza- 
schliessen,  die  eine  Gerade  invariant  lassen,  es  bleiben  also  nur  vier 
Fälle  übrig  (s.  S.  226,  Theor.  11  u.  S.  236,  Satz  2),  von  denen  zwei 
bereits  durch  Lie  erledigt  waren. 

In  den  Math.  Ann.  Bd.  25,  S.  135  hatte  Lie  die  Vermuthuug  auf- 
gestellt, dass  es  stets,  wenn  eine  einfache  Gr  eine  G^— ,«,  aber  keine 
Untergruppe  mit  mehr  als  r  —  m  Parametern  enthalte,  im  ü^  eine  pro- 
jective  mit  Gr  gleichzusammengesetzte  Gruppe  gebe.  Im  Jahre  1880 
erklärte  er  aber  (Ges.  d.  Wiss.  zu  Kristiania),   dass  diese  Vermuthuug 

*)  Leipziger  Dissertation,  Arner.  Journal  Bd.  10  ^1888). 
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unzutreffend  sei,  da  sie  für  n  >  5  bei  der  projectiven  Gruppe  einer 
Mannigfaltigkeit  zweiten  Grades  im  22«  unrichtig  zu  sein  scheine.  Um 
diese,  namentlich  für  die  Integralrechnung  wichtige  Frage  zu  ent- 
scheiden, stellte  er  Werner  die  Aufgabe,  die  grössten  Untergruppen 
der  genannten  Gruppe  zu  bestimmen*),  und  Werner  hat  diese  immer- 
hin nicht  ganz  einfache  Aufgabe  mit  Lies  Unterätützung  vollständig 
erledigt**).  Seine  bald  darauf  von  Killing  bestätigten  Ergebnisse 
kommen  auf  Folgendes  hinaus: 

Die  continuirliche  projective  Gruppe  Gs  einer  nicht  ausgearteten 
Mannigfaltigkeit  zweiten  Grades  im  B.^  enthält,  wenn  n  =  4  oder 
>5  ist,  keine  Untergruppen  mit  mehr  als  N  —  {n —  1)  Parametern 
und  zwar  sind  im  Allgemeinen  alle  Untergruppen  von  G^  mit  gerade 
N  —  (n  —  1)  Parametern  innerhalb  Gs  mit  einander  gleichberechtigt 
und  dadurch  gekennzeichnet,  dass  bei  jeder  von  ihnen  ein  gewisser 
Punkt  der  Mannigfaltigkeit  in  Ruhe  bleibt.  Nur  in  den  Fällen  n  =  4 
und  w  =  7  giebt  es  noch  einen  zweiten 'Typus  von  {N — n+l)-glied- 
rigen  Untergruppen  der  G,v;  dieser  zweite  Typus  ist  dadurch  charak- 
terisirt,  dass  bei  jeder  ihm  angehörigen  Untergruppe  eine  grösste  ebene 
Mannigfaltigkeit  auf  der  Mannigfaltigkeit  zweiten  Grades  in  Ruhe 
bleibt.  Ist  dagegen  n  =  3  oder  =  5,  so  enthält  Gs  auch  noch  Unter- 
gruppen mit  N —  (n  —  2)  Parametern,  diese  sind  alle  innerhalb  Gn 
mit  einander  gleichberechtigt  und  bei  jeder  von  ihnen  behält  eine 
grosste  ebene  Mannigfaltigkeit  auf  der  Mannigfaltigkeit  zweiten  Grades 
ihre  Lage. 

Die  entsprechenden  Sätze  über  die  grössten  Untergruppen  der 
conformen  Gruppe  des  ü»— i  (vgl»  S.  357)  übergehen  wir. 

In  der  Ebene  giebt  es  nur  drei  Typen  von  irreducibeln  Berüh- 
rungstransformationsgruppen,  im  R^  ist  aber  die  Zahl  dieser  Gruppen 
beträchtlich  grösser.  Eine  sehr  wichtige  Klasse  von  solchen  Gruppen 
hatte  Lie  schon  bestimmt  (s.  Abschn.  II,  Kap.  25).  Um  die  Erledi- 
gung des  Problems  zu  fördern,  stellte  er  Seh ef fers  die  Aufgabe,  im 
R^  alle  irreducibeln  Gruppen  von  Berührungstransformationen  zu  be- 
stimmen, bei  denen  eine  Sehaar  von  oo^  partiellen  Differentialglei- 
chungen erster  Ordnung: 

invariant  bleibt.     Scheffers   hat  diese  Aufgabe  nach   einer   von  Lie 

*)  Fflr  n  ^  5   waren  übrigens   diese  grössten   Untergruppen    schon  längst 
von  Lie  bestimmt  worden. 

**)  Leipziger  Diaaertation  1889,  s.  Math.  Ann.  Bd.  35,  S.  113-160. 
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angegebenen  Methode  gelöst*),  der  ganze  Gegenstand  liegt  aber  dem 
wesentlichen  Inhalte  dieses  Werkes  so  fern,  dass  wir  auf  die  werth- 
volle  Arbeit  von  Scheffers  hier  nicht  näher  eingehen  konneu. 

Von  Leipziger  Dissertationen  erwähnen  wir  ferner  die  schöne 
Arbeit  von  Zorawski  über  Biegungsinvarianten  (1891,  s.  Acta.  math. 
Bd.  16),  die  allerdings  ganz  in  das  Gebiet  der  Differentialinvarianten 
gehört  und  daher  nur  kurz  berührt  werden  kann.  Lie  hatte  gezeigt, 
dass  die  Gauss-Mindingsche  Theorie  der  Abwicklung  von  Flächen 
als  die  Invariantentheorie  einer  unendlichen  Gruppe  aufgefasst  werden 
kann,  und  veranlasste  nun  Zorawski,  die  Zahl  der  von  einander 
unabhängigen  Differentialinvarianten  der  verschiedenen  Ordnungen  zu 
bestimmen.  Die  hierzu  erforderlichen  recht  grossen  Uechnungen  hat 
Zorawski  mit  grossem  Geschick  durchgeführt.  In  dem  Werke  über 
DiHerentialiuvarianten  werden  wir  bei  der  Besprechung  der  bekannten 
Untersuchungen  Lames  und  namentlich  Beltramis  auch  auf  die  Arbeit 
von  Zorawski  zurückkommen. 

Endlich  nennen  wir  noch  die  Leipziger  Dissertationen  von  Um- 
lauf und  Knothe.  Die  erste,  die  von  Engel  veranlasst  worden  ist, 
haben  wir  schon  bei  Besprechung  der  Killingschen  Arbeiten  ange- 
führt.    Die  zweite  ist  schon  auf  S.  258  Anm.  besprochen. 

Die  schöne  These  von  de  Tannenberg:  „Sur  les  equations  aux 
deriv^es  partielles  du  premier  ordre  ä  deux  variables  indepondentes, 
qui  admettent  un  groupe  continu  de  transformations"  erwähnten  wir 
schon  auf  S.  128;  sie  erledigt  ebenfalls  ein  Problem,  das  Lie  dem 
Verfasser  gestellt  hatte. 

Ferner  hat  Tresse  sehr  geschickt  die  ihm  von  Lie  gestellte  Auf- 
gabe gelöst,  alle  Ditferentialinvarianten  der  conformen  Gruppe  des  R^ 
zu  berechnen**).  Dagegen  können  die  übrigen  Untersuchungen  von 
Tresse  hier  nicht  besprochen  werden,  weil  sie  sich  auf  die  unenJ- 
lichen  Gruppen  beziehen;  sie  sind  überdies  bis  jetzt  nur  in  einem  sehr 
knappen  Auszuge  veröffentlicht. 

Von  Cartans  werth vollen  Beiträgen  zu  den  Killingschen  Arbei- 
ten über  Zusammensetzung  sprachen  wir  schon;  hoffentlich  veröffent- 
licht Cartan  bald  eine  vollständige  Darstellung  seiner  Untersuchungen. 

In  dem  zweiten  Bande  seiner  Vorlesungen  über  Geometrie  benutzt 
auch    liindemann    gruppentheoretische    Betrachtungen,    seine    Ueber- 

*)  Leipz.  Diss.  1890,  s.  Acta  math.  Bd.  U,  8.  111—178. 
**)  C.  R.  18i)'2,  ßd.  114,  S.  948. 
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legungeD  sind  aber  durchaus  nicht  einwandfrei.  Nachdem  er  nämlich 
den  Raum  als  Zahleumannigfaltigkeit  eingeführt  hat,  deiiuirt  er  die 
Bewegungen  als  eine  gewisse  Gruppe  von  projectiven  Transformationen. 
Diese  Gruppe  bestimmt  er  näher  durch  die  Forderung,  dass  die  Unter- 
gruppe, die  eine  Gerade  in  Ruhe  lässt,  jedesmal  die  Punkte  der  Geraden 
eingliedrig  transformire.  Hieraus  folgt,  dass  auf  jeder  festgehaltenen 
Geraden  entweder  zwei  getrennte  oder  zwei  zusammenfallende  Punkte 
in  Ruhe  bleiben.  Lindemann  bezeichnet  diese  Punkte  als  die  un- 
endlich fernen  Punkte  der  betreffenden  Geraden,  er  setzt  aber  still- 
schweigend voraus,  dass  ein  Punkt,  der  in  diesem  Sinne  auf  einer 
Geraden  unendlich  ferner  Punkt  ist,  auch  auf  jeder  andern  durch  ihn 
gehenden  Geraden  unendlich  fem  sei. 

Die  Frage,  unter  welchen  Bedingungen  die  Differentialgleichungen 
für  die  geodätischen  Linien  zweier  Flächen  in  einander  überfilhrbar 
sind,  hatte  Tissot  mit  wesentlichen  Realitätsbeschränkungen,  Lie  aber 
ganz  allgemein  erledigt  (Math.  Ann.  Bd.  20).  Lie  hatte  auch  bereits 
wiederholt  auf  den  Zusammenhang  dieses  Problems  mit  der  Mechanik 
hingewiesen.  In  neuerer  Zeit  haben  Painlev^,  Staude  und  Stäckel 
Untersuchungen  veröffentlicht,  die  sich  hieran  anschliessen  und  die  direct 
darauf  ausgehen,  die  Gruppentheorie  auf  die  Mechanik  anzuwenden. 
Es  ist  das  sicher  ein  sehr  aussichtsreiches  Forschungsgebiet,  das  wir 
aber  natürlich  hier  nicht  betreten  können. 

Endlich  sind  seit  1885  in  zahlreichen  englischen  Arbeiten 
specielle  Beispiele  zu  Lies  allgemeiner  Theorie  der  Diöerentialinva- 
rianten  aufgestellt  worden,  etwas  wirklich  Neues  ist  jedoch  in  diesen 
Arbeiten,  soweit  wir  sie  kennen,  nicht  enthalten. 

§  147. 

Eine  ganz  besonders  hervorragende  Stellung  nimmt  die  Anwen- 
dung der  Gruppentheorie  ein,  die  Picard  auf  die  lutegrationstheorie 
der  linearen  Differentialgleichungen  gemacht  hat  und  die  nachher  von 
Vessiot  weiter  geführt  worden  ist.  Hier  können  wir  aber  natürlich 
auf  diese  Theorie  nicht  eingehen,  sondern  wir  müssen  uns  das  für 
das  Werk  über  Differentialinvarianten  und  Integrationstheorie  vorbe- 
halten. Wie  ausserordentlich  wichtig  jedoch  diese  Untersuchungen  sind, 
geht  schon  daraus  hervor,  dass  durch  sie  die  Integrationstheorie  der 
linearen  Dijfereyitinlgleichungen  ir^  jeder  Bcziehmig  analog  wird  der 
Galoisschen  T/^eorie  der  algebraischen  Gleidiwigen, 
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Auch  auf  gewisse  Untersuchungen  von  Picard,  die  mit  der  Theorie 
der  unendlichen  Gruppen  zusammenhängen ,  können  wir  hier  nicht 
eingehen.  Wir  bemerken  hier  nur  so  viel:  Picard*)  verallgemeinert 
die  partiellen  Differentialgleichungen,  die  in  der  Theorie  einer  Function 
H  +  iv  der  complexen  Veränderlichen:  x  +  iy  auftreten.  Er  zeigt, 
wie  man  das  allgemeinste  System  von  partiellen  Differentialgleichungen 
aufstellen  kann,  das  dieselben  charakteristischen  Eigenschaften  besitzt, 
und  gelangt  so  im  Grunde  zur  Bestimmung  einer  ausgedehnten  Klasse 
^von  unendlichen  Gruppen.  Besonders  überrafchend  ist,  dass  hierdurch 
ähnlich  wie  bei  Engel  (s.  S.  754)  die  Bestimmung  dieser  unendlichen 
Gruppen  auf  die  Bestimmung  gewisser  endlicher  continuirlicher  Gruppen 
zurückgeführt  wird. 

Picard  ist  auch  der  erste,  der  allgemeinere  Untersuchungen  über 
algebraische  Gruppen  angestellt  hat.  In  einer  Preisschrift**)  bestimmt 
er  zweigliedrige  Gruppen  von  birationalen  Transformationen  in  drei 
Veränderlichen,  bei  denen  eine  algebraische  Fläche  in  sich  übergeht 
Die  Punkte  der  betreffenden  Fläche  werden  dann  durch  eine  alge- 
braische Gruppe  transformirt,  deren  infinitesimale  Transformationen 
natürlich  ebenfalls  algebraisch  sind. 

Ohne  auf  Picards  schöne  Untersuchungen  einzugehen,  die  selbst- 
verständlich auch  verallgemeinert  werden  können,  wollen  wir  hier  noch 
flüchtig  ein  allgemeines  Problem  besprechen ^  dessen  eingehende  Be- 
handlung wir  als  äusserst  wünschenswerth  bezeichnen  müssen.  Es  ist 
das  folgende: 

Vorgelegt  sind  die  infinitesimalen  Transformationen:  X^f...Xrf 
einer  ganz  IwUehigeti  Grtippe  in  n  Veränderlicl^eny  man  stwJit  alle  mit 
dieser  Grujype  ähnlichen  Griypperiy  deren  infinitesimale  Transfor- 
mationen: 


=  1  .  .  .  r) 


algebraisch  sind. 

Wir  begnügen  uns  mit  der  Betrachtung  zweier  Beispiele***). 


*)  C.  R.  Bd.  112,  S.  1399  ff.  (1891)  u.  Bd.  114,  S.  805  ff.  Eine  besondere 
Klasse  der  hier  auftretenden  unendlichen  Gruppen  betrachtet  Scheffers  in  den 
auf  S.  783  erwähnten  Untersuchungen. 

**)  Sur  la  throne  des  fonctions  algöbriquos  de  deux  variables,  Journal  de 
math.   1889. 

***)  Die  folgenden  Betrachtungen  röhren  von  Lie  her,  Lie  hat  aber  bisher 
nur  sehr  wenig  darüber  veröffentlicht. 
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Erstes  Beispiel,     Die  Gruppe:    X^f , . .  Xrf  sei  die  Gruppe  aller 
Transformationen  des  ü«,  also: 

'        ex. 
Vermöge  einer  Transformation:  Xi  =  (Oi{Zi  . . .  Zn)  «oll  nun  werden: 

n 
1  •"  » 

WO    die    5i>   algebraische  Functionen   ihrer   Argumente  sind.     Hieraus 
ergiebt  sich: 

2r  o'  x^ 

•■  &>(^i  •  •  •  ^«)  -^  =  ^it    (',  ^  =  1-..«), 


also,  da  die  Determinante   der  ^,v  natürlich   nicht  verschwinden  darf: 

dx^ 
(78)  -;.-- =atr(^i  . .  .^n)     (^»•  =  l.  .«), 


^^, 


wo   die  «rr  ebenfalls   algebraisch  sind  und  den  bekannten  Intograbili- 
tätsbedingungen  genügen  müssen.     Demnach  wird: 


(79)  Xr 


=    /     Xl^  atrial  .  .  .  0n)d2r       (»'=  1  .  .  .  «). 

•  /       1 


Man  erhält  also  die  allgemeinste  Lösung  der  Aufgabe,  wenn  man 
n  beliebige  Integrale*)  über  algebraische  totale  Differentialausdrücke 
auswählt  und  diese  der  Reihe  nach  gleich  x^  . , ,  Xn  setzt,  nur  müssen 
natürlich  die  betreffenden  Integrale  in  solcher  Weise  von  einander 
unabhängig  sein,  dass  sich  die  Gleichungen  (79)  nach  z^ . . ,  Zn  auf- 
lösen lassen. 

Zweites  Beispiel     Es  sei: 

(80)  x,f  =  :^^f^  +  ^^  +  ,.^r    ,.0..,.,, 

es  soll  werden: 

wo  die  6fc/  algebraische  Functionen  sind,  deren  Determinante  natürlich 
nicht  verschwinden  darf.  Hieraus  ergiebt  sich,  dass  Xqj  x^^  x^  einer 
totalen  Iticca tischen  Differentialgleichung: 

(81)  dx  =^  ccik{Zo,  Zi,  z^)c(^dZk 

ik 

*)  Derartige  Integrale  gind  zuerst  von  Picard  betrachtet  worden. 
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gelingen,  wo  die  «,*  algebraische  Functionen  sind,  deren  Determinante 
nicht  verschwindet. 

Hat  man  nun  umgekehrt  eine  beliebige  unbesdirätikt  integrahle 
totale  Riccatische  Gleichung  (81)  von  der  eben  besprochenen  Be- 
schaffenheit, und  sind: 

r82)  ^i  =  ^i{^oi^\7^t)     («  =  o»^^) 

irgend  drei  verschiedene  particuläre  Losungen  dieser  Gleichung,  so 
kann  zwischen  Xq.  x^,  x^  keine  von  den  b  freie  Relation  bestehen. 
Eine  solche  Relation  könnten  wir  uns  nämlich  etwa  nach  x^  aufgelost 
und  also  auf  die  Form: 

Xq  '=  r  \X^ ,  X<^ ) 

gebracht  denken;  sie  .würde  nun  bei  der  Substitution  (82)  identisch 
erfüllt  werden,  dasselbe  müsste  also  auch  von  den  Gleichungen: 

_._?  =  .«    _._»    J_  .     »       (4^0,1,2) 

gelten.  Diese  Gleichungen  aber  würden  durch  Benutzung  von  (81) 
die  Form: 

'S.^  VTf^-F        ,    dF    .\ 

2:  «'^^0  =2/' kr,  ^1  +  ',x. ^2  «••*  <*-^'  ^'-'^ 

erhalten,  woraus  wegen  der  Beschaffenheit  der  a,^  die  Gleichungen: 

. dF    ,      . dF 

0  1  CX^      '         2   ^x^ 

folgen  würden,  Gleichungen,  die  wegen  der  Verschiedenheit  von  x^^  a:,,  s., 
überhaupt  nicht  bestehen  können. 

Demnach  stellen  die  Gleichungen  (82)  unter  der  vorhin  geoiachten 
Voraussetzung  immer  eine  Transformation  dar,  bei  der  die  Gruppe  (SO) 
wieder  in  eine  Gruppe  mit  algebraischen  infinitesimalen  Transformationen 
übergeht.  Die  allgemeinste  Lösung  unsrer  Aufgabe  erhält  man  daher, 
wenn  mai^  die  allgemeinste  unbeschränkt  integrable  Gleichmig  (81'1 
von  der  oben  angegebenen  Beschaffenheit  aufstellt 

Es  ist  klar,  dass  man  solche  Betrachtungen  auch  für  beliebig 
viele  andre  Gruppen  durchführen  kann. 

Bisher  verlangten  wir  nur,  dass  die  inßnitesimaleti  Transforma- 
tionen der  Gruppe  Z^f . , .  Zrf  algebraisch  seien.  Ebenso  interessant 
aber  freilich  auch  schwieriger  ist  die  Frage,  unter  welchen  Bedingungen 
auch  die  endlichen  Transformationen  dieser  Gruppe   algebraisch  sind. 

Bei  uuserm  ersten  Beispiele  liefert  das  Abelsche  Theorem  un- 
mittelbar derartige   Gruppen.     Sind   nämlich:  ^li^x)  ,  , .  q>p{x)  p  uuab 
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hängige   Abel  sehe  Integrale    von    der    ersten   Gattung    und   vom  Ge- 
sclilechte  py  so  bestimmen  die  Gleichungen: 

p  p 

(83)  y}  q>,  {x:)  =  y}  ( (p^,  {Xy )  +  %.{ar)]     C"  =  i    •  p) 


augenscheinlich  eine  |)-gliedrige  Gruppe,  die  mit  der  Gruppe  der 
Translationen  des  Up  ähnlich  ist.  Nach  dem  Abel  sehen  Theoreme 
werden  hier  die  x'  algebraische  Functionen  sowohl  von  den  x  als  von 
den  Parametern  a.  Die  üeberführung  dieser  Gruppe  in  die  Gruppe  der 
Translationen  kommt  auf  ein  Jacobisches  Umkehrproblem  hinaus*). 

Während  diese  Gruppen  sich  unmittelbar  aus  dem  Abelschen 
Theorem  ergeben,  hat  Picard  eine  andre  ganz  neue  Klasse  von  der- 
artigen Gruppen  entdeckt.  In  seiner  oben  angeführten  Preisschrift 
beweist  er,  dass  unter  Umständen  auch  Gleichungen  von  der  Form: 

j'[T,{x,  y)dx  +  Q,{x,  y)dy\  =j\p,äx  +  Q,dy) 


(84) 


x'y'  xy 


J'{l\(x,y)dx  +  (Ux,y)dy]  =J\P,dx -\-  Q,dy), 

eine  algebraische  Gruppe  bestimmen  können.  Die  P  und  Q  sind  hier 
algebraische  Functionen,  die  den  Integrabilitutsbedingungen  genügen, 
ttf)  und  Iq  sind  bestimmte  Zahlen  und  a  und  h  sind  Parameter.  Eine 
solche  Gruppe  ist  natürlich  mit  der  Gruppe  der  Translationen  in  der 
Ebene  ähnlich,  ihre  üeberführung  in  die  Gruppe  der  Translationen 
kommt  a«f  ein  verallgemeinertes  Umkehrproblem  hinaus. 

*)  S.  die  Note  von  Lie,  C.  R.  Bd.  114,  S.334  (15.  Febr.  1892).  Hier  möge 
auch  noch  eint*  Dissertation  von  Höh] mann  erwähnt  werden:  Uebcr  eine  gewisse 
Klasse  continuirlichcr  (iruppen  und  ihren  Zusammenhang  mit  den  Addiiionstheo- 
rcmen  (Halle  1892).  Ho  hl  mann  ist  selbststiindig  auf  die  hier  betrachteten 
Gruppen  gekommen,  die  allerdinj^»  schon  vorher  von  Lie  angegeben  waren. 
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Charakteristische  Function  e.  inf. 
BT.  in  £f,  X,  p  II,  252  f.,  ihr  Nutzen  254. 
char.  Fct.  e.  inf.  BT.  i.  d.  a?,  p  261,  e. 
inf.  hom.  BT.  263.  Verhalten  der  char. 
Fct.  e.  inf.  BT.  bei  endl.  BT.:  1)  hom. 
BT.  267,  2)  b.  BT.,  d.  d.  Ausdr.  dz  — 
Zpdx  inv.  lassen  271,  8)  b.  BT.  i.  z, 
X,  p  11,  276;  III,  759.  D.  char.  Fct. 
geht  b.  e.  BT.  i.  e.  ch.  Fct.  über  II,  528. 
D.  char.  Fct.  d.  inf.  Trf.  e.  r-gl.  Gr.  v. 
BT.  II,  Kap.  18.  Ch.  Fct.  d.  Gr.  v.  BT. 

d.  Ä^^i,  d.  als  Gr.  v.  PT.  d.  B^^^^ 

transitiv  sind  II,  640.  D.  char.  Fct. 
Z-^z  —  iZxy  +  ...  II,  645  f.  Gr.  v. 
BT.,  d.  e.  ch.  Fct.  v.  d.  Form  Z  ent- 
halten 549,  554  (vgl  inf.  BT.  u.  Bei- 
henentw.). 
Charakteristische  Gleichung  e. 
r-gliedr.  Gr.  III,  772,  d.  ch.  GL,  d.  z. 

e.  inf.  Trf.  d.  Gr.  gehört  773,  d.  Coeff. 
d.  ch.  G).  sind  luv.  d.  adj.  Gr.  773. 
Form  e.  Gr. ,  deren  ch.  Gl.  m  verschw. 
Wurzeln  hat  775. 

Charakteristische  Mannigfaltig- 
keiten e.  vollst.  Systems  1,  101. 

Combination  zweier  inf.  Trf.  d.  Klam- 
merop.  1, 94,  zweier  charakt.  Fct.  II , 463. 

Complexe  Zahlen,  höher (».  Bogriff  III, 
747  f.,  wenn  Division  möglich  sein  soll 

m.  52 
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748,  wenn  d.  assoc.  Gesetz  gilt  749,  dar. 
folg.  Zuflh.  m.  gew.  lin.  hom.  Gr.  760 
—752.  ümkehrbark.  d.Zu8h.780— 782. 
Syst.  ▼.  compl.  Z.,  z.  denen  e.  einf. 
Gr.  gehört  784. 

Conforme  Gruppe  od.  Gr.  d.  recipr. 
Radien  i.  B^  II,  469  f.  s.  lin.  Complex ; 
i.  li^  gleichzasges.  m.  d.  allg.  proj.  Gr. 
d.  Äg  III,  281.   conf.  Gr.  d.  B^  III,  334, 

347  —  851,  sie  ist  gleichzusges.  m.  d. 
proj.  Gr.  e.  Mann.  2.  Gr.  i.  i2„  i  ^  367, 

sie  kann  dnrch  PT.  nicht  i.  e.  proj. 
Gr.  übergeführt  w.  362 ;  sie  ist  einfach 
für  n  4=  8  111,  367,  683.  Ihre  grösst. 
Ugr.,  vgl.  proj.  Gr. 

Connexcoordinaten,  d.  BT.  d.  22^  i. 

Cc.  III,  630—632. 

Continuirliche  Gr.,  allg.  Begr.  I,  3. 

Cremonasche  Trf.,  Gr.  v.  Cr.  T.  enth. 
d.  id.  Trf.  u.  paarw.  inv.  Trf.  I,  20  f. 

Curven  d.  Ebene,  d.  inf.  proj.  Trf.  ge- 
statten III,  86—89,  d.  22g,  d.  inf.  proj. 
Ti-f.  gest.  180—190  (s.  ration.  C). 

Definitionsgleichnngen  (Difigl.)  f. 
d.  endl.  Trf.  e.  cont.  Gr.  I,  6 — 6.  Gr., 
d.  sich  nicht  d.  Diffgl.  defin.  lassen  1,  6. 
Defingl.  f.  d.  inf.  Trf.  e.  r-gl.  Gr.  186. 
Welche  Syst.  ▼.  lin.  hom.  Diffgl.  sind 
DefiDgl.  187,  Th.  28.  Die  Defgl.  be- 
stimmen  d.  Anfangsglieder  i.  d.  Reihen- 
entw.  f.  d.  inf.  Trf.  e.  Gr.  i.  d.  Um- 
gebung e.  Pnnktes  190  ff.,  sie  lassen 
erkennen,  ob  e.  Gr.  transitiv  od.  intr., 
asyst.  od.  syst,  ist  217,  608.  D.  Defingl. 
d.  endl.  cont.  Gr.  a.  d.  Geraden  III, 
7—11. 

Derivirte  (abgeleitete)  Gr.  e.  r-gl.  Gr. 
III,  678,  d.  g-te  Derivirte  679.  Satz  ü. 
endl.  Trf.  e.  r-gl.  Gr.,  d.  d.  ersten  Deriv. 
angehören  770.  Ist  d.  erste  Deriv.  e. 
Gr.  integrabel,  so  hat  sie  den  Rang 
Null  777  (s.  invariante  Ugr.). 

Differentiale:  hom.  Gl.  2.  Gr.  i.  dx^ 
dy^  dz  u.  ihr  Zush.  m.  e.  nicht  intgr. 
Pfaffsch.  Gl.  i.  x,  y,  z  III,  126  f.  Gr., 
d.  e.  hom.  Gl.  2.  Grades  in  dx^  . . .  dx^ 

invar.  lassen  (n  >  2)  u.  d.  Rieht,  durch 
jeden  festgehalt.  Punkt  mögl.  allg.  trf. 
111,  Kap.  17.  Anfangsgi.  d.  Reihen- 
entw.  ihrer  inf.  Trf.  320  f.,  es  giebt  nur 
4  ßolch.  Gr.  834.  Die  betr.  endl.  cont. 
Gr.  d.  Ebene  336  f.  Gr.,  d.  e.  hom.  nicht 
lin.  Gl.  i.  dx^ .  "dx^  inv.  lassen,  sind  im 

Allgem.  endlich  337—346.    Gr.  d.  B^ 

(n  >  2),  d  e.  Differentialausdruck  2. 
Gr.  invar.  lassen  u.  d.  Rieht,  d.  jed. 
festjTeh.  P.  mögl.  allg.  trf.  353.  D. 
reellen  Gr.  v.  dieser  Beschaff.  385— 392. 


Differentialgleichungen,  grundle- 
gende 8.  grundl.  —  lin.  pari  D.  1.  0.: 
eine  u.  ihr  Zush.  m.  e.  simult.  Syst 
I,  82  f.  D.  Aufsuch.  d.  gemeins.  Lös. 
mehrerer  kommt  a.  d.  Intgr.  e.  vollst 
Syst.  (s.)  zurück  83  f.  Belieb.  Syst  v. 
lin.  part.  D.  1.  0.  u.  ihr  ZuBh.  m.  d. 
Syst  V.  totalen  D.  (s.)  101—106.  Mit 
jed.  Syst  v.  lin.  part  D.  1.  0.  ist  e. 
andr.  S.  d.  Art  inv.  verknüpft  III,  761. 
q unabh.  lin.  part.  D.  i.  n  Ver. ,  d.n  —  q 
unabh.LöB.  gem.  haben,  bilden  ein  g-gl. 
vollst  Syst  1, 88.  Syst  v.  part  D.  bei.  0., 
deren  allg.  Lös.  nur  e.  endl.  Zahl  v.  wil^. 
Const  enthalt.  I,  Kap.  10.  Neue  Fas- 
sung d.  Probl.  e.  gew.  D.  1.  O.  i.  ar,  y, 
e.  part.  D.  1.  0.  i.  iJ.  u.  e.  part.  D. 
1. 0.  i.  iJ^^i  zu  integr.  II,  31  f.,  71—74, 

86  f.,  110  f.  Lösungen  e.  solchen  GL  i. 
•^n-^i  ^^  ^^^»  Zurückführung  auf  e.  v. 
z  freie  Gl.  Ulf.  Integr.  e.  GL  v.  d. 
Form:  u(iC,  j))  «  o:  II,  174  f.  Syst  v. 
D.,  d.  e.  Gr.  v.  PT.  gestatten  I,  649  f., 
e.  Gr.  V.  BT.  gest  II,  388.  D.  Diflfel. 
niedrigster  0.,  d.  b.  d.  irred.  Gr.  v.  BT. 
d.  Ebene  inv.  bleiben  II,  439, 462.  Jede 
^ew.  DiffgL  2. 0.  i.  o;,  V  kann  d.  BT.L 
jede  andr.  übergef.  werden  II,  83  f.  (vgl. 
gestatten,  De&gL). 

Differentialvarianten  1,  548.  Jede 
endl.  cont  Gr.  v.  PT.  u.  v.  BT.  hat  D. 
I,  649,  II,  388. 

Discontinuirliche  Gr.  I,  8. 

Dualistisch.    duaL  Trf.  II,  268,   L  d. 
Ebene  III,  80,  106,  i.  B^  HI,  205,  260. 
d.  z.  e.  inf.  proj.  Trf.  dual.  II,  268.   d. 
dual.  e.  lin.  hom.  Gr.  I,  492  ff.  e.  proj. 
Gr.  II,  807.    D.  dualistische  d.  ad- 
jung.  Gr.  I,  493,  II,  Kap.  19.   Ihre  di- 
recte  Def.  II,  828  f.  ihre  inf.  Trf.  u.  ihre 
Gliederz.  833.    d.  Glsyst  d.  b.  dieser 
Gr.  inv.  bleiben  338  ff.    jedes  homog. 
Glsyst.  dieser  Art,  das  keine  lio.  hom. 
Rel.  nach  sich  zieht,  bestimmt  r-gL 
Gr.  V.  hom.  BT.  v.  d.  Zuss.  c,.j^^,  d.  m. 

ein.  ähnlich  sind  343.  Wann  liefern 
zwei  versch.  Glsyst.  d.  Art  zwei  ähnL 
Gr.  V.  hom.  BT.?  856—862.  Bedeutung 
bei.  Glsyst,  d.  d.  duaL  d.  Adj.  ge- 
statten 866  f. 

Ebene.  1)  d.  allg.  lin.  hom.  Gr.  d.  E.  u. 
ihre  Ugr.  EI,  18—28,  d.  reellen  Ugr. 
Ill,  370. 

2)  d.  endl  cont.  Gr.  v.  PT.  d.  E.  a)  d. 
prim.  III,  34 f.  b)  d.  imprim.  III,  36 — 67. 
Klassific.  d.  impr.  Ill,  61.  Best  d. 
Schaaren  v.  oo*  Curven  (gew.  Diffgl. 
1.  0.),  b.  e.  endl.  cont  Gr.  d.  Eb.  inv. 
bleiben  III,  61—66,  intes.  f.  die  ge- 
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fandenen  Nonnalf.  66—71.  D.  inv. 
Diffgl.  8.  0.  b.  d.  Gr.  m.  r>6  Par. 
129—134.  Tabelle  aller  2-,  3-  u.  4.gl. 
Gr.  V.  FT.  d.  Eb.  67  f.,  all.  endl.  cont. 
Gr.  V.  PT.  d.  Eb.  71—73-,  aller  Gr.  v. 
PT.,  d.  e.  gew.  Diffel.  2.  0.  inv.  lassen 
76  f. ,  d.  reellen  endl.  cont.  Gr.  v.  PT. 
111,  370—380. 

3)  d.  cfidl.  cont.  Gr.  v.  BT.  d.  Eb. 
a)  irred.  8.  irr.  b)  red.  111,  74  fi".  D. 
reellen  III,  384  f. 

4)  d.  proj,  Gr.  d.  Ebene,  d.  Typen  v. 
eingl.  proj.  Gr.  HI,  81 — 86,  d.  grössten 
proj.  Gr.  91  ff.  Allg.  Satz.  ü.  d.  proj. 
Gr.  94.  Best,  aller  proj.  Gr.  94-103. 
Aufsuchung  d.  versch.  Typen  103—105. 
Tabelle  d.  proj.  Gr.  d.  Eb.  106  f.,  d. 
gröBste  proj.  Gr.,  i.  d.  e.  qq^.  proj.  Gr. 
d.  Eb.  inv.  ist  108  f.  D.  Inf.  proj.  Trf. 
d.  Eb.  hom.  geschr.  110.  d.  reellen  proj. 
Gr.  d.  Eb.  380—384. 

Eigentliche  BT.  II,  26,  163. 

Einfache  Gr.  Ihre  Defin.  I,  264,  b. 
reell.  Gr.  III,  363.  nicht  einf.  =  zu- 
sammengesetzt. Zu  e.  einf.  Gr.  giebt 
es  nur  e.  meroedr.  isom.  Gr.  I,  305. 
Einf.  r-gl.  Gr.,  deren  gröaste  Ug.  r  —  1, 
r  — 2,  r— 3  od.  r  — 4  Par.  haben  111, 
686,  808.    Wann  eiebt  es  e.  einf.  Gr., 

d.  mit  e.  geg.  r-gl.  Gr.  mer.  isom.  ist 
111,  703.    Zu  jeder  r-gliedr.  Gr.  gehört 

e.  ganz  best.  Reihe  v.  Zuss.  eiuf.  Gr. 
703,  766.  D.  4  grossen  Klassen  v.  einf. 
Gr.  682  f.,  ausserdem  giebt  es  nur 
noch  6  Zuss.  v.  einf.  Gr.  776.  d.  14- gl. 
einf.  Gr.  i.  R^  763  f.  (vgl.  complexe  Z). 

Einfach  transitive  Gr.  1,212.  gleich- 
zQsammenges.  einf.  tr.  Gr.  sind  ähn- 
lich I,  340.  Z.  jed.  einf.  tr.  Gr.  geh. 
e.  recipr.  (s.)  eini*.  tr.  Gr.,  d.  aus  all. 
Trf.  best.,  d.  m.  d.  Trf.  d.  Gr.  vert. 
sind,  u.  d.  m.  ihr  gleichzusges.  ist  378, 
380.    Best  aller  Zerleg,  d.  i2„,  d.  b.  e. 

einf.  tr.  Gr.  des  E^  inv.  bleiben  383— 

387.  Ausdehnung  d.  Th.  auf  gew.  nicht 
einf.  tr.  Gr.  400.  Mannigf.,  d.  b.  e. 
Ugr.  e.  einf.  tr.  Gr.  inv.  bleiben  390. 
Aus  d.  endl.  Gl.  e.  einf.  tr.  Gr.  kann 
man  ohne  Int.  d.  der  recipr.  einf.  tr. 
Gr.  finden  394.  Best.  e.  einf.  trans. 
Gr.  V.  %eg.  Zuss.  1)  wenn  d.  endl.  Gl. 
e.  Gr.  V.  dieser  Zuss.  geg.  sind  430  f , 
490,  2)  wenn  blos  d.  inf.  Trf.  e.  sol- 
chen Gr.  geg.  bind  431  f.  3)  wenn  blos 

d.  Zuss.  geg.  ist  a)  unter  gew.  Beschr. 
433,  b)  allg.  u.  zwar  durch  Int.  gew. 
Diffgl.  II,  2y6  f.,  Ill,  699—604,  d.  Aufl. 

e.  alg.  Gl.  u.  d.  Exponfct.  III,  642  tf., 
d.  gew.  Potr.  111,  795,  d.  Quot.  best, 
conv.  Potr.  111,  794.    Einen  Fall,  i.  d. 


man  d.  endl.  Gl.  e.  einf.  trans.  Gr.  dch. 
Quadr.  a.  d.  inf.  Trf.  finden  kann  s.  u. 
recipr.  einf.  tr.  Gr. 

Eingliedrige  Gruppen.  I,  Kap.  3. 
Jede  eingl.  Gr.  besteht  a.  vert.  Trf.  u. 
ist  m.  e.  Gr.  v.  Transl.  ähnlich  I,  49. 
Allg.  (kanon.)  Form  e.  eingl  Gr.  m.  d. 
id.  Trf.  u.  m.  paarw.  inv.  Trf.  61.  Zu 
jed.  eingl.  Gr.  gehört  e.  ganz  best.  inf. 
Trf.,  V.  d.  sie  u.  gew.  Bed.  erzeugt  ist 
65,  Th.  7.  Jede  eingl.  Gr.  stellt  eine 
stationäre  Bew.  e.  compress.  Flüssigk. 
dar  69.  Bild  e.  eingliedr.  Ugr.  i.  d. 
jK^  d.  (xf  Trf.  e.  r-gl.  Gr.  279.    Eingl. 

Gr.  V.  BT.  II,  256.  D.  endl.  Trf.  e. 
eingl.  Ugr.  v.  allg.  Lage  i.  e.  r-gl.  Gr. 
sind  i.  d.  r-gl.  nicht  m.  c.  gleichber. 
III,  746,  774. 

Element  d.  B^_^^  II,   103  f.,  d.  El.   d. 

B^_^^  als  Punkt  e.  i^an-fi  ^^-  *^^*-  ^• 
El.  e.  Punktmann.  d.  B„\i  II,  104 — 

106.  Jedes  El.  kann  d.  e.  BT.  i.  e.  El. 
m.  d.  Coord.  0,  0 ...  0  übergeführt  wer- 
den i.  d.  Ebene  II,  402  f.,  im  B^^  II, 

462.    Jedes  El.  d.  B^  definirt  e.  gew. 

inf.  proj.  Trf.  d.  B^  I,  677.  itf^_j-ele- 

ment  d.  B^  III,  338.     üf^ -dement  d. 

ii^  111,480  (vgl.Linienel.  u.  FlacheneL). 

Elementcoordinaten  i.  B^i^^  nicht 

homogene  II,  104,  homogene  109 -f. 
Conncxcoord.  III,  630. 

Elementmannigfaltigkeit  (Verein) 
1)  i.  d.  Ebene  (Element-Mi)  II,  14,  22, 
aufgefasst  als  Curve  d.  H^  393  f.  2) 
Eimann.  i.  B^  II,  66,  66,  ihre  Bestim- 
mung 66—60,    3)  im  jK„  1 1.    Jede  Ele- 

ment-M^  des  B^t^  wird  d.  e.  (n  +  1)- 
glied.  Glsyst.  zw.  z^x^. .  .x^,  Pi  -  "Pn 
dargest,  d.  d.  Gl.  dz  —  Zpdx=»0  ge- 
nügt (s.  Pf  äff  sehe  Gl.)  11,  106,  jede 
Elem.-ili^  d.  B^^  besteht  a.  d.  El.  e. 

Punktmann.  d.  A^  ,  ^  104—106.  Wann 
gestattet   e.   Element-ilf^  d.  B^,^  e. 
inf.  BT.  ?  U,  268. 
Elementstreifen  i  B^  II,  69. 

Endliche  continuirliche  Gr.  Allg. 
Begr.  I,  3,  r-gliedrige  I,  16,  Einfüh- 
rung neuer  Par.  u.  neu.  Ver.  i.  e.  r-gl. 
Gr.  23—26.  Auffass.  d.  Gr.  als  Gr.  v. 
Oper.  26—27.  Zu  jeder  r-gl.  Gr.  ge- 
hören r  unabh.  inf.  Trf.  1,  67,  111,  662, 
Eigensch.  d.  Scbaar  v.  oo''— ^  inf.  Trf., 
d.  durch  diese  inf.  Trf.   best,  ist  111, 

'  656  f.  Jede  r-gl.  Gr.  m.  d.  id.  Trf.  be- 
steht aus  (X>»^i  eingl.  Gr.  und  enthält 
gerade  r  unabh.  inf.  Trf.,  von  denen 
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sie  erzengt  ist  I,  74  f.  Enth.^8ie  m 
unabh.  inf.  Irf.,  so  auch  jede  "cLaraus 
lin.  abgel.  I,  77.  Ihre  aUg.  inf.  Trf. 
ebd.  ihre  allg.  endl.  Trf.  wird  erhalt., 
wenn  man  r  geeign.  ihrer  eingl.  Ugr. 
nach  ein.  ausführt  III,  803,  jede  r-gl. 
Gr.  m.  paarw.  inf.  Trf.  ist  v.  inf.  Trf. 
erzengt  I,  169^  III,  566,  682  (s.  inf. 
Trf.).  —  Endl.  cont.  Gr.  v.  PT.  i.  mögl. 
wenig  Ver.,  d.  gleichznsgs.  sind  1)  m. 
d.  Gr.  d.  lin.  Compl.  i.  B^  II,  460,  2)  m. 
d.  allg.  proj.  Gr.,  d.  tdlg.  lin.  u.  d. 
spec.  lin.  Gr.  d.  B^  III,  266,  269,  271. 

D.  Gr.  i.  n+I  Ver.,  d.  m.  d.  allg.  proj. 
Gr.  d.  B^  gleichzusg.  s.  III,  282.  — 

Endl.  cont.  Gr.  v.  BT.  1)  v.  hom.  BT. 
II,  300  f.  2)  V.  BT.  i.  z,  x,  p  II,  321. 
3)  V.  Trf.,  d.  d.  Ausdr.  dz  —  Zpdx 
inv.  lassen  II ,  324.  —  Gr.  m.  inf.  Trf. 
V.  d.  Form  {tpf)^p  II,  827.    Best.  d. 

inf.  Trf.  einer  Gr.  v.  hom.  BT.  m. 
geg,  Zusamms.,  durch  Integr.  gew. 
Diffgl.  n,  298.  Best.  all.  r-gl.  Gr.  v. 
hom.  BT.  m.  geg.  Zusamms.  d.  Integr. 
gew.  Diffgl.  I^  346  (vgl.  Fctgr.).  Best, 
aller  Gr.  v.  BT.,  d.  d.  Ausdr.  dz — Zpdx 
inv.  lass.  u.  geg.  Zusammens.  haben 
II,  365—368.  r-gl.  Gr. ,  deren  grösste 
Ugr.  r— 1,  r— 2,  r— 3  oder  r — 4  Par. 
haben  III,  686  —  692,  808  (s.  ident. 
Trf.,  inf.  Trf.,  endl.  Gl.,  transitiv,  Ty- 
pen, Zusamms.,  Gerade,  Ebene,  Raum). 

Endliche  Gleich,  e.  r-gl.  Gr.  (s.  kan. 
Form.,  Bahncurv.,  asjst.).  gew.  r-gl. 
Gr.,  deren  endl.  Gl.  man  a.  d.  inf.  Trf. 
dch.  Quadr.  bilden  kann  III,  632  f.  Dar- 
stell, d.  endl.  Gl.  e.  r-gl.  Gr.  durch  d. 
Inv.  mehrerer  Punkte  III,  688  f. 

Endliche  Trf.  e.  r-gl.  Gr.,  Symbol  da- 
für 1 ,  256 ,  Abbildung  d.  endl.  Trf.  e. 
r-gl.  Gr.  a.  d.  Punkt,  e.  B^  I,  279  (vgl 

Schaar). 

Erweiterte  PT.  als  specielle  BT.  i.  d. 
Ebene  II,  7,  i.  B^  II,  54,  i  B^^^  U, 

161.  erweit.  inf.  PT.  als  inf.  hom.  BT. 
II,  266. 

Erweiterung  e.  Trf.  durch  Hinzu- 
nahm. V.  Diffqu.  I,  623.  Erw.  e.  endl. 
Trf.,  e.  inf.  Trf.  u.  e.  r-gl.  Gr.  1)  im 
B^  bis  zu  Diffqu.  2.  0.  I,  531—640. 
2)  im  22^ ,   wenn  d.  unabh.   Ver.  gar 

nicht  trf.  wird  I,  624-628.  3)  allge- 
mein: 641—648.  Erw.  e.  BT.  II,  378 
—383,  e.  Gr.  v.  BT.  II,  383—387. 
Euklidische  Bew.,  die  reell.  Gr.  v. 
Eukl.  Bew.  i.  B^:  III,  385.  Alle  Curv. 
d.  7^3,  d.  b.  d.  Gr.  d.  Euklid.  Bew. 
gerade  oo*  Lagen  annehm.  111,  222  ff. 
d.  Gr.  d.  Eukl.   Bew.  i.  B^  III,  292, 


334,  353,  ihre  inv.  Ugr.  III,  357.  d. 
reell.  EakUd.  u.  d.  Nichtenkl.  Bew.  d. 
B^(n'^2)  sind  d.  d.  freie  Bewegl.  i. 

Inf.  charakt.  III,  479,  481,  485  (s. 
Axiome  u.  freie  BewegL). 

Figur,  I,  487. 

Flächen  d.  iS,,  d.  inf.  proj.  Tri  gest. 
m,  190—198. 

Flächenelement  od.  Element  i.  i?, 
II,  47,  d.  Flächenel.  e.  Fläche,  e.  Corve 
u.  e.  Punktes  U,  56,  59,  60. 

Fortschreitungsrichtnng  8.  Rich- 
tung. 

Freie  Beweglichkeit  im  Endl.  nach 
Helmholtz  III,  452.     Unzulässigkeit 

d.  Uebertr.  a.  unendl.  ben.  Pnnkte  III, 
464—460.  Fr.  Bewegl.  i.  Inf.  III,  472; 
reelle  Gr.,  d. freie  Bewegl.  i.  Inf.  haben: 
1)  i.  d.  Ebene  Ul,  476  f.  i.  12,:  477, 
i.  B^:  481,  proj.  Gr.  v.  dies.  Bosch. III, 

476  f.,  480,  481.  Fr.  BewegL  d.  Figu- 
ren b.  Riemann  III,  490—493.  d.  fr. 
Bewegl.  u.  d.  Gr-eigensch.  ersetzen  d. 
Riemann  sehen  Ford.  III,  495  (s. 
Axiome  n.  Bogenel.). 

Functionen,  d.auftret.Fct.  sindanalyt. 
I,  1*;  ihr  Geltungsbereich  I,  14—17,  e. 
Fct.  gestattet  e.  Trf.  I,  95,  e.  BT.  H, 
283  (s.  gestatten,  reeUe  Gr.). 

Functionengruppen.    Begr.  u.  Form 

e.  Fctgr.  II,  180.  Ueberffihr.  e.  Fctgr. 
i.  e.  andr.  182.  Jede  r-gl.  Fctgr.  be- 
stimmt e.  r-gl.  vollst.  Syst.  183,  e. 
recipr.  Fctgr.  (Polargr.)  184  f.  (vgl 
ausgez.  Fct!)  u.  e.  unendl.  Gr.  v.  BT.  L 
X,  p  289.  Ist  e.  Fctgr.  dch.  e.  vollst. 
Syst.  defin.,  so  kann  m.  ohne  Int.  d. 
vollst.  Syst.  find.,  d.  d.  Polargr.  def. 
192  f.  Invar.  Eigensch.  e.  Fctgr.  gegäb. 
BT.  i.  X,  p  204.  Wann  bleibt  e.  Fctgr. 
b.  e.  BT.  i.  a;,  p  inv.?  283,  wann  b.  e. 
inf.  BT.  (eingl.  Gr.)  m.  d.  charakt  Fct 
sz  -{-  m  {x,p)  284.  —  Homogene  Fctgr. 
Begriff  II,  213,  analyt.  Merkmale  u. 
Best.   V.  r.  unabh.  Fct.   d.  Gr.  214  f., 

d.  Polargr.  e.  hom.  Fctgr.  ist  hom.  217. 
inv.  Eigensch.  e.  hom.  Fctgr.  gegüb. 
hom.  BT.  227,  d.  hom.  Fctgr.,  d.  durch 

e.  r-gl.  Gr.  v.  hom.  BT.  best,  ist  303. 
Best.  d.  ausgez.  Fctgr.  dieser  Fctgr. 
durch  ausfahrb.  Opp.  347—352  Ver- 
allgem.  d.  Theor.  d.  hom.  Fctgr.  286  ff. 
Anwend.  d.  Fctgr.  a.  d.  Theor.  d.  Zu- 
samms. III,  720  ff. 

Fundamen talsätze,  d.  der  Grth.  III, 
545  f.,  563,  590,  597. 

Gattung  von  Typen  transit  Gr.  I,  448, 
intransit.  Gr.  467. 
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Gerade,  d.  endl.  cont.  Gr.  anf  ihr  III, 
Kap.  1.  D.  allg.  proj.  Gr.  a.  d.  Ger.  u. 
ihre  Ugr.  III,  12—17.  Satz  über  d.  m. 
ihr  gleichzusgcs.  Gr.  III,  18,  Best,  aller 
trans.  m.  ihr  glchzsg.  Gr.  v.  PT.  1,491  f., 
all.  m.  ihr  glchzsg.  Gr.  y.  hom.  BT.  II, 
853  ff.,  d.  reellen  u.  d.  reell,  proj.  Gr. 
a.  d.  Geraden  III,  369  (ygl.  Kaam). 

Gestatten  (zulassen,  invar.  bleiben). 
E.  Fct.  gest.  e.  Trf.  od.  e.  Gr.  I,  96  f., 
e.  inf.  Trf.  (eingl.  Gr.)  96.  E.  Glsysi 
(Mannigf.)  gest.  e.  Trf.  98,  105,  e.  inf. 
Trf.  (eingl.  Gr.)  1, 108,  135;  II,  37 f.;  I, 
112  n.  114  Satz  3.  begriffl.  Deutung  I, 
135.  E.  vollst.  Syst.  gest.  e.  Trf.  1, 137; 
e.  inf.  Trf.  (eingl.  Gr.)  139  ff.,  begriffl. 
Deutung  143.  E.  (lineare)  Schaar  v. 
inf.  Trf.  gest.  e.  inf.  Trf.  (eingl.  Gr.)  1, 
249—252.  E.  Schaar  v.  Mann.  gest.  e. 
Trf.  od.  e.  Gr.  I,  459,  Kriter.  dafür  464, 
sie  gest.  e.  inf.  Trf.  (eingl.  Gr.)  466— 468. 
Wie  viele  inf.  Trf.  e.  geg.  Gr.  gest.  e. 
geg.  Schaar  v.  Mann.  474.  E.  Syst.  v. 
Pfaffsch.  Gl.  od.  e.  Pfaffsch.  Aus- 
dr.  gest.  e.  inf.  Tri*  (eingl.  Gr.)  530— 
531.  E.  Syst.  V.  Diffgl.  gest.  e.  Gr.  I, 
549  f.,  e.  bei.  Syst.  v.  lin.  part.  Diffgl. 
gest.  e.  inf.  Trf.  (eingl.  Gr.)  I,  550  f. 
Grest.  e.  Fct.,  Glsyst.,  Mann.,  vollst. 
Syst.,  Schaar  v.  inf.  Trf.  od.  v.  Mann., 
Syst.  V.  Pfaffsch.  GL  u.  s.  w.  d.  inf. 
Trf.  Xf  und  Yf,  so  gest.  es  auch  d. 
inf. Trf.:  aX/'+6  17u.(Xr):  97, 118, 
144,  253,  469,  531. 

Gleichberechtigte  ügr.  e.  r-gl.  Gr. 

I,  280,   d.  gemeins.  lYf.  aller  giber. 
•     ügr.  bilden  e.  inv.  ügr.  281,  gleichber. 

ügr.  abgeb.  i.  d.  E^  d.  endl.  Trf.  1,280, 

im  Ä^i  d.  inf.  Trf.  III,  673. 

Gleichungensysteme,  g-gliedr.  11,35. 
Yorauss.  ü.  ihre  Form  1, 108;  11,35.  Best, 
all.  Glsyst.,  d.  e.  inf.  Trf.  gest.  I,  115 
— 117,  d.  g  geg,  inf.  Trf.  gest.  I,  118 
—  133.  Klassific.  dieser  Glsyst.  I,  120 
u.  123.  Best.  all.  Glsyst.,  d.  e.  r-gl  Gr. 
gest.  I,  Kap.  14,  ohne  Integr.,  wenn  d. 
endl.  Gl.  d.  Gr.  bekannt  sind  I,  226. 
Sind  blos  d.  inf.  Trf.  bekannt,  so  find, 
m.  gew.  inv.  Glsyst.  durch  Determbild. 
1,228,  239  f.,  241  ff.  Klassific.  aller 
inv.  Glsyst  230.  Best.  d.  übr.  durch 
Integr.  vollst.  Syst.  237.  Untersch.  zw. 
d.  Best,  aller  Glsyst.,  d.  e.  r-gl.  Gr. 
gest.,  u.  all.  Glsyst.,  d.  r  geg.  inf.  Trf. 
gest.  243  ff.  (8.  auch  Pf affsche  Gl.). 

Gleichzusammengesetzt  esholoedr. 
isom.  I,  291,  293,  b.  Gr.  v.  BT.  II,  302, 
322,  b.  reell.  Gr.  III,  364.  Zw.  gleich- 
zusg.  Gr.  können  stets  e.  solch.  Form, 
erh.,  dass  s.  d.  Pargr.  gemein  haben 


I,  414.  Verschied.  Defin.  d.  Glchzusge- 

setztseins  I,  293,   Uebereinst.  beider 

Def.  I,  418-420,  lU,  763. 
Gliederzahl  e.  endl.  cont.  Gr.  I,  15, 

e.  vollst.  Syst.  I,  85,  e.  Glsyst.  II,  35, 

e.  Fctgr.  II,  180. 
Grundlegende  Diffgl.  für  e.  r-gl.  cont. 

Gr.  xf  =  f^  (x,  a) :  I,  Kap.  2,  für  d.  x' 

als  Fct.  d.  a  I,  33,  für  d.  o;  als  Fct.  d. 
a  I,  43,  Diffgl.  zw.  d,  x  und  x'  I,  44 f., 
neue  Ableit.  d.  Diffgl.  lll,  552  —  557, 
ihre  begriffl.  Deutung  III,  554  ff.  üültig- 
keitsber.  d.  grundl.  Diffgl.  1, 40,  43, 45. 
Eigensch.  d.  Fct.  J^^.  (x),  'V'y  4(0)1  Oyifc(ö)i 
»j^(a)  I,  32,  34,  41;  III,  581.  Bereiche, 

wo  diese  Fct.  def.  sind  I,  35,  39, 40, 42. 
Integr.  d.  grundl.  Diffgl.  I,  67—72,  III, 

558—661.  Eigensch.  e.  Schaar  v.  00 '' 
Trf.,  d.  d.  grundl.  Diffgl.  genügt  1,  72 
Th.  9,  160,  hinreich.  Bed.,  damit  e. 
solch.  Seh.  e.  r-gl  Gr.  bild.  III,  562  u. 
791  (s.  adj.  Gr.  u.  Pargr.). 
Gruppe  V.  Trf.,  allg.  Begr.  (contin., 
discont,  endl.  cont.,  unendl.  cont.)  I, 
3—6.  Gr.,  d.  aus  discreten  Scliaaren 
von  Trf.  bestehen  I,  Kap.  18,  III,  575. 
D.  Inbegriff  all.  Trf.,  d.  e.  Glsyst.  (Mann.) 
od.  e.  Schaar  v.  Mann.  inv.  lassen, 
bildet  e.  Gr.  1,208,  465  (vgl.  endl. 
cont.  Gr.). 

UauptlOsungen   e.    lin.   part.    Diffgl. 

I,  83,  e.  vollst.  Syst.  I,  90. 
Hauptsatz  d.  Grth.  III,  546,  590. 
Helmholtzsche  Axiome  s.  Ax. 
Holoedrischer  Isom.  s.  gleichzusgs. 
H  0  m  0  g  e  n  heisst  e.  Fct.  V.  rcj ...  a:^ ,  jPi  .../>^, 

wenn  sie  in  d.  p  hom.  ist  II,  213  (vgl. 
BT.  u.  Fctgr.). 

Identische  Trf.,  ihre  Existenz  i.  e.  Gr. 
nicht  V.  vomh.  sicher  I,  22.  Jede  r-gl. 
Gr.  kann  a.  e.  Gr.  m.  d.  id.  Trf.  abge- 
leitet werden  I,  163,  III,  574.  E.  Gr. 
ohne  id.  Trf.  I,  163  f. 

Identität  s.  Jacobischc.  Allg.  Id:  zw. 
bilin.  Symb.  |  uv  \  II,  237;  d.  Id.  für  d. 
Symb.  [uv]  b.  char.  Fct.  II,  636.  D. 
allg.  hom.  bilin.  Symb. ,  das  e.  solche 
Id.  erfüllt  III,  604--606. 

Imprimitiv  s.  primitiv. 

Imprimitivitätszerlegung  s.  Zer- 
legung. 

Increm ent  s.  Zuwachs. 

Infinitesimale  Trf.,  Begriff  u.  Form 
I,  53 ,  d.  Symb.  f.  e.  inf.  Trf.  (ist  blos 
bis  a.  e.  const.  Factor  best.)  1, 54.  Un- 
abhäng.  d.  Symb.  v.  d.  Wahl  d.  Ver- 
änd.  56  f.  Jede  inf.  Trf.  erz.  e.  eingl. 
Gr.  55,  B.  ordn«  jed.  Punkt  e.  unendl. 


822 


Sachregister  zu  Abschnitt  I,  II  nnd  III. 


kl.  Strecke  u.  e.  Rieht,  zu  68,  hydrodyn. 
Deut.  69  f.  ünabh.  inf.  Trf.  61.  r  unabb. 

inf.  Trf.  best.  e.  Schaar  v.  oo''  endl.  Trf- 
66.  Ausfuhr,  e.  eiugl.  Gr.  auf  e.  inf.  Trf- 
141.  Bezieh,  zw.  d.  inf.  Trf.  e.  r-gl- 
Gr.  160,  das  Bestehen  d.Bez.  ist  nothw. 
u.  hinr.,  dam.  r  unabh.  inf.  Trf.  e.  r-gl- 
Gr.  erz.  1, 168,  III,  683—688,  690—697, 
668—661,  d.  Const.  c.j^^  in  diesen  Bez. 

I,  170,  III,  698  (s.  Zusammens.).  Ent- 
hält e.  r-gl.  Gr.  d.  inf.  Trf.  Xfn.  Yf, 
so  enth.  sie  auch  aXf-\-  h  Y f  u. 
(XY):  I,  77,  161,  HI,  676 ff.  Neue 
Ableit.  der  Bed.  f.  d.  inf.  Trf.  e.  r-gl. 
Gr.  a.d.  grdl.Dgl.  III,  678—581.  Wann 
sind  r  geg.  unabh.  inf.  Trf.  i.  e.  r-gl. 
G.  enth.  111,683—588.  Inf.  Trf.  versch. 

0.  s.  Ordn.  Schaaren  v.  inf.  Trf.  s. 
Schaar.  Abbild,  d.  inf.  Trf.  e.  r-gl. 
Gr.  a.  d.  Punkte  e.  ebenen  -K^_i  I,  287, 

III,  672  f.  Inf.  proj.  Trf.  I,  664 f.;  i. 
hom.  Form  I,  679;  d.  b.  ihn.  inv.  Fig. 

1,  580  ff.,  585.  Reduct.  a.  e.  einfache 
Form  1,684.  I^ifinü.  BT.  Best.  all. 
inf.  BT.  d.  M^,^  II,  250—262  (s.  charakt. 

FcO,  Form  ihres  Symb.  11,262,  un- 
abh. inf.  BT.  II,  266.  D.  inf.  BT.  m. 
d.  char.  Fct.  W  lasst  d.  Gl.  W  =  0 
inv.  256.  Infin.  BT.  i.  d.  x,  p  261,  inf. 
BT.,  d.  d.  Ausdr.  dz  —  Zpdx  inv. 
lassen  258  ff.,  inf.  hom.  BT.  262  f.,  un- 
abh. inf.  hom.  BT.  264.  Sind  Af  u. 
Bf  inf.  BT.  m.  geg.  char.  Fct.,  so  ist 
d.  char.  Fct.  v.  {AB)  zu  best.  1)  b. 
hom.  inf.  BT.  266.  2)  b.  inf.  Trf.,  d. 
d.  Ausdr.  dz  —  Zpdx  inv.  lass.  270. 

3)  b.  inf.  BT.  i.  z,  x,  p  II,  276,  III,  759. 

4)  b.  inf.  Trf.  v.  d.  Form  (fpf)^p  H,  270. 

Uebergang  v.  d.  inf.  BT.  i.  z,  x,  p  zu 
d.  inf.  hom.  BT.  u.  umgek.  II,  273,  inf. 
FT.  als  inf.  hom.  BT.  II,  265  (vgl. 
char.  Fct.,  endl.  cont.  Gr.). 
Intograble  Gr.  Definition  III,  679, 
Berechtig,  d.  Kamens  III,  709.  Krit.  f. 

d.  Integrab.  III,  680  f.  Eigensch.  d. 
integr.  Gr.  I,  266—270.  Integr.  proj. 
Gr.  III,  681,  I,  589,  Th.  105.  Zur  Bewt. 
all.   integr.   proj.   Gr.  d.  B,^  III,  262. 

Chai-akt.  Eigensch.  d.  nicht  integr.  Gr. 

III,  757  (vgl.  Untergr.). 
Integralconoid   e.   part.   Diffgl.  1.  0. 

III,  3U. 
Integralcurven  e.  sim.  Syst  I,  99. 
lutegralfunctioncn  e.  sim.  Syst.  1,83, 

e.  Syst.  V.  tot.  Diffgl.  92. 
Integralgleichungen,  vollst. Integr.- 

gl.    e.   sim.  Syst.   I,  82,   e.   unbeachr. 
integr.  Syst.  v.  tot.  Diffgl.  93. 
Integrationsprobleme    III,  665,    e. 
lin.  part.  Diffgl.  1.  0.,  d.  e.  Gr.  gest 


708.  Reduct.  a.  d.  einfachsten  Hülfsgl. 
708—712. 
Intransitiv  s.  transitiv.   Jede  intr.  Gr. 

d.  B^  zerlegt  d.  B^   in  invar.  Mann. 

I,  216  f.  E.  intr.  Gr.  d.  B^  transf.  u. 
Umst.  d.  einzelnen  inv.  Mann.  d.  B^  d. 

e.  hol.  isom.  Gr.  I,  310. 

Invariant  s.  Fct.,  Glsyst.,  vollst.  Syst., 
Pf  äff  sehe  Gl.  Best,  aller  Trf.,  d.  e. 
r-gl.  Gr.  inv.  lassen  I,  360  f.  —  Inv. 
bleiben  s.  gestatten.  —  Inv.  Ugr.  e. 
r-gl.  Gr.  I,  260  f.,  280.  Beiep.  v.  inv. 
ügr.:  d.  derivirten  Gr.  III,  679,  1,261. 
Satz  6.  D.  Deriv.  e.  inv.  ügr.  I,  262, 
Satz  7,  III,  679 ,  andr.  Beisp.  I,  264  f., 
307,  309  (s.  auch  gleichber.  u.  integr.). 
Bezieh,  zw.  zwei  inv.  ügr.  e.  r-gl.  Gr. 
I,  264.  Wann  giebt  es  e.  inv.  (r — l)-gl. 
Ugr.  I,  263,  677.  III,  692,  766.  Bild  e. 
inv.  Ugr.  i.  d.  B^  d.  endl.  Trf.  I,  280, 

i.d.Ä^_i  d.inf.  Trf.  III,  673.  D.  inv.  ügr. 

liefern  d.  Zuss.  aller  m.  d.  r-gl.  meroedr. 

isom.  Gr.  I,  300  —  306.     Verhalten  e. 

Figur,  d.  b.  e.  invar.  Ugr.  inv.  bleibt, 

gegenüb.  d.  r-gl.  Gr.  I,  586,  III,  108. 

Allg.  Satze  ü.  d.  Exist.  inv.  ügr.  III, 

688,  691,  694,  697. 
Invariante  (absolute)  e.  Trf.  u,  e.  Gr. 

I,  96 f.,  d.  Inv.  e.  eingl.  Gr.  I,  97.    D. 

Inv.  e.  r-gl.  Gr.  216,  ihre  Best,  ohne 

Integr.,  wenn  d.  endl.  Gl.  d.  Gr.  geg. 

sind  2 18.  Invarianten  e.  Fctsyst.  gegüb. 

BT.  11,178.  Invar.  mehr.Punkte,  S.Punkt. 
Invariantentheorie  d.  BT.  II,  176 ff. 
Inverse,  d.  inv.  Trf.  e.  Trf.  I,  2.    D.  z. 

d.  Trf.  e.  Gr.  inv.  Trf.  bilden  e.    Gr. 

I,  19.  D.  Exist.  paarw.  inv.  Trf.  i.  e. 
Gr.  nicht  v.  vornh.  sicher  22.  D.  inv. 
Trf.  d.  Trf.  e.  eingl.  Gr.  i.  d.  kan.  Form 
62  f.  (s.  endl.  cont.  Gr.). 

Involution,  i.  Invol.  liegen  u.  Invol- 
syst.  11,97.  Eigensch.  e.  (n+l)-j^I- 
Involsyst.  i.  z,x,p  II,  97  f.,  jedes  solche 
Involsyst.  best.  e.  BT.  124.  Jedes 
w-gl.  Involsyst.  in  x,  p  best.  e.  w-gl. 
vollst.  Syst.  174.  E.  Invols.  i.  2n  Ver. 
Xj  p  ist  höchstens  w-gliedrig  176. 

Irreducible  u.  reducible  Gr.  v.  BT. 

II,  369.  Kriterien  für  d.  Reducib.  1)  b. 
Gr.  v.  hom.  BT.  II,  371-376.  2)  b.  Gr. 
V.  BT.  i.  z,  X,  p  376  f.  3)  b.  Gr.,  d.  d. 
Ausdr.  dz  —  Zpdx  inv.  lass.  377.  4) b. 
Gr.  V.  reell.  BT.  III,  384.  —  Kriterien 

f.  d.  Irred.  e.  Gr.  v.  BT.  d.  Eb.  II,  390 
—393,  irred.  Gr.  v.  BT.  d.  Eb.  als  Gr. 
V.  PT.  d.  iJg  394  f.,  d.  inf.  Trf.  1.  0.,  d. 

e.  solche  Gr.  enth.  410  f.  Es  giebt  uui 
3  solche  Gr.  433  Th.  69  (s.  Diffgl.). 
Neue  Form  d.  Gr.  (Gr.  v.  BT.,  d.  Kreise 
i.  Kr.  überf.)    440-442.     Als   Gr.  v. 
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FT.  d.  B^  ist  nur  eine  v.  ihn.  prim. 
446,  d.  10-gl.  ist  einf.  487.  Ihre  Ueberf. 
i.  proj.  Gr.  d.  ifg  445  (s.  lin.  Compl.). 
Gew.  irr.  Gr.  v.  BT.  d.  B^_^^  II,  Kap. 

25,  ihre  Defin.  II.  470  f. ,  ihre  inf.  Trf. 
1.0.  475,  ihre  char.  Pct.  479  f. ,  483. 
Es  giebt  nur  drei:  513,  d.  b.  ihn.  iuv. 
Syst  V.  Diffgl.  V.  niedr.  0.  616.  Neue 
Form  d.  Gr.  617,  inv.  Schaaren  v.  Ele- 
ment-ilT,   b.  diesen  neuen  Gr.  518  f. 

Nur  eine  d.  gef.  Gr.  ist  einf.  u.  als  Gr.  v« 
PT.  d.  Äg^i  prim.  621,  601,  505,  613- 

D.  Gr.  lassen  sich  i.  proj.  Gr.  d.  1^2 «+i 
überfahren  II ,  5-22  (s.  lin.  Compl.).  — 
d.  allg.  proj.  Gr.  d.  Eb.  ist  dch.  imag. 
BT.  m.  e.  reellen  irred.  Gr.  v.  BT.  d. 
Eb.  ähnl.  III,  384  f.,  761.  E.  14-gl.  irr. 
Gr.  V.  BT.  d.  jB^  III,  763. 

Isolirte  Punktfiguren  III,  108. 

Isomorph  s.  Isomorphismus  u.  jjleich- 
zusges.  Zw.  Gr.  sind  isom.  a.  ein.  be- 
zog. I,  293.  Zu  jed.  Gr.  giebt  es  eine 
isom.  lin.  hom.  Gr.  I,  294  (vgl.  inv. 
Ugr.,  primitiv,  Mann.,  Schaar). 

Isomorphismusl)  holoedr.  s.gleichzus- 
ges.  2)meroedr.  l,292f.  u.  111,701  Anm. 
Verschied.  Defin.  d.  meroedr.  Is.  1, 293. 
üebereinst.  beid.  Defin.  I,  420-424, 
III,  661  f.  Best.  all.  Zuss.,  d.  e.  mit  e. 
geg.  r-gl.  Gr.  mero.  isom.  Gr.  haben 
kann  I,  300 — 305.  Bezieht  m.  e.  (r  —  q)- 
gl.  Gr.  isom.  a.  e.  r-gl.  isom. ,  so  ent- 
spr. e.  gew.  inv.  Ugr.  d.  r-gl.  d.  id.  Trf. 

I,  303,  jeder  (inv.)  Ugr.  d.  r-gl.  ent- 
spr. e.  (inv.)  Ugr.  d.  (r  —  g)  -  gl.  1, 302  f. 

Jacobische  Identität,  1)  d.  specielle 
zw.  inf.  PT.  I,  94,  ihre  begr.  Deutung 
III,  767.    2)  d.  allg.  zw.  Fct.  der  ac,  p 

II,  171  if.,  ihr  Ursprung  i.  d.  Th.  d.  inf. 
BT.  II,  270,  ihre  begr.  Deutung  II, 
278—280.  Tragweite  d.  Jac.  Id.  III, 
604-606  (vgl  Ident.). 

Kanonisch'e  Form  d.  endl.  Gl.  e.  r-gl. 
Gr.  I,  171,  sie  ist  eind.  best.  III,  609. 
Ked.  d.  endl.  Gl.  e.  r-gl.  Gr.  a.  d.  kan.  F. 

III,  Kap.  26.  D.  Probl.  kommt  a.  d. 
Integr.  e.  sim.  Syst.  hinaus  III,  611,  v. 
dem  m.  gew.  Integralgl.  kennt  612  f. 
Wann  d.  Probl.  ohne  Integr.  lösbar  ist 
614.  Eigensch.  d.  bekannt.  Integrgl. 
614-618,  Zurückführ.  a.  Quadraturen 
618— 624  (vgl.  asyst.;  adj.  Gr.;  Pargr.V 
Kanon.  Form  e.  Fctgr.  11, 194.  Red. 
d.  Fctgr.  a.  d.  kan.  Form  11, 194—197. 
K.  F.  e.  hom.  Fctgr.  II,  220,  Red.  a.  d. 
k.  F.  221  -224. 

Kanonische  (homogene)  Fctgr.  II, 
198,  224.    Jede  r-gl.  k.  (hom.)  Fctgr. 


i.  2n  Ver.  ä,  p  gehört  2n-gl.  k.  (hom.) 
Fctgr.  an  II,  203,  226  f. 

Kanonische  Pargr.  s.  Pargr. 
Klammersymbol,  -Operation, 

-ausdruck  b.  inf.  PT.  I,  94.    Unabh. 

d.  Klammausdr.  v.  d.  Wahl  d.  Veränd. 

I,  84,  d.  eckige  Kl.  [uv]  II,  88,  das  allg. 
Klammersymb.  (uv)^  II,  100.  Verhau- 
ten V.  [uv]^^p  b.  BT.  i.  £r,  «,  p  II,  123. 
Verh.  V.  {uv)^^  b.  BT.  i.  x,  p  II,  131. 

Uebergang  v.  ( )  zu  [  1  II,  143f.  D. 
Symb.  {uv)  II,  320,   d.  Symb.   \uv\ 

II,  235,  335.  Klammersymb.  als  Multi- 
plicationsop.  III,  749,  752. 

Kleinste  b.  e.  Gr.  inv.  Mann.,d.  e.  Punkt 

angehört  I,  224  f. 
Krümmungsmass  s.  Riemannsches. 

Lagen,  d.  e.  Mann.  b.  e.  r-gl.  Gr.  an- 
ninamt  I  480  f.,  d.  Trff.  d.  Gr.,  d.  eine 
dieser  Lagen  i.  e.  andr.  überf.  481. 
Zahl  d.  Lagen  I,  482.  D.  Inbegr.  d. 
Lag.  wird  d.  e.  isom.  Gr.  trf.,  deren 
Gliederzahl  zu  best,  ist  I,  483. 

Linear  abgeleitet,  e.  inf.  Trf.  ist  aus 
and.  lin.  abg.  I,  61. 

Lineare  Gruppe,  d.  allg.  1.,  d.  spec. 
1.,  d.  allg.  1.  hom.,  d.  spec.  1.  hom. 

I,  556  f.,  d.  inv.  Ugr.  d.  Gr.  I,  660—562. 
Best.  d.  lin.  Gr.  i.  B^  I,  670 f.,  d.  lin. 

Gr.  d.  B^y  d.  d.  unendl.  fern.  Ebene 

ebens.  trf.,  wie  d.  allg.  lin.  Gr.  I,  574, 
gew.  Ugr.  d.  allg.  1.  u.  d.  spec.  lin.  Gr. 

d.  B^  III,  269,  271.    Best.  d.  lin.  hom. 

Gr.  d,  B^  I,  674  ff.    Jede  r-gl.  Gr.  d. 

B^  ordn.  jed.  P.  e.  gew.  lin.  hom.  Gr. 

zu  I,  603,  Verh.  dies.  Gr.  b.  Einf.  neu. 
Ver.  602.  Lin.  hom.  inf.  Trf.  I,  680  f., 
Red.  a.  e.  Normalf.  684 f.,  lin.  hom. 
Gr.,  d.  ebensoviele  unabh.  alg.  Inv. 
haben  als  s.  unabh.  Iny.  haben  III,  802 
(vgl.  Ebene,  Raum,  algebr.). 
Linearer  Complex,  d.  proj.  Gr.  e.  lin. 
CompL  i.  B^  II,  446  ff.,  ihre  gröost. 
Ugr.  II,  455,  Meth.  z.  Best.  au.  ihr. 
Ugr.  III,  268—262.    Best.  all.  ihr.  Ugr. 

III,  810.  Alle  Gr.  v.  PT.  i.  mögl.  wen. 
Ver.,  d.  m.  ihr  glchzuBg.  sind  (s.  conf. 
Gr.)  II,  460,  d.  proj.  Gr.  e.  Ger.  i.  Ä, 
als  Ausartung  d.  Gr.  d.  lin.  Compl.  III, 
247.    D.  proj.  Gr.  d.  lin.  C.  i.  -K^»  i  j 

II,  622,    III,  295,    ihre   grösst.   Ugr. 

III,  778. 

Linien  Clement  =>  Punkt  m.  zogeordn. 
Rieht.  I,  625.     Wie  d.  Linel.  d.  B^  b. 

e.  Gr.  d.  B^  trf.  werden  1, 625,  wie  die 

LineL  d.  e.  festgeh.  Punkt  trf.  w.  I,  601. 
—  LineL  i.  d.  Ebene  II,  4,  d.  LineL  e. 
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Punktes  od.  e.  Cnrve  i.  d.  Eb.  II,  12. 
D.  Linel.  d.  Kb.  als  Punkte  i.  7^3  II, 
393  f.  Jedes  Linel.  d.  Eb.  best.  e.  gew. 
inf.  proj.  Trf.  III,  89  if. 

Mannigfaltigkeiten,  d.  inf.  Trf.  gest. 

I,   133—136    (vgl.   Glsyst.).     Gest.    e. 

Mann.  e.  r-gl.  Gr.,  so  werd.  ihre  Pkt.  d. 

e.  isom.  Gr.  trf.,  d.  endl.  u.  d.  inf.  Trf. 

d.  Gr.  I,  233  f.,  308  (vgl.  Lage  u.Schaar). 

Mannigfalt.  2.  Gr.  s.  proj.  Gr. 
Meroedrisch  s.  Isomorphismus. 
Monodromieaxiom,  d.  Helmholtzsehe 

III,  439.  e.  Gr.  d.  JL,  d.  d.  Mon.  erfüllt. 

nicht  ab.  d.  übr.  Uschen  Ax.  III,  467 

bis  400,  468.    D.  Mon.  ist  überfl.  469  f. 

D.  Büw.  Kleins  dafür  ist  unrichtig  528  f. 

Nichtanalytische  Gr.  s.  reelle. 
Nichteukl.  Bew.  s.  Eukl.    Alle  Gr.  v. 

nichteukl.  Bew.   i.  M^   III,  Kap.   10. 

Gruppenth.  Charakt.  d.  beiden  ^rt.  v. 

nichteukl.  Bew.  i.  B.^  III,  538. 
Normalreihen  v.  Ugr.  e.  r-gl.  Gr.  III, 

704,  Sätze  über  sie  704,  766. 
Norrairung  d.  inf.  Trf.  Ä-terO.  e.  endl. 

cont.  Gr.  I,  610,  d.  char.  Fct.  e.  Gr.  v. 

BT.  II,  647. 

Operationen,  Gr.  v.  0.  I,  26,  III,  671. 

Ordnung  e.  inf.  Trf,  i.  d.  Umg.  e.  P. 
I,  191.  Maximum  d.  Ordn.  i.  e.  endl. 
cont.  Gr.  I,  191,  606.  Wieviele  unabh. 
inf.  Trf.  1.  u.  höh.  0.  enth.  e.  endl. 
cont.  Gr.  i.  d.  Umg.  e.  P.  199  f.  D.  inf. 
Trf.  ÄJ-ter  u.  höherer  0.  erz.  e.  ügr. 
206,  263  f.,  d.  inf.  Trf.  1.  0.  best.,  wie 
d.  Linel.  durch  e.  festgeh.  P.  trf.  wer- 
den 601. 

Parameter,  Einführ,  neuer  Par.  i.  e. 
r-gl.  Gr.  I,  23. 

Parametergruppe,  d.  erste  Pargr.  e. 
r-gl.  Gr.  I,  402-404,  III,  638 f.  Ihre 
grundl.  Diffgl.  u.  ihre  inf.  Trf.  I,  406  f., 
8.  ist  m.  d.  rgl.  Gr.  glchzgs.  407.  Best, 
d.  endl.  Gl.  d.  Pargr.  aus  ihren  inf.  Trf. 
411.  Wie  ändert  sich  d.  Pargr.  b.  Einf. 
neuer  Par.  411  f.  Zwei  Gr  ,  d.  d.  Pargr. 
gemein  haben,  könn.  d.  Einf.  neu.  Par. 
glchz.  a.  d.  kan.  Form.  gebr.  w.  u.  sind 
dah.  glchzusgs.  417,  d*  rec.  Gr.  d.  ersten 
Pargr.  ist  d.  zweite  Pargr.  I,  428,  111, 
638  f.  Bildung  d.  inf.  Trf.  beid.  Pargr. 
a.  d.  endl.  Gl.  e.  r-gl.  Gr.  III,  639—642. 
I).  Pargr.,  d.  z.  d.  kan.  Form  d.  endl. 
Gl  e.  r-gl.  Gr.  geh.,  heissen  kan. 
Pargr.  111,  666  f.  Berechnung  d.  inf. 
Trf.  d.  beid.  kan.  Pargr.,  sie  sind  d.  d. 
Zuss.  d.  betr.  Gr.  best.  III,  642—666, 
Form  d.  inf.  Trf.  661,  664,  gew.  Potr.  f. 


d.  inf.  Trf.  d.  kan.  Pargr.  III,  795  f., 
Quot  best  conv.  Potr.  III,  794  f.,  d. 
Nallstellen  d.  gemeins.  Nenn,  dieser 
Quot.  III,  760.  Andre  Meth.  z.  Berechn. 
d.  inf.  Trf.  e.  Pargr. ,  d.  zu  e.  r-gl.  Gr. 
▼.  ^eg,  Zuss.  geh.  111,  803  ff. 

Pfaffsche  GL  u.  Auadr.  I,  629  (s.  ge- 
statten).  E.  Glsyst.  genügt  e.  Pf.  Gl. 

II,  12  f.,  40-44.  D.  Glsyst,  d.  der  Pf. 
Gl.  dz  —  2pdx^0  gen.  II,  78—83, 
d.  d.  Gl.  i:pdx==^0  gen.  II,  83  f.  Zu- 
sammenh.  zw.  beid.  u.  begriffl.  Deut 

d.  Zush.  86  f.  Eigensch.  d.  (n  -|-  l)-gl. 
Glsysti.  j?,  «,2),  d.d.GLdir—  Zpdx^O 
gen.  (Element- Jlf^  d.  B^_^^)  88—96, 

Eig.  d.  n-gl.  Glsyst,  d.  d.  Gl.  Zpdx^O 
gen.  101.  Es  giebt  nur  1  Pf.  Gl.,  der 
alle  Element-iUTj  d.  Eb.  genügen  II,  15, 
entspr.  i.  R^  u.  i.  i?„  •  ^  61,  157.  Infin. 

Trf.,  d.  d.  Gl.  dz  —  2pdx  =»  0,  d.  Aus- 
dr.  dz  —  Spdx  u.  d.  Aosdr.  Zpdx  inv. 
lass.  8.  inf.  BT.  Geom.  Deut  d.  Gl. 
dz  —  ydx-=^0  i.  By,  II,  394,  d.  Gl. 
dz  —  2ydx  =  0  i.  B^^^i  '•  466.  Syst 
V.  2  Pf.  Gl.  i.  B^  III,  761  f. 

Poissonsches  Theorem  II,  173,  Ver- 

allg.  281  f. 
Polargr.  s.  recipr.  Fctgr. 
Primitiv  u.  imprimitiv,  jede  impr. 

Gr.  d.  B^  best.  e.  inv.  Zerlegung  d. 

B^:l,  220  f.   Zu  jed.  impr.  Gr.  gehört 

e.  isom.  (verkürzt)  Gr.  I,  222,  307. 
Best  aU.  inv.  Zerleg,  b.  e.  trans.  Gr., 
Best  all.  prim.  Gr.  v.  geg.  Zuss.  622. 
Primitivität  b.  Gr.  v.  hom.  BT.  II,  305  f., 
b.  Gr.  V.  BT.  i. ;?,  x,  p  II,  322.  Kriterien 

f.  d.  Primit  e.   Gr.  v.  PT.  d.  Ebene 

III,  30—34.  Obere  Gränze  f.  d.  Glie- 
derz, d.  endl.  cont.  prim.   Gr.  d.  B^ 

III,  313.  Prim.  u.  impr.  reelle  Gr.  111, 
363,  reell  prim.  Gr.  m,  473.  Satz  üb. 
d.  Imprim.  gew.  Gr.  d.  B^  III,  762. 

Projektive  Gr.,  d.  allg.  d,  B^  I,  554, 

ihre  inf.  Trf.  u.  ihre  Zuss?  655,  sie  lässt 
sich  hol.  isom.  auf  sich  beziehen  555, 
669,  sie  ist  einf.  660.  Ihre  grössten 
Ugr.  I,  669,  III,  279,  Th.  16.  Darstell, 
proj.  Gr.  d.  B^  i.  homog.  Coord.  1,578  ff. 

Wie  entscheidet  man,  ob  e.  proj.  Gr. 
dch.  nichtproj.  Trf.  i.  e.  proj.  Gr.  über- 
geh, kann?  III,  284,  Anw.  a.  d.  aUg. 
proj.  Gr.  d.  B^  III,  286—288.    D.  proj. 

Gr.  e.  Mann.  2.  Gr.  i.  B^  (vgl.  conf.  Gr.) 

111,  292,  334,  363  f.,  wann  sie  einf.  ist 
367,  ihre  grösst  ügr.  III,  809,  sie  steckt 
i.  kein,  gross,  cont.  Ugr.  d.  allg.  proj. 
Gr.  357  f ,  sie  steckt  nur  i.  2  endl.  cont 
Gr.  d.  iJ^,  i.  d.  allg.  proj.  u.  i.  ein.,  d. 
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m.  d.  conf.  Gr.  ähnl.  ist  III,  364,  359 
(vgl.  freie  Bewegl.,  Ebene  u.  Raum). 
Proj.  Gr.,  i  denen  jed.  endl.  Trf.  v.  e. 
inf.  Trf.  d.  Gr.  erz.  ist  762.  Gr.,  d.  aus 
all.  proj.  Trf.  best.,  d.  m.  d.  Trf.  e.  proj. 
Gr.  vert.  sind  779  (s.  auch  Gerade, 
Ebene,  Baum).  Proj.  Gr.  v.  geg.  Zu- 
samms.  III,  785—788. 
Pseudogerade  b.  gew.  Gr.  d.  B^  III, 
518,  d.  B^  622. 

Pseudokugeln  b.  gew.  Gr.  d.  B^  III, 
402,  507.  d.  B^  u.  B^  616,  621.  Bezieh. 

zw.  d.  Punkt,  ein.  Pseudokugel  u.  d. 
Linienel.  dch.  ihr  Mittelp.  459  f.,  542  f. 

Punkt,  nur  solch.  P.  w.  betr..  i.  den.  s. 
alle  inf.  Trf.  d.  r-gl.  Gr.  regulär  verh. 
I,  171,  dagegen  brauch,  s.  d.  Coeif.  i. 

d.  aufgel.  I)efingl.  nicht  regul.  zu  verh. 
189,  198.    Punkte  v.  allg.  Lage  gegiib. 

e.  r  gl.  Gr.  203,  498.  Best.  all.  inf.  Trf. 
0.  r-gl.  Gr.,  d.  e.  P.  inv.  lass.  201—203. 
Diese  inf.  Tif.  erz.  e.  Ugr.  206,  Satz  2. 
Invar.  e.  P.  u.  mehrerer  P.  gegüb.  e. 
r-gl.  Gr.  216,  218—220  (s.  wesentl.). 
13.  e.  r-gl.  Gr.  v.  PT.  d.  B^  hab.  n  +  3 

P.  immer  e.  Invar.  III,  301  (vgl.  transi- 
tiv), ab.  alle  Inv.  v.  belieb,  viel.  P. 
lassen  sich  d.  d.  Inv.  v.  Syst.  v.  je  r 
P.  ausdr.  IJI,  297.  Gr.  v.  PT.  d.  A3,  b. 
den.  2  P.  nur  1  Inv.  haben  u.  mehr  als 
2  P.  keine  wes.  Inv.  III,  Kap.  20,  d. 
Pseudokugeln  e.  solch.  Gr.  in,  402. 
Darst.  d.  endl.  Gl.  e.  solch.  Gr.  d.  d. 
Inv.  V.  Ppaaren  404.  Char.  Eig.  d.  Gr. 
405,  408,  409.  Wann  haben  2  P.  b.  e. 
sechs^I.  Gr.  d.  B^  1  u.  nur  1  Inv.  406. 
D.  pnm.  unt.  d.  ges.  Gr.  410  f.  Klassif. 
d.  impr.  411—413,  ihre  Best.  414-426. 
Tabelle  aller  d.  Gr.  426.  Erled.  d. 
Probl.  f.  reelle  Gr.  d.  B^  427—433. 
Tab.  d.  reelL  Gr.  433  f.  Welche  unt.  d. 
Gr.  können  i.  proj.  übergeführt  w.  426  f., 
638—642,  d.  entspr.  Gr.  i.  d.  Ebene 
436—437.  —  Haben  2  endl.  entfernte 
P.  b.  e.  Gr.  v.  PT.  e.  Inv. ,  so  auch  2 
unendl.  benachb.  600,  Kriterium  f.  d. 
Existenz  e.  Inv.  v.  2  unendl.  benachb. 
P.  603 f.,  wenn  eine  hom.  Inv.  1.  0. 
exist.  soll  504  f.  (vgl.  Bogenel.). 

Rang,  e.  r-gl.  Gr.  III,  773,  d.  Gr.  v.  Range 

Null  774  f. 
Rationale  Raumcurven  3.  0.  i.  22,. 

Ihre  proj.  Gr.  als  Ugr.  d.  Gr.  d.  lin. 

Compl.  n,  461,  ni,  269.  Eigensch.  ihrer 

proj.  Gr.  Ill,  187—190.  D.  proj.  Gr.  e. 

rat.  Curve  n-ter  0.  i.  B^  III,  187. 

Raum,  der  gewöhnl.  1)  alle  lin.  hom, 
Gr.  d,  iJj  ni,  Kap.  6,  Tabelle  III, 
116—119.   2)  endl.  conU  Gr.  v.  PT.  d. 


2?3.  a)  d.  primit.,  mögl.  P&lle  III,  128f., 
ihreBest.  124—137,  Zusammenst.  139 f., 
d.  einf.  unt.  ihn.  140.  b)  imprim.  a) 
Qr.  m.  e.  inv.  Schaar  v.  00^  Flächen, 
d.  sich  nicht  in  e.  inv.  Schaar  v.  00* 
Curv.  zerlegen  lOsst  142-164.  (5)  Gr. 
m.  e.  inv.  Schaar  v.  00*  Curv.,  d.  sich 
nicht  i.  e.  inv.  Seh.  v.  00*  Fl.  anordnen 
lässt  164—170.  y)  d.  übrigen  170—178 
(vgl.  Punkt).  3)  d.  proj.  Gr.  d.  B^  a) 
solche,  d.  e.  Curv.  od.  e.  Flache  inv. 
lassen  u.  dad.  defin.  sind  III,  Kap.  9. 

b)  d.  proj.  Gr.  d.  Fl.  2.  Gr.  (Gr.  d. 
nichteukl.  Bew.)  III.  Kap.  10,  Tabelle 
ihr.  Ugr.  203  f.,  d.  b.  ihr  inv.  Schaar. 
V.  00*  Curv.  206  f.,  d.  Ugr.  e.  m.  ihr 
zushäng.   7  -  gl.  hom.  Gr.  d.  B^  207  ff. 

c)  d.  Gr.  d.  Eukl.  Bew.  u.  Aehnltrf. 
III,  Kap.  11.  Tab.elle  ihr.  Ugr.  214—217, 
Curven  u.  Fl.,  d.  b.  ihr  gerade  00*  La- 
gen ann.  220  ff.  Curven,  d.  b.  d.  Gr.  d. 
Eukl.  Bew.  gerade  00^  Lag.  annehmen 
223.  d)  Best.  d.  prim.  proj.  Gr.  d.  iJj, 
III,  224—232,  Zusammst.  226 f.,  allg. 
Satz  üb.  d.  proj.  Gr.  d.  B.^  236.  e)  d. 
impr.  proj.  Gr.  d.  Br^ ,  allg.  Eigensch. 
282 — 234,  alle,  d.  keine  ebene  Mann, 
inv.  lassen  236,  d.  e.  Ebene  od.  Gerade 
inv.  lassen  237—246,  247—268. 

Raum  V.  n  Dimens.  Zur  Best.  all.  proj. 
Gr.  d.  ii  ,  d.  e.  eb.  Mann.  inv.  lass.  262 

(vgl.  proj.  Gr.,  Aehnlichktrf.,  transitiv). 

Reciproke  Fctgr.  (Polargr.)  II,  184  f., 
b.  e.  hom.  Fctgr.  217.  Begriffl.  Deut, 
d.  Polargr.  260. 

Reciproke  einf.  trans.  Gr.    Kennt  man 

d.  inf  Trf.  zweier  solcher  Gr.,  so  kann 
man  durch  Quadr.  d.  endl.  Grl.  beider 
Gr.  i.  d.  kan.  Form  finden  III,  634,  rec. 
einf.  tr.  lin.  hom.  u.  proj.  Gr.  III,  779  f. 
(vgl.  einf  trans.).  BeciproJce  Fctgr. 
(Polargr.)  II,  184 f.,  b.  e.  hom.  Fctgr. 
II,  217.  Begriffl.  Deut.  d.  Polargr.  II, 
260  (s.  Fctgr.). 

Reciproke  Radien,  d.  Gr.  d.  r.  R.,  s. 

conforme  Gr. 
Reducibel.  s.  irreducibel. 

Reelle  Gr.  1)  analytische  III,  360—366. 
2)  nicht  analyt.  III,  366  —  368.  Unt. 
gew.  Bed.  ist  jede  trans.  reelle  nichtan. 
Gr.  m.  e.  reellen  analyt.  ähnl.  366,  792 
(vjjl.  Gerade,  Ebene,  Raum,  proj.  Gr., 
pnm.,  irred.). 

Reihenentwickelungen  f.  d.  inf.  Trf. 

e.  Gr.  I,  189  f  (s.  Ordnung).  Rechnen 
m.  d.  Reihentw.:  d.  Glieder  niedr.  0. 
i.  (XY)  sind  durch  d.  Gl.  niedr.  0.  i. 
Xfu.  r/*bestimmtl,  193.  Verhalten 
d.  Gl.  niedr.  0.  b.  Einführ.  neu.  Ver. 
196  f. 
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Keihenentw.  f.  d.  char.  Fct.  inf.  BT.  i. 
d.   üingebuDff  v.  z^^x^  =  y^:=0  II, 

624  ff.,  i.  d.  ümgr.  e.  bei.  Werthsyst.  II, 
535.  D.  Gl.  niedr.  Stufe  i.  d.  char.  Fct. 
[uv]  sind  durch  die  Gl.  niedr.  Stufe 
l  u,  V  best.  II,  527.  Verh.  d.  Gl. 
niedr.  Stufe  b.  Auef.  e.  endl.  BT.  II, 
527—531. 
Repräsentant  e.  Typus  v.  Gr.  od.  Ugr. 
I,  435,  281. 

Richtung,  d.  e.  einf.  Trf.  od.  e.  lin. 
part.  Diffgl.  e.  Punkt  zuordn.  I,  58, 
101.  unabh.  Rieht,  i.  e.  Punkt  102, 106. 
q  unabh.  lin.  part.  D.  best,  i  jed.  P.  e. 

eb.  Bündel  von  oc^^  Rieht.  102  f. 
Wieviele  unabh.  Rieht,  ordn.  e.  r-gl. 
Gr.  e.  Punkt  zu  200  ff.  D.  Zahl  dies, 
unabh.  Rieht,  i.  e.  Punkte  v.  allg.  Lage 
entsch.  üb.  Trans,  u.  Intrans.  217. 

Riemannsches  od.  Riemann-Helm- 
holtzBches  Problem  III,  397,  535. 
Lösung  d.  Pr.  dch.  Axiome  im  Infin.  III, 
Kap.  22,  d.  Axiome  i.  Endl.  III,  Kap. 
23  (s.  Axiome  u.  freie  Bewegl.).  Nutzen 

d.  Erled.  d.  Probl.  III,  536 f.  Rie- 
mannsches Krümmungsmass  e.  It^ 

m.  beständig  pod.  quadrat.  Bogenel. 
III,  486,  489.  Räume  m.  const.  Riem. 
Krümmungsm.  III,  489  f. 

Seh  aar  1)  (lineare)  Schaar  v.  inf,  Trf.: 
Kriter.  f.  d.  Invariauz  d.  Schaar  Se^^  Xj^f 

b.  e.  Trf.  I,  246,  b.  e.  eingl.  Gr.  249— 
252,  b.  e.  inf.  Trf.  250.  Best  d.  eingl. 
Gr.,  durch  d.  Ci  . . .  e^  trf.  werden  263. 

Gleichz.  bleibt  auch  d.  Seh.  d.  eingl. 
Gr.  Zcj^  XJ  inv.  265.    Wann  bleibt  d. 

Seh.  d.  endl.  Trf.  Zej^  Xj,fhe\  jed.  ihr 

angeh.  Trf.  inv.?  256,  d.  Seh.  bild.  d. 

e.  Gr.  257  f.  2)  Schaar  v.  Mann.,  d. 
b.  e.  eingl.  Gr.  inv.  bleibt  I,  143  (s. 
gestatt.  u.  wesentl.).  Gest.  e.  Seh.  v. 
Mann.  e.  Gr.,  so  werd.  d.  Mann.  d.  Seh. 
d.  e.  isom.  Gr.  vert.  472,  Satz  5.  Wie- 
viele inf.  Tif.  d.  Gr.  gest.  e.  Mann.  v. 
allg.  Lage  d.  Seh.?  475  —  479.  Best, 
all.  Seh.  V.  Mann.,  die  b.  e.  r-gl.  Gr. 
inv.  bleib.  484  f.    Seh.  v.  ebenen  M.  s. 

UmhülliiDgsfig.  3)  Schaar  i^on  cx)'' 
endl.  Trf  1, 11—14.  Bezieh,  zw.  2  un- 
endl.  benachb.  Ti-f.  d.  Seh.  u.  gew.  inf. 

Trf.  in,  547  f.  Jede  Seh.  v.  oo'"  endl. 
Trf.   ordnet  jed.   ihr.  Trf.  2   (lineare) 

Seh.  V.  je  oo''"^  inf.  Trf.  zu  III,  549. 
Ist  d.  Seh.  e.  r-gl.  Gr.,  so  fallen  all.  d. 
Seh.  V.  inf.  Trf.  zusammen  III,  649— 

552.  Aus  jed.  Seh.  v.  oo''  Trf.,  d.  d. 
grundl.  Diftgl.  genügt,  lassen  sich  r-gl. 


Gr.  m.  paarw.  inv.  Trf.  herstellen  565. 

Zw.  Seh.  von  je  oo**  Trf.,  d.  nach  ein. 

ausgef.  wied.  e.  Seh.  von  oo*"  Trf.  erg. 
III,  566—671.  D.  beid.  Seh.  fallen  zus. 

571  f.    E.  Seh.  V.  qo''  Trf.,  b.  der  m 
Trf.  d.  Seh.  nach  ein.  ausgef.  wied  e. 
Trf.  d.  Seh.  lief.  672-674. 
Simultane  Systeme  v.  gew.  Diffgl., 
ihr  Zush.  mit  den  lin.  part  Diffgl.  1.  0. 

I,  82  f. 
Speciell  s.  linear. 

Stufe  e.  ganzen  Fct.  v.  £f,  ar^,  y^  II,  625, 

St.  e.  char.  Fct.  II,  526.  Eigenschaften 

u.  Bedeut.  d.  charakt.  Fct.  2.  Stufe  i. 

e.  endl.  cont.  Gr.  v.  BT.  632—536,  542. 

Bezieh,  zw.  d.  St.  e.  char.  Fct  u.  d. 

Ordn.  d.  zugeh.  inf.  BT.  682  f. 
Symbol  s.  irS.  Trf.,  endl.  Trf.,  Klammer- 

symb. 
Systatisch  s.  asyst 

Totale  Diffgl.  s.  Pfaffsche  GL,  unbe- 
schr.  intgr.  u.  vollst.  Syst 

Transformation,  Begr.  d.  T.  I,  1. 

Transformationsprobleme  (s.  auch 
Aehnl.).  Wann  lassen  sich  r  geg.  inf. 
Trf.  i.  r  andr.  überf.  I,  366.  Allg. 
Trfapr.  i.  d.  Th.  d.  BT.  II,  176f.  Wann 
lass.  8.  r  geg.  Fct.  U^...U^y.  d.  x^  p 

d.  e.  (homog.)  BT.  i.  x^p  i.  r  andre 
überf.?  1)  wenn  ü^  . ,  .Ü^  e.  r-gL  (ho- 
mog.) Fctgr.  best  ü ,  209 ,  229 ,  2)  all- 
gem.  n,  209—212,  230-232.  Wann 
lass.  s.  r  Fct  v.  z,  x,p  d.  e.  BT.  i. 
2y  Xfpi.r  andr.  überf.  II,  232  f. 

Transitiv  u.  Intransitiv.  Begriff  I, 
212.  Kriter.  f.  d.  inf.  Trf.  d.  Gr.  215— 
217,  d.  Defingl.  genügen  zur  Entscheid., 
sogar  schon  d.  Reihententw.  d.  inf. 
Trf.  i.  d.  Umgeh,  e.  P.  v.  allg.  Lage 
217.    Trans,  u.  intr.  b.  Gr.  v.  hom.  BT. 

II,  305,  b.  Gr.  v.  BT.  i.  z,  x,  p  11,  322. 
Trans,  u.  intrans.  b.  reell.  Gr.  III,  362 
(vgl.  reelle  Gr.).  Rationale  Zahlen  als 
Mass  f.  d.  Trans,  e.  r-gl.  Gr.  III,  746  f. 
Best  all.  trans.  Gr.  v.  geg.  Zuss.  durch 
Integr.  gew.  Diffgl.,  wenn  e.  Gr.  v.  dies. 
Zus.  bekannt  ist  I,  Kap.  22  u.  S.  487  ff. 
Aufzühl.  d.  versch.  Typen  v.  trans.  Gr. 
V.  geg.  Zuss.,  durch  algebr.  Oper.  1, 
446,  Th.  81.  Best  all.  r-gl.  intrans. 
Gr.  I,  455 — 458,  all.  intr.  Gr.  v.  geg. 
Zuss.  I,  458.  Best.  all.  trans.  Gr.  v. 
geg.  Zuss.,  wenn  blos  d.  Zuss.  geg.  ist 
u.  zwar  d.  endl.  Gl.  u.  d.  inf.  Trf.  durch 
Quadr.  III,  662—666,  d.  inf.  IVf.  all. 
dch.  ausf.  Opp.  III,  797  ff.  Jede  r-gl. 
trans.  Gr.  kann  e.  solche  F.  erb.,  dass 
ihre  inf.  IVf.   Quot  best   conv.  Potr. 
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werden  III,  800.  Wann  ist  e.  trans. 
Gr.  asystatisch?  I,  520,  wann  primitiv 
I,  521.    Klassific.  d.  trans.  Gr.  d.  E^ 

I,  604  f.  Best.  all.  transit.  Gr.,  für  d. 
man  d.  Anfangsgi.  i.  d.  Reihenentw. 
ihr.  Inf.  Trf.  i.  d.  Ümg.  e.  P.  v.  allg. 
Lage  kennt  I,  609—614.  Trans.  Gr. 
m.  e.  inf.  Trf.  1. 0. v.  d.  Form :  2^j?^p^+— 

1, 618.    Best.  all.  endl.  cont.  Gr.  d.  B^  , 

d.  im  Inf.  mÖGrl.  trans.  sind  I^  Kap.  29, 
m-fach  transitiv:  I,  631,  III,  296,  746. 
£.  endl.  cont.  Gr.  d.  B^  ist  höchstens 

(n  +  2)-fach  trans.  1,632,  111,  Kap.  16, 
S.  301.  Jede  (n  +  2)-fach  trans.  Gr.  d. 
B^  ist  m.  d.  allg.  proj.  Gr.  ähnl.  III,  308. 

Translationen.  D.  grösst.  Gr.  v.  PT., 
i.  der  d.  Gr.  d.  Transl.  inv.  ist  111,301. 
Bild  e.  Gr.  von  Transl.  d.  R    auf  d. 

n 

unendl.  fem.  Eb.  I,  559.  Zwei  w-gl.  Gr. 
V.  Tri.  d.  B^  sind  stets  innerh.  d.  allg. 

lin.  (sogar  schon  inn.  d.  speciell.  lin.) 
Gr.  d.  B^  gleichber.  I,  558.    D.  infin. 

proj.  Trf.,  d.  m.  d.  inf.  Tri.  gleichber. 
sind  I,  577,  insbes.  i.  d.  Ebene  III,  89 
—91,  d.  Gl.  der  v.  dies.  inf.  Trf.  gebild. 
Mann.  III,  91. 

Typen  v.  endl.  Trf.  u.  Ugr.  e.  r-gl.  Gr. 
I,  281.  Best.  all.  Typen  v.  endl.  Trf. 
I,  282,  aller  Typ.  v.  eingl.  Ugr.  u.  inf. 
Trf.  282  if.  Zushang  zw.  beid.  Aufg.  I, 
284—287.  Bild  e.  Typus  v.  inf.  Trf. 
i.  d.  i?^_i  d.  inf.  Trf.  III,  675.    Best. 

all.  Typ.  V.  Ugr.  e.  r-^1.  Gr.  I,  494— 
496.  Typ.  V.  ü^ns.  u.  intr.  Gr.  I,  434, 
455.  Typengattung  s.  Gatt.  Typ.  v. 
reellen  Gr.  III,  364.  Typen  v.  Gr.  v. 
hom.  BT.  II,  362.  Aufzähl.  aller  sol- 
chen Typen  v.  freg.  Zus.  ebd.  Typ.  v. 
Fctgr.  II,  205,  V.  homog.  Fctgr.  II, 
227.  Typen  v.  Zusammensetz.  r-gl. 
Gr.  III,  716,  vgl.  I,  297  ff. 

Umhüllungsfigur  e.  Schaar  v.  ebenen 
Mann.  d.  Ä^^^  m,  697—700. 

Unabhängige  inf.  Trf.  I,  61.  Sind 
X^f...  X^f  unabh.  inf.  Trf.,  so  erz.  d. 

oo''"^  inf.  Trf.  2:Xj^XJ  e.  Schaar  v. 

oo''  endl.  Trf.  I,  65.  Aus  r  unabh. 
inf.  Trf.  in  n  Veränd.  kann  man  r  inf. 
Trf.  TTi/*. . .  WJm  rn  Ver.  bild.,  so 

dasB  d.  r  Gl.  TF'j^/*«=»0  v.  ein.  unabh. 

sind  I,  66.  Unabh.  Rieht.  I,  102  (s. 
Rieht). 

Unbeschränkt  integrable  Syst.  v. 
tot.  Diffgl.  I,  93,  Form  d.  Lös.  e.  solch. 
SyBt..94. 


Unendliche  cont.  Gr.,  allg.  Begriff 

1,5  f. 
Untergruppe  e.  r-gl.  Gr.  I,  204.  Sätze 

üb.  d.  Erist.  v.  Ugr.  I,  205—207,  473. 

D.  inf.  Trf.  e.  r-gl.  Gr.,  d.  e.  Glgsyst. 

inv.  lass.,  erz.  e.  Ugr.  I,  207  f.    D.  Best. 

all.  cont.  Ugr.  e.  r-gl.  Gr.  ist  e.  algebr. 

Aufg.  210.    D.  inf.  Trf.  jed.  Ugr.  lassen 

sich  durch  lin.  hom.  Gl.  defin.  211. 

D.gemeins.  inf.  Trf.  2er  Ugr.  erz.  e.  Ugr. 

211.  Ugr.  b.  e.  impr.  Gr.  222,  inv.  Ugr. 

s.  inv. -Bild  e.  Ugr.  i.  B^  d.  oo'"  endl. 
Trf.  I,  279,  i.  B^__i  d.  inf.  Trf.  III,  673. 

Ugr.  e.  Gr.,  d.  keine  inf.  Trf.  v.  best. 

Form  enth.  I,  562.  Best  all.  2-gl.  Ugr., 

denen  e.  eingl.  Ugr.  angehört  I,  590, 

vgl.  III,  772  f.    Existenz  3-gl.  u.  4-gl. 

Ugr.  I,  593,  III,  756.    Wann  steckt  e. 

w-gl.   Ugr.  i.  e.   (m-f  l)-gl.  HI,  674. 

Jede  »w-gl.    integr.  Ugr.    steckt   i.  e. 

(m  4-  l)-gl.  III,  681.    Ugr.  e.  r-gl.  Gr., 

d.  i.  kein,  gross.  Ugr.  stecken  III,  694 

—697.  Satz  üb.  (r—  l)-gl.  Ugr.  e.  r-gl. 

Gr.  III,  694,  696.    (s.  endl.  cont  Gr.). 

Kennt  m.  d.  endl.  Gl.  e.  r-gl.  Gr.,  so 

kann  m.  dch.  Quadr.  d.  endl.  Gl.  jed. 

Ugr.  i.  d.  kanon.  Form  aufst  III,  625. 
Untergr.  e.  Fctgr.  II,  181,  Form,  auf 

d.  e.  Fctgr.  m.  e.  bek.  Ugr.  gebr.  werd. 

kann  II,  201,  207. 
Unvollständige  BT.,  d.  nur  f.  gew. 

Elem.  d.  B^^^  gültig  sind  U,  153. 

Yerein  v.  Elem.  s.  Elementmann. 

Vereinigt  liegende  unendl.  benachb. 
Linienel.  i.  d.  Ebene  II,  21,  Flächenel. 
i.  i?3  II,  65,    Elem.  d.  iJ^^^  II,  107  f. 

Wann  geht  e.  Elem.  d.  B„^i  b.  e.  inf. 

BT.  d.  B.^  i.  e.  unendl.  benachb.  El. 

üb.,  d.  mit  ihm  verein,  liegt?  II,  256. 

Vertauschbare  endl.  Trf.I,2f.,  d.  Trf. 
d.  eingl.  Gr.  Xf  u.  Yf  sind  dann  u.  nur 
d.  vert.,  wenn  (XT)  r=  0  (vert.  inf. 
Trf.)  I,  259.  Sind  d.  beid.  inf.  Trf. 
Yfu.  Zf  m.  Xf  vert.,  so  auch  {JZ) 
I,  369.  D.  Trf.  e.  r-gl.  Gr.  sind  vert. 
I,  260.  Für  r>3  enthält  jede  r-gl. 
Gr.  zweigl.  Ugr.  v.  vert.  Trf.  III,  756. 
In  d.  einf.  ausged.  Mann,  giebt  es  keine 
unabh.  vert.  inf.  Trf.  III,  6.  Andrer 
Satz  üb.  Ugr.  m.  vert.  Trf.  I,  264, 
Satz  9.  Gr.  v.  vert.  Trf.,  d.  m.  Gr.  v. 
Transl.  ähnlich  sind  I,  339,  Satz  1. 
Best  all.  inf.  Trf.,  d.  m.  d.  Trf.  e.  r-gl. 
Gr.  vert.  sind  I,  Kap.  20,  sie  erford.  d. 
Int  vollst  Syst  369—377.  Constr.  v. 
endl.  Trf.,  d.  m.  all.  Trf.  e.  r-gl.  Gr. 
vert.  sind  1,  510—514  (vgl.  einf.  trans. 
Gr.).   Vertauschbare  inf.  hom,  BT,  II, 
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267.  Gr.  V.  vert.  hom.  BT.  II .  267  f. 
Best.  all.  hom.  BT. ,  d.  m.  all.  Trf.  e. 
Gr.  V.  hom.  BT.  vert.  sind  II,  318  f. 

Vollständige  Lösung  e.  part.  DifTgl 
1.  0.  II,  101,  111. 

Vollständige  Systeme,  Begriff  d. 
g-gl.  vollst.  S.  I,  86,  d.  Syst.  in  aufge- 
löst. Form  86,  Zurückf.  a.  d.  Integr.  e. 
Reihe  v.  lin.  part.  Diffgl.  1.  0.  87-89. 
Beschaffenheit  d.  Lösungen  (Haupt- 
lös.) 90  f.  Zusammh.  m.  d.  unbeschr. 
integr.  Syst.  v.  tot.  Diffgl.  91—94.  D. 
gemeins.  Gl.  zweier  vollst.  Syst.  bilden 
e.  mit  beid.  invar.  verknüpftes  vollst. 
System  144,  ebenso  d.  lin.  part.  Diffgl., 
denen  d.  gemeins.  Lös.  beid.  genügen 
145.  Best.  all.  vollst.  Syst.,  die  alle 
inf.  BT.  gestatten,  b.  denen  d.  Ausdr. 
dz — Zjidx  u.  d.  Fct.  u(ä,p)  inv. 
bleiben  H,  291  f. 

Wesentliche  Invariante  mehrerer  P. 
b.  e.  r-gl.  Gr.  1,219,111, 399  (vgl.Punkte). 

Wesentliche  Parameter  e.  Schaar 
V.  endl.  Trf.  I,  12,  Kriterien  für  d. 
Wesentl.  13.  Hinreich.  Bed. .  dafür, 
dass  i.  e.  Schaar  v.  Trf.  v.  d.  Form: 
x!  =  x^  +  ^^k  iki  (a;)  +  •  •  •  d.  r  Par. 
e^  . . .  c^  wesentl.  sind  65.  Neue  Me- 
thoden zur  Best.  d.  Zahl  d.  wcs.  Par. 
e.  Schaar  v.  Trf.  III,  593, 1,  183.  Zahl 
d.  wesent.  Par.  e.  Schaar  v.  Mann.  I, 
460—463,  Zahl  d.  wesentl.  Par.  d. 
Schaar  v.Mann.,  d.  aus  e.  Seh.  v.  Mann, 
d.  Ausführ.  e.  rgl.  Gr.  entsteht  I,  484 
—487. 

Zahlenmannigfaltigkeit,    d.  Raum 

als  Z.  m,  394. 
Zerlegung  d.  B^.   Jedes  vollst.  Syst. 

best.  e.  Zerl.  d.  R^  u.  jede  Zerl.  lässt 

sich  d.  e.  vollst.  Syst.  defin.  I,  101. 
Jed.  intr.  Gr.  best.  e.  Zerl.  d.  R^  i.  lau- 

ter  inv.  Mann.  I,  215 f.  E.  Zerleg.,  d. 
b.  e.  eingl.  Gr.  inv.  bleibt  1, 143.  Jede 
impr.  Gr.  best.  e.  inv.  Zerl.  d.  JR^ 
I,  220  f. 

Zulassen  s.  gestatten. 


Zusammengesetzte  Gr.  =  nicht  einf. 
Gr.,  s.  einfach. 

Zusammensetzung  e.  r-^1.  Gr.,  d. 
Zss.  ist  durch  die  c.j^^  bestimmt  I,  289. 

D.  Relat.,  denen  diese  c.j^^  genügen 

1, 170.  Wann  stellen  2  verscb.  Syst.  v. 
^iks  <1^08elbe  Zuss.  dar  I,  290  f.  Zu  jed. 
Syst.  V.  r'Cj.j^,,  das  jene  Belat.  erfüllt, 

gehört  e.  lin.  hom.  Gr.,  d.  unt.  gew. 
Bed.  r-gl.  ist  u.  d.  Zuss.  c^^^^  hat  1, 296, 

II,  334.  Zu  jedem  solch.  Syst.  v.  c^.^^ 
gehör,  femer  stets  r-gl.  Gr.  v.  d.  Zuss. 
^ik»  ^»  297,  Bew.  hierfür  II,  294—296, 
unabh.  v.  d.  Th.  d.  Fctgr.  III,  599—604, 
noch  anders  HI,  795  ff.  Betracht,  man 
e.  r-gl.  Gr.  blos  i.  B.  auf  ihr.  Zuss.,  so 
erscheint  sie  als  e.  Gr.  v.  Operat.  III, 
671.  D.  Best.  aJler  mögl.  Zuss.  r-gl. 
Gr.  erford.  blos.  alg.  Oper.  I,  800.  In- 
variantenth.  Formul.  d.  Probl.  III,  755. 
D.  Probl.  d.  Best.  all.  Zuss.  als  Probl. 

a.  d.  Th.  d.  höh.  compl.  Zahl.  III,  749. 
Untersuch,  üb.  d.  Zuss.  r-gl.  Gr.  111, 
Kap.  28.  Alle  Zuss.  v.  2-gl.  Gr.  III,  713, 
V.  3-gl.  Gr.  ni,  713—722,  Tabelle  716, 
V.  4-gl.  Gr.  722—733,  Zusammenst.  732, 
Zuss.  d.  5 -gl.  u.  d.  6 -gl. 'nicht  integr. 
Gr.  733—737,  737—744.  Allg.  Form 
für  d.  Zuss.  e.  endl.  cont.  Gr.  Ill,  778 
(vgl.  einf.,  endl.  cont.  Gr.,  integr.  Gr., 
adj.  Gr.,  trans.,  prim.,  asyst.). 

Zusammensetzung  e.  r-f^L  Fctgr.  U, 
Vorr.  Charakt.  Eig.  d.  Zuss.  11 ,  234. 
r*  Fct.  w,^(qPi . . .  qp^),  d.  gew.  Bed.  ge- 
nügen, stellen  imm.  d.  Zuss.  e.  r-gl. 
Fctgr.  dar  H,  241,  Th.  87.  Best.  e. 
solchen  Fctgr.  II.  238 — 241,  anders 
243  f..  Best.  d.  Zahl  d.  ausgez.  Fct.  d. 
Fctgr.  ohne  Integr.  242  f.    Sind  d.  m^^ 

hom.  V.  1.  0.  i.  d.  qp,  so  giebt  es  stets 
r  unabh.  hom.  Fct.  1.  0.,  d.  e.  r-gl. 
hom.  Fctgr.  v.  dieser  Zuss.  best.  244 
—248.  Best.  d.  Zahl  d.  ausgez.  Fct 
u.  d.  ausgez.  Fct.  nullt.  0.  ohne  In- 
tegr. 249. 
Zuwachs  (Increment)  e.  Ver.  u.  e.  Fct. 

b.  e.  inf.  Trf.  I,  53. 
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Abel:  lU,  Widm. 
Ampere:  II,  114 f.,  III,  Vorr. 
Appell:  III,  Vorr. 
Aronhold:  I,  Vorr. 

Beltrami:  III,  Vorr.,  810. 
Bernoalli:  III,  Vorr. 
Bohlmann:  III,  816. 
Bolyay:  III,  393  f. 
Boole:  I,  91. 
Boaqaet:  I,  91. 
Bour:  II,  129. 
Briot:  I,  91. 

G.  Cantor:  III,  395,  679. 

Cartan:  III,  Vorr.,  763,  765,  771,  776  f., 

810. 
Cartesius:  III,  Vorr. 
Cauchy:  I,  Vorr.,  1,  91,  585;  II,  89;  IlL, 

Von*. 
Cayley:  I,  Vorr.,  562;    III,  Vorr.,  666, 

749. 
Chasles:  II,  447. 
Christoffel:  III,  Vorr.,  355,  395. 
Clebach,  I,  Vorr.,  82,  86,  86;  II,  34  f., 

99,  148;  III,  630. 

Darboux:  I,  Vorr.,  91;  II,  144;  III, 
Widm.,  Vorr.,  139,  351. 

Enffel:  I,  Vorr.  u.  S.  X,  165,  429,  501; 
11,  Vorr.,  106,  526,  528;  III,  Widm., 
Vorr.,  325,  384,  698,  754—768,  771, 
774  f.,  777,  786,  792,  794,  798,  808. 

Euklid:  111,  Voit.,  393. 

Euler,  II,  1141;  III,  Vorr. 

Galoig:  I,  Vorr.;  III,  Widm.,  Vorr.,  666, 

811. 
Gauss:  III,  Vorr.,  394,  489,  749,  810. 
Gergoune,  III,  Vorr. 
Gordan:  I,  Vorr. 
Grassmann:  III,  Vorr.,  534  f.,  748,  752. 


Halphen:  I,  563;  III,  Vorr.,  66. 

Hamilton:  III,  749. 

Hankel:  lil,  749. 

V.  Helmholtz:    1,    Vorr.;    III,   Vorn, 

396-398,  437—471,  476,  486,  498  f., 

608,  523,  627  ffl 
Her  mite:  I,  Vorr. 
Hesse,  III,  Vorr. 
Uiodenburg:  III,  Vorr. 
Holder,  111,  765. 

Jacob  i:  I,  Vorr.,  82;  II,  92,  97,  113  f., 
129,  148,  171,  173,  175;  III,  Vorr. 

C.Jordan:  I,  Vorr.,  81,  293;  III,  Vorr., 
385,  666,  704. 

Killing:  I,  261;  111,  Vorr.,  296  f.,  326, 
524,  527,  632—634,  764,  766  f.,  763, 
768—778,  809. 

F.  Klein:  1,  Vorr.,  3,  212;  U,  451; 
III,  Vorr.,  86,  139,  185,  357,  397,  624, 

528  f. 

Knothe:  III,  Vorr.,  258,  810. 
Korkine:  II,  187. 
Kowalewsky:  I,  91. 

Lagrange:    I,  Vorr.;   II,  18,  129;  lll, 

133. 
Laguerre:  lll,  Vorr.,  65. 
Lambert:  III,  Vorr. 
Lam^,  III,  Vorr.,  810. 
Legendre:.  11,  69;  111,  Vorr.,  393. 
Lindemann:   II,  34;    III,  Vorr.,    624, 

529  f.,  810. 
Liouville:  HI,  137,  351. 
Lipschitz:  IH,  Vorr.;  325,  355,  395, 

634,  771,  776. 
Lobatschewski:  III,  Vorr.,  393 f. 
Loria:  III,  139. 

Maurer:  III,  Vorr.,  5S1,  754,  796,  800  if. 
A.  Mayer:  1,  Vorr.,   86,  91;   II,  Vorr., 
99,  122. 
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Minding:  III,  Vorr.,  810. 

Möbius:  II,  447. 

Molien,  III,  784. 

Monge:  I,  100;  III,  Vorr.,  126. 

Noether:  HI,  138 f. 

Page:  III,  Vorr.,  807 f. 

Painleve:  III,  Vorr.,  811. 

Pf  äff:  I,  Vorr.;  II,  89,  148. 

Picard:    I,   Vorr.;    111,  Widm.,  Vorr., 

753,  811  f.,  815. 
Plücker:  II,  17  f.,  447;  III,  Vorr. 
Poincar^:    I,   Vorr.;    III,   Vorr.,  437, 

750  f.,  779. 
Poisson:  I,  Vorr.,  546;    II,   129,  171, 

173. 
Poncelet:  II,  69;  III,  Vorr. 

Reye:  III,  139. 

ftiemann,   I,    Vorr.;    III,    Vorr.,    355, 
894-397,  472,   485—499,  535  f.,  770. 

Saccheri:  III,  Vorr. 

Scheffers:  III,  Vorr.,  754,  783  f.,  809  f. 

812. 
Scheibnor:  III,  789. 


Schur:  II,  Vorr.;   III,  Vorr.,  664,  599, 

754,  759  f.,  788  ff.,  806. 
Schwarz:  I,  552  f.;  III,  133. 
Stäckel:  UJ,  Vorr.,  811. 
Staude:  111,  Vorr.,  811. 
Stephanos:  UI,  12. 
Study:  III,  Vorr.,  754,  762,  778  ff. 
Sylvester:  I,  Vorr.,  553;  III,  Vorr. 

de  Tannenberg:  III,  Vorr.,   128,  810. 

J.  Tannery:  III,  Widm. 

W.  Thomson:  III,  Vorr. 

de  Tilly:  UI,  Vorr.,  624—528. 

Tissot:  III,  811. 

Tresse:  III,  Vorr.,  810. 

Umlauf:  III,  Vorr.,  774  f.,  810. 

Verooese:  III,  528. 
Vessiot:  III,  Vorr.,  704,  811. 

Waelscb:  III,  574. 
H.  Weber:  III,  497. 
Weierstrass:  I,  Vorr.,  1,  91. 
Werner,  III,  Vorr.,  622,  778,  809. 

Zorawaki,  III,  Vorr.,  810. 


Berichtigungen. 

Zu  Abschnitt  I. 

S.    53,  Z.  6  y.  o.  lies:  anzuwenden. 

S.  126,  Z.  8  V.  o.  lies:  XjXj^W^  =  0,  .  .  . 

S.  148,  Z.  6  V.  o.  lies:  Gruppe  Yf. 

S.  145,  Z.  1.  y.  u.  lies:  er  statt  es. 

S.  195,  Z.  9  y.  o.  statt  p,  lies:  J    - 

S.  245,  Z.  2  y.  u.  lies:  auf  M  regul&r  yerhalteu. 
S.  292  ygl.  Abschn.  III,  S.  701,  Anna. 
S.  408.  Z.  9  y.  o  statt:  F.  lies  1\ . 

S.  436,  Z.  11  V.  u.  statt  w"  lies:  u^. 

S.  442,  Z.  16  y.  u.  statt:  ZJ,,.Z/  lies":  YJ.,,  Y^f. 

S.  483,  Z.  12  y.  u.  statt:  »w  =  r  lies:  w  «  0. 

S.  484,  Z.  3  y.  u.  statt  a!"  lies:  a^. 

Zu  Abschnitt  II. 

S.  ri8,  Z.  12  y.  u.  statt  ^  lies:   2>. 

S.  240  in  ül.  (20)  statt:  |  P.  P^\,     \  X.X^  ,  u.     /,  x  «=  i . . .  r 

lies:   \F.Pj\,     |.V^X^|   u.    ,-,y  =  l  ...  m  +  v;  ;r,x  =  l  ..  .  m 
S.  433  Z.  17  y.  u.  lies:  Glieder  erster  Ordnung. 
S.  440,  Z.  6  y.  u.  statt:    jV^  lies:  fj/^. 

S.  536  Z.  7  y.  u.    Hes:    +F;^. 

Ca 

Zu  Abschnitt  III. 

S.  29,  Z.  2  y.  u.  statt:  1886  lies:   1884. 

S.  52,  Z.  13  f.  y.  u.  statt:  ar^  =x,  3/1=1/  lies:  a-'i  =  y,  y,  =  .r. 
S.  81,  Z.  11  y.  o.  statt:  1885  lies:  1884. 
S.  110,  Z.  13  y.  o.  statt:  zr  lies:  yr . 

S.  118  ist  unter  VI  i.  d.  ersten  Reihe  d.  2.  Gr.  zu  streichen  u.  bei  d.  1.  u.  3.  hin- 
zuzufügen:  c=f=0. 
S.  127,  Z.  13  u.  14  y.  u.  sind  x,  y,  z  mit  ;,  l),  5  zu  yertauschen. 
S.  154,  Z.  6  V.  o.  statt:  rzr  lies:  r,  zr. 

S.  179,  Z.  18  y.  u.    lies:    Bewegungen  und  der  Aehnlichkeitstransformationen. 
S.  184,  Z.  14  y.  u.  statt:  \  lies:  6g. 
S.  212  unter  (2)  ist  xp  •\-  yq  -\-  zr  zu  tilgen. 

8.  340,  Z.  2  y.  u.  lies:  jedoch  bei  andrer  Gelegenheit  noch  einmal  .  .  . 
S.  426,  ygl.  S.  542. 
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